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Fiinftes Kapitel. Richtung und Dimension.

aber verbirgt sich als die wahre Wurzel der gesuchten
Mannigfaltigkeit der Position die zirkulire Anderung. Der
Sache nach schwebt diese auch Schmitz-Dumont vor;
auf die zyklische Funktion wird geradezu hingewiesen (S. 113
u. 140). Aber es kommt bei ihm wenigstens nicht zur Klar-
keit iiber ihre Stelle im System der logischen Grundbegriffe
und daher iber die Art ihrer Verbindung mit den iibrigen
fiir die Begriindung der Arithmetik erforderlichen Urbe-
grifien des reinen Denkens; man versteht nicht, wie die Zahl
selbst der zirkuliren Anderung fihig sein soll.

Y 4. (Endgiiltige Rechifertigung der Einfiihrung der Begriffe
Dimension und Richtung in die Zahl.) Verstehen 1iBt es sich
in der Tat wohl, daB man ernstes Bedenken trug, die Be-
griffe Dimension und Richtung mit dem Begriff der Zahl
in eine so unmittelbare Verbindung zu setzen, wie wir es
fordern. Hat doch selbst Grafmann nicht gewagt, sie
geradezu der Zahl als Merkmale beizulegen; beide bleiben
auch bei ihm im Grunde nur Eigenschaften des Zahlbaren,
fiir die in der ,,Ausdehnungsgrofie” nur das geeignete Mittel
methodischer Behandlung geschaffen werden sollte. Wie
dagegen aus dem eigenen Begriff der Zahl Dimension und
Richtung folge, das zu zeigen nimmt auch er keinen Anlauf.
Aber eben darum haftet seiner AusdehnungsgroBe ein kaum
iberwindlicher Schein des Willkiirlichen, kiinstlich Zurecht-
gemachten an.

Die Zahl als bloBer Ausdruck des Mehr und Weniger
scheint ein lineares Gebilde sein und bleiben zu miissen
und also, mit einer Mehrheit von Dimensionen, auch eine
Mehrheit von Richtungen auszuschlieBen. Das ist es, was
allen Bedenken gegen die komplexen Zahlen von jeher offen
oder versteckt zugrunde lag und bis heute zugrunde liegt.

Zwar fallt auch jeder Schatten von logischem Widerspruch
sofort weg, wenn man verschiedene, aber unter sich ver-
kniipfte Zdhlungen einmal zuldBt. Nur fiir eine einzige
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Zahlung muB auch die Nullbeziehung einzig sein; diese
Bedingung gilt dagegen nicht mehr, sobald eine Mehrheit
unter sich verkniipfter Zahlungen angenommen werden darf.
Aber diese Annahme selbst erscheint zunédchst logisch nicht
gerechtfertigt, sondern allenfalls nur willkirlich setzbar. So

erklirt Whitehead: das Symbol (_E){, sei an sich als Zahl
sinnlos. DaB algebraische Operationen mit diesem sinn-
losen Symbol sich ausfiihren lassen und zu Sitzen fiihren,
die fir Zahlen gelten, sucht er dadurch verstindlich zu
machen, daf die Operationen der Algebra iiber die Zahl
(als ein besonderes Gebilde) hinausreichen. Ihre Gesetze,
obgleich durch die Arithmetik urspriinglich dargeboten,
hiangen doch an sich nicht von ihr ab, sondern — wovon?
Von der Ubereinkunft! Nur, da es doch urspriinglich Regeln
der Arithmetik waren, so bleiben die arithmetisch deutbaren
Ergebnisse algebraischer Entwicklungen immer richtig. Aber
dab der blofen Ubereinkunft ein Kraft inmnewohne, durch
arithmetisch absurde Vermittelungen arithmetisch sinnvolle
Ergebnisse zutage zu fordern, will nicht einleuchten. So ist

es in der Tat auch nicht. (— 1)& ist allerdings keine ,,Zahl*,
wenn man sich einmal darauf festgelegt hat, ,,Zahl“ nur ein
einzelnes Glied einer einzelnen Zahlung zu nennen. Sobald
man dagegen anerkennt, daP aus systematischer Verkniipfung
verschiedener Zahlungen Zahlausdriicke hervorgehen kénnen,
welche nicht Glieder isolierter Zdhlungen, sondern Bezie-
hungen unter verschiedenen, doch gesetzmiBig verkniipften
Zihlungen bedeuten, wird der Streit, ob man solche als
arithmetische Begriffe anerkennen soll oder nicht, zum un-
niitzen Wortstreit; die Giiltigkeit eines durch die komplexe
Zahl erhaltenen Ergebnisses fiir reelle Zahlen ist dann um
nichts ritselhafter, als daB ein geometrischer Beweis, der
auf » Dimensionen Bezug nimmt, eine Aussage im Bezug
auf » — 1 Dimensionen begriinden kann.

Dies setzt freilich die Zuldssigkeit mehrfacher Zéhlung
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schon voraus. Nun liegt es nahe genug, darauf hinzuweisen,
daf die sogenannten Erweiterungen der Zahl samtlich auf
der Einfiihrung verschiedener aber verkniipfter Zahlungen
beruhen, wie schon Hamilton (in der Vorrede seiner Vor-
lesungen) bemerkt hat. Und zwar bietet sich zur nachsten
Vergleichung die relative Zahl an, in der die Zahlung o, 1,
2... zweimal auftritt, unterschieden durch das Vorzeichen,
verkniipft im gemeinsamen Ausgangswert 0; verkniipft aber
durch die, nicht aus irgendwelcher Willkiir angenommene,
sondern mit der urspriinglich die Zahl erzeugenden Grund-
relation von 0 zu 1 oder 1 zu o zugleich gegebene Bezie-
hung dieser beiden Beziehungsweisen (des Plus und Minus),
gemill welcher die eine die Umkehrung der anderen oder
ihren Gegensinn darstellt. Durch diese so urspriinglich be-
griindete Verkniipfung wird die relative Zahlreihe, obgleich
sie von einer Seite als Verkniipfung zweier Zihlungen er-
schien, zu einem fortan unteilbar einheitlichen Gebilde. So
erwiesen auch die gegeneinander inkommensurabelen Zih-
lungen, die sich zunichst als verschiedene, obgleich streng
gesetzmiflig verkniipfbar, darstellten, sich in letzter Betrach-
tung, nachdem der tiefere Grund dieses Unterschieds und
dieser Verkniipfbarkeit erkannt war, als nicht blof hinterher
vereinbar, sondern wurzeleins und in der einen, stetigen
Zahlreihe notwendig zusammenhingend. So mufi denn wohl
auch die komplexe Zahl, so sehr ihr zunichst der Schein
eines willkiirlichen Kompositum anhaftet, in einer letzten
Betrachtung sich als wesentlich einiges Gebilde, im Ursprung
aller Zahlsetzung von Haus aus begriindet, erweisen. Irgend-
ein Hinweis auf die Tatsache, daB mehr Dimensionen und
Richtungen des Zihlbaren, z. B. riumlicher Beziehungen
vorkommen und einen Ausdruck in der Zahl verlangen,
kann hier schlechterdings nichts ausrichten; sondern die
Entscheidung muf streng in den eigenen Gesetzen der Zahl
gefunden werden. Da aber haben wir sie dem Prinzip nach
bereits gefunden.
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Zur Darstellung mehrdimensionaler Beziehungen, nach-
dem solche anderweitig gegeben sind, wiirde die gewdhnlich
verstandene, eindimensionale Zahl zur Not hinreichen; ob-
wohl genau betrachtet nur deshalb, weil schon die schlichte
Operation des Multiplizierens ein Analogon von Mehrdimen-
sionalitit einschlieBt. Namlich es 1aBt sich schon die allein
auf die Werte bezogene multiplikative Entwicklung der Zahl
zum Ausdruck mehrdimensionaler Beziehungen des Ge-
zihlten gebrauchen, wie es schon den Pythagoreem gelaufig
war. Aber es sind immer nur die Werte, die so zum Aus-
druck gebracht werden, nicht die Dimensionsbeziehungen
selbst. Wertbetrige mehrdimensionaler Gebilde werden aus
den in jeder einzelnen Dimension gemessenen hergeleitet
auf Grund voraus gegebener Beziehungen unter den Dimen-
sionen, von denen die gewohnliche Multiplikation an sich
nichts weiB. Es erfolgt also auf diese Weise die Entwicklung
in die Dimensionen mnicht durch die Zahl.

Nun aber haben wir einen Sinn der Multiplikation kennen
gelernt, der unmittelbar die Mehrheit der Dimensionen, und
zwar sofort in voller Allgemeinheit einfithrt. In der multi-
plikativen Entwicklung der relativen Zahl ist, wie sich
gezeigt hat, die Uberschreitung der einzigen Dimension der
Zahl dem Grundsatz nach schon vollzogen und faktisch in
Gebrauch genommen; daher denn auch das Imaginare sich
unabweislich ergibt, sobald die multiplikativen Beziehungen
der relativen Zahlen folgerecht weiterentwickelt werden.
Das Vorzeichen setzt eben schon die Richtung, und zwar
sofort eine Zweiheit von Beziehungsrichtungen und einen
moglichen Austausch unter diesen. Damit ist die Eindimen-
sionalitat grundsitzlich iiberschritten, so daB fiir eine folge-
rechte Weiterentwicklung der Zahlbeziehungen schon kein
anderer Weg iibrig bleibt als, die Mehrdimensionalitit all-
gemein zur Voraussetzung zu erheben.

Die bloBe Wertbetrachtung war auf mehr Dimensionen,
wie gesagt, nur anwendbar, wenn diese anderweitig gegeben




waren. Auch aus der bloﬁen Relhenfolgu, solange diese
einseitig als Sonderung verstanden wird (indem zwar die
Verbindbarkeit iiberhaupt festgehalten, aber nach irgendeiner
unterschiedlichen Art der Verbindung nicht gefragt wird)
wirde eine Mehrheit von Dimensionen nicht folgen. Und
denkt man sich auch eine Reihenfolge wiederum solcher
Reihenfolgen (selbst unendlicher, was sich als zulissig er-
wies), und Reihenfolgen dritter, vierter, mter Stufe, doch
kime man nicht aus der einzigen Dimension heraus, sondern
nur zu den Cantorschen oder Veroneseschen Unendli-
chen. Dagegen mit der Multiplikation als Relation der Rela-
tion, sofern diese auf die Positionsbeziehung, zunichst ganz
abgesehen von Wertbeziehungen, sich erstreckt, tritt sofort
die mehrdimensionale Betrachtung in ihr volles Recht.

Nicht nur Wertbetrage haben, auf Grund des Mehr und
Weniger, gegeneinander eine Lagebeziehung, sondern Lage-
beziehungen selbst haben untereinander eine Lagebeziehung.
Damit ist unmittelbar die Positionsbetrachtung selbst zur
zweiten Dimension erhoben. Die Potenz, als Potenz der
Lagednderung, ist unmittelbar ihrem Begriff nach die Di-
mension.

Die Einzigkeit unserer Urreihe bleibt dabei iibrigens un-
angetastet. Sie gerade ist gefordert als Vergleichsgrundlage
fir jede iber eine Dimension hinausgehende Positionsbe-
ziehung. Die Urreihe wird damit zur Nullreihe, im Sinne
des festen Ausgangs fiir die Positionsbetrachtung. Eben als
solche mufite sie absolut eindeutig konstruiert werden, damit
dann die ganze, nunmehr unbeschrinkte Mannigfaltigkeit
der Positionsbeziehungen auf ihr sich aufbauen konne.
Namlich auch die ungeinderte Lage wird, im Hinblick auf
die nun als moglich erkannte Anderung, zum Lageverhaltnis,
dem Verhiltnis einer gegebenen Lage zu sich selbst, welche
als nullte Potenz der Grundinderung der Lage folgerecht
ausgedriickt wird. Die ,,gerade® Reihe positiven Vorzeichens
wird mit anderen Worten zur Reihe vom Winkel 0, wahrend




die gerade reelle, d. i. positiv-negative Reihe dem gestreckten
Winkel oder dem Winkel 1, ndmlich der Fundamentalin-
derung der Positionsbeziehung, von Plus in Minus oder
umgekehrt, entspricht, Die Ubertragung der Einheitsstrecke
aus dem Plus- in den Minussinn driickt sich dann folgerecht
aus als Anderung des (— 1) von der nullten zur ersten Po-

tenz. Dann entspricht (— I)T'}- der Halbierung des gestreck-
ten Winkels, also der Normale, die beliebigen gebrochenen
Potenzen von (— 1) der beliebigen Winkelteilung zwischen
o und 1, wobei die # verschiedenen Werte der nten Ein-
heitswurzel in bekannter Weise ihre (wie man sagt) ,,geome-
trische® Deutung finden.,

Eine rein mathematische Ausfithrung in diesem Sinne, auf
Grund einer Erweiterung der goniometrischen Funktionen,

welche diesen statt des Winkels ;r.n: den beliebigen Winkel

I . . -
T zugrunde legt, woraus zugleich eine entsprechende Er-

weiterung der Hamiltonschen Quaternionen folgt, findet
man in einer Arbeit von Unverzagt (774, 1876; vgl
auch Drobisch, 38% 1848). Besonders auch darin ent-
spricht diese Darlegung ganz unseren eben entwickelten
Voraussetzungen, daf sich die Lingenbeziehung bei unge-
anderter Beziehungsrichtung als bloBer Sonderfall der gonio-
metrischen, nimlich fir den Winkel o, ergibt. Mit Recht
sieht Unverzagt in der so begriindeten Rechnungsart, die
nur der konsequente Ausbau der von Mobius, Hamilton
und GraBmann angebahnten ist, eine der moglichen Er-
fillungen der Leibnizschen Forderung einer Analysis,
welche die Lagebeziehungen in gleicher Weise wie die
GroBenbeziehungen und auf gleicher Linie mit diesen zu
behandeln gestatte (4dnalysis situs); welche Forderung ebenso
fir die Entdeckung der projektivischen Geometrie durch
Poncelet, fir Riemanns Gebietsrechnung und fiir Grafi-
manns Ausdehnungslehre wegweisend gewesen ist. Bei
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diesen allen erwies sich die Positionsbetrachtung funda-
mentaler und daher umfassender als die bloBe Wertbetrach-
tung; so wie die komplexe Zahl die gewdhnliche zugleich
umfaBt. Die Zahl existiert eben nicht ohne die Richtung,
und nur so lange erscheint die in Abstraktion von der Rich-
tung betrachtete Zahl einfacher, als man unterlaft, die Posi-
tionsbeziehung in vollem Umfang in Betracht zu ziehen;
wahrend jeder Ausdruck der letzteren durch die erstere
I. nicht ohne gewisse Minimalvoraussetzungen aus dem Ge-
biete der Position (zum wenigsten das Verhiltnis von Plus
und Minus) méglich ist, 2. notwendig komplizierter und
weniger direkt ausfillt als ein solcher, der die Positions-
beziehung von Anfang an auf gleicher Linie mit der auf
die bloBe Extension erstreckten MafBlbeziehung, daher direkt
und ihrem vollen Umfange nach ins Auge fafit. Vor allem
behdlt jede Art der Zuriickfihrung der Lage- auf Wertbe-
ziehungen unvermeidlich in den Voraussetzungen etwas
Willkiirliches, was dagegen ganz wegfillt, sobald die Lage-
beziehung in gleichberechtigter Stellung mit der Wertbe-
ziehung vom ersten Anfang an beriicksichtigt wird. Die
Vergleichung irgendeiner Cartesianischen Behandlung
der Richtungen in Verbindung mit den Lingen mit der
Streckenrechnung von Mo6bius, GraBmann, Hamilton
oder Unverzagt 1iBt den Unterschied sofort in die Augen
fallen. Freilich muBiten die Zahlbeziehungen im engeren
Bereich bis zu einem gewissen Punkte entwickelt sein, ehe
sie diese umfassendere Bedeutung frei entfalten konnten.
Man braucht die ganzen Zahlen, selbst um die Potenzen,
auch als Potenzen der Richtung, ausdriicken zu kénnen.
Der Richtungsunterschied hat selbst einen Betrag; es gibt
gleiche, also auch doppelte usw. Anderungen der Rich-
tung, die sich als solche notwendig durch Zahlbetrige aus-
driicken. Dagegen ist die Richtungsverschiedenheit auf
keine Weise aus irgendeiner bloBen Verschiedenheit von
Grofienbetriigen konstruierbar, vielmehr jede Anderung der
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Grofienbeziehung unterliegt von Anfang an zugleich der
Richtungsbeziehung; nur wird zur grofitmoglichen Verein-
fachung die Richtungsbeziehung zunichst ohne andere An-
derung als die einfachste (von Plus in Minus und umgekehrt)
angenommen und ldBt so in den Rechnungen ihre um-
fassendere Bedeutung nicht sofort erkennen. Diese miifite
in logisch-radikaler Betrachtung auch schon in der gewdhn-
lichen Zahl irgendwie mit zum Ausdruck gebracht werden.
So geschieht es in der Tat auf die angegebene Weise bei
Unverzagt; und so geschah es auch schon bei Grafmann,
indem die ZahlgroBe zur Ausdehnungsgréfie nullter Stufe
(ebenso wie als diskrete zum bloBen Quotienten stetiger
GroBen) wurde; womit der Sache nach gesagt ist, daf die
AusdehnungsgroBe als stetige #-dimensionale Zahl der ge-
wohnlichen (diskreten eindimensionalen) Zahl (d. h. Menge
von Einheiten) sich logisch iiberordnet und sie als Sonder-
fall einschlieft. Durch diese Uberordnung aber stellt nun
die Einheit des Systems sich erst vollstindig her. Es
kann sich der Schein nicht linger behaupten, als sei diese
durch die Zulassung von mehr Dimensionen durchbrochen
und der Weg willkiirlicher Erweiterungen beschritten, den
ein logisch-genetischer Aufbau der Zahl streng meiden
mub. Die eindimensionale Zahl vielmehr bliebe der Posi-
tion nach unstetig; also mangelte gerade ibr die wesentliche
logische Einheit, welche unbedingt Kontinuitit erfordert.

§ 5. (Verhdlinis der Begriffe Dimension und Richtung.) Nur
eines bedarf hier noch der weiteren Aufhellung, ndmlich das
innere Verhiltnis der Begriffe Dimension und Richtung unter-
einander. Ich glaubte in meinen ersten auf diese Frage beziig-
lichen Untersuchungen (727, 728) unbedenklich die Mannig-
faltigkeit der Dimensionen erst durch die der Richtungen
einfithren zu kénnen. Hiergegen wurde von mehreren Seiten
eingewendet: es leuchte nicht ein, mit welchem Recht iiber-
haupt aus der Grundreihe hinausgegangen werde. Zumal
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