Eine Bemerkung zu Derivationen von Potenzreihen

Von PETER BENDER in Neuss

In [1] analysiert A. Schreiber die logische Abhdngigkeit
von Summen-, Produkt- und Kettenregel bei der Ableitung.
Die Ergebnisse sind fiir Ringe von Polynomfunktionen {bzw.
Korper rationaler Funktionen) auf einem Korper formuliert,
sie gelten aber auch fast ohne Einschrédnkung fiir Ringe

formaler Polynome und kdnnen dann zum Teil auf Ringe for-

maler Potenzreihen iiber kommutativen unitdren Ringen aus-

gedehnt werden:

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, F der Ring

= k
der formalen Potenzreihen iiber R, a = L X €F, PcF
k=0

der Unterring der Polynome, ':F*F die gewdhnliche Ablei-

tung; D:F+F schlieBlich sei eine Derivation, d.h. es er-
fille folgende Bedingungen:

(1) D(a+b) = D(a) + D(b) (a,bEF) (Summenregel)

(2) D(ab) = D{(a)b + aD(b) (a,bEF) (produktregel)
Nach [1] ist dann (sei voriibergehend D = D p)

(3) Dp(a) = D(X)a" (a€P) ,

und fir normierte Derivationen (d.h. D(X) = 1) ist

D(a) = a* (a€P) ,

die Ableitung ist also die einzige normierte Derivation

auf P, d.h. aus Summen-, Produktregel und Normiertheit

folgt bereits die Kettenregel der Ableitung auf P.
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Dariiber hinaus gilt folgender

Satz. Fiur jede Derivation D auf F, die P in P abbildet,

gibt es ein CEP, so daRB

D(a) = ca' (a€F) .

Die Fortsetzung von Derivationen auf P auf solche auf F
ist also eindeutig bestimmt. TIst D normiert, ist es die
gewdhnliche Ableitung auf F; auch in F folgt aus Summen-,
Produktregel und Normiertheit die Kettenregel, soweit die
Hintereinanderausfﬁhrung definiert ist.

Beweis. Setze ¢ = D(X) (¢ = © ckaEP nach Voraussetzund
k=0
s - ) k © k . 'st
Sei a = 3 8, X"€F und D(a) = ¥ b.x Zu zeigen 1
k= =0 K
(o} k=0
D(a) :
a) = ca', 4.h. = j . .
a', b, jio (j+1)aj+1ck_3 (k€ N )

Fir alle nE:INO gilt: Mit

a fir ksn+1

w n)
g (M) _ R a}gn)xk (mit a}in) - . also a™ep)
k=o o filir k>n+1
® o k 3
st L kak S Eor Gena®le xk o D(a)—ca(n) =
k=0 k=0 j=0 J+1 k-]

(nach (3)) b (a) - p(afm), _ (nach (1))

k

o ak+n+2X

D(a-a(n))==D( b a Xk) - D(Xn+2

£ y ) = (nach (2))
=n+2 k

£

D (xn+2 ) E Xk n+2 @ k

a + :
keo k+n+2 X D‘kio 8k +n+2X )

(n+2)cx™1 g k n+2

k
k:o ak+n+2x + X

A n+2X )

D( ¢ =
k=0

Mg

fir ein deeignetes fep .
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k +1 .
Also wird £ (b, = L (j+1)a§n)c _.)Xk von X° geteilt,
k . j+17k-]
k=0 j=o
k
d-h. fr k=o,1,...,m 1St B = 2 (3+1)a4,41%-5 -
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