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Verallgemeinerte Konvexititsbegriffe
und der Satz von Krein-Milman

BENNO FUCHSSTEINER

Herrn Professor Dr. C. Schmieden zum 65. Geburtstag gewidmet

Fiir lokalkonvexe topologische Vektorriume ist der Begriff der konvexen
Menge ein niitzliches Hilfsmittel. Viele wichtige Sitze der Funktionalanalysis
haben cinen geometrischen Inhalt, der sehr eng mit diesem Begriff zusammen-
hiingt. Man denke z. B. an das Theorem von Hahn-Banach, den Hahn-Banach-
schen Trennungssatz oder den Satz von Krein-Milman.

Die meisten dieser Sitze sind jedoch nicht zu verallgemeinern fiir den Fall
lokalbeschriankter Vektorraume [1-3].

Ziel dieser Arbeit ist es, den Konvexitidtsbegriff so zu erweitern, daB man
konvexe Mengen in beliebigen Hausdorffschen Rdumen definieren kann.
Dieser Begriff umfaBt dann insbesondere die p-Konvexitit bei lokalbeschrdnk-
ten Riumen. Man kann auBerdem eine Verallgemeinerung des Satzes von
Krein-Milman damit beweisen.

§ 1. ¥-Konvexitit

Es sei T cine Menge und B sei eine beliebige Untermenge von T. Mit I1(B)
bezeichnen wir die Menge aller endlichen Untermengen von B, und P(B) se1
wie iiblich die Potenzmenge von B, also die Menge aller Untermengen von B.

Wir gehen aus von einer Mengenfunktion ¥*: II(T)— P(T), die II(T) in
P(T) abbildet. und die fiir alle 8, 7 € I(T) folgende Eigenschaften besitzen soll:

(I) ¥*)Ddo.
(1) de lI(P*(y)= P*(3)C ¥*(7)
Aus (1) und (IT) folgt unmittelbar:
)= | P*O) VyelllT). (1)
oell(y)
Diese Gleichung erlaubt uns die Funktion p*
Funktion ¥ : P(T)— P(T) fortzusetzen.

Definition 1. ¥: ¥(B)= |J ¥*(nVBeP(I)

yell(B)

auf einfache Weise zu einer

Aus Gl. (1) folgt dann:
P(y)=P*y) Vyell(T).

Funktionen ¥, die gemiB Definition 1 Fortsetzungen sind von F uqktiqqen
¥* mit den Eigenschaften (I) und (II), nennen Wit ,, Konvexe®. Die mtuitive
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Bedeutung wird aus folgendem Beispiel klar. Ist T ein Vektorraum, und be-
zeichnen wir die konvexe Hiille von A C T mit ¥ 1(A4), so ist die dadurch be-
stimmte Abbildung ¥, : P(T)— P(T) eine Konvexe

Es sollen nun einige grundlegende Bezichungen fiir ¥ abgeleitet werden.
Es gilt fiir beliebige 4, B e P(T):

Y(4)D A, (2)
ACB=Y(4)C¥(B), (3)
¥B)= () v, (4)

deHll (W (B))
P(¥(A)=P(4), (3)
ACY(B)=¥(A)C ¥(B) (6)
P(P(A)nP(B) = P(4)n¥(B), (7)
YB)= ) ¥(D). (8)
DCcW¥(B)

Beziehung (2) und (3) folgt aus Definition 1 und (.
Beweis von (4). Es sei y € II(¥(B)). Aus Definition 1 folgt dann die Existenz

einer endlichen Familie 3, ..., y, mit y, e I1(B), (i=1,...m,und yC | ) P*(y,).

’ i=1
Aus (I) und (II) folgt dann - & P+ ( g }-i). Mit | J y, e IT(B), gibt es also fiir jedes
. ] =1 i=1
7 €(¥(B)) ein xeM(B) mit yC ¥Y*(z). Also: L w0 = |J ¥*
— l{J(B) 1 dell(¥(B)) dell(RB)

Gl. (3) folgt nun unmittelbar aus (4) und Definition 1. Relation (6) folgt aus
(2). (3) und (5).

Beweis von (7). Gl. (4) liefert:

P (P (A ¥(B) C (A~ ¥ (B)
und aus (2) folgt:

(P (AN YP(B)D P (A Y(B)y. -
Beweis von (8). Es ailt:

U ¥D)> () ¥ =w¥(B).

DC¥(B) del1(B)

Mit (6) folgt:

YD)C¥YB)VDC ¥(B),
mithin also:

¥YB)> ) ¥D)>wmB). -

Dcw(B)
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Die Gln. (2) bis (8) sind einsichtig, wenn man fiir ¥ das oben angegebene
Beispiel ¥, vor Augen hat.

Lemma 1. Ist o/ eine beziiglich C linear geordnete Teilmenge von P(T).

dann giit :
U T(A):'P(U A).

Ae o Ae A

Beweis. Da .« beziiglich C linear geordnet ist, existiert fir jedes yelT ( U A)

L Aesd
ein A* €./ mit 4* D+. Mithin ‘P( U A) C |J P(A). Aus GL (6) folgt dann
das Lemma. -~ Acsd Asd

Wir wollen noch in Analogie zum Ublichen Konvexititsbegriff gewisse
Punkte von Mengen Extrempunkte nennen. Ublicherweise ist ein Punkt «,

der Element einer Untermenge A cines Vektorraumes ist, Extrempunkt von A.
wenn er nicht in der konvexen Hiille einer endlichen. ¢ nicht enthaltenden.

Teilmenge von A liegt. Wir definieren deshalb:

Definition 2. Sci BC T belicbig, und be B. b heiBt Extrempunkt von B,
wenn fiir alle y e IT(B) gilt: be P(y))=be7.
E,(B) bezeichne die Extrempunkte von B beziiglich der Konvexen Y. Aus
Definition 2 folgt unmittelbar:

Lemma 2. E,(B) > Ey(¥(B)).

Ist T ein Vektorraum und ¥, (B) die konvexe Hiille von B. 50 gilt nach Qbiger
Definition: Ey (B)= Ey (¥(B)). Dies ist 1m allgemeinen Fall j.ed.och unrichtig.

Im folgenden nennen wir Mengen B, fir die B= Y (B) giiltig ist. ¥-konrexe
Mengen, und ¥ (A) bezeichnen wir als w_Hiille von 4.

§ 2. ,,Konvexe* in Hausdorffschen Raumen

Es sei nun die Menge T immer ein zusammenhédngender Hausdprffscher
Raum. Mit #(A) bezeichnen wir die Menge aller offenen Mengep. die A_ ent-
halten. Natiirlich mul3 die Abbildung ¥ einige einfache topologische I_Elg@n-
schaften besitzen, wenn man Verallgemeinerungen von funktionale.lnalytls.chen
Sitzen beziiglich dieses Konvexititsbegriffes untersuchen will. Wir definteren

deshalb:
Definition 3. ¥ ist eine topologisc
wenn fiir alle BC T gilt:
i) ¥(P(B))=¥(B); d. h. der AbschluBl ¥-konvexer
¥-konvex,
ii) B ist offen = ¥(B) ist offen,
i) () PO)cFB).

Ue¥#(B)

he Konvexe Im Hausdorffschen Raum T,

Mengen ist wieder
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Definition 4. ¥ ist eine regulire Konvexe in T, wenn:
i) ac ¥({b}) und be ¥({a))=>a=bh Va, be T,
i) fir alle offenen und ¥-konvexen A gilt:

Y(HINANA) CP ([ (A\A) VY y e TT(A).
Alle diese Eigenschaften treffen fiir die Konvexe ¥, in lokalkonvexen topologi-
schen Vektorrdumen zu. In Definition 4 i ist jedoch im Unterschied zu diesem
Beispiel nicht gefordert, daB jede emelementige Menge P-konvex ist. Dies ist
bei dem Begriff der p-Konvexitiit auch nicht der Fall. Wir nennen den Haus-
dorffschen Raum T Y-konvex im Punkte ¢ e T, wenn es zu a eine ¥-konvexe

Umgebungsbasis gibt. Ist 7 in allen Punkten ¥Y-konvex, so sprechen wir von
eimem P-konvexen Raum.

§ 3. Trennungssiitze

Es soll nun ein Analogon zum Hahn-Banachschen Trennungssatz an-
gegeben werden.

Satz 1. Es sei ¥ eine regulire topologische Konvexe. Dann gibt es zu jeder
kompakten Menge A und abgeschlossenen ¥-konvexen M enge B, mit AnB =4,
emme offene ¥-konvexe Menge 8> B mit BnA=4.

Beweis. Da B ¥-konvex und abgeschlossen ist, gilt nach Definition 3:
(' Y(U)=B=B. Die Mengen T'¥(U) sind offen, und auBerdem ist

Uc#(B)

ACT'B= | ] (T.¥(U)). Dies ist eine offene Uberdeckung der kompakten

Ued(B) .
Menge A, also gibt es darunter eine endliche Uberdeckung:

T¥U): i=l..n; Ue#(B).

Mithin: [} Y(U,)n A =g. ("} P(U,)istjedoch offen und nach G, (7) W-konvex,

=1 i=1

aullerdem ist B darin enthalten. -J

Aus Satz | folgt fiir reguliire topologische Konvexe sofort als Spezialisierung
folgender Satz:

Satz 1*. Es sei 2C T abgeschlossen und Y-konvex, und A sei eine M enge mit
A 2 # 0. dann existiert eine offene W-konvexe Menge B CT mit > und A" f % 0.

Beweis. Wir nehmen einen Punkt x e A2, dann gibt es nach Satz 1 eine
offene. ¥-konvexe Menge fmitx¢fund fog -

Lediglich der Vollstindigkeit halber soll noch ein weiterer Satz angegeben
werden, der den AnschluB3 an den Gblichen Beweis des Krein-Milman-Theo-
rems herstellt. Wir nennen eine Konvexe ¥ trennend, wenn fiir alle ¥-kon-
vexen Mengen 4. BCT mit AnB=4g und fiir alle Punkte ae T entweder
PajuA)nB=0 oder ¥({a} UB)"A =g gilt. ¢ ist eine Hyperebene, wenn in

T zwei ¥-konvexe Mengen B und B* mit B B* — T.BnB*=@undt= B~ B*
existieren.
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Satz 2. Ist W eine regulire, trennende, topologische Konvexe in T, und sind
A, BC T abgeschlossene P-konvexe Mengen mil AnB =, wobei A kompakt ist,
so existiert eine Hyperebene t mit W(twA)nB=4.

Beweis. Nach Satz 1 existiert eine offene ¥-konvexe Menge > B mit
BnA=@. Wir betrachten alle Paare W-konvexer Mengen (x, &) mit 2D A,
52 pund xnd =@ In der Menge dieser Paare fithren wir folgende Halbordnung
ein: (o, 8,) < (00, 6,)(a; Cag) A (6 COo)- ES treffen dann die Voraussetzungen
fiir das Lemma von Zorn zu. Es sei (x*, 6%) ein maximales Element. Gédbe es nun
ein x ¢ o* U d*, dann konnte man, da ¥ trennend ist, eine der beiden Mengen
2% oder 6* vergroBern, was der Maximalitat widersprechen wiirde. Also ist
w*ud* =T Da 6*>pOB, und da f8 offen, B hingegen abgeschlossen ist, gilt
oF~B=0. Es ist also a¥né* eine Hyperebene mit den geforderten Eigen-

schaften. -

§ 4. Eine Verallgemeinerung des Satzes von Krein und Milman

Es sei im folgenden ¥ immer eine reguliire topologische Konvexe. A sel
eine beliebige Untermenge von T. Wir nennen nun eine Menge o C A Stiitz-
menge von A, wenn fir alle 7€ (A4) gilt: ¥(;nocC ¥(y o). Extrempunkte
sind demnach Stutzmengen.

Lemma 3. Sei A eine kompakte Menge und B eine kompakte W-konvexe
Menge mit T> A>Bund A B+9. Dann gibt es eine abgeschlossene Stiitzmenge G
von A mit cnB=10.

Beweis. Nach Satz 1* existiert emne offene ¥-konvexe Menge f§ mit’ poOB
und A\f + 0. Sei Q die Menge aller dieser §. Q ist halbgeordnet beziglich C.

Sei G nun eine maximale Kette in @, dann ist p*= | ) p offen. auBerdem ist f*
BeC .

nach Lemma 1 ¥-konvex. Da die fe G linear geordnet sind. sind auch d_ie
kompakten. nichtleeren Mengen A\p (B e G) linear geordnet. Deshalb st
() (A f)= A\ f*+ @ eine kompakte, nichtleere Menge. p* ist also aus @ und

feG .
damit maximales Element. Ware nun A~ p* echte Untermenge von A. dann

gilbe es nach Satz I* im Widerspruch zur Maximalitdt von p* eine offene.
W_konvexe Menge B, O fF mit A\f, +0. Also: A ¢ B, Damit gilt fur alle
yell(A), daB ‘x”(}')r\(A"-\_\[}*)C'P(;-:n(A\B*)). Also ist A:f* abgeschlossene
Stiitzmenge.

Aus Lemma 3 folgt sofort:

Lemma 4. Jede kompakte Menge AC T. die aus mehr als einem Element
die echte Untermenge ron A ist.

besteht, besitzt eine abgeschlossene Stiitzmenge.
Punkte a.be A mit

Beweis. Aus Definition 41 folgt die Existenz zweier P
a¢ P({b}). Nach Lemma 3 gibtes cine Stiitzmenge o von A mit 6 ¥ hh)=0. -

Wir sind nun in der Lage, folgende Verallgemeinerung des Satzes von
Krein und Milman zu beweisen.
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Satz 3. Es sei ¥ eine reguldre, topologische Konvexe in T. Dann gilt fiir
Jede kompakte W-konvexe Menge AC T: A= ¥(E,(A)).

Beweis. Wir nechmen an A + W(Ey(A)). Sei Q die Menge aller nichtleeren,
abgeschlossenen Stiitzmengen von A, die mit Y{Ey(A)) leeren Durchschnitt
haben. Nach Lemma 3 ist Q nicht leer. Sei G eine maximale Kette beziiglich C
in Q. Wir betrachten » = (7] X. Da die X +0 kompakte Mengen sind, folgt

XeG

%+ 0. Weiterhin ist xn W(Ey(A4)) = 0. Fiir alle y e [J (A4) gilt dann:
PINXNX*CPENX)INX*CPHINXnXH VX, X*eG.

Also: ¥(7)nx CW(ynx). Damit ist gezeigt, daB » € Q, mithin also minimales
Element in Q ist. Wenn nun x aus mehr als einem Flement besteht, dann gibt
es nach Lemma 4 eine abgeschlossene, nichtlecre Stiitzmenge & von x mit
#0+0. Es gilt dann fir alle ye[1(A): Y(ynu)nd C¥P(ynund). Also im
Widerspruch zur Minimalitit von x:

P(INSCP(;n6) Yyell(A).

Mithin besteht ¢ nur aus einem Element a, fir welches dann gilt: a e ¥(y)

=ae7 Vyell(A). Also ist g Extrempunkt von 4. Dies ist ein Widerspruch zu
OV (Eg(A)=0. -

Literatur

I. Kéthe. G.: Topologische lineare Riume. Berlin-Géttingen-Heidelberg : Springer 1960,

- Landsberg, M.: Lineare topologische Rédume, die nicht lokalkonvex sind. Math_ Z. 65, 104—112
(1936).

3. Rolewicz. S.: On a certain class of linear metric spaces. Bull, Acad. Polon. Sci. C1 | 5,471—473
(1957

4. Valentine, F. A.: Convex sets. New York, Toronto, London: Mc Graw-Hill 1964.

2

Priv.-Doz. Dr. Benno Fuchssteiner
Mathematisches Institut

der Technischen Hochschule

D-6100 Darmstadt, HochschulstraBe |

( Eingegangen am 7. Juli 1969 j



	Seite 1 
	Seite 2 
	Seite 3 
	Seite 4 
	Seite 5 
	Seite 6 

