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A) Die geraden Linien und Ebenen in gegenseitiger
Beziehung zu einander.

1. Gerade Linie und Ebene.
a) Gerade Linie winkelrecht zur Ebene.

Aus dem Vorstehenden ist ersichtlich, dass eine gerade
Linie entweder mit einer Ebene einen oder gar keinen Punkt
gemeinschaftlich haben kann, wenn man von dem Falle absieht,
dass die Gerade mit der Ebene zwei Punkte gemeinschaftlich
hat, mithin ganz in dieselbe hineinfillt.

Wenn eine gerade Linie eine Ebene schneidet, d. h. mit der-
selben einen Punkt gemeinschaftlich hat, so ist vor allem diejenige
Lage von Bedeutung, welche entsteht wenn die Gerade auf der
Ebene winkelrecht steht, d. h. mit jeder durch den Fusspunkt in der
Ebene gezogenen Geraden einen rechten Winkel einschliesst. Zur
Feststellung des Winkelrechtstehens einer Geraden zu einer Ebene
geniigt jedoch der Nachweis, dass die gerade Linie auf zwei
durch den Fusspunkt in der Ebene gezogenen Geraden winkel-
recht steht, weil sich folgender Lehrsatz sehr leicht beweisen lasst:

Steht eine gerade Linie
winkelrecht aufzweidurch
den Fusspunkt in der
Ebene gezogenen Geraden,
so steht sie auch winkel-
recht auf jeder dritten
durch den Fusspunkt in
der Ebene gezogenen Ge-
raden.*)

Die Gerade 458 (Fig. 1) trifft
die Ebene #/ NV in dem Punkte
O und hat zu der Ebene eine
solche Lage, dass die Gerade mit
den beiden durch O hindurch-

*) Bei den bildlichen Darstellingen konnen die Ebenen sowohl wie die
geraden Linien nicht unbegrenzt gezeichnet werden; die Ebenen werden daher
gewohnlich durch ein schiefwinkliges Parallelogramm dargestellt. Besonders ist
aber darauf zu achten, dass hier ri#nmliche Figuren vorliegen, welche infolge
ihrer perspektivischen Darstellung eigentiimliche Verschiebungen und Verzerrungen
inbezug aunf die Grosse zeigen.
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gehenden Strahlen OC und OD je einen rechten Winkel ein-
af:hlzush dann muss auch die gerade Linie 45 mit dem be-
liebig durch O in der Ebene MN gezogenen Strahl OFE einen
rechten Winkel einschliessen. Um dies zu beweisen, trage
man von dem Schnittpunkte O aus, auf der Geraden AB nach
oben und unten gleiche Sticke ab, sodass 04 = OF ist;
ferner zeichne man in der Ebene MN eine Gerade DC,
welche die drei durch O gehenden Strahlen OC, OD und OF&
in den Punkten C, D und £ schneidet, die mit den Punkten
A und B verbunden werden; dann sind die beiden Dreiecke
AO0D und BOD deckungsgleich, wegen der L11L=n=1n~«t|1mnunr
von zwei Seiten und dem Linim%(‘ﬂoa enen Winkel (40 = B0;
0D = OL: xAO0D = < BOD = 90%, woraus die Gleich-
heit der Seiten JJJ und 5~ .f) folet. Ganz gleichmissig kann auch
die Deckungsgleichheit der beiden Dﬂ,iccke 'f OC' und BOC
bewiesen weeden (AO0=B0, 0C= 0.C, 21:7: 0C=
Q0%), woraus diu Gleichheit der Seiten J'( und ]) folgt. In-
folce der Ubereinstimmung in den drei Seiten e ="e,
AD — BD und AC = BC) folgt die Deckungsgleichheit der
beiden Dreiecke ADC und B f)( woraus die L:ie:chhmt der
Winkel ADC und BDC folgt. quolmu der Ubereinstimmung
in zwei “nuten und tlcm mnqurhlww{,ncn Winkel (DE = DE,
AD — BD, X ADE = X BDE) folgt die Deckungsgleichheit
der beiden D]cm,ke Jf_)f;' und BDFE, woraus sich dm Gleich-
heit der dritten Seiten A% und A ZE ergiebt. Infolge der Uber-
einstimmung in den drei Seiten (OF = OF, AE = BE,
A0 = BO) folgt endlich die 1)LCLHH(FH"]Lthi‘lClt der beiden
Dreiecke A4 ()L imd B O, weshalb uLh die beiden Winkel
AOFE und BOZE gleich sein miissen; da dieselben aber Neben-
winkel sind, so muss jeder gleich go® sein, woraus aber folgt,
dass die Gerade 4 5 mit dem “durch O beliebig gezogenen Strahl
O FE einen rechten Winkel einschliesst.
Aus diesem Satze ergeben sich dann durch Umbkehrung bezw.
IF'olgerung ohne weiteres folgendes:
_Die von einem Punkte ausserhalb einer Ebene
‘nach dc;;glhcn gezogene W inkelrechte ist die kiirzeste
Gerade. welche von dem Punkt ausserhalb der Ebene
vach irgend einem Punkt in der Ebene gezogen we srden
kann. \1411 nennt daher auch die Linge dlC’%LI‘ W mLui—
rechten den Abstand des Punktes von der Ebene.
2. Von einem Punkte ausserhalb einer Ebene ldsst
sich nur eine Winkelrechte nach der Ebene zeichnen.
3 Durch einen Punkt einer Ebene ldsst sich nur

eine Winkelr u,htn, zu dieser Ebene errichten.
4. Steht eine gerade Linie auf drei durch einen
Punkt dieser Geraden gehende Strahlen gleichzeitig
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winkelrecht, so liegen diese drei Strahlen in einer
Ebene. e :

Steht eine von zwei parallelen Linien winkelrecht
auf einer Ebene, so steht auch die zweite parallele
Linie winkelrecht.

Steht die eine Gerade Linie €D der beiden Parallelen €D

und A5 (Fig. 2) auf der Ebene
] A MN winkelrecht, so muss auch
LR die zweite Parallele A5 winkel-
recht stehen, was dann nach-
gewiesen ist, wenn diese Gerade
auf zwei durch den Fusspunkt
B in der Ebene MV liegenden
Strahlen winkelrecht steht. Zu
diesem Zwecke verbinde man
die Fusspunkte 2 und 5 der
beiden Parallelen miteinander
und erhilt dann, da diese Pa-
rallelen in einer Ebene legen,
zwei Parallele von einer dritten geschnitten, (vergl.*) Ebene Geo-
metrie Seite 8), weshalb die Summe der beiden Gegenwinkel
180° sein muss, d. h.

<z (DB < <2 ABD — 18¢°

U'l aber der eine (-%C Cj)b\ d]esu beiden Winkel ein Rechter
sein muss, weil die Gerade 2 winkelrecht zu der Ebene MNV
steht, mithin auch winkelrecht zu jeder durch den Fusspunkt in
der Ebene gezogenen Geraden, so muss auch der zweite Winkel
ABD gleich Go° sein, woraus folgt, dass die Gerade 45 auf dem
einen durch I: hindurch gehenden Strahl B2 winkelrecht steht.
Als zweiten durch 5 hindurch gehenden Strahl wihle man eine
Gerade E£F, welche winkelrecht zu der Verbindungslinie B0 der
Fusspunkte B und 2 steht, auf der man dann nach beiden
Seiten hin gleiche Stiicke von B ausgehend abtrdgt, so dass
BE = BF ist und verbinde die drei Punkte £, B und # mit
einem beliebigen -Punkt € der Geraden C/Z). Dann sind infolge
der Ubereinstimmung in zwei Seiten und dem t.mhuclﬂnumen
Winkel (BD = BD: BF—=PRBFE: }ﬁ DBEF = ;,.__ /).Ea ;== 00Y)
die beiden Dreiecke DBF und DBE deckungsgleich, woraus
die Gleichheit der Seiten DF und DE folgt; ferner sind ebenfalls
infolge der Ubereinstimmung von zwei Seiten und dem einge-
hu‘ni(::qcncu Winkel: (D€ =D C B h— Dk, <= CDI=

% CDE = 90° die beiden Dreiecke C.DF und CUE dbdxllll”h'
;_;lemh; woraus wieder die Gleicheit der dritten Seiten CF und € &)
folgt; endlich aber sind auch infolge der Ubereinstimmung in den

Fig.” 2.

*) Hoch, Ebene Geometrie im gleichen Verlage M. 2.—



drei Seiten (CB = CB; CF = CE, BF = BE) die beiden Drei-
ecke CBF und CBE deckungsgleich, woraus (11& Gleichheit der
beiden Winkel CBF und CBE folgt, von denen dlmr _]edel da
sie beide Nebenwinkel sind, gleich ()O0 sein muss, d. h. die Ge-
rade /7B steht winkelrecht auf dem Strahl CB. Da ;1hcr die
Gerade ZB nicht nm' auf dem Strahl BC. sondern auch auf dem
Strahl B0 (laut Konstruktion) winkelrecht steht, so steht auch
diese Gerade auf jedem dritten durch den Fusspunkt B hindurch-
oehenden Strahl B4 winkelrecht, welcher mit den beiden anderen
Strahlen B0 und B C in einer Ebene liegt; mithin ist der Winkel
ABF wirklich gleich go®. Da aber die Gerade 48 winkelrecht
steht auf den beiden durch den Fusspunkt & hindurchgehenden
Strahlen D und B/ so muss die Gerade A5 auf der Ebene
MN winkelrecht stehen. (Vergl. Seite 4.)

Durch folgerichtigen Schluss, bezw. durch Umkehrung er-
geben sich folgende Sitze:

1. Stehen zwei gerade Linien auf einer Ebene
gleichzeitig w mLcITeLht so sind diese beiden geraden
Linien ;ﬂiall ;

2. Lweli ffu‘a['ic, Linien, welche auf einer Ebene
winkelrecht %tuhen I]egul in einer Ebene.

3. Sind zwei gerade Linien einer dritten Geraden parallel,
so sind sie untereinander parallel.

b) Die gerade Linie geneigt zur Ebene.

Der Neigungswinkel einer ﬂrcmdcnl inie gegen eine
Ebene st dcr klemste Winkel, du.n die Gerade mit einem
durch den Schnittpunkt in der Ebene gezogcnen Strahl
einschliesst.

Schneidet die Gcmde AB (Fig. 3) die Ebene MN in dem
Punkte B und ist BC die Projektion von AB auf MN (vergl
Seite 2) so ist der Winkel ABC
der Neigungswinkel der Geraden
AB m]t der Ebene MN; zeichnet
man durch den Fusspunkt B den
beliebigen in der Ebene MN lie-
<fendcn Strahl B2 und macht
man BD = BC, so ergiebt sich
nach Ziehung der entsprechenden
Verbindungslinien, das rechtwink-
lige Dreieck ACD, in welchem @c
die Hypotenuse AL grosser sein
muss als die eine I\rttwlL AC. Die
beiden Dreiecke A5C un d ABD stimmen dann in den zwei Seiten

(4B =AB, BC= BC)iberein, jedoch nicht in der dritten Seite;
d,mn stimmen dieselben auch nicht in dem von den gleichen Seiten

Fig, 3
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eingeschlossenen Winkel iiberein, sondern es liegt der grosseren
Seite auch der grissere Winkel gegeniiber, d. h. der Winkel 4 B0
muss wirklich grosser sein als der Winkel ABC, oder der
Neigungswinkel  muss der kleinste Winkel sein.

Daraus ergiebt sich durch folgerichtigen Schluss:

1. Der Nebenwinkel des Neigungswinkels ist der
grosste Winkel den eine gerade Linie mit einer durch
den Fusspunkt in der Ebene gezogenen Strahl ein-
schliessen kann.

2. Parallele Linien bilden mit ein und derselben
Ebene gleiche Neigungswinkel.

3. Bilden mehrere Gerade mit ein und derselben
Ebene gleiche Neigungswinkel, so sind dieselben
parallel.

Steht eine durch den Durchschnittspunkt einer ge-
neigten Geraden mit einer Ebene gezogenen, in der
Ebene liegender Strahl winkelrecht zu der Projektion
der geneigten Geraden auf dieser Ebene, so steht dieser
Strahl auch winkelrecht zu den geneigten Geraden selbst.

Ist 5C (Fig. 4) die Projektion der geneigten Geraden 47
auf der Ebene M N, d. h. also ist AC | M N und ist ferner der
durch B gehende Strahl B2 so gezeichnet, dass der Winkel
CED = g2° ist, so soll auch der Winkel ABE — g0 sein.
Um dies zu beweisen, verlingere
man den Strahl 520 iiber B hinaus,
trage dann nach beiden Seiten von
C ausgehend gleiche Stiicke ab, so
dass 5D = BFE ist und verbinde
die so erhaltenen Punkte D und £
mit A und ¢, dann sind infolee der
Ubereinstimmung in zwei Seiten
und dem eingeschlossenen Winkel
(BC = BC, BD = BE, 3 CBD
= L CBE = 90% die  beiden
Dreiecke (B0 und CBE deckungsgleich, woraus die Gleichheit
der dritten Seiten C2 und CE folgt; ferner sind auch die beiden
Dreiecke ACD und ACE deckungsgleich, da dieselben ebenfalls
i zwel Seiten und dem eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen
(AC=AC, (D = CE, ¢ ACD = % ACE = go%) woraus
ebenfalls die Ubereinstimmung der dritten Seiten A0 und AZ
folgt; demnach ist das Dreieck 4D ein gleichschenkliges Dreieck
und in demselben muss die Verbindungslinie der Spitze mit der
Mitte der Grundseite (vergleiche: Ebene Geometrie Seite 14)
winkelrecht zu dieser stehen, d. h. der Winkel 427 ist wirklich
ein Rechter.

[st eine gerade Linie mit einer in eciner Ebene

Fig. 4.
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liegenden Geraden parallel, so ist sie auch zu der Ebene
selbst parallel, denn es ist nicht moglich, dass die ausserhalb
der Ebene liegende Gerade mit der Ebene einen Punkt gemein-
schaftlich hat, da dieser nur in derjenigen Ebene liegen koénnte,
die durch die beiden parallelen Geraden gelegt werden kann,
was aber der Voraussetzung widerspricht, dass die beiden ur-
spriinglichen Geraden parallel sind.

1. Ist eine gerade Linie mit einer Ebene parallel, so
ist die gerade Linie auch mit jeder Durchschnittslinie
parallel, welche man erhidlt als Schnitt einer durch
die gegebene Gerade gelegten Ebene mit der urspring-
lichen Ebene selbst.

9. Ist eine von zwei parallelen Geraden einer Ebene
parallel, so ist es auch die zweite.

3. Die Durchschnittslinien aller Ebenen mit einer
segebenen Ebene, welche durch eine zu dieser Ebene
parallelen Geraden gelegt werden konnen, sind unter-
einander parallel.

Alle Winkelrechten, welche sich von den einzelnen
Punkten einer mit einer Ebene parallelen Geraden auf
diese Ebene fillen lassen, sind untereinander gleich.

Die von den Punkten C, D, E u.s. w. (Fig. 5) auf die Ebene
MN gefillten Winkelrechten CF, DG, EH u.s. w. sind unter-
einander gleich, da dieselben zwischen Parallelen in der durch
AB und CF gehenden Ebene liegen. Diese unveridnderte Linge
der Winkelrechten, welche an den Punkten der parallelen Geraden
auf die Ebene gefillt werden konnen, nennt man die Entfernung
der parallelen Geraden von der Ebene.
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Zwei Winkel im Raume mit paarweise gleich ge-

1
richteten parallelen Schenkeln sind einander gleich.

Wenn die Schenkel der beiden Winkel 48C und DEF
(Fig. 6) in demselben Sinne parallel gerichtet sind (vergleiche:
Ebene Geometrie Seite 8 und beachte die hinzugefiigten Pleile),
aber in verschiedenen Ebenen liegen, so trage man auf den Schen-
keln vom Scheitelpunkt ausgehend gleiche Stiicke ab, so dass

\
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BAd = ED und 5C = EF

ist, und verbinde die so erhaltenen Punkte auf den Schenkeln des
einen Winkels mit den gleichliegenden Punkten auf den Schenkeln
des anderen Winkels, dann sind die beiden Geraden 4.0 und CF
ein und derselben dritten Geraden BZ gleich und parallel, wes-
halb dieselben auch untereinander parallel und gleich sein miissen,
woraus aber auch folgt, dass die beiden (mlddcn AC und DF
gleich und parallel sind, da sie in einer einzigen Ebene liegen.
[nfolge der Ubereinstimmung der beiden Dreiecke 45C und
DEF in den drei Seiten VU: = D&, Bl = EF CA= 0
sind dieselben aber auch decl umtﬂ:(deuh mithin miissen die
beiden Winkel 4 8C und DEF einander ;Diuch sein.

Unter Bezugnahme auf die gleichen Verhidltnisse in der
Ebenen Geometrie (vergl. Seite f:ﬂ erhilt dieser Satz folgende
allgemeine Fassung:

Winkel im Raume- mit paarweise [J:LT'lHLlL’Il Schenkeln sind
f!emn einander gleich, wenn beide Paare Schenkel in derselben

oder in Lnt”t“EIl”L etzter Richtung parallel laufen; sie ergénzen
m.mrmder ZU 1‘}()“ wenn das eine ‘mhenkelpdm in derselben, das
andere in entgegengesetzter Richtung parallel lduft.

2. Die Lage der Ebenen gegeneinander.

) Einander schneidende Ebenen.

Zwei E heuw welche einander schneiden, haben immer eine
gerade Linie miteinander gemeinschaftlich, welche die Durch-
schnittslinie heisst.

Drei Ebenen k&nnen, abgesehen von dem Falle, dass die-
selben untereinander }ruaﬂel sind, folgende Lagen einnehmen:

i. dieselben schneiden einander in einer einzigen geraden Linie,

je zwei schneiden einander in einer Linie so, t’fdﬁw die drei so
entslchenden Schnittlinien untereinander parallel 5md und endlich

3. die drei Ebenen schneiden Cinzmder in einem Punkte.

Zwei einander schneidende Ebenen begrenzen den unendlichen
Raum teilweise, bezw. teilen denselben, falls man die Ebenen
nach allen Seiten als unbegrenzt dﬂ&ltﬂ'ht in vier Teile, von
denen jeder ein Keil oder Flichenwinkel genannt wird; die
Durchschnittslinien der beiden Ebenen, welche allen vier Keilen
gemeinschaftlich ist, heisst Kant- oder Scheitellinie.

Unter dem Neigungswinkel zweier einander schnei-
dender Ebenen versteht man denjenigen Winkel, der von
zwei durch einen Punkt der Scheitellinie hmdmL]wuhenden Geraden
gebildet wird, von denen jede in einer Ebene iwagt und winkel-
recht zur gemLinschaft]ichen Schnittlinie steht. In welchem Punkte
der Durchschnittslinie die Winkelrechten errichtet werden, ist
gleichgiiltig, da W mkei im Raume, mit gleichgerichteten f\{:]wnl\cin
unander gleich sind. (S. 9.
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