UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Leitfaden der raumlichen Geometrie fur
Gewerbebetreibende und gewerbliche Schulen

Hoch, Julius

Leipzig, 1902

1. Ebenflachige Korper.

urn:nbn:de:hbz:466:1-76720

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-76720

B [ e

b) in zwei Seiten und dem von ihnen -eingeschlossenen
Winkel,

¢) in einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln und

d) in den drei Winkeln.

C. Die Eigenschaften der Korper im allgemeinen.

1. Ebenflachige Kérper oder Polyeder.

Ein allseitic begrenzter Teil des unendlichen Raumes heisst
ein Korper.

\\"1'{1 der Koérper nur von ebenen Flichen begrenzt, so heisst
derselbe ein ebenflichiger Kérper oder Polyeder zu dessen
Begrenzung mindestens vier Ebenen erforderlich sind.

Bei jedem ebenflichigen Korper unterscheidet man:

a) Die Kanten, als Durchschnittslinien zweier aufeinander
folgender den Kérper begrenzender Ebenen;

b) die Seiten oder Flachen, als die einzelnen den Kérper
begrenzenden ebenen Figuren; die Summe aller Seiten oder
Flichen bildet die Oberfliche des Korpers;

¢) die Ecken endlich sind die Endpunkte oder Schnittpunkte
te zweier Kanten,

[n jedem ebenflidchigen
Kérper ist die Anzahl aller
Kantenwinkel doppelt so
ocross als die Anzahl aller
Kanten, weil in jeder Seiten-
fiche die Anzahl der Winkel und
die Anzahl der Kanten gleich gross
ist und jede Kante als gleichzeitig
zwei Begrenzungsflichen ange-
horend doppelt gezihlt wird.

In jedem ebenfldchigen
Korper ist die Anzahl der
Flichenwinkel ebenso gross
wie die Anzahl der Kanten.
Fig. 10, [n jedem ebenflachigen

Korper ist die Summe aus
der Anzahl der Ecken und Fldchen ebenso gross wie
die um zwei vermehrte Anzahl der Kanten.

Diescr Satz ist allgemein bekannt unter dem Namen
Euler'scher Lehrsatz, nach dem Mathematiker Leonhard Euler
1707—1783, welcher denselben zuerst aufgestellt hat so benannt.
Zum Zweck des Beweises dieses Lehrsatzes, denke man sich
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sinen ebenflachiven Korper (Fig. 10) so auf die Zeichenebene
projiziert, dass keine einzige der Brgrenzungsflichen sich als
gerade Linie darstellt, also dass man simtliche Flichen als solche
sehen kann, wodurch man erreicht, dass die so erhaltene
Projektion des ebenflichigen Korpers ebenso viel Flichen, Kanten
aud Ecken hat wie der Korper selbst. Um nun eine Be-
ziehung zwischen diesen drei Bestimmungsstiicken des eben-
fichigen Korpers aufzustellen, berechnet man die Summe samt-
licher Umfangswinkel der Begrenzungsflachen in der Projek-
tion auf doppelte Art und Weise, wobei man bezeichnet mit
£ die Anzahl der Ecken des ebenflichigen Korpers,

oy 3 vBlicheny " o
5 = , Kanten 5 5
Bezeichnet man ferner mit ny, Dg, DNg, . . - die Anzahl der

Seiten der einzelnen Begrenzungsfiguren des Korpers, so ist die
Summe aller Umfangswinkel (vergl. Ebene Geometrie Seite 20)
‘n einer Fliche gleich (n—2) 180° mithin die Summe S siamt-
licher Umfangswinkel

S = [(0,—2) 4 (me—2) + (15—2) L e 10

S —(n, |+ ng - Ds -+ ... ) 180 — 2 F. 180

da dieser Korper £ Flichen hat, mithin ebenso viel mal die
Summe in 2 vorkommt. Da aber bei dieser Art der Aufzihlung
jede Kante des ebenflichigen Korpers zweimal gezihlt wird,
so 1st

Ny oy . =2 K

ny -+ Na
weshalb man durch Einsetzen erhilt:

S = (2K—2F) 180 —(K—F)" 300.

Bezeichnet man ferner mit » die Anzahl der Eckpunkte
(4, B, C, D, E, Fund G) der gemeinschaftlichen Umfangslinie
der Projektion dieses Korpers, mit 7z die Anzahl derjenigen
Ecken (A, [, K. L), welche innerhalb dieser gemeinschaltlichen
Umfangslinie auf der sichtbaren Seite liegen, mit my aber die
Anzahl derjenigen Ecken (M, &, O, P), welche innerhalb dieser
gemciusch;-ii‘tlichen Umfangslinie auf der unsichtbaren Seite liegen,
so erhilt man fiir die Summe S den Umfangswinkel der Pro-
jektion des oberflichlichen Korpers.
S = (m—2) » 180 -+ wm—2) - 180 1 my - 360 + g 360
wobei zu beriicksichtigen ist, dass die Winkelsumme an der
Umfangslinie liegend doppelt gerechnet werden muss, weil die
einzelnen Winkel sowohl auf der sichtbaren, als auch auf der
unsichtbaren Seite der Projektion liegen, mithin ergiebt sich

S = (m-}m) 180 — 4 - 180 ~+ m, - 360 74 360
S—aom-180 — 4180 — m - 360 - 75 - 300
S = (m-m +my—2) 360

H o ¢h. Die rinmliche Geometrie, 2
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Da aber m - my; -+ my nichts anderes ist als die Anzahl
der Ecken des oberflichigen Korpers, so erhilt man
Ki—(A—1) ’}60
S = (K—F) 360
e =2 gﬁo == (A—--;’fu 360
==
= K + 2
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a) Die Pyramide.

Der von einer korperlichen Ecke teilweise begrenzte, nach
einer Seite offene Raum, heisst ein pyramidaler Raum; schneidet
man denselben durch eine Ebene, welche samtliche Kanten der
korperlichen Ecke schneidet, so entsteht eine Pyramide. Der
Scheitelpunkt oder die Spitze der korperlichen Ecke heisst die
Spitze der Pyramide, die Kanten der korperlichen Ecke aber
die Seitenkanten der Pyramide. Die in der Spitze der
Pyramide zusammentreffenden Flichen, welche unter allen Um-
stinden Dreiecke sein miissen, heissen die Seitenflichen der
Pyramide und die Summe aller Seitenflichen heisst der Man-
tel der Pyramide. Die den pyramidalen Raum abschliessende
Ebene, soweit dieselbe zwischen den Seitenflichen der Pyramide
liegt, heisst die Grundfliche der Pyramide, welche mit dem
Mantel derselben zusammen die Oberfliche der Pyramide
ergiebt.

Unter der Hohe der Pyramide versteht man die Linge
der Winkelrechten, welche von der Spitze auf die Grundfliche
gcfﬁ]lt werden kann.

Nach der Anzahl der Seitenflichen einer Pyramide wird die-
selbe als drei-, vier- und mehrseitig bezeichnet.

[st die l:nmdﬁathc einer Pyramide ein regelmissiges Vieleck
und fillt der Fusspunkt der Hohe mit dem \I:ttelpunkt der
Grundfliche zusammen, so nennt man die Pyramide eine regel-
massige und crerade In jeder regelmassigen, geraden Pyra-
mide sind die Seitenkanten untereinander gleich gross und die
Seitenflichen sind untereinander deLkungﬂgleichc Dreiecke. Die
Hohe eines solchen Seitendreiecks einer geraden regelmissigen
Pyramide heisst eine Seitenhohe.

Schneidet man eine Pyramide durch eine Ebene, welche
durch die Spitze der Pyramide geht, so ist der Schnitt immer
ein Dreieck.

Wird eine Pyramide durch eine zu der Grundfliche
parallele Ebene geschnitten, so ist die Schnittfliche
der Grundfliche é#hnlich oder gestaltgleich und die
Fldacheninhalte dieser beiden Flichen verhalten sich wie
Quadrate ihrer Entfernungen von der Spitze.
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Wird die Pyramide ABCDE mit der Spite S (Fig. 11)
durch eine zur Grundfliche parallele Ebene so geschnitten, dass
die Schnittfigur aéede entsteht, so miissen die an den gleichen
Seitenkanten liegenden Winkel dieser beiden Figuren gleich sein,
da die Schenkel derselben in derselben Richtung parallel laufen
(vergleiche Seite 9). Da aber ferner jede Seitenfliche durch
eine zur entsprechenden Grundkante parallele Transversale ge-
schnitten wird, so ergeben sich fiir zwei benachbarte Seitenflichen
folgende Projektionen (vergleiche Ebene Geometrie Seite 58).

AEvaqe— SE: Se

El:ed =Sk Se

AE ae—=ED>ed
Ebenso lisst sich aber fiir alle gleichliegenden Seiten nachweisen,
dass dieselben dasselbe Verhiltnis haben, woraus unter Hinzu-
figung der Bedingung Gleich-
heit der gleichliegenden Win-
kel die Ahnlichkeit der beiden
Figuren ABCDE und abcde
folgt.

Die von der Spitze S auf
die grosse Grundfliche gefillte
Winkelrechte (Hohe)  trift
diese in M, die parallele Schnitt-
fliche aber in O, so dass SM
und SO die Abstinde der
beiden in Frage kommenden
Flachen von der Spitze sind.
Verbindet man die so erhal-
tenen Fusspunkte 4/ und O
der Hohe mit je einem zu-
gehorigen Eckpunkt, z. B. mit ‘

A und @, so ergiebt sich infolge der Gestaltgleichheit der hier-
durch entstchenden Dreiecke folgende Proportionen:
SM:S0= SA: Sa
Sty Se—=AKTae
AL ae = SM: 50
Da sich aber (vergleiche Ebene Geometrie Seite 60) gestaltgleiche
Figuren ihrem Flacheninhalte nach verhalten wie die Quadrate
zweier gleichliegender Sciten, soO erhilt man:
ABCDE :abcde= AE?: aet
AEE o aer = S -S0°
ABCDE : abede = SM*: SO*

Wird eine Pyramide durch eine zur Grundebene parallele

Ebene geschnitten, so heisst der zwischen den beiden parallelen
2*

Fig. 1.




Ebene liegende Teil ein Pyramidenstumpf und der zwischen
der kleineren Schnittfliche und der Spitze liegende Teil der
Pyramide, die Ergdnzungspyramide des Stumpfes. Dem
nach wird ein Pyramidenstumpf von zwei einander dhnlichen
Vielecken als Grundflichen begrenzt, von denen die eine die
grosse, die andere die kleine Grundfliche heisst und von so
vielen Trapezen, Seitenflichen genannt, als jedes Vieleck Seiten
hat. Der Abstand der beiden parallelen Grundflichen eines
Pyramidenstumpfes heisst die Hohe desselben.

b) Das Prisma.

Denkt man sich die Spitze einer Pyramide entferne sich
immer mehr und mehr von ihrer Grundfliche, so erhilt man,
wenn die Spitze in unendliche Entfernung geriickt ist, ein Prisn'l;t,
indem die Seitenkanten endlich parallel geworden sind. Der so
entstandene teilweise begrenzte nach zwei Seiten hin unbegrenzte
Raum, (wenn man die Sellcnl\,mtun nach beiden Seiten hm als
unbegrenzt ansieht) heisst ein prismatischer Raum, welchen
man auch erkliren kann als einen Raum, der teilweise von
drei oder mehreren Ebenen begrenzt wird. die einander in
parallelen Linien schneiden.

Begrenzt man den prismatischen Raum dadurch, dass man
denselben durch zwei parallele, simtliche Kanten schneidende
Ebenen schneidet, so entsteht ein Prisma, Die beiden parallelen
Schnittflichen, heissen Grundflichen und sind untereinander
t]t‘f‘]xl[ll”":“lt‘]{‘h (vergleiche Seite 12). Die iibrigen Grenzflichen
des Prism: 15, welche nach dieser Erklirung i’dmllelogrcunme sein
missen, heissen Seitenflichen; Iit..bﬁ“)ﬁ_‘.ll bilden zusammen den
Mantel des Prismas, mit den beiden Grundflichen aber die
Oberfliche des Prismas. Die Durchschnittslinien zweier auf-
einander folgender Seitenflichen eines Prismas heissen die
Seitenkanten oder Kanten des Prismas, welche alle unter-
einander gleich sind. Der Abstand der beiden Grundfiichen
heisst die Hhe des Prismas. ;

Die Anzahl der Seitenflichen, der Seitenkanten und der
Kanten der Grundfiache ist bei ein und demselben Prisma die-
selbe; nach der Anzahl dieser Bestimmungsstiicke wird das
Prisma ein drei-, vier- oder mehrseitiges genannt. Stehen
die Seitenkanten winkelrecht zur Grundseite, so nennt man das
Prisma ein gerades, in jedem anderen Falle ein schiefes. Bei
dem geraden Prisma ist die Hohe ebenso gross wie jede Seiten-
kante; Jbei einem schiefen Prisma aber ist die Hohe kleiner als
jede Seitenkante.

Ein Erisma, dessen Grundfliche ein Parallelogramm, ist wird
ein Parallelepiped genannt, welches ebenso wie jedes Prisma
gerade oder ':;L]H:_"I sein kann. Jedes gerade Pararellepipod heisst




= AL

auch ein rechtwinkeliges und hat es als Begrenzungsfiichen Quad-
rate, so nennt man dieses Prisma einen Wiirfel oder einen Kubus.

In jedem Prisma ist jeder zur Grundfliche parallele
Schnitt mit dieser Grundfliche deckungsgleich.

] eder Schnitt eines Prismas miteiner Ebene parallel
zu einer Seitenkante ist ein Parallelogramm.

[st die Grundfliche eines geraden Prismas ein regelmdssiges
Vieleck, so heisst das Prisma ein regelmissiges. ;

¢) Das Prismatoid.

Jener Kérper (Fig. 12) welcher begrenzt wird von zZwei
beliebigen in parallelen Ebenen liegenden Vielecken als Grund-
flichen, und von Dreiecken als Seiten-
flichen, von denen jedes mit einem
Vieleck einer Seite, mit dem anderen
aber eine Ecke gemeinschaftlich hat,
heisst ein Prismatoid. Der Ab-
stand der beiden parallelen Grund-
flichen heisst die Hohe des Prama-
toides. Die Seiten der beiden Grund-
flichenvielecke heissen Grundkan-
ten, die Durchschnittslinien zweier
aufeinanderfolgender  Seitenflichen
heissen Seitenkanten. Im allge-
meinen ist die Anzahl der Seiten-
flichen gleich der Summe aus den
Seitenzahlen der beiden Grundflichen,
doch kann unter Umstinden die Anzahl der Seitenflichen auch
kleiner sein, wenn zwei Seiten der beiden Grundflichen einander
parallel sind.

Aus der Entstehung eines Prismatoids folgt unter Bertick-
sichticung des Umstandes, dass parallele Ebenen parallele Schnitte
haben, dass eine durch die Mitte einer Seitenkante zu den beiden
Grundflichen parallele Schnittebene alle iibrigen Seitenkanten des
Prismatoides sowohl als auch die Hohe desselben halbiert. Die
so erhaltene Schnittebene, welche ebensoviel Kanten hat, als das
Prismatoid Seitenflichen, heisst der Mittelschnitt des Prismatoides.

Der Mittelschnitt hat im allgemeinen so viel Kanten wie die
Anzahl der Kanten der beiden Grundflichen zusammen betrdgt,
und jede Kante ist halb so gross wie je ecine Kante einer
Grundfliche.

Verbindet man irgend einen beliecbigen Punkt des Mittel-
schnittes mit simtlichen Eckpunkten des Prismatoides, so wird
dieses in Pyramiden zerlegt, welche alle ihre Spitzen in dem an-
genommenen Punkte haben, und an denen zwei die beiden

Fig. 12.
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Grundflichen, die anderen aber je eine Seitenfliche des Pris-
matoides zur Grundfliche haben.

Haben die beiden Grundflichen eines Prismatoides gleichviel
Seiten und sind ausserdem je zwei gegeuiiber liegende Seiten
pararallel, so heisst dieser Korper ein Obelisk.

d) Die regelmissigen Polyeder.

Ein ebenflichiger Korper oder Polyeder, dessen Begrenzungs-
flzichen regelmassige, untereinander deckungsgleiche Vielecke sind
und ausserdem von untereinander deckungsgleichen koérperlichen
Ebenen gebildet wird, heisst ein regelmissiger Polyeder oder
plat onischer Korper.

Da die regelmissigen Polyeder nur von regelmassigen Viel-
ecken begrenzt werden sollen und nur dann eine korperliche
Ecke gebildet werden kann, wenn die Summe aller Kanten-
winkel der in einer Fliche zusammentreffenden Begrenzungs-
fidchen kleiner ist als 360° (vergleiche Seite 15), so kann es
nur finf solche Korper geben. Denn beriicksichtigt man zu-
niachst dasjenige regelmaissige Vieleck, welches die geringste
Seitenzahl hat, so muss man vom gleichseitigen Dreieck aus-
gehen, in welchem jeder Winkel 00° betrigt. Zur Bildung
einer korperlichen Ecke sind bekanntlich mindestens drei Ebenen
erforderlich, weshalb auch drei gleichseitige Dreiecke wohl zur
Bildung einer korperlichen Ecke zusammentreten konnen, da die
Summe der Kantenwinkel 3.60° =— 180° ist, mithin kleiner als
360°%; ebenso konnen auch noch vier gleichseitige Dreiecke zur
Bildung einer korperlichen Ecke zusammentreten, da die
Summe der Kantenwinkel 4.60° = 240° auch noch Kkleiner ist,
als 360 auch finf gleichseitige Dreiecke konnen noch zur
Bildung einer korperlichen Ecke zusammentreten, da auch hier
noch die Summe der Kantenwinkel 5.60° = 300° noch immer
kleiner als 360° ist. Nun koénnen aber
nicht mehr als fiinf gleichseitige Dreiecke
eine korperliche Ecke bilden, weil die
Summe der Kantenwinkel gleich oder
ordsser als 360° wire, was unmoglich ist.
Demnach kann es nur drei regelméssige
Polyeder geben, welche von gleich-
seiticen Dreiecken begrenzt werden,

Fig. 13. und zwar sind es:

] 1. Das Tetraeder (Fig. 13.), auch
Vierflichner genannt, begrenzt von vier gleichseitigen Dreiecken,
von denen immer je drei zu einer korperlichen Ecke zusammen-
treten; dieser Korper hat vier Ecken und sechs Kanten.

2. Das Oktaeder (Fig. 14), auch AchtAichner genannt,
begrenzt von acht gleichseitigen Dreiecken, von denen immer




je vier zu einer korperlichen Ecke zusammentreten; dieser
Korper hat sechs Ecken und zwolf Kanten.

3. Das Ikosaeder (Fig. 15), auch Zwanzigflichner genannt,
becrenzt von zwanzig gleichseitigen Dreiecken, von denen immer
je fiinf zu einer korperlichen Ecke zusammentreten- dieser
Korper hat zwoif Ecken und dreissig Kanten.

Nach dem gleichseitizen Dreieck folgt das gleichseitige Vier-
eck oder Quadrat, in welchem jeder Winkel 90° betrdgt, wes-
halb drei Quadrate zur Bildung einer korperlichen Ecke benutat
werden konnen. weil die Summe der Kantenwinkel 3.g0° = 270°

kleiner als 3609 ist. Vier oder mehr Quadrate konnen keine
korperliche Ecke mehr bilden, weil die Summe der Kantenwinkel
gleich oder grosser als 360" wire; demnach giebt es nur einen
einzigen regelmissigen Polyeder, welcher von Quadraten be-
arenzt wird, namlich:

Das Hexander oder der Wiirfel (Fig. 16), begrenzt von
sechs Quadraten, von denen immer je drei zur Bildung einer
korperlichen Ecke zusammentreten; dieser Korper hat sechs
Ecken und zwolf Kanten.

Nach dem Quadrate folgt das regelmissige Fiinfeck, in welchem
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jeder Winkel 108° betrigt, weshalb drei regelmissige Fiinfecke
wnhl zur Bildung einer krmrp{::hchcﬂ [icke zusammentreten konnen,
da die Summe der Kantenwinkel 3.108° = 324°, noch immer
Kkleiner ist als 360°%. Da aber die Summe von vier Umfangswinkeln
eines regelmissigen Vierecks 4.108° = 4329, grosser ist als 3609,
so konnen nur_ drei regelmissige Fiinfecke zur Bildung einer
korperlichen Ecke herangezogen " werden, weshalb es auch hier
nur einen einzigen regelmissigen Poly eder giebt, nidmlich:

Das Dr)deul der oder den Zwolfflachner (Fig. 17), be-
grenzt von zwdlf regelmissigen Fiinfecken, von denen immer je
drei zur Bildung einer korperlichen Ecke zusammentreten; dieser
Korper wird begrenzt von zwanzig Ecken und hat dreissig
Kanten.

Da der Winkel in einem regelmdssigen Sechseck 120° be-
trigt, bilden wohl drei solche Figuren eine Ebene, konnen aber
ehenso wenig, wie auch mehr als drei regelmiissige Sechsecke,
zur Bildung einer korperlichen Ecke beniitzt werden. Da aber
die W inkel in den regelmissigen Vielecken mit mehr als sechs
Seiten immer grosser sind als 1209 so konnen diese Figuren
noch viel weniger zur Bildung einer korperlichen Ecke heran-
gezogen \’-,udcn woraus sich uffwhi dass nur die oben ange-
fiihrten fiinf platonischen Korper ge bildet werden konnen.

[nfolge der vollstindig gleichmissigen Anordnung der ein-
zelnen li:LCh(‘l’l Kanten und Lc\ccn der regelmissigen Polyeder
und infolge des Umstandes, dass die IﬁegrmﬂmmﬂdLhcn samtlich
untereinander gleiche Flichenwinkel bilden, ergiebt sich sehr
leicht, dass es bei jedem regelméssigen l’c:-lw,der einen Punkt
im Innern des Krnpeu giebt. welcher 1. von allen Ecken, 2. von
allen Kanten und 3. von allen Flichen gleich weit a bsteht und
daher Mittelpunkt des Korpers genannt wird.

2. Krummfldchige Kdérper.

Diejenigen Korper, welche ganz oder teilweise von krummen
Flichen begrenzt werden, heissen krummfldachige I(E"}t';aer.
In diesem Leidfaden konnen nur jene I\TLIIﬂHIﬁdClH”{’ Kérper be-
handelt werden, welche eine gewisse ]Qc:fful1nasc31t11\ui zeigen oder
deren Lntﬁtehlmg bestimmten Gesetzen unterworfen ist. Die
hier in Betracht kommenden Korper sind alle von sogenannten
Umdrehungsflichen begrenzt, d. h. von Flachen, welche da-
durch entatghem dass bestimmte Linien sich so um euw gerade
Linie, Drehungsachse genannt, bewegen, dass jeder Punkt einen
Kreis beschreibt, dessen Mittelpunkt in der Drehungsachse liegt.
Diese so uebildeten Kreise, welche  alle untereinander ]mruld
sind, heissen Meridiane; die Ebenen der einzelnen Meridiane
stehen alle auf der Drehungsachse winkelrecht.
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