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lich Schneide nennt; setzt man daher in die obige Formel fiir
den Inhalt eines Prismatoides fiir & = 8.ein, so erhilt man die
Formel fiir die Berechnung eines Keiles mit
(G | :
P 2 01).
Z)
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2. Die runden Kérper.
a) Der Cylinder.

Da jeder Cylinder als ein Prisma mit unendlich vielen, un-
endlich kleinen Seiten angesehen werden kann, so werden alle
fir die Berechnung eines Prismas geltenden Regeln auch fiir den
Cylinder Anwendung finden.

Bezeichnet man den Halbmesser der Grundfiche eines ge-
raden Cylinders mit », die Hohe desselben aber mit %, so ergiebt
sich fiir die Mauntelflache M/ = 2a74, d. h.

der Mantel eines geraden Cylinders ist gleich dem
Produkte aus dem Umfange der Grundfliche und Hé&he,

Die Oberfliche O erhilt man, wenn zu der Mantelfliche die
doppelte Grundfliche G=m7? hinzugezahlt wird, d. h.

O0=2ark - 2ar2,
Der Rauminhalt 7 eines geraden Cylinders ist gleich dem
Produkte aus Grundfliiche und Hohe oder

[ = nr2h.

b) Der Kegel.

Ebenso wie der Cylinder als ein Prisma mit unendlich vielen,
unendlich kleinen Seiten angesehen werden kann, ebenso kann
auch ein Kegel als eine Pyramide mit unendlich kleinen Seiten
angesehen werden, weshalb alle fiir eine Pyramide giiltigen Regeln
auch hier Anwendung finden konnen.

Fir jeden geraden Kreiskegel besteht zwischen den drei
Grossen: Halbmesser # der Grundfliiche, Hohe % und Lénge s der
Seitenkante cder Erzeugenden des Kegels folgende wichtige
Beziehung

sT=/A2L 2

da diese drei geraden Linien fiir jeden Achsenschnitt ein
rechtwinkliges Dreieck bilden, bei dem der Pythagoriische Lehr-
satz Anwendung findet.

Um den Mantel eines geraden Kegels zu berechnen, denke
man sich denselben lings einer Erzeugenden aufgeschnitten und
in eine Ebene abgerollt, dann erhiilt man einen Kreisausschnitt.
dessen Halbmesser ebenso gross ist als die Kegelkante s, wihrend
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die Lange des Kreisbogens mit dem Umfange 277 der Grund-
Qiche iibereinstimmt. Der Flicheninhalt dieses Kreisausschnittes
wird ebenso wie der Inhalt eines Dreiecks mit der Grundseite
2y und der Hohe s berechnet,

2P S
= — iy

Der Mantel eines geraden Kreiskegels ist gleich dem Pro-
dukte aus Grundflichen-Halbmesser und Seite, multipliziert mit
der Ludolphschen Zahl.

Die Oberfliche eines geraden Kreiskegels setzt sich aus
dessen Mantelfliiche # und Grundfliche G==#? zusammen,
weshalb man erhélt

O =mnrs-+a=unr(s-|#) dh

Die Oberfliche eines geraden Kreiskegels ist ebenso gross
wic die Mantelfliche eines geraden Kreiskegels mit derselben
Grundfliche, dessen Seitenkante gleich ist der um den Halb-
messer der Grundfiiche vermehrten Seitenkante des Kegels.

Der Rauminhalt eines Kegels ist gleich dem dritten Teile
des Produktes aus Grundfiiche und Hshe; bezeichnet man daher
den Halbmesser der Grundfliche mit », die Hohe mit /i so er-
halt man:
r?® .
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¢) Der Kegelstumpf.

. Auch fiir den Kegelstumpf gelten dieselben Regeln wie fur
den Pyramidenstrumpf unter Einfihrung der runden Grundflichen.
Bezeichnet man die Halbmesser der beiden Grundflachen
mit £ und 7, die Hohe des geraden Kegelstumpfes mit /4, die
Seitenkante aber mit s, so ergiebt sich fir diese vier Grossen
folgende wichtige Beziehung
st=h?4 (R —1)?
denn jeder Achsenschnitt eines geraden Kegelstumpfes ist ein
gleichschenkliges Trapez, dessen parallele Seiten mit den Durch-
messern der beiden Grundflichen bereinstimmen, wihrend die
nicht parallelen Seiten gleich den Seitenkanten sind; fallt man
von dem Endpunkt der Kleineren parallelen Seite in diesem
gleichschenkligen Trapeze eine Winkelrechte auf die grossere
parallele Seite, so entsteht ein rechtwinklizes Dreieck, dessen
Hypotenuse die Seitenkante des Kegelstumpfes, dessen eine
Kathete die Hohe desselben und dessen zweite Kathete der
Unterschied ®—# der beiden Grundflichenhalbmesser ist, woraus
sich unter Benutzung des Pythagordischen Lehrsatzes obige Be-
ziehung ergiebt.
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Um die Mantelfliche eines geraden kreisformigen Kegel-
stumpfes mit den Grundflichen - 1—1a|hnu,55mn R und 7 lmd
der Seitenkante s zu bestimmen, denke man sich den Kegel-
stumpf nach einer Seite aufgeschnitten und in eine Ebene aus-
oerollt, wodurch man einen Teil eines Kreisringes oder ein
Houentrapm erhiillt, fiir welches der Abstand ber beiden Kreis-
bogen mit der Seitenkante des Kegelstumpfes iibereinstimmt und
d]b beiden Kreisbogen ebenso gross sind, wie die Umfinge der
beiden Grundflichen. Der F licheninhalt des anfcnhapc/e% wird
ebenso berechnet, wie der Flicheninhalt eines geradlinigen Tra-
pezes, weshalb man erhalt

3 J -
M T2 s—aR+7)s
d. h. der Mantel eines Kegelstumpfes ist gleich dem
Produkte aus der Summe der beiden Grundflichen-
halbmesser und der Seite des Stumpfes multipliziert
mit der Ludolphschen Zahl.

Statt dem Produkte aus der Summe der beiden Grund-
flichenhalbmesser und der Ludolphschen Zahl kann man auch
den Umfang des mittleren Schnittes setzen, sodass man auch
folgende heffel erhilt: der Mantel eines Kt"‘-’(}]qtllnll}ft‘i ist gleich
dem Ploduku_ aus dem Umfange des mittleren Schnittes multi-
pliziert mit der Seitenkante de’: Stumpfes.

Die Oberflache O des Kegelstumpfes erhdlt man, wenn
man die Mantelflache 47 und die beiden Grundfliichen vermehrt d. h.

O=a(R+7r)s+aR®| a2
Setzt man die Formel den Rauminhalt eines Pyramiden-
stumpfes, die besonderen Worte fiir die Grundfiichen eines Kegel-
stumpfes ein, so erhilt man den Rauminhalt 7 desselben wie folgt:

Vi
= = ({:‘—(J 'l(,g‘:;
3
/e : ’ &
o ¥
I} | o
Lo (R eyt R )
7/

f:”_.gp_! r2 L Ry).

d) Die Kugel und deren Teile.

Um die Oberfliche einer Kugel zu berechnen, denke man
sich dieselbe durch Umdrehung eines regelmissigen Vieleckes
um einen Durchmesser desselben entstanden. Die Oberfliche
dieses so entstandenen Umdrehungskorpers wird um so mehr
sich der Kugeloberfliche nihern, je grosser die Anzahl der Seiten
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des regelmissigen Vielecks ist, also je kleiner die Seiten selbst sind.
Infolee der Umdrehung des regelmdssigen Vielecks entsteht ein Um-
drehungskorper, dessen Oberflache sich aus den Mantelflachen von
Kugelstumpfen zusammensetzt. Um eine Beziehung fiir dieseMantel-
Asdchen der Kugelstumpfe mit den Abmessungen der Kugel zu finden,
greife man einen der Kugelstumpfe heraus und untersuche den-
selben genauer. Der halbe Achsen-
schnitt eines solchen Kegelstumpfes
(Fig. 37) ist ein Trapez ABED
mit zwei rechten Winkeln. Be-
zeichnet man den Mantel des Kegel-
stumpfes, der durch Umdrehung der
oeraden Beriihrungslinie oder Viel-
ecksseite A8 gebildet wird mit 2, so
erhilt man (vergleiche Seite 48)
m=2nCF- 4D

wobei CF der Halbmesser des mitt-
leren Schnittes ist. Fallt man von
A auf BE die Winkelrechte 4G Fig. 37
und verbindet € mit O, so entstehen zwei dhnliche Dreiecke AB G
und CFO infolge der Ubereinstimmung in zwei Winkeln; deshalb
haben die zugehorigen Seiten dasselbe Verhaltnis.

ABTAC= 00 CF

AB:DE=00:CF

AB. OF—=00-DE

RO =7 DE

Setzt man diesen Wert in die obige Formel fir den Mantel

m ein, so erhdlt man

m=—2nr - DE.

d h. der Mantel eines solchen Teilkegelstumpfes ist gleich dem
Umfange des grossten Kugelkreises, multipliziert mit der Projektion
der Kegelstumpfseite auf die Umdrehungsachse. Wie aus der
Betrachtung der Figur ohne weiteres hervorgeht hat man den
Durchmesser 2 # der Kugel fir die eben erwdhnte Projektion
einzusetzen, wenn der Mantel = des einen Kegelstumpfes er-
weitert wird zu der Oberfliche O der Kugel

O = z2ar-2v = 4ar

Die Oberfliche einer Kugel ist viermal so gross wie
der Flicheninhalt eines grossten Kugelkreises.

Um den Rauminhalt 7/ einer Kugel zu berechnen, denke
man sich dieselbe in eine sehr grossen Anzahl von Pyramiden
zerlegt, deren Grundflachen in der Kugeloberfliche, deren Spitzen
aber im Kugelmittelpunkte liegen. Diese Pyramiden haben
dann alle den Halbmesser der Kugel zur Héhe, wenn man
dic Teilchen der Kugeloberfliche moglichst klein gewdhlt hat.

Hoeh,. Die rinmliche Geometrie, 4
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Der Rauminhalt einer Pyramide ist gleich dem dritten Teil aus
dem Produkte aus Grundfliche und the weshalb man fiir die
Berechnung des Rauminhaltes der ganzen iulgci nur die Kugelober-
fliche O einzusetzen hat,

IS .
e g ___ff’r_,r 7 =f. agid

3 o 3
Die Berechnung der Mantelfliche einer Kugelhaube oder
einer Kugelzone von der Hohe /% erfolgt ganz dhnlich wie die
Berechnunu der ganzen ]\HE{C]OhEIﬂdChL nur hat man an Stelle
des ganzen Durchmessers der Kugel nur die Hohe % einzufiihren.
M= 2qr - i
Die krummen Mantelstriche einer Kugelhaube oder
Kugelzone ist gleich dem Umfange des grossten Kugel-
kreises multipliziert mit der Hohe.
Ergiinzt man eine Kugelhaube
[. von der Hohe % durch einen Kegel
(Fig. 38) dessen Grundfliche die
Schnittfliche der Kugel und
dessen Spitze im Mittelpunkt der
Kugel liegt, so erhdlt man einen
I\U”C‘]dll%‘s( hnitt.  Bezeichnet
man den Halbmesser desjenigen
Kreises mit welchem die Kegel
und die Kugelhaube zusammen-

Hg: 38. setzen mit s, so besteht zwischen
den drei Grossen 7, £ und s folgende Bezichung
s? L (r—A)%t = »%
s 2oy 4 /i = #2
s2=a2rh—h%

Soll die Oberfliche eines Kugelausschnittes berechnet
werden, so muss die Mantelfliche du Kugelhaube um die Mantel-
fliche des Kegels mit dem Grundflichenhalbmesser s und der
Seitenkante » vergrissert werden.

O=z2arh -+ ars = wr (2 + 5).

Der Rauminhalt eines Kugelausschnittes ist dhnlich zu be-
rechnen wie der Rauminhalt einer Kugel, nur hat an die Stelle
der ganzen Kugeloberfliche nur die krumme Mantelfliche A7 der
zugehorigen Kugbelhflu e zu treten.

— M Lemidy sk = ar¥h.
e
Der Rauminhalt eines Kugelausschnittes ist gleich
dem Flidcheninhalte des wrnaqtcn Kugelkreises, multi-
pliziert mitder zweidrittelf dChCH Héhe der dazugehorigen
Kugelhaube.



Der Rauminhalt einer Kugelhaube (Fig. 38)ergiebt sich als
Unterschied der Rauminhalte eines Kugelausschnittes und des
zugehorigen Kegels mit der Hohe »—#4.
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Der Rauminhalt einer Kugel-
zone (Fig. 39) von der Hohe 7
mit den Grundflichenhalbmessern
sund s; herausgeschnitten auseiner
Kugel mit dem Halbmesser »
ergiebt sich als Unterschied zweier
Kugelhauben mit den Hohen £
und 2 mit

Fig. 39.
o 2
/ --——'F”:jr (37— ) ——?I-fl (37 — /)
b b

wobei zwischen den einzelnen hier in Betracht kommenden Grossen
folgende Beziehungen bestehen, welche unter Beriicksichtigung
eines Achsenschnittes sich aus der Figur ergeben:
ﬂ" = H_ !’!1
y2=s?— (r — H)®
ri—= J‘lz = (7' e f!-l‘} =
pPe— g2 (g ;':{’j3=513—(?' Jis)?
st—ptloar H—H*=5"—7r" + 27/ — In®
2y (H—Iy) =5, —s*+ H? — /y*
H=h+ M
29 ;:.:_': _"]2 eyl —ll"' fﬁz —‘i" .'?.-’Tﬂr',l"gx
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e) Die Umdrehungskérper.

Wenn auch der Cylinder, Kugel, Kugelstumpf, die Kugel
und einzelne Teile derselben als ar
Umdrehungskérper angesehen wer-
den konnen, so soll hte1 besonders
der allgemeinen Umdrehungskorper
gedacht werden, um die Oberfliche
und den Rauminhalt derselben zu
bestimmen. Bemerkt muss jedoch
werden, dass eine genaue Abteilung
der Formeln hier nicht stattfinden
kann, weil die notigen Unterlagen
fehlen.

Entsteht durch Umdrehung des
gebrochenen Linienzuges Z, (Iig. 40)

Fig, 40

welcher aus den kleinen Teilstrecken =
ly, la, ls, . . . besteht um die Lmdrehul.mru_h% MN ein Korper
in der Weise, dass die Mitten der einzelnen Teilstrecken von du
Achse um 7y, 7s, 735 ... entfernt sind, so erh&lt man fiir die
Mantelfléichen 22 der entstehenden Kegelstumpfe (vergl. Seite 48)

My == 27y + {4

Hg — 207 g * ('{72

Py — 2TTFxy * j:-:

My Mg =g = - =27 (r1hy + vele —73ly v 000

Der Klammerausdruck ist aber nichts anderes als die Summe
der statischen Momente der einzelnen Teilstrecken, bezogen auf
die Drehungsachse. Nach einem bekannten mechanischen Lehr-
satze ist aber die Summe der statischen Momente der einzelnen
Teilstrecken gleich dem statischen Moment des ganzen Linienzuges
L. bezogen auf dieselbe Achse, weshalb man als Umdrehungs-
halbmesser den Abstand R des Schwerpunktes S des ganzen
Linienzuges von der Umdrehungsachse zu nehmen hat.

7151 1 19\3—-:--;3.59 o . =
O =iy +— wig —— g —— *°
Cl—rom it L
Die Oberfliche eines Umdrehungskorpers ist gleich

der Liinge {1{:" sich drehenden Linienzuges mu]uphzmtt
mit dem Umfange desjenigen Kreises den der Schwer-
punkt beschreibt (I ( Guldini'sche Regel.).

Um den Rauminhalt eines durch Umdrehung eines Linien-
zuges entstehenden Korpers zu bestimmen, ver suche man zunéichst
die oben gegebene Regel fiir den Rauminhalt eines Kegel-
stumpfes in Henehung zu bringen zu dem Umfange :leﬂem*%n
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fange desjenigen Kreises, den der Schwerpunkt des halben Achsen-
schnitt bei der Umdrehung beschreibt.
Der Rauminhalt 7 eines Kegel-
2 stumpfes (Fig. 41) mit den Grund-
flichenhalbmessern R und 7 und der
r - Hohe /st

e
o " ="t R fr2t RY).
/ Soz==——— 3
/ : Bezeichnet man die Entfernung des
< = Y.  Schwerpunktes.S von der Umdrehungs-
achse /N mit » so ergiebt sich nach
einem bekannten mechanischen Satze
iiber die Lage des Schwerpunktes
e A Ry - »*
(R 1)
Bezeichnet man endlich mit # den Flicheninhalt des Halbachsen-
schnittes, so ergiebt sich derselbe mit
e R-ir

2

oder durch Einsetzung in den Wert fiir
(R -+ Rr 7% £

>3

Jt

e
' 3-2F
woraus folgt
R+ Rr+rt= ot
' e
mithin durch Einsetzung in die Formel i fiir den Rauminhalt des
Kegelstumpfes
o O
Gl

Der Rauminhalt dieses Kegelstumpfes wird also auch ge-
funden. wenn man den Flicheninhalt seines halben Achsen-
schnittes mit dem Umfange jenes Kreises multipliziert, den der
Schwerpunkt der erzeugenden Flache beschreibt.

Erweitert man diesen Satz sinngemadss . unter Anwendung
entsprechender Lehrsitze aus der Mechanik, so erhilt man die
II. Guldini'sche Regel: Der Rauminhalt eines Um-
drehungskorpers ist gleich dem Produkte aus dem Fld-
cheninhalte der erzeugenden Flache und dem Umfange

§ = — 2z F.

jenes Kreises, den der Schwerpunkt beschreibt.

Der Vollstindigkeit wegen seien hier noch die Regeln fiir
die Bestimmung des Rauminhaltes eines Fasses angegeben,
ohne auf eine Ableitung derselben niher einzugehen. Bemerkt
soll nur werden, dass je nach der Form der Mantelfliiche, bezw.
je nachdem dieselbe durch Umdrehung eines Kreisbogens, eines
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Ellipsenbogens oder eines Parabelbogens entstanden gedacht,
und eine grissere oder geringere Genauigkeit gewiinscht worden
ist, sich die untenstehenden verschiedenen Werte ergeben haben.
Bezeichnet man den kleinsten (Boden) Durchmesser mit d,
dem grossten (Bauch) Durchmesser mit 2, die Tiefe oder Hohe
des Fasses mit /%, so ergiebt sich fiir den Inhalt /
Tl ;
Te=mci{a D% s
T2h T &%)
GRS E o
J = — |_j_)" —_ I)ﬂ' _i_ {}"lzfi.
72 '
Bei sehr starken Kriimmungen der Fassstibe oder Dauben findet
man den Inhalt genauer nach der Formel
/ ."M%r(' 2D 4d \2
BT 3
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