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6. Wie grof ist die Steigung der Geraden, die mit der
gegebenen Geraden y — 2 4 3 einen Winkel von 45° (30°,
60° usw.) einschlieft?

L

7. Ein Dreieck ist durch die Koordinaten seiner KEck-
punkte gegeben: oy =38, ¥y =2; Za = — 2, yp = 1; 23 =1,
Yy = — 4 m. Wie heiBen die Gleichungen der Seiten, wie lang
sind die Seiten, und welche Winkel schlieBen sie ein? Man
beachte, dall man nicht die AuBenwinkel berechnet.

8. Man berechne die Winkel an dem in Fig. 6 gezeich-
neten Grundstiick.

Der Kreis.

Die Mittelpunktsgleichung des Kreises.

Ein Kreis ist eine Linie, deren Punkte von einem ge-
gebenen Punkte, dem Mittelpunkte, gleiche Entfernung haben.
Zieht man von einem beliebi-
gen Punkte P seines Umfanges
(Fig, 19) den Radius » und
die Koordinaten x und y, so ist

=t L ay? | .. ()
Da diese Gleichung von den
Koordinaten eines jeden Punk-
tes der Kreislinie erfiillt wird,
so 1st dies die (leichung des
Kreises.

Bemerkung: Beide Ko-
ordinaten z und y kommen

Fig. 19. (uadratisch vor, die Gleichung

eines Kreises ist also vom

zweiten Grade. Setzt man in der erhaltenen Gleichung

des Kreises # = 0, so wird 4 =— + ». Setzt man f—:0;, 90

wird 2 — + 7. Der Kreis schneidet also die Achsen viermal
in der Entfernung 7.
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e V2 — 22 ist, so gehoren zu jedem ¥ zZwel
gleiche, aber entgeger ngesetzte Werte von ¥, d. h. die Peri-
pherie liegt symmetrisch zur X-Achse. Ebenso geht aus der

Gleichung fiir « — + V r2 — y® hervor, daf sie symmetrisch
zur Y-Achse liegt. — Fir ein x, das groker als r ist, wird ¥

imaginiir, d. h. dort befinden sich keine Punkte des Kreises
mehr. Ebenso gibt es fiir ein i, das groker als » ist, keine
Punkte des Kreises.

In der Formel des Kreises kann man x und y vertauschen,
d. h. man kann das Achsenkreuz um 90° drehen, ohne daf
sich die (;1f=1fhunw des Kreises dndert.

Ubung: Man zeichne die i\lll\t‘ mit der Gleichung
22 4 Yyt = zt; uml iiberzeuge sich durch Nachmessen von der
Art der Kurve.

Der Schnittpunkt eines Kreises und einer Geraden.

Wenn ein Punkt auf zwei Linien liegt, so missen, wie
schon erwihnt, seine Koordinaten die Gleichungen beider
Linien erfiillen.

Gegeben ist ein Kreis mit der Gleichung 72 = & + ¥°
und eine Gerade y = Mx + n. Der Schnittpunkt beider
Linien liegt sowohl auf der einen Linie wie auf der anderen.
Hat er also die Koordinaten a; und y,, so miissen sie beide
Gleichungen erfilllen. Also

gy = Ma, +n

Wir erhalten hiermit zwei Gleichungen mit den zwel
Unbekannten z, und ¥, die wir jetzt berechnen konnen.

Man quadriert die zweite Gleichung, setzt sie in die erste
ein und erhilt schlieflich zwei Werte :

— Ma -+ Vo2 (1 1 M2 — p?
5 1+ M2 :

Al

Setzt man z, in die zweite Gleichung, namlich y, = Mz, +n
ein, so erhilt man die zugehorige andere Unbekannte #,; ver-
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fihrt man ebenso mit #;, so erhilt man den zu x, gehorigen
Wert von y,:

_ m+ MVREQ+ D) —n?
2 g 1 M

Wir haben also zwei Paare von Koordinaten erhalten,
d. h. Kreis und Gerade schneiden sich im allgemeinen in
zwei Punkten: P; mit den Koordinaten z; ¥; und P, mit
den Koordinaten x, ¥s.

Bemerkung: Hierber sind drei Fille moglich:

1. Ist #2 (1 + M?) > n® so erhiilt man zwei Werte fiir
2y, d. h. die Gerade ist eine Sekante.

2. Ist »® (1 4+ MM?) = n® so er-
hilt man einen Wert fiir 2, d. h. die
Gerade ist eine Tangeute.

3. Ist #® (1 + M2%) << n?, so)er-
0 hilt man keinen reellen Wert fiir z;,

d. h. die Gerade schneidet den Kreis

GioN

nicht.
Nachweis dieser Fiille an Figur 20:
Fig. 20. Man beschreibt einen Einheits-
kreis, d. h. einen Kreis mit dem
Radius I8 = 1 Liingeneinheit. Errichtet man im Endpunkt

eines beliebigen Radius ein Lot, so ist dies eine Tangente.
Dann ist BO=1 und BS=tge = M. Folglich ist bei_ der
Tangente :

n=08=Db0:}+ BsS2—1 + tgfa =1 + M-

Die Figur zeigt ferner, dat bei einer Sekante der Abschnitt »
auf der Y-Achse kleiner und bei einer auBerhalb des Kreises
liegenden Geraden groBer als 0SS = V1 + M2 ist.

Aufgabe: 1. Die Schnittpunkte einer Kurve mit der
X-Achse bestimmt man, wenn man in der Gleichung der Kurve
y = 0 setzt und dann # berechnet. Wie grof sind also beim
Kreise die Abschnitte auf den Achsen?

Ubung: 1. Die Schnittpunkte des Kreises 36 — a2 4 ¢
und der Geraden y = 22 4 4 zu bestimmen.
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9 In dem Kreis #2 + y2 = 16 lege man durch den Punkt
2, = 1, y; = 0 eine Sehne, die um 120° gegen den positiven

Teil der X-Achse geneigt ist. Man suche die Gleichung
dieser Sehne, die Koordinaten ihrer Schnittpunkte und ihre
Liinge.

Die Steigung einer Kurve.

Eine Sekante moge eine Kurve in zwei Punkten schneiden.
Dreht man die Sekante, so riickt der eine Schnittpunkt dem
andern immer niher, bis er ihm schlieflich unendlich nahe
ist: die Sekante ist damit zur Tangente geworden.

Die Verbindung dieser unendlich nahe liegenden Punkte
ist eine unendlich kleine Sehne, die mit der Peripherie zu-
sammentillt. Die Richtung dieser Sehne ist die Richtung der
Kurve an dieser Stelle. Die Verlingerung
dieser Sehne ist eine Tangente. Letztere
hat also dieselbe Steigung wie die Kurve
am Berithrungspunkt.

Die Schnittpunkte der Sehne mogen
die Koordinaten xy und z; 4, haben (Fig. 21).
Dann ist die Steigung der Sehne

: Yy —lYy A
to n — Ui L= Y
= .i'l b y T
Wird die Sehne zur Tangente, so Fig. 21

werden die Stiicke /A y und A 2z unendlich
klein; man schreibt sie dy und dz. Die Steigung der
£ : ; s e Y
Tangente ist gleich derjenigen der Kurve und zwar gleich ——.
L . - = (!J"

Diese Groge wird Differentialquotient genannt?).

Der Differentialquotient der Gleichung einer Kurve éndert
sich stindig mit den Koordinaten des Punktes.

1) Diising, Elemente der Differential- und Integralrechnung S. 5.
Die Kenntnis der einfachsten Differenzierungen und Integrierungen,

: : d(z™) L
namentlich die der Potenz werden vorausgesetzt: — —= = ma™ 1
2 =1 ¢ ,’f
i e <,
und / acde = L0
- m + 1




Die Steigung des Kreises.

Der Differentialquotient der Gleichung des Kreises ergibt

sich wie folet: et -
2 4 Yy = ¢?
dy
2w 4 2 = — ()
Y dx
da x
e A ()
dax Y

Im ersten Quadranten sind » und y positiv, der Differential-
quotient ist also negativ. In der Tat i1st die Steigung hier
negativ, denn die Kreislinie fillt.

Im zweiten Quadranten ist & negativ und y positiv. Setzt
man dies ein, so wird der Differentialquotient, d. h. die
Steigung, positiv, der Kreis steigt von links nach rechts.
Man vergleiche Fig. 22. Den Verlauf einer Linie haben wir
ja stets von links nach rechts gerechnet.

Beim Ubergang aus dem zweiten in den ersten Quadranten
geht der Differentialquotient aus dem positiven ins negative
(ebiet, mull also durch Null gehen. Solange der Differential-
(uotient positiv ist, steigt der Kreis; sobald er negativ wird,
fallt er. Der Kreis hat also seinen hichsten Punkt, sein
JMaximum® erreicht, wenn der Differentialquotient gleich
Null ist. In der Tat ist hier die Steigung gleich Null, denn
die Tangente geht parallel zur X-Achse.

Wie stark der Kreis steigt oder fiillt, ersieht man aus
dem absoluten Werte des Differentialquotienten. Je griger
der absolute Wert von # und je kleiner also der von ¥ ist,
desto stiirker steigt oder fiillt der Kreis.

Fiir y = 0 wird der Differentialquotient, also auch die
Steigung, unendlich grok, d, h. die Tangente geht zur Y-Achse
parallel.

Das Vorzeichen des Differentialquotienten gibt uns also
die Art des Verlaufs des Kreises und auch jeder Kurve
an, d. h. ob sie steigt oder fillt. Die absolute Groke des
Differentialquotienten gibt uns die Stidrke der Anderung,
also der Steigung oder des Gefilles an.
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{Ubung: Wie verhilt sich der Differentialquotient und
der Verlauf des Kreises im dritten und vierten Quadranten?

Die Tangente an den Kreis.

Die Tangente hat, wie wir gesehen haben, dieselbe Rich-
tung und damit dieselbe Steigung wie der Kreis im Beriihrungs-
punkt, néimlich geméb Gleichung (8):

d @
dr Y
Dies ist die Steigung des Kreises im allgemeinen; sie &ndert
sich von Punkt zu Punkt. Die Steigung beim Beriithrungs-
punkt (z; y,) ist also
”l' I:,r e £

Pl

=

Fig. 22

Diese Steigung ergibt sich auch aus Fig. 22, in welcher

M=tgo=1tgoy = — —
T
. ) o " r 1 < ; : %
ist. ‘Wir kennen jetzt von der Tangente die Steigung |\ — —-L)
= g3 i Yy .

und einen Punkt, nimlich den Berithrungspunkt. Die Gleichung




einer Geraden, deren Steigung M wir kennen, und die durch
den Punkt (#,4;) geht, war nach Gleichung (4):
d 2 I
M=29_ h—i
dx Xy — &
Wird die Steigung M am Beriihrungspunkt eingesetzt, so

erhiilt man als Gleichung der Tangente :
W wSibg o SR

Y Xy —&

Diese Gleichung kann noch vereinfacht werden :
o

Tyt — 2y, = —y? + Yy,
£ o St ¥
@t + 4 = 2@ + Yy

o — T b e ) R S OO et (L)

Bemerkung: Jedes Glied dieser Formel ist von der
zweiten Dimension. Auch in dieser Formel kann man wie
immer am Kreis # und y vertauschen. Man vergleiche diese
Gleichung mit der des Kreises; statt der Quadrate 22 und
y* haben wir hier die Produkte 2, und yy,.

Aufgabe: Die Gleichung (9) der Tangente auf die Normal-
form zu bringen. Man erhilt:

. -2
g I 7 i

Yee=— "=

Y 5 :;’1"1

Ubung: 1. Fir welchen Bertihrungspunkt des Kreises
geht die Tangente parallel zur X-Achse?

2. Fir welchen Berithrungspunkt des Kreises geht die
Tangente parallel zur Y-Achse?

3. Fiir welchen Bertthrungspunkt bildet die Tangente
enen Winkel von 45° mit dem positiven Teil der X-Achse ?

4. Man suche die Koordinaten der Beriihrungspunkte der
Tangente, die eine Steigung von 30° (609, 1209, 1359, 150°9)
hat. Dann stelle man die Gleichung der Tangenten auf.
(Man setze zuniichst die Steigung der Tangente gleich der
des Kreises im Beriithrungspunkt).

5. Man bestimme die Steigung des Kreises 49 =— 22 -+ ¢2
m den Punkten mit den Abszissen 152,08, -4, 5526 7. “(Man
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berechne zuerst die zu den Abscissen gehorigen Ordinaten der
Punkte des Kreises.)

6. An welchen Punkten ist die Steigung des Kreises
gleich 1?

Die Normale des Kreises.

Errichtet man auf der Tangente einer Kurve ium Be-
rithrungspunkt ein Lot, so nennt man dies die Normale. Wir
wissen zwar aus der Planimetrie, daf dies beim Kreis der

Radius ist, doch soll die Gleichung der Normalen zur Ubung
analytisch abgeleitet werden.

G e - d y 2 o
Die Steigung der Tangente war === — —. Da die
5 : dx 1y
Normale senkrecht zur Tangente steht, so ist ihre Steigung
1
M,
F 1”,

wenn M, die Steigung der Tangente ist. Also ist die Steigung
der Normalen =
ﬂ/[" — .,|_ J1

Setzt man dies in die Gleichung (4) einer Geraden ein, deren
Steigung gegeben ist, und die durch einen Punkt, nimlich
hier den Berihrungspunkt (&, ¥;), geht, so erhilt man als
Gleichung der Normalen:

b RN i1
.iL '.?_-' e .'.\l‘l-}
Yy — Yy & — Y&y — ity
1
Y Y 3
é.;f:l

Bemerkung: In dieser Gleichung ist » = 0, also geht
die Normale durch den Achsenschnittpunkt, d. h. durch den
Mittelpunkt des Kreises. Hierdurch wird bestitigt, dali die
Normale ein Radius ist; und die Steigung eines Radius ist,

. . . > . - (1]
wie die Fig. 23 zeigt, gleich -
: at, -
i |
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Die Berithrungsgrofien.

Unter der Subnormalen OF (Fig.23) versteht man die
Projektion der Normalen auf die X-Achse, und unter der Sub-
tangente I'S versteht man die Projektion der Tangente auf
die X-Achse. Die Linge der Tangente P S und die
der Normalen O P mibt man vom Berithrungspunkt bis
zum Schnitt mit der X-Achse.

Die Lingen dieser vier Strecken sollen berechnet werden.

1. Auf planimetrischem Wege.

Die Subnormale ist nach Fig. 23 offenbar z,.

Fig. 23.

Die Ordinate y, ist die mittlere Proportionale zwischen
der Subtangente und z;,. Also ist

ik 2.2 y® — .2
die Subtangente = hi_ '
g &y Z4
die Normale = 7.
Die Tangente { ergibt sich aus der Ahnlichkeit der
: t r 1
Dreiecke O PS und O PF = oder t - Js
Y Xy &1

2. Auf analytischem Wege.

Die Subnormale und Normale ergeben sich sofort
wie oben.

Die Lénge der Subtangente und der Tangente kann aber
zur Ubung auch analytisch abgeleitet werden:
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In der Gleichung der Tangente »* = zz; + Y7, moge
der Schnittpunkt der Tangente mit der X-Achse S heibken
und die Koordinaten #, und %, haben. Dann lautet die

Gleichung fiir diesen Schnittpunkt »* = 2y, + Yo U1 Da nun
: : P
4y, = 0 ist, so ist #, =— —. Zieht man z; von dem soeben
Yo ; 2 5
L]

erhaltenen , ab, so bleibt:

o r: —a? .
= By = —— wie oben.
.‘L‘l T i

die Subtangente =

Um die Linge der Tangente zu erhalten, kann man die
Koordinaten von P und S in die Gleichung (1) fiir die Ent-
fernung zweier Punkte einsetzen:

2 = (y; —Yo)* + (@& — 2,)°

t2 = (y —0)* + (.-;-, = ’_)
.J_.l

o4
— 2t =2 4 —
X
4
.
Dl
= g
.l"'l
o
re _.
— L (—m? 19
1
T
= .2
i
" - e J. 1"" -
Also ist die Tangente — ——= wie oben.
A
i |

Ubung: 1. Man lege eine Tangente unter 80° Steigung
an den Kreis, stelle ihre Gleichung auf und bestimme die
Abschnitte dieser Tangente auf den beiden Achsen. (Siehe
Seite 24 Ubung 4. Man setze in der Gleichung emmmal «
und einmal y gleich Null.)

2. Man bestimme ebenso die Abschnitte der Tangenten
unter 45° (609, 120° 13859 150°) Steigung.

3. An den Kreis 22 + y® = 25 lege man im Punkte
(2, = 2) des Kreises eine Tangente an und bestimme die
Berithrungsgrofen.
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Die Ahnlichkeit der Kreise.

Die Gleichungen aller Kreise, bezogen auf den Mittel-
punkt, unterscheiden sich nur durch die Grée der Kon-
stanten 7; alle Kreise miissen also einander édhnlich und ent-
sprechende Strecken in ihnen proportional sein.

In Fig. 24 ist ein Kreis mit » und einer mit 2 r als
Radius geschlagen. Fiir den kleinen Kreis ist:

3] i

£re + yg = }.-] ]_ll].ll ,U e '}_,.-'_;.2 — 72
Fiir den groken Kreis 1st:

£9 i

2 02 ; e L
+ 7 (27)* und 7 V (27) =

Uy

Nimmt man nun in dem doppelt so groken Kreis eine
doppelt so grofie Abscisse (§ = 2 ), so erhilt man eine doppelt
so groBe Ordinate n=7V (2r)2—(22)°=2V

Dies ist in Fig. 2

2 2% = 2.
4 fiir 459 ge-
zeichnet.

Auch entsprechende Bogen
sind einander #dhnlich, z. B.
die Bogenstiicke, die in Fig. 24
hervorgehoben sind. Das grofiere
flachere Stiick entsteht aus dem
kleineren durch Zeichnung in

einem groferen Mafkstab.

Da sich die Flichen éhn-
licher Figuren wie die Quadrate
entsprechender Strecken ver-
halten, so verhalten sich die
Flichen der Kreise oder entsprechender Sektoren oder
Segmente wie die Quadrate der Radien oder entsprechender
Strecken.

Verbindet man bei zwei dhnlichen Figuren entsprechende
Punkte, so gehen diese Geraden durch einen Punkt, den
Ahnlichkeitspunkt. Legt man z. B. die Kreise kon-
zentrisch aufeinander, so ist der gemeinschaftliche Mittelpunkt
der Ahnlichkeitspunkt, und die gemeinsamen Radien verbinden
entsprechende Punkte.

Fig. 24.
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