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Sind die Vorzahlen (Koeffizienten) von 22 und #? gleich
grof und von gleichem Vorzeichen, und fehlt ein Glied mit
a i, so liegt die Gleichung eines Kreises vor.

Sind die Vorzahlen von #? und #® ungleich, aber von
gleichem Vorzeichen, und fehlt ein Glied mit x ¥y, so ent
spricht die Gleichung einer Ellipse.

Haben unter den eben genannten Umstinden die Vorzahlen
von z* und y* ungleiches Vorzeichen, so liegt die Gleichung
einer Hyperbel vor. Sind diese Vorzahlen zwar entgegen-
gesetzt, aber gleich, so stellt sie eine gleichseitige Hyperbel dar.

Fehlt ein Glied mit #y und entweder z* oder 42, so
liegt die Gleichung einer Parabel vor.

Dreht man jefzt das Achsenkreuz dieser Kegelschnitte,
so muk man Gleichung (12) in die Gleichungen derselben
einsetzen und erhilt dadurch das Glied mit « y der all-
gemeinen Gleichung.

Wenn also 1 der gegebenen Gleichung das Glied mit
z y fehlt, so geht eine Achse des Kegelschnitts parallel zur
X- oder Y-Achse; ist das Glied mit xy vorhanden, so liegen
die Achsen des Kegelschnitts geneigt zum Achsenkreuz.

Parabeln hoherer Ordnung.
Der Verlauf der Parabein héherer Ordnung.

Bei der gewohnlichen Parabel verhalten sich die Abszissen
wie die Quadrate der Ordinaten. Verhalten sich aber die
Abszissen wie andere Potenzen der Ordinaten, so heifen die
zugehorigen Kurven Parabeln hoherer Ordnung. Die allgemeine
Formel wire y" = q .

Man zeichne die Kurven zu nebenstehenden | 9! — ¢-x
Gleichungen. Man setze ¢ 1, gebe z ver- | P2 =q-z

schiedene Werte und rechne die zugehorigen y aus. | ¥y2 = ¢
Die Abszissen werden dann wie frither auf der hori- | ¥ = g-@
zontalen Achse und die Ordinaten alsdann vertikal | y* = q-
aufgetragen. Zusammengehorige Punkte bilden die USW,
betreffenden Parabeln.




Aug der Fig. 67 sieht man, daB die Parabeln gerader
Ordnung symmetrisch zur X-Achse, und zwar auf der rechten
Seite, liegen: zu jedem positiven x gehdren zwei gleiche, aber
entgegengesetzte , und fiir negative # werden die y imaginér.
— Die Parabeln ungerader Ordnung aber, z. B. die kubische
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Fig. 67.

Parabel y® = q z, biegt auf die andere Seite der Y-Achse
heriiber, weil fiir negative z auch die y negativ werden und
. zu jedem 2 nur ein y gehort. — Die flachste der gezeichneten
Darabeln ist die semikubische oder Neilsche Parabel
b
y® = ¢ - x. Sie liegt symmetrisch zur y-Achse.

Bei allen diesen Parabeln wiichst mit jedem 2 auch y; sie
bestehén also aus zwei Zigen, die sich ins Unendliche er-
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strecken. Sie treffen sich alle im Achsenschnittpunkt und im
Schnittpunkt der Koordinaten ¥ — 1 und # =1, wenn ¢ = 1 ist.

Je hoher die Potenz von y ist, desto stirker ist die
Kriimmung der Parabel zwischen # — 0 und z =— 1 bezw,
2z = — 1 und desto flacher auBerhalb dieser Punkte,

Der Inhalt eines Abschnittes.

Die Formel fiir den Inhalt des Abschnittes einer Parabel
hoherer Ordnung wird ebenso abgeleitet wie die bei einer ge-
wohnlichen Parabel. Die Gleichung einer Parabel beliebiger
Ordnung sei

Yy = 9%,
und ihre Ordinate ist demnach

P
y=yqx.

Denken wir uns, wie in Fig. 61, die Fliche in unendlich
schmale Streifen zerlegt, so ist der Inhalt jedes Streifens
i - dw. Die Fliiche bis zu den Koordinaten z; und i, ist demnach:

5 '_:‘ L3 J-Ii Y J_ + |
- ¢ i 75 o Rk
= J --r =
: I,j"a' ; ;,,:‘1-" © Iy T Yy L
e e a1 Y
|
e r

Bemerkung: Die Formel stellt eine Fliche dar, denn
r 1st nur eine unbenannte Zahl. Nimmt man den Fall der
gewohnlichen Parabel, setzt also » = 2, so ist

5
= é-"’i Y

Je hoher die Potenz ist, desto mehr nihert sich der Inhalt
des Abschnittes dem des umschliefenden Rechtecks, In
Fig. 67 sieht man dies sehr gut in dem Quadrat aus den
Koordinaten 1 und 1. Man} erhiilt der Reihe nach bei den
in Fig. 67 gezeichneten Kurven fiir den Inhalt I7 folgende
Werte:
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Gerade: F' : . .
Gerade: L= ——— & h =— zy Yy = 0,60 2, 44
3
Semikubische 1 o D] 3 :
Parahol [5 b= 3 : 1 G A Y, = 0,60 2 ¥
) i
| ; , 2 2
Gewdthnliche P.: F'=— - T e 21 Y = 0,67 2y Y,
e o)
I’ b".E 1_1‘ ' I"_ 3 - = ?j o — b
{ubische I'.: I' — 3T 1 Ty Yy = T 21 Y1 = 0,75 2 4
o : i d-=log 4
P. vierter Ordn.: FF'= g 2 = 0,80 2y 94
¥ an T 5 '5 v
P. fimfter Ordn.: F= —— o;th =— &% = 0,83 5 ¥
3 e 1] 5]

Die Tangenten an die Paraheln hoherer Ordnung und ihr
Abschnitt auf der Y-Achss.
1. Bei der gewohnlichen Parabel y* = 2 pz ist
die Gleichung der Tangente: yy; = p (& + 1) Die Normal-
form dieser Gleichung ist:

Yy = L Z+p =4
I Y

Das zweite Glied der rechten Seite stellt den Abschnitt
(n) dar, den die Tangente auf der Y-Achse abschneidet.
Dieser ist also:

&y U 1
n — j;—“l— — _3_.:}] p— 73):.1

Der Abschnitt auf der Y-Achse ist demnach halb so grok wie
die Ordinate y, des Berithrungspunktes.

9. Bei der kubischen Parabel y® = g« erhalten wir

o § { -
durch Differenzieren ;{,? gyt =-q

Der Differentialquotient ist also
Ay ol
(Fl.'l.‘- it yz

Diiging, Leitfaden der analytischen Geometrie. 6

= e :
W e T Ee S T T Al "

R Y

]

SR

-




P i

T E———

PP S et Ut o o

A Ll 2 J b

A ATETY $..

-§.

LR i S e s 81 S

= 15

Wie frither bei der Ableitung der Gleichung einer Tangente,
setzen wir auch hier den Ihﬂmrnui‘-mh';:u-1:.|<'.-n'l_'-l:.§ o2 als Steigung
am Beriihrungspunkt in die Gleichung (4) einer Geraden ein,
deren Steigung bekannt ist und die durch einen gegebenen
Punkt, hier den Bertihrungspunkt, geht. Man erhilt:

¥y—U q
T—%y 3 Y
3Yy"— 3% — qxT —qu;
Syt =gz + 2 qa;
Yy:* = q 5o + 5 )

Dies ist die Gleichung der Tangente; wir bringen sie auf die

, am 2 (@
Normalform: y “! R
2 Uy~ Ca
5] q 1 2 I 3 9
: - . - L] i - %, '| -
Hoighehnigtaf i e voe = =y
' 3y” B3 Yy )

Hier 1st also der Abschnitt auf der Y-Achse gleich

2
'j der Ordinate y, des Bertihrungspunktes. In der Gleichung
5

aller Tangenten steht y immer in der ersten Potenz.

3. Bei einer Parabel beliebiger Ordnungy =g«
leitet man die Steigung wie oben ab und erhilt als Differential-

. d :
quotienten: - el /| :
dx 7 -y]?'—
. A : m . ?l’l e f! {
Die Gleichung der Tangente 1st also: i !,_ |
| | et r Yy
i ‘ormt f 1 =l r—1
oder wie oben umgeformt yy,” ! = Q(— L .
Yy - . ..

Ihr Abschnitt auf der Y-Achse ist demnach:
r—1 qux r—1
f o — Y
1 Uy ¥
Zusammenstellung: Man erhilt der Reihe nach fir
die zum Teil in Fig. 67 gezeichneten Kurven folgende Ab-
schnitte auf der Y-Achse:

T




Gerade Linie:

Semikubische [ :
Parabel I :

Gewohnliche P.:
Kubische P.:
P. vierter Ordnung:

P. fiinfter Ordnung:

— 8_")' =
=
== 1 ?J'L =
3
ThEE— 3 .ih oES }} iy
2
2—1 1
== 2 21 T Ya
o= e l = -
Jira= 3 (5 3 Y
4 —1 o
1 = % i — — Ui
, 5—1 4
3 E— = '_”] = —
e )

?J‘I -
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0,80 9,

Konstruktion der kubischen und semikuhischen Parahel.

1. Die Konstruktion der kubischen Parabel (Fig. 68)

ihnelt derjenigen der gemeinen Parabel.

Scheitel O, die Achse
() X und ein beliebiger
Punkt P der kubischen
Parabel. Man ziehe
P DB parallel 00X und
() B senkrecht zu O X
und teile die Strecken
PB und OD in die-
selbe Anzahl gleicher

Teile (in der Zeichnung

fiinf Teile). Die Tel-
lungspunkte sind a, b,
¢, d und 1, 2, 3, 4 ge-
nannt. Man schligt
iitber B P als Dureh-
messer den Halbkreis.

Gegeben sei der

X

Fig. 68.

und um B als Mittelpunkt die Kreisbogen « a, bb, ec, dd.
Dann fillt man die Lote « I, b I1, ¢ IIl, d' IV und verbindet
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die FuBpunkte I, II, III, IV mit O durch Strahlen. Zum
Schluf zieht man durch 1, 2, 4 Parallelen zu O X und er-
hilt als Schnitte mit den hnalllr‘u die Parabelpunkte H G F E.

Beweis: Es ist F ‘i—— B IIT

und B P -BIH— (b —Ee— (—— b l))
also B 111 — ( ) BP

&)

: SiAe

Oben eingesetzt gibt: F'8 = (—) B P

53k
AuBerdem ist aber 03—=—.0B

5

3 s 2B 3
Y h Y a :
L = =—— oder o — — oder 9 = LS
& oy Y1 5 T

Dieses ist aber die
Gleichung der kubi-
schen Parabel, welche
durch den Punkt P
mit den Koordinaten
\ '. 7y und y,; geht.
' Vap 2. Die semiku-
< 6\ cl\rmld|r P bische Parabel
(Fig. 69) wird wie
folgt konstruiert. Ge-
geben sind wie oben
() X und P. Man teilt
auch hier die Strecke
'X_ B P durch die Punkte
Fig. 69. @, b, ¢, d und die

S Ao w + o
§




Strecke OB durch die Punkte 1, 2, 8, 4 in dieselbe Anzahl
gleicher (in der Zeichnung fiinf) Teile. Dann errichtet man
die Lote ad, bl, c¢é, dd, schligt um B die Kreishogen
al bII III, d1V, und zieht die Strahlen 01, O Il,
O 1II und OIV, Die entsprechenden Schnittpunkte FE, F
G und H dieser Strahlen mit den Parallelen durch 1, 2, 3
und 4 sind dann Punkte der semikubischen Parabel.

Beweis: Es 1st I 8 — ;_5 BIIT— - B¢
o) ]
und Be)p=Bc¢- BP— (’— B 'P) . BP
also B = ¥ : S B
e

Oben eingesetzt gibt:
= o

5.5 . V’ P (—3-) BP

e} ) J
: : 3 —
Aukerdem ist noch 08=—0B
&)

Die beiden letzten Gleichungen kann man auch schreiben:

‘3 \3
2= =) z
L1y

3 g
y==—Ayroderys— =g

Durch Division folgt:

o 3
T3 . ‘ e
y* & oyt
s = oder y2 =—=2— .z
4 &Ly : &y
Y-

Dieses ist aber die Gleichung der semikubischen Parabel,
welche durch den Punkt P mit den Koordinaten z; und y; geht.

Ubung: Man zeichne die kubische und die semikubische
Parabel durch den Punkt 2z, = 8; y, =— 6 em, Stelle ihre
Gleichungen auf und berechne den Inhalt eines Abschnittes;
man zeichne ihn, schiitze und planimetriere ihn. Man stelle
die Gleichung fiir die Tangente am Beriihrungspunkte (z; y,)
auf und berechne den Abschnitt der Tangente auf der Y-Achse.
Man zeichne ihn und messe ihn nach.
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Anwendungen: Die Form der verschiedenen Parabeln spielt
eine nicht unbedeutende Rolle bei den Triigern gleicher Festig-
keit, d. h. solchen auf Biegung beanspruchten Balken, Wellen oder
Achsen, bei denen die Biegungsspannung iiber die. ganze Linge des
Triigers dieselbe sein soll. Die wichtigsten Arten der Triger gleicher
Festigkeit sollen im Folgenden behandelt werden.

a) Balken von rechteckigem Querschnitt mit gleich-
bleibender Breite b und Einzellast P (Fig. 70). Fiir den Quer-
schnitt im Abstand 2 vom rechten Auflager gilt nach den bekannten
Bezeichnungen der Festigkeitslehre:

My = W ky
[ . DAl g

oder W = )

ks

L+ S b
In anderer _\um‘lhlm];_f; lautet die H]uit;hung;

I Gl
31 “i“‘ l{t.! b Y ;Ik.'ll o

y'—‘* = P

Fiir die linke Seite des Triigers wiirde sich ergeben:
oo e ey 6
Y ) Ll
Beide Gleichungen stellen gemeine Parabeln dar, wie sie in Fig. 70
gestrichelt eingezeichnet sind. An Hobelmaschinen-und Briickentrigern
findet man vielfach die parabolische Form. Aus praktischen Griinden
nimmt man hiufig statt der Parabel die Tangente an sie im héchsten
Punkt, Nach Seite 40 und 81 wei man dann, daB die Balkenh@he
am Auflager Y2 h sein muB.
Die Hiohe h des Balkens im Angriffspunkt der Last P findet man,
indem man fiir £ in eine der vorher gefundenen Gleichungen I; bzw.,
ls einsetzt.

T

Ll 6
L+ 1y bk

b) Achse von kreisférmigem Querschnitt und Einzel-
last (Fig. T1).

Hier ist fiir den Querschnitt mit dem Abstand = vom Auflager:

Dann wird Ymar® = h? = P
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Also ist: g8 = F h : 10 =
3 i+ 8- o
Fir die linke Seite des Trigers wiirde sein:
e 10

Lo e, :

Beide Gleichungen stellen kubische Parabeln dar, wie sie In die Fig. 71

cingestrichelt sind. In der Praxis ersetzt man die Parabel durch die

= €T

1 B

— Z -
o |
2
¥

b

Tangente im hochsten Punkt. [n den Auflagern hat diese nach Seite 82

3)
den Abstand _ r von der Mitte.

Der Halbmesser » am Angriffspunkt der Last P ergibt sich wie
bils 10
I]' M ZN: “u“_:i Lo J"'" i I’ 'I_:_ - d
ane n Yo 1}1 3 32 R . Ly

¢) Freitriger mit oleichformig verteilter Last und

sich verjingendem rechteckigen Querschnitt vom Seiten-

verhiltnis — = « (Fig. 72).
l!f x
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Fiir den gezeichneten Querschnitt ist:

i Y 5
My = ¢ - S - by
Da nun aber z = y . « ist, so folgt weiter:
e oyt
Rty L
) 57 !". ki
36
oder y? e .2
y e -1 - kb

Dieses ist die Gleichung einer semikubischen Parabel,
=
Die angenidherte Form des Freitrigers ergibt sich durch die
Tangente an die Parabel im hochsten Punkt. Am freien Ende hat der

Triger nach Seite 83 eine Hohe von

Die Hohe h an der Einspannstelle ergibt sich zu:

3¢ 72

3 3 -
Ymax h (A A

und die Breite zu: b = « - h.
Ubung: Man bestimme die Form der Balken nach den drei be-

Rollkurven.
Evolute und Evolvenie.

Um ein beliebiges Vieleck sei ein Faden geschlungen.
Fat man diesen an einer Ecke an und wickelt ihn ab, indem
man ihn straff hélt, so beschreibt sein Endpunkt einen Kreis-
bogen um jede Ecke. Die Kreishogen setzen sich zu einer
Kurve zusammen, die Evolvente¢ genannt wird. Das
Vieleck heift Evolute. Die
Radien der Kreisbogen heifien
Krimmungsradien, sie sind
zugleich die Normalen der
Evolvente.

Aus der Fig. 73 gehen
sofort folgende Sitze hervor:

1. Der Kriitmmungsradius
der Evolvente ist gleich dem ab-
gewickelten Stiick der Evolute

(. B. gleich a 4 b + ¢).
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