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Allgemeine Ableitung der Berührungsgrößen .
Es sei der Punkt P 1 einer beliebigen Kurve (Fig. 100) mit

den Koordinaten xx und yx gegeben. Dann sei t die Länge
der Tangente und n die Länge der Normalen zwischen dem
Berührungspunkt P x und der X-Achse ; t ' und ri seien die ent¬
sprechenden Projektionen von t und n auf die X-Achse .

Fig . 100,

Letztere seien zuerst berechnet : x)
Die Subnormale ri = y1 • tg a = yx ■ ?/
Die Subtangente U — = ~

tg « y'
Hieraus ergibt sich :

Die Normale
n = tV 2 + yx

z = Yy^ y^ fy ? = yx Yi + t/ 2
Die Tangente

Vi '2 + yx

Diese Formeln gelten für jede Kurve , deren Gleichung
bekannt ist .

dt !’) Anm . : Statt ~ schreibt man kurz y ’.
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1 . Anwendung auf die Parabel . Man berechnet
den Differentialquotienten y der Gleichung der Parabel

y2 = 2 p x
aus und setzt ihn in obige Formeln ein . Es ergibt sich , daß

d 'y _ py = dx y
Pist . Die Steigung beim Berührungspunkt I\ ist also — . Setzt

2
^1

man dies ein und y x = 2 px x, so erhält man :
PSubnormale ri — yx — = p2/i

Subtangente H = - -1— -1- = — = = 2 xx° ppp
Normale

+ -fr = + P 2 = ■• ^ yi + P 2
Vi ih

Tangente

= * l/ » +lM477%-V-,yi
4: p xx 2 -j- 4 ^ 2

r ■
p

» r p
*

2 . Anwendung auf die Ellipse .
“ Der Differential¬

quotient der Ellipsengleichung ist nach Gleichung (22 ) :
x b2

2/ y a
Die Steigung am Berührungspunkt P x ist also : — xx b2

2/i «3

und wird in obige Formeln eingesetzt unter Fortlassung des
Vorzeichens , weil nur die absolute Länge in Betracht kommt .

xx b 2 xx b2
Subnormale ri -

Subtangente t ' =

Normale n -

Tangente t -

=2/i

=2/i

=2/i

= 2/i

2/i «
j/i «! __
aq &2 % b 2

2/j
2 <%2 a2 b 2 — aq 2 &2 - aq -

aq 62

1/
1/

1 +
xx

2 b4

2/i
2 «4

1 + x-,
2 b4
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3 . Anwendung auf die Hyperbel . Der Differential-
quotient der Gleichung der Hyperbel unterscheidet sich von
dem der Ellipse nur durch das entgegengesetzte Vorzeichen.
Da auch hier das Vorzeichen ohne Belang ist , so stimmen die
Formeln mit denen der Ellipse überein.

Sämtliche Formeln , die wir unter 1 , 2 , 3 für die Berührungs-
groben der Kegelschnitte erhalten haben , sind dieselben wie
die früher auf Seite 41 , 55 und 63 abgeleiteten .

Übung : 1 . Man berechne die Subtangente der gleich¬
seitigen Hyperbel xy = C.

2 . Welche Konstruktion von Tangenten ergibt sich hieraus ?
3 . Man berechne die Subtangenten der höheren Parabeln

xf = q x.
Die Krümmung .

Legt man an eine Kurve , z . B . an eine Ellipse, Fig . 101 ,
eine Tangente , so kann man durch ihren Berührungspunkt

unendlich viele Kreise
zeichnen , welche die¬
selbe Tangente berühren .
Ellipse und Kreise haben
hier dieselbe Steigung,
also auchdenselben ersten
Differentialquotienten .

Da nun eine Tangente
durch Drehung einer
Sehne entstanden ist , so
hat sie mit der berührten

Kurve zwei im Berührungspunkt zusammenfallende Punkte
gemeinsam . Alle in Fig . 101 gezeichneten Kurven haben eine
Tangente und demnach zwei im Berührungspunkt zusammen¬
fallende Punkte gemeinsam, sie berühren sich .

Unter den gezeichneten Kreisen schmiegen sich viele am
Berührungspunkt der Ellipse durchaus nicht an ; die links¬
hegenden krümmen sich sogar nach der entgegengesetzten
Seite , obwohl sie zwei zusammenfallende Punkte mit der
Ellipse gemeinsam haben.

Fig . 101.
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