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Abstract

In this thesis, we develop algorithms for the calculation of Galois groups of Eisenstein
polynomials f(x) over a p-adic field. Our main tool is the so-called ramification polygon
of f(x). That is the Newton polygon of f(ax + «)/a"x, where o denotes a root of f(x)
and n the degree of f(x). We present a fast algorithm for polynomials with one-sided
ramification polygon and a more expensive method for polynomials with two segments.
In the case of an arbitrary Eisenstein polynomial we use the ramification polygon to speed
up calculations concerning the splitting field. For example, we provide an algorithm for
the determination of the maximal tamely ramified subfield of the splitting field.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Galoistheorie ist knapp 200 Jahre nach Evariste Galois ein fester Bestandteil der
Algebra und der algebraischen Zahlentheorie. Trotzdem ist die konkrete Berechnung der
Galoisgruppe eines Polynoms noch immer ein schwieriges algorithmisches Problem.

Bei Polynomen iiber den rationalen Zahlen wurden in den letzten zehn Jahren grofle
Fortschritte erzielt. Inzwischen sind in den géngigen Computer-Algebra-Systemen effizi-
ente Verfahren zur Galoisgruppenberechnung implementiert. Sie basieren im Wesentlichen
auf dem im Jahr 1973 vorgestellten Algorithmus von Stauduhar (siehe [40]), bei dem mit
Approximationen der Nullstellen in C bzw. bei den neueren Varianten in (unverzweigten)
Erweiterungen von Q, fiir eine geeignete Primzahl p gerechnet wird.

Im Gegensatz dazu sind fiir Polynome iiber p-adischen Korpern noch keine allgemeinen
Verfahren zur Bestimmung der Galoisgruppe bekannt. Die Methoden iiber QQ lassen sich
nicht ohne Weiteres iibertragen, weil der Zugriff auf die Nullstellen iiber Approxima-
tionen nicht mehr moglich ist. Zur Zeit ist daher der Trivialansatz, durch sukzessives
Faktorisieren des Polynoms den Zerfallungskoérper zu bestimmen und dann Automorphis-
men zu berechnen, die einzige Mo6glichkeit. Dieser Ansatz ist jedoch nicht praktikabel, da
Zerfallungskorper im Vergleich zum Polynomgrad sehr grof3 werden konnen.

Erweiterungen p-adischer Kérper haben deutlich mehr Struktur als Erweiterungen globa-
ler Korper und sind theoretisch gut verstanden. Es gibt z.B. nur endlich viele Erweite-
rungen zu jedem Grad, und jede Galoisgruppe ist auflosbar. Man unterscheidet zahm und
wild verzweigte Erweiterungen. Fiir zahm verzweigte Erweiterungen gibt schon Helmut
Hasse in Kapitel 16 seines Buches [12] die Galoisgruppe an.

Bei wilder Verzweigung ist die Situation deutlich komplizierter. Hier sind bisher nur die
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Galoisgruppen zu Erweiterungen einiger kleiner Grade iiber QQ, bekannt. Eine Online-
Datenbank von John Jones und David Roberts enthélt insbesondere alle Kérper vom
Grad 8 iiber Qy und alle Korper vom Grad 9 iiber Q3 mit ihren Galoisgruppen (siehe
[18]).

Wir werden uns in der vorliegenden Arbeit hauptséachlich mit der Galoisgruppenberech-
nung von Eisensteinpolynomen iiber Erweiterungskérpern von Q, befassen, deren Grad
von p geteilt wird. Sie erzeugen rein verzweigte Erweiterungen mit wild verzweigten Antei-
len. Diese Erweiterungen kommen mit Abstand am héufigsten unter allen Erweiterungen
des jeweiligen Grades vor.

Wichtigstes Werkzeug zur Untersuchung der Eisensteinpolynome wird ein spezielles New-
ton-Polygon sein. Wenn « eine Nullstelle des Eisensteinpolynoms f(x) vom Grad n ist,
dann heifit das Newton-Polygon von

flax + )
ax

Verzweigungspolygon von f(x). Es wurde erstmalig von Krasner in [22] betrachtet und ist
eng mit der , Verzweigungsstruktur® der zugehorigen Korpererweiterung verbunden. Bei
einer galoisschen Erweiterung mit Gruppe G beschreibt es exakt die Reihe G > Gy > G5 >
... > Gy = {id} der Verzweigungsgruppen von G. Wir untersuchen ausfiihrlich, welche
Informationen das Verzweigungspolygon zum Zerfallungskérper und zur Galoisgruppe des
Polynoms liefert, und beschreiben, wie man diese zur Berechnung der Gruppe ausnutzen
kann.

Dabei klassifizieren wir die Eisensteinpolynome nach der Anzahl der Segmente in ih-
rem Verzweigungspolygon. Fiir Polynome mit einem oder zwei Segmenten entwickeln wir
komplette Algorithmen zur Bestimmung der Galoisgruppe. Fiir Polynome mit mehr als
zwei Segmenten zeigen wir, wie man mit Hilfe des Verzweigungspolygons die Berechnung
des Zerfiallungskorpers beschleunigen kann. Ein Spezialfall der einsegmentigen Situation
wurde schon von David Romano in [36] betrachtet.

Im Folgenden geben wir einen kurzen Uberblick iiber den Aufbau der Arbeit und die
Hauptergebnisse:

Nach einer kurzen Zusammenfassung der nétigen Grundlagen zu p-adischen Koérpern,
Newton-Polygonen und Galoistheorie in Kapitel 2 setzen wir in Kapitel 3 die bekannten
theoretischen Beschreibungen der Galoisgruppe einer zahm verzweigten Erweiterung al-
gorithmisch um. Das Ergebnis ist Algorithmus 3.1, der die Galoisgruppe einer beliebigen
zahm verzweigten Erweiterung als endlich prasentierte Gruppe berechnet.

In Kapitel 4 untersuchen wir systematisch das Verzweigungspolygon eines Eisensteinpo-
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lynoms zusammen mit den sogenannten assoziierten Polynomen. Das sind Polynome iiber
dem Restklassenkorper, die den einzelnen Segmenten eines Polygons zugeordnet werden
konnen. Wir zeigen, dass es kanonische Teilkérper zum Verzweigungspolygon gibt und ge-
ben ein explizites Verfahren zu deren Berechnung an (Algorithmus 4.4). Diese Teilkorper
entsprechen bei einer galoisschen Erweiterung den Verzweigungskoérpern und im nicht-
galoisschen Fall den Fixkorpern unter den hoheren Verzweigungsmengen (vgl. z.B. [13]).

Danach befassen wir uns in Kapitel 5 mit den Zerfallungskérpern von Eisensteinpolyno-
men. Mit Hilfe des Verzweigungspolygons und der assoziierten Polynome kénnen wir den
Zerfallungskorper bei einem Segment komplett theoretisch beschreiben. Bei Polynomen
mit mehreren Segmenten liefert das Polygon noch geniigend Informationen, um einen
Teilkorper des Zerfallungskorpers anzugeben, iiber dem nur noch eine p-Erweiterung zum
Zerfallungskorper fehlt. Fiir diese , p-Reduktion® geben wir einen deterministischen Po-
lynomzeitalgorithmus an, der ohne Rechnungen in einem p-adischen Korper auskommt
(Algorithmus 5.1 und Satz 5.9). Darauf aufbauend entwickeln wir dann Verfahren zur
Berechnung des maximalen abelschen Quotienten der Galoisgruppe eines Eisensteinpo-
lynoms und des maximalen zahm verzweigten Teilkorpers des Zerfillungskorpers (Algo-
rithmen 5.5 und 5.6). Dabei benutzen wir erstmals auch Methoden der lokalen Klas-
senkorpertheorie.

In Kapitel 6 nutzen wir die Ergebnisse zum Zerfallungskorper und entwickeln Algorithmen
zur Berechnung der Galoisgruppe von Eisensteinpolynomen mit einem oder zwei Segmen-
ten im Verzweigungspolygon. Algorithmus 6.1 fiir ein Segment rechnet ausschliefllich in
einem endlichen Kérper F, und bestimmt die Gruppe zu einem Polynom vom Grad p™ als
Untergruppe der affin-linearen Gruppe AGL(m,p) bzw. als Gruppe von Permutationen
des Vektorraums (F,)™ (Satz 6.3). Das Verfahren ist polynomiell im Polynomgrad und
in log ¢, wenn ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe F,* bekannt ist (Satz 6.5). Damit
lasst sich z.B. die Galoisgruppe des Polynoms

28 4 30%0 4+ 3270 + 3250 + . 4+ 3270 43 € Qsa]
in 0,07 Sekunden Rechenzeit bestimmen. Diese Gruppe hat Ordnung 2592 und ist gleich
{taw: (F3)' = (F3)' x> za+v | a€(S,T), ve (F3)'}

mit
102 2 1000
210 1 0001
S=11 91 | mdT=1, 1 1,
112 2 021 1

Algorithmus 6.3 fiir zwei Segmente ist deutlich aufwéndiger. Das Verfahren bendtigt
Kohomologie-Berechnungen sowie lokale Klassenkorpertheorie. Hier ist die Ausgabe eine
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endlich prasentierte Gruppe. Mit Algorithmus 6.3 ist z.B. die Berechnung der Galoisgrup-
pe von

225 + 250022 + 138022 + 400002 + 436002 + 118752 + 24000022 + 38200022
+ 1924002 + 301752'° + 6400002° + 132000028 4+ 94200027 + 26600025
+ 6624002° + 16000002 + 14400002° + 5440002 + 635002 — 4255 € Q5[]

in 4,4 Sekunden méglich. Sie hat Ordnung 15625 und ist isomorph zum Kranzprodukt
C5Cs.

Alle Algorithmen wurden im Computer-Algebra-System MAGMA [5] implementiert und
getestet. Im letzten Kapitel prasentieren wir schlieSlich zahlreiche Beispiele fiir die Ga-
loisgruppenberechnung mit unseren Verfahren inklusive der entsprechenden Laufzeiten.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Erweiterungen p-adischer Korper

Wir geben einen kurzen Uberblick iiber die Theorie der p-adischen Koérper bzw. Kérper-
erweiterungen und fithren dabei fiir die gesamte Arbeit giiltige Notationen ein. Fiir eine
ausfithrlichere Einfiihrung verweisen wir auf die Biicher [7] und [12]. In der Literatur
werden die p-adischen Korper meist im allgemeineren Kontext von lokalen Koérpern be-
handelt.

Definition 2.1
Eine Funktion v von einem Kérper K nach Q U {co} mit den Eigenschaften

a) v(a) =00 & a=0,
b) v(a-b) =wv(a)+ v(b),
c) v(a+0b) > min{r(a),v(b)}
fiir alle a,b € K heifit exponentielle Bewertung auf K.

Eigenschaft c) ist die ultrametrische Dreiecksungleichung und es gilt der Zusatz

v(a) # v(b) = v(a+b) = min{v(a),v(b)}.

Fiir eine Primzahl p lisst sich jede rationale Zahl a # 0 als a = p* IE) darstellen, so dass p
teilerfremd zu b und c ist. Die Abbildung v,, die jedem a € Q den Exponenten k zuordnet,
ist eine exponentielle Bewertung auf Q und heifit p-Bewertung. Vervollstandigt man Q

7
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beziiglich des Betrages |a|, := p~@_ erhilt man den Kérper Q, der p-adischen Zahlen.
Ahnlich gelangt man durch die Vervollstandigung beziiglich des Absolutbetrages zu den
reellen Zahlen.

Definition 2.2
Ein Korper K heif3t p-adischer Kérper, wenn er ein Erweiterungskorper endlichen Grades
vom Korper Q, der p-adischen Zahlen ist.

Auch K ist wieder vollsténdig beziiglich einer exponentiellen Bewertung v bzw. beziiglich
des dazu korrespondierenden nicht-archimedischen diskreten Betrages (siehe unten).

Definition 2.3
Sei K ein p-adischer Kérper mit Bewertung v. Wir nennen

Og:={aeK|via)>0}
Bewertungsring von K. Dabei handelt es sich um einen lokalen Ring mit maximalem Ideal
p:={aecK|v(a)>0}

Das Ideal p heiflt auch Bewertungsideal und ist ein Hauptideal. Wir wéhlen einen Erzeuger
7 und nennen ihn Primelement von Ok bzw. K. Weiter ist

K :=Ok/p

der Restklassenkorper von K. K ist ein endlicher Kérper und wir setzen ¢ := |K|. Fiir ein
Element a € Ok bezeichnen wir mit a die Restklasse a + o in K.

Unsere exponentielle Bewertung v sei normalisiert, so dass v(m) = 1 ist. Wie vor Definition
2.3 angedeutet, lasst sich aus v ein nicht-archimedischer diskreter Betrag konstruieren,
indem man |a| := ¢7¥@ fiir jedes @ € K definiert. Wir erwiihnen den Betrag nur der
Vollstandigkeit halber. Bei allen Rechnungen in dieser Arbeit benutzen wir direkt die
Bewertung v.

Fiir gewohnlich betrachtet man die Elemente eines p-adischen Korpers K als unendliche
Reihen.

Satz 2.4
Sei R ein System von Reprdsentanten der Restklassen von K in Og. Dann kann jedes
Element a # 0 € K eindeutig in der Form

a:Zaﬂri mita; € R, { =v(a) € Z und ay # 0
i=(
dargestellt werden. Wir nennen die Reihe auch p-adische Normalreihe von a zum Rest-
klassensystem R und zum Primelement .
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Beispiel 2.1 (Q, und Z,)

Beim Kérper Q, ist v die von v, induzierte Bewertung. Es gilt Og, = Z,, p = pZ,
und Q, = Z,/pZ, = F,. Jedes Element a # 0 € Q, kann als Reihe > :°, a;p" mit
a; € {T, 1,...,p— 1} dargestellt werden. °

Ein sehr wichtiges Werkzeug beim Studium p-adischer Kérper ist ,,Hensel’s Lemma®. Wir
benutzen auch fiir ein Polynom f(x) € Ok|[z]| die Notation f(z) fiir das Polynom iiber K,

dessen Koeflizienten die Restklassen der Koeffizienten von f(x) sind (vgl. Definition 2.3).

Satz 2.5 (Hensel’s Lemma)

Sei f(z) € Oklx]. Wenn f(x) Produkt zweier teilerfremder, nicht-konstanter Polynome
91(x), go(z) € Klx] ist, dann existicren auch zwei teilerfremde Polynome fi(x), f2(x) €
Oklz] mit

Grad(fi(z)) = Grad(g:(2)), fi(x) = 91(2), falx) = g2(2) und f(x) = fi(2) - fa().
Wenn g1(x) normiert ist, so kann auch fi(x) normiert gewdhlt werden.

Der Beweis von Satz 2.5 ist konstruktiv. Die Konstruktion der Faktorisierung iiber Oy,
ausgehend von der Faktorisierung iiber dem Restklassenkorper, wird auch als ,,Hensel-
Lifting®“ bezeichnet.

Sei nun f(z) € K[z] ein normiertes, irreduzibles Polynom vom Grad n. Wir erhalten
eine algebraische Erweiterung L von K vom Grad [L : K| = n durch Adjunktion einer
Nullstelle « von f(z):

L = K(a) = Klz]/ f(z)K]z].

Fiir L/K benutzen wir auch die Sprechweise ,,von f(z) erzeugte Erweiterung®.

Es gibt genau eine Fortsetzung v, der Bewertung v von K auf L. Sie ist durch

_ v (Niyx(a))

vi(a) : "

definiert, wobei N7,k : L — K die Normabbildung der Korpererweiterung ist. Fiir Bewer-
tungsring, Bewertungsideal, Primelement und Restklassenkorper von L (vgl. Definition
2.3) benutzen wir die Bezeichnungen Oy, or, 7, und L.

Definition 2.6

e Die Zahl f1/k := [L : K] heiit Tragheitsgrad der Erweiterung L /K. Betrachtet man
das maximale Ideal von Ok in O, so gilt pO = ¢ fiir ein e € N. Der Exponent
e heifit Verzweigungsindez der Erweiterung und wird mit er/x bezeichnet.
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e Den absoluten Triigheitsgrad (Verzweigungsindex) eines Korpers K iiber Q, be-
zeichnen wir mit fx (ex).

e Die Erweiterung L/K heifit unverzweigt oder trige, wenn ep/x = 1 ist und total
verzweigt oder rein verzweigt bei fr = 1.

e Wir sprechen von einer wild verzweigten Erweiterung, wenn p den Verzweigungsin-
dex teilt. Ansonsten heifit die Erweiterung zahm verzweigt.

Jede Erweiterung p-adischer Korper L/ K hat zwei ausgezeichnete Zwischenkorper. Dafiir
stellen wir den Verzweigungsindex als ey x = egp” mit p { eg dar. Es gibt den maximalen
unverzweigten Teilkorper U mit [U : K| = fr/x und den maximalen zahm verzweigten
Teilkorper T mit [T : K] = eofr k. Es gilt K CU C T C L. Diesen Kérperturm nennen
wir auch Standard-Kdérperturm von L/K (sieche Abbildung 2.1).

€o ;

|t~
-

Jr/x

=

K

Abbildung 2.1: Standard-Koérperturm von L/K

Definition 2.7
Ein Polynom f(z) = 2" + a,_12" ' + ... + a1 + a9 € Ok[z] heiBt Eisensteinpolynom,
wenn v(a;) > 1 fir 1 <i<mn—1und v(ay) =1 gilt.

Eisensteinpolynome sind irreduzibel und jede total verzweigte Erweiterung lisst sich durch
Adjunktion der Nullstelle eines Eisensteinpolynoms erzeugen.

Satz 2.8

Ist L/K total verzweigt, so existiert ein Fisensteinpolynom tber K, dessen Nullstelle o
die Erweiterung L/ K erzeugt. Es gilt zusdtzlich O = Okla] als Erweiterung von Ringen
und « 1st Primelement von L. Umgekehrt ist eine von einem Eisensteinpolynom erzeugte
Erweiterung immer total verzweigt.
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Sehr niitzlich beim Rechnen mit Erweiterungen p-adischer Korper ist das folgende Lemma,
das man z.B. in [29], Kapitel 5, §2 finden kann.

Lemma 2.9 (Abhyankar’s Lemma)
Wenn L/K zahm verzweigt und M /K endlich ist und wenn zusdtzlich ep/x | enjx gilt,
dann ist LM /M unverzweigt.

Wir benutzen den Begriff der Galoisgruppe einer Korpererweiterung in einem etwas all-
gemeineren Sinne, als es sonst in der Literatur iiblich ist. Aut(K) ist unsere Bezeichnung
fiir die Gruppe der Automorphismen des Korpers K.

Definition 2.10
Sei L/K eine nicht notwendig galoissche Erweiterung p-adischer Koérper mit normalem
Abschluss N/K. Dann nennen wir die Gruppe

Gal(L/K):={o € Aut(N) |o(a) =a firallea € K }

Galoisgruppe von L/K. Fiir ein irreduzibles Polynom f(z) € K[z]| mit Zerfallungskorper
N setzen wir Gal(f(x)) := Gal(N/K).

Sei nun L/K eine galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G und sei Op = Ok|a].

Definition 2.11
Fir 7 =0,1,... ist
Gj={oceGly (o) —a)>j+1}

die j-te Verzweigungsgruppe von L/K. Die Gruppe Gy heifit auch Tragheitsgruppe.

Die Verzweigungsgruppen bilden eine Reihe G > Go > G ... von Untergruppen der
Galoisgruppe, die fiir einen hinreichend grofien Index ¢ bei der trivialen Gruppe G, = {id}
endet. Der néchste Satz fasst die wichtigsten Eigenschaften dieser Reihe zusammen (vgl.
dazu Abbildung 2.1).

Satz 2.12

a) Der mazimale unverzweigte Teilkérper U von L/K ist der Fizkorper der Trigheits-
gruppe Gy, es gilt also Gy = Gal(L/U). Gy ist ein Normalteiler der Ordnung ey /k
mit zyklischer Faktorgruppe der Ordnung frk .

b) Der mazimale zahm verzweigte Teilkorper T von L/K ist der Fizkdrper der ersten
Verzweigungsgruppe G1, es gilt also Gh = Gal(L/T). G ist eine p-Gruppe und ein
Normalteiler in Gy mit zyklischer Faktorgruppe von zu p teilerfremder Ordnung.

c) Fir j=1,2,...,t ist G; Normalteiler von G. Die Faktorgruppen G;/Gji1 konnen
isomorph in die additive Gruppe von L eingebettet werden.
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Eine wichtige Folgerung aus Satz 2.12 ist, dass jede Galoisgruppe p-adischer Korper
auflosbar ist.

Am Ende dieses Abschnitts fithren wir noch eine Schreibweise fiir zwei Elemente a, b aus
dem algebraischen Abschluss K von K ein. Dafiir sei die Bewertung v auf K fortgesetzt.

Definition 2.13
Fiir a,b € K schreiben wir a ~ b, wenn v(a — b) > v(a) gilt.

2.2 Newton-Polygone

Wie in Abschnitt 2.1 definiert sei K ein p-adischer Kérper mit Q, C K, sowie 7 ein festes
Primelement von Og. Mit v bezeichnen wir die exponentielle Bewertung auf K bzw. ihre
eindeutige Fortsetzung auf den algebraischen Abschluss von K.

Definition 2.14
Sei f(z) =Y ya;x" € K[z]. Das Newton-Polygon von f(z) ist die untere konvexe Hiille
der Punktemenge {(i,v(a;)) |0 <4 <n} im R2

Abbildung 2.2 zeigt ein Beispiel.

v(a;)

10

8

~ .

0 )
0 5 10 15 20

Abbildung 2.2: Newton-Polygon von 64220 +4x'® + 2213 + 8210+ 3227 4+ 162 + 256 € Qy[z]

Wir nennen die einzelnen Strecken des Polygonzuges Segmente und bezeichnen sie mit
(k1,v(ag,)) < (ko,v(ag,)) anhand ihrer Endpunkte. Die Steigungen der Segmente wachsen
streng monoton von links nach rechts.
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Im Folgenden geben wir einige grundlegende Aussagen zu Newton-Polygonen an. Fiir die
Beweise verweisen wir auf [27], Kapitel 11, §6.

Das Newton-Polygon stellt einen Zusammenhang zwischen den Bewertungen der Koeffi-
zienten eines Polynoms und den Bewertungen der Nullstellen her:

Satz 2.15

Sei f(x) =Y 1 ax’ € K[z]. Hat das Newton-Polygon von f(x) ein Segment (ki,v(ay,))
— (ka,v(ak,)) mit Steigung —m, so besitzt f(x) genau ko — ki Nullstellen o, . .., Qy—k,
mat

viag) = ... = v(ag,—k, ) = m.

Weiterhin gibt es immer eine Faktorisierung eines Polynoms zu seinem Newton-Polygon.
Jedes Segment liefert genau einen (nicht notwendig irreduziblen) Faktor.

Satz 2.16
Sei f(x) =1 ax’ € K(x] ein normiertes Polynom mit den Nullstellen as, . .., o, und
seien —my < ... < —my die Steigungen des Newton-Polygons von f(z). Es gibt eine

eindeutige Zerleqgung

l
f@)=]]f@) € Klx), mit fiz)= ][ (z—o)eK]

j=1 v(ai)=m;
Das Newton-Polygon von f;(x) besteht aus einem Segment mit Steigung —m,;.
Aus dem Newton-Polygon ldsst sich auch ein Irreduzibilitéitskriterium ableiten.

Satz 2.17
Wenn das Newton-Polygon von f(x) € K[z] nur aus einem Segment besteht, auf dem
abgesehen von den Endpunkten keine ganzzahligen Punkte liegen, dann ist f(x) irreduzibel.

Ein Spezialfall dieser Aussage ist das Eisenstein-Kriterium. Ein Eisensteinpolynom vom
Grad n (Definition 2.7) hat ein einsegmentiges Newton-Polygon, welches die Punkte (0, 1)
und (n,0) verbindet.

2.3 Allgemeine Galois- und Gruppentheorie

In diesem Abschnitt stellen wir einige wichtige Aussagen zur Galoistheorie zusammen.
Wir beginnen mit dem Hauptsatz.
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Satz 2.18 (Hauptsatz der Galoistheorie)
Sei L/K eine endliche galoissche Korpererweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L/K).
Dann ist die Abbildung

M v Gal(L/M)

eine Bijektion zwischen der Menge der Zwischenkdrper M von L/K und der Menge der
Untergruppen H von G. Die Umkehrabbildung ist

Hw—Fix(H):={aeL|o(a)=a firalleocecH }.
Auferdem gilt fiir zwei Zwischenkorper My, My die Aquivalenz
Ml - M2 = Gal(L/Mz) < Gal(L/Ml)

Die Teilerweiterung M/ K ist genau dann galoissch, wenn Gal(L/M) ein Normalteiler von
G ist. In diesem Fall erhdilt man per Restriktion die natirliche Isomorphie Gal(M/K) =
G/Gal(L/M).

Beweis: Siehe z.B. [24], §8. O

Zwei fiir die Galoistheorie wichtige Gruppenkonstruktionen sind das Kranzprodukt und das
subdirekte Produkt zweier Gruppen. Wir bezeichnen mit S, fiir ein n € N die symmetrische
Gruppe auf n Punkten.

Definition 2.19
Seien G und H zwei Gruppen und ¢ : H — S, ein Homomorphismus. Dann ist die Menge

GZH:{ (gl,...,gn,h) ‘ gl,,gneG,hGH}
eine Gruppe mit der Multiplikation
(glv <o 9n, hl) ' (917 s 791/17 h2) = (glg,a(l)7 s 7gng/a(n)7 h’th)

fir & = p(hy') € S,. Diese Gruppe heifit Kranzprodukt von G und H (zum Homomor-
phismus ).

Das Kranzprodukt ist isomorph zum semidirekten Produkt (G x ... x G) x H mit genau
n Kopien von G auf der linken Seite. Die Gruppe H operiert dabei auf G x ... x G durch
Permutation der direkten Faktoren iiber den Homomorphismus ¢.

Satz 2.20
Seien G und Gy Gruppen mit Epimorphismen py : Gy — H und po : Go — H auf eine
dritte Gruppe H. Seien Ny, Ny die Kerne von py, pia. Dann ist

G1 xu Go:={(91,92) | 1 € G1,92 € G2, p11(g1) = pa(g2) }
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eine Untergruppe von G X Go und heifst subdirektes Produkt von G und G5 diber H.
Weiter gibt es Epimorphismen ay, as von Gy X g Gy auf G1 bzw. Gy mit

Kern(ay) = { (1,n2) | ne € Ny } = Ny und
{(nl,l) |TL1 ENl}gNl.

Beweis: Siehe [16], Kapitel I, §9. ]

Das subdirekte Produkt G Xy Gy zusammen mit den Epimorphismen «o; und as ist
der ,,Pullback” von p; und ps, d.h. das Diagramm aus Abbildung 2.3 kommutiert. Der
Pullback ist universell fiir dieses Diagramm (vgl. [23], Kapitel I, §11). Daraus folgt insbe-
sondere, dass jede andere Gruppe mit diesen Eigenschaften isomorph zu G Xy G2 sein
muss.

Oy
G Xy Gy —————» G

aq K2

G s bid

Abbildung 2.3: Subdirektes Produkt

Satz 2.21

Seien M/L und L/K endliche galoissche Kérpererweiterungen, n = [L : K| und N der
normale Abschluss von M /K. Dann lisst sich die Gruppe Gal(N/L) in das n-fache direkte
Produkt Gal(M /L) x ... x Gal(M/L) einbetten.

Beweis: Seien M = M;,..., M, die zu M/K konjugierten Erweiterungen. Alle diese
Erweiterungen enthalten L/K als Teilerweiterung und es gilt N = M; - ... M,. Sei
G, = Gal(M;/L). Dann gilt G; = G, = Gal(M/L) fiir alle i. Wir wenden nun induktiv
die Konstruktion des subdirekten Produktes (Satz 2.20) an. Sei fiir r < n gezeigt, dass
G:=Gal(M;,-...- M, /L) <Gy x...x G, ist. Wir setzen S := (M;-...- M,)N M,,; und
H := Gal(S/L). AuBlerdem bezeichnen wir mit p: G — G/H und p, 41 : Gry1 — G /H
die jeweiligen natiirlichen Homomorphismen. Dann erfiillt G := Gal(My - ... - M,.1/L)
fiir die beiden Gruppen G und G, zusammen mit den Epimorphismen p und p,,1 nach
dem Hauptsatz der Galoistheorie alle Voraussetzungen fiir die Kommutativitit des Dia-
gramms aus Abbildung 2.3. Dabei iibernimmt die Restriktion der Automorphismen von G
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auf My-...-M, bzw. M, die Rolle des Epimorphismus a; bzw. as. Aus der Universialitéit
des subdirekten Produktes folgt nun, dass G isomorph ist zu

G Xy Gry1 = { (gugr-‘rl) | g€ G,g941 € Grr+1aﬂ(9> = Mr+1(9r+1) }
und nach Satz 2.20 gilt

GXxg G <GXxXGry <G X ... X G X Gryy.

2.4 Lokale Klassenkorpertheorie

Eine Korpererweiterung heifit abelsch, wenn sie galoissch mit abelscher Galoisgruppe ist.
Ziel der Klassenkorpertheorie ist die Beschreibung aller abelschen Erweiterungen eines
Korpers.

Wir geben im Folgenden einen kurzen Uberblick iiber die lokale Klassenkérpertheorie.
Im Wesentlichen geben wir Isomorphie-, Eindeutigkeits- und Existenzsatz der lokalen
Klassenkorpertheorie an. Fiir die Beweise verweisen wir auf das Buch [17], inbesondere
auf die Kapitel VI und VII. Unser Grundkoérper ist ein p-adischer Kérper K. Es gilt
|K| = q und p = 7O ist das maximale Ideal des Bewertungsrings Ok (vgl. Abschnitt
2.1).

In der gesamten Arbeit benutzen wir fiir n € N die Notation (, fiir eine primitive n-te
Einheitswurzel.

Satz 2.22
Fiir die multiplikative Gruppe K> eines p-adischen Korpers K gilt die Zerlequng

K = (m) x (Goa) x (14 9) = 7% x KX x (1 +9).

Die multiplikative Gruppe 1 + ¢ heifit Einseinheitengruppe von K. Eine ausfiihrliche
Untersuchung der Einheitengruppe eines p-adischen bzw. lokalen Korpers findet man in
[12], Kapitel 15.

Sei L/K eine endliche Erweiterung. Wir fithren fiir die Gruppe N7, x(L*) der Normen
der Elemente von L in K* die abkiirzende Schreibweise N'(L/K) ein. Weiter bezeichnen
wir mit K" die maximale abelsche Erweiterung von K im algebraischen Abschluss K. Es
existiert ein kanonischer injektiver Homomorphismus

px : K* — Gal(K*/K),
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der Normrestabbildung oder Artin-Abbildung genannt wird (siehe [17], Abschnitt 6.3).

Satz 2.23 (Isomorphiesatz)
Sei L/K eine endliche abelsche Erweiterung. Dann induziert py einen Isomorphismus

K*IN(L/K) = Gal(L/K)

und es ist

N(L/E) = pic (Gal(K** /L)).

Wir weisen noch auf eine wichtige Eigenschaft von pg hin, die wir spater benotigen:

Lemma 2.24
Es gilt
pr(0(2)) = 57 pi(a) - &

fiir alle x € K*, alle Automorphismen o von K und eine beliebige Fortsetzung ¢ von o
auf K.

Satz 2.25 (Eindeutigkeitssatz)
Fiir zwei abelsche Erweiterungen L/K und M/K gilt

N(LNM)/K)=N(L/K)-N(M/K)
und
N(LM/K)=N(L/K)NN(M/K).

Insbesondere ist eine abelsche Erweiterung L/ K eindeutig durch ihre Normgruppe N (L/K)
bestimmt.

Satz 2.26 (Existenzsatz)
Sei R < K* eine Untergruppe mit endlichem Index. Dann existiert eine endliche abelsche
Erweiterung L/ K mit

N(L/K) = R.
Aus den Hauptaussagen der Klassenkorpertheorie folgt unter anderem das néchste Lemma

zur Normgruppe einer beliebigen Erweiterung.

Lemma 2.27
Fiir die Normgruppe einer endlichen Erweiterung L/K gilt

N(L/K)=N((LNK™)/K).



18 Kapitel 2. Grundlagen

2.5 Komplexitiat von Algorithmen

Bei der Analyse von Algorithmen ist es iiblich die Komplexitéit bzw. die Anzahl der Re-
chenschritte in Abhéngigkeit von der Gréfie der Eingabedaten nur bis auf einen konstanten
Faktor zu spezifizieren. Dafiir nutzt man die ,,O-Notation* oder die ,O-Notation“, wenn
man auch noch logarithmische Faktoren unterdriicken mochte.

Definition 2.28

a) Fiir zwei Funktionen f: N — R und g : N — R schreiben wir

f(n) = O(g(n)),
wenn es eine Konstante C' gibt mit |f(n)| < C - g(n) fir alle n € N.

b) Wir schreiben )
f(n) = O(g(n)),
wenn es eine positive ganze Zahl ¢ gibt, so dass f(n) = O (g(n)log’ g(n)) ist.

Wir werden an mehreren Stellen in dieser Arbeit Polynome {iber endlichen Kérpern fak-
torisieren und fiir den Rechenaufwand folgende Notation verwenden:

Definition 2.29
Wir bezeichnen mit

P(n,q)
die Anzahl der arithmetischen Operationen fiir die Faktorisierung eines Polynoms vom
Grad n iiber dem endlichen Kérper IF,.

Fiir dieses Problem existieren schnelle probabilistische Algorithmen. Nach [19] ist die
Faktorisierung eines Polynoms vom Grad n iiber F;, mit einer erwarteten Anzahl von
O(n**%logq) Operationen in F, moglich. Von zur Gathen und Shoup stellen in [10],
Abschnitt 9 auch einen deterministischen Algorithmus vor. Das Verfahren benétigt bei
q=7p" )
O(n? + n3/%k + n32k12p1/2)

Rechenoperationen in F,. In unserem Fall wird der Polynomgrad n immer ein Vielfaches
von p sein, weil die zu betrachtenden Polynome iiber F, aus der wild verzweigten Situation
kommen (vgl. Definition 2.6). Wir benutzen die deterministische Laufzeitabschitzung im
folgenden Spezialfall:

Lemma 2.30
Firp <n gilt

Il
O

P(n,q") = O(n**logq).
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Beweis: Nach der Formel oben gilt P(n, ¢") = O(n? + n%2k 4+ n2k'/?p'/?). Indem wir p
durch n und k£ durch log ¢ nach oben abschétzen, erhalten wir daraus

P(n,q") = O(n* 4+ n**log q + n**log"?q) = O(n**log q).



Kapitel 3

Zahm verzweigte Erweiterungen

Zahm verzweigte Erweiterungen lassen sich sehr schon theoretisch beschreiben. Sie beste-
hen immer aus einer Radikalerweiterung iiber der (zyklischen) maximalen unverzweigten
Teilerweiterung. Aus diesem Grund kann man bei galoisschen Erweiterungen leicht erzeu-
gende Automorphismen der Galoisgruppe angeben. Helmut Hasse tut dies in Kapitel 16
seines Buches [12]. Ausgehend von diesem Ergebnis wird hier ein Verfahren entwickelt,
das zu einer durch ein irreduzibles Polynom gegebenen zahm verzweigten Erweiterung
eine Beschreibung der Galoisgruppe als endlich prisentierte Gruppe bestimmt.

Fiir dieses Kapitel sei K ein p-adischer Kérper mit Q, C K und K = F, sowie 7 ein festes
Primelement von Op.

3.1 Unverzweigte Erweiterungen

Eine unverzweigte Erweiterung ist schon durch ihren Grad eindeutig bestimmt.

Satz 3.1
Sei K ein p-adischer Korper mit K = F,.

a) Es gibt genau eine unverzweigte Erweiterung vom Grad f von K, nimlich K(() fir
eine primitive (¢/ — 1)-te Einheitswurzel C.

b) Die Erweiterung K(C)/K ist galoissch mit zyklischer Galoisgruppe. Die Gruppe wird
erzeugt vom Automorphismus

T:(w— (4.

20
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Beweis: Siehe [29], Kapitel 5. O

Es gilt Gal(K(¢)/K) = Gal(K(()/K) = Gal(F,/F,), wobei 7 dem Frobeniusautomor-
phismus entspricht.

3.2 Zahm verzweigte Erweiterungen

Hier nun der oben angesprochene Satz von Hasse:

Satz 3.2
Sei K ein p-adischer Korper mit K = F, und L/K eine zahm verzweigte Erweiterung
mit Verzweigungsindex e und Restklassengrad f.

a) Die Erweiterung L]/ K ist konjugiert zu einer der Erweiterungen
K((,~/(m), re{0,...,d(e f)—1}
fiir eine primitive (¢ — 1)-te Binheitswurzel ¢ und d(e, f) := ggT(e, ¢/ —1).

b) Insbesondere sind zwei solche Erweiterungen K((,~/C"n) und K((, x/¢"'m) mit r' =
r mod d(e, f) konjugiert.

c¢) Die Erweiterung L/K ist genau dann galoissch, wenn die Bedingungen e | ¢/ — 1
und e | r(q — 1) erfillt sind. In diesem Fall hat die Galoisgruppe die Erzeuger

71 (/s /O und T (/O e Y/

mit k = T(qe_l),ﬁ = qul und die endliche Prdsentation

(s,t | s°=1,s" =t/ s = 59).
Beweis: Siehe [12], Kapitel 16. O

Um eine durch ein irreduzibles Polynom gegebene zahme Erweiterung wie in Satz 3.2
zu identifizieren, bendtigt man die Parameter e, f und r. Der von Sebastian Pauli in
[33] vorgestellte Algorithmus zur Faktorisierung von Polynomen iiber lokalen Koérpern
liefert im Falle eines irreduziblen Polynoms eine Zerlegung in den unverzweigten und
den reinverzweigten Anteil, also e und f. Dabei wird der reinverzweigte Teil durch ein
Eisensteinpolynom angegeben. Anhand dieses Polynoms muss man nun den Parameter r
bestimmen.
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Das folgende Lemma beschreibt zunéchst etwas allgemeiner, wie man bei einem Poly-
nom, das man anhand seines Newton-Polygones als irreduzibel erkennen kann, den zahm
verzweigten Anteil , ablesen® kann. In diesem Kapitel brauchen wir die Aussage nur fiir
Eisensteinpolynome.

Lemma 3.3

Sei f(z) =Y 1 jaix’ € Oklx] ein normiertes Polynom vom Grad n = egp™ mit p 1 e,
dessen Newton-Polygon aus genau einem Segment der Steigung —h/n mit ggT(h,n) =1
besteht. Weiter seien « eine Nullstelle von f(x) und a,b € Z beliebig mit aey + bh = 1.
Dann kann die zahm verzweigte Teilerweiterung von L = K(a) vom Grad ey durch das
Eisensteinpolynom g(x) = % +bn%® € Ok|x] mit beliebigem by = ag mod (7"T1) erzeugt
werden.

Beweis: Das Polynom f(x) ist irreduzibel, weil sein Newton-Polygon aus einem Segment
besteht, das aufler den Endpunkten keine ganzzahligen Punkte enthélt (siche Satz 2.17).
Alle Nullstellen von f(x) haben Bewertung h/n, daher ist L/K total verzweigt vom Grad
n und die maximale zahm verzweigte Teilerweiterung 7'/ K muss Grad ey haben.

Wir zeigen zunéchst, dass 7" und die von g(x) = x + by erzeugte Erweiterung isomorph
sind. Das Newton-Polygon von g(x) ist ein Segment mit Steigung h/eq und ggT(h, ey) = 1,
daher ist g(z) irreduzibel. Es reicht zu zeigen, dass g(x) eine Nullstelle in L hat. Wegen
v(ap) = h und by = ag mod (7"1) gibt es eine Einseinheit 1 + 7 € O, so dass by =
(1 + me)ag gilt. AuBerdem haben wir o = —ag — Y1 a;0’ = —(1 + 7.0)ao fiir eine
Einseinheit 1 + 7.0 € Op. Das Polynom g(x) hat genau dann eine Nullstelle in L, wenn
g(aP"x) = (a?" x)® + by eine Nullstelle in L hat. Teilen durch o™ liefert

bo (14 me)ag
Ot — =19 — ———— =2 — 1 mod 7,0 [z].
0 + ik (15 710)a0 x mod 7Oy [z]
Das Polynom z® — 1 € L[z| ist quadratfrei wegen ggT (e, p) = 1 und hat die Nullstelle
1. Mit Hensel-Lifting (siehe Lemma 2.5) erhiilt man daher eine Nullstelle von g(a?”z) in
L und damit auch eine Nullstelle von g(z) in L.

Sei ( diese Nullstelle. Mit 3 konstruieren wir jetzt eine Nullstelle des Eisensteinpolynoms
g(z) in T. Wir setzen v = (°7% Dann gilt v(y) = v(3°7?) = bh/ey + a = 1/ey und
T = K(B) = K(v). Da y% = gobgeoa = _pbrcoa gilt ist  die gewiinschte Nullstelle von
g(z) = % + Bhmeor, O

Eisensteinpolynome haben ein einsegmentiges Newton-Polygon der Steigung 1/n. Wir
wéhlen ¢ = 0 und b = 1 im obigen Lemma und erhalten fiir zahme Eisensteinpolynome
das
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Korollar 3.4
Sei f(z) = Y i_yaix’ € Oklz] ein Eisensteinpolynom mit p { e. Auflerdem sei g(x) =

x° + by € Oklx] fiir ein beliebiges by € O mit der Eigenschaft by = ag mod (72). Dann
sind die von f(x) und g(x) erzeugten Erweiterungen isomorph.

Das heif3t, bei einer zahmen Erweiterung liefert der letzte Koeffizient des zugehorigen
Eisensteinpolynoms direkt die Darstellung als Radikalerweiterung. Von dieser Darstellung
gelangt man jetzt leicht zum Parameter 7.

Lemma 3.5

Sei g(x) = a¢ — by € Ok|x] mit by = er fiir ein ¢ € O™, und sei {0,(,..., ¢!} das
multiplikative Reprasentantensystem fir K = Ok /1Of, bestehend aus 0 und den (q—1)-
ten Einheitswurzeln. Dann gilt ¢ = (" mod 7Oy fiir ein r € {1,...,q — 1} und die von
g(z) erzeugte total zahm verzweigte Erweiterung von K ist gleich K (</C).

Beweis: Lemma 3.5 ist schon in Satz 3.2 enthalten. Trotzdem soll es hier noch einmal
explizit bewiesen werden: Die erste Aussage ist klar, da e eine Einheit in O ist. Wir
haben ¢ = ("n fiir eine Einseinheit n € Og™. Nach [12], Kapitel 15 existiert wegen
p 1 e eine weitere Einseinheit 17y € Og™ mit n = 7§. Es gilt also e = ("n§ und somit

K(y/em) = K(noy/("m) = K(§/¢"m) wie behauptet. O

Wichtig ist hier die Bemerkung, dass r abhéngig von der Wahl von ¢ und 7 ist. Eine
Klassifikation aller zahmen Erweiterungen mit Verzweigungsindex e und Tragheitsgrad f
macht daher nur mit festem ¢ und 7 Sinn (vgl. Satz 3.2).

Mit e, f,r und Satz 3.2 ¢) kénnen wir jetzt die Galoisgruppe einer galoisschen Erweiterung
hinschreiben. Bei Erweiterungen, die nicht galoissch sind, ist noch etwas Arbeit notig.
Hier muss zunéchst die normale Hiille bestimmt werden. Satz 3.6 zeigt, dass hochstens
unverzweigte Anteile hinzukommen koénnen. Eine dhnliche Aussage findet man auch in

[18].

Satz 3.6
Sei L = K((,/Cm) eine zahm verzweigte Erweiterung wie in Satz 3.2, also C eine primi-
tive (q¢/ — 1)-te Einheitswurzel, und g := ggT (¢ —1,7(q —1)). Sei weiter u € N minimal,
so dass die Bedingung

¢ —1

g

N = K (&, /&)

der normale Abschluss von L/K, wobei & primitive (¢'* — 1)-te Einheitswurzel und s =

fu_1 .
.4
g1 st

¢* —1=0mode-

(3.1)

erfillt ist. Dann ist
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Bewers: Wir setzen k :=e - %. Ein entsprechendes u € N existiert, weil ¢/ eine Einheit

in Z/kZ ist wegen ggT(¢/, k) = 1. Zunichst zeigen wir, dass N/K galoissch ist. Die erste
Bedingung aus Satz 3.2 c) ist offensichtlich erfiillt: Aus (3.1) folgt e | ¢/* — 1. Die zweite
Bedingung

fu_q
q
1) =r(g—1
elstg=1) =rla- D0
gilt ebenfalls, denn (3.1) ist dquivalent zu
fu_1q
g.(z]f—l = 0 mod e.

Es bleibt zu zeigen, dass N Teilkorper des normalen Abschlusses A ist. Der Korper N lasst
sich aus L durch Hinzunahme einer primitiven k-ten Einheitswurzel erzeugen (vgl. [27],
Kapitel I1, (7.12)). Daher konstruieren wir im Folgenden eine primitive k-te Einheitswurzel
in A. Sei 0 : ( — (7 ein Erzeuger von Gal(K({)/K) (siche Satz 3.1). Die Quotienten aus
Nullstellen von z¢ — o(¢"7) und Nullstellen von 2¢ — ("7 € K({)[z] liegen in A und sind
e-te Wurzeln aus ("1, Sei w € A eine dieser Wurzeln. Dann ist w wegen w® = ("¢~
und qu_l = 1 die gesuchte primitive k-te Einheitswurzel. O

Es reicht im Allgemeinen nicht aus, die e-ten Einheitswurzeln hinzu zu nehmen, um die
rein verzweigte Relativerweiterung zu einer Kummer-Erweiterung zu machen. Dies soll
noch einmal durch das folgende Beispiel illustriert werden.

Beispiel 3.1

Die Erweiterung L = Q((3, /2 (3) hat Verzweigungsindex 3, Restklassengrad 2 und
der Parameter r ist gleich 1. Ist L/Q galoissch? Die erste Bedingung aus Satz 3.2 ist
erfiillt. Anschaulich bedeutet dies, dass der Tragheitskorper U = Qo((3) von L die 3.
Einheitswurzeln enthilt und somit die Radikalerweiterung L/U galoisch ist. In diesem
Fall ist allerdings die zweite Bedingung nicht erfiillt, da 3 4 1(2 — 1). Der Erzeuger 7 :
(3 +— (2 von Gal(U/Qy) ,kopiert* L/U auf eine neue Erweiterung L' = U({/2 (2) mit
= 2. Mit d(e, f) = ggT(3,3) = 3 gilt r # " mod d(e, f), also ist L' # L. Unter
diesen Voraussetzungen lésst sich 7 nicht zu einem Automorphismus von L/K fortsetzen.
Wendet man nun Satz 3.6 an, erhilt man « = 3 und N = Q((es, </2 (&) = Qa(Ce3, V2)
als Zerfallungskorper. Es mussten also fiir die normale Hiille noch die 63. Einheitswurzeln
hinzugenommen werden. Durch diese Vergroflerung des Tragheitskorpers hat man die
Vertriglichkeit der Relativerweiterungen erzwungen. Ein Erzeuger v von Gal(Q2((s3)/Qz2)
lasst sich zu einem Automorphismus 4 von N/Qy fortsetzen:

¥y: N — N
(63 = CGQ:J,

V28— 2= 2 G = V2%
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Noch {ibersichtlicher wird die Beschreibung von %, wenn man die Darstellung N =
Q2(Ces, ¥v/2) fiir N benutzt:
¥y N — N
Ce3 C623

V2 = V2
Als Galoisgruppe bekommt man daher in diesem Beispiel

Gal(L/Qy) = (s,t | s* = 1,15 =1, 5" = 5*) =2 0321 C
(vgl. Satz 3.2 und Definition 2.19). o

Man erhélt aus Satz 3.6 eine Abschitzung fiir den Grad des Zerfallungskorpers iiber K,
weil u durch die Ordnung der Gruppe (Z/kZ)* fiir k = e-(q/ —1) /g beschriinkt ist. Durch
eine strukturelle Betrachtung des Zerfallungskorpers dhnlich wie im obigen Beispiel lésst
sich aber auch eine obere Schranke angeben, die nicht mehr von ¢ abhéngig ist:

Lemma 3.7
Fiir die normale Hiille N einer zahm verzweigten Erweiterung L/K mit Verzweigungsin-
dex e gilt

[N:L<e-[L(C): L] <

Beweis: Sei [ = frx und L = K((, v/("m) die Standard-Darstellung von L/K nach Satz
3.2. Um die rein verzweigte Relativerweiterung galoissch zu machen, fiigen wir die e-ten
Einheitswurzeln zu L hinzu und setzen M = L((.). Der Trégheitskorper U von M /K hat
dann Grad m = f-[L(¢.) : L] iiber K und es gilt M = U(y/C"m), wobei die Erweiterungen
M /U und U/K beide zyklisch sind. Wir sind nun genau in der Situation von Satz 2.21.
Wenn wir mit o einen Erzeuger von Gal(U/K) und mit 3; eine Nullstelle von x¢ — ¢*({")
fiir 0 < i < m — 1 bezeichnen, ist der normale Abschluss N gleich dem Kompositum der
Korper M; = U(3;). Dieses Kompositum M; - ... - M,, untersuchen wir im Folgenden mit
Abhyankar’s Lemma (Lemma 2.9). Weil alle Erweiterungen M;/U total zahm verzweigt
vom Grad e sind, ist M;M; 1 /M; bzw. M;M; 1 /M, trige vom einem Grad f; mit f; | e
fiir 1 <i¢ < m—1. Da es nur genau eine triage Erweiterung zu jedem Grad gibt, folgt daraus
insgesamt, dass N/M; trage mit [N : M;] < e ist, also die erste behauptete Ungleichung.
Die zweite Ungleichung gilt, weil [L(,) : L] die Ordnung von ¢/ in (Z/eZ)* ist. ]

3.3 Galoisgruppenberechnung

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts lassen sich nun zu einem Algorithmus zusammenfas-
sen. Es wird eine endliche Prisentation der Galoisgruppe bestimmt. Zusétzlich kann man
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den beiden Erzeugern dieser Gruppe wie in Satz 3.2 explizite Automorphismen zuordnen.

Algorithmus 3.1 (Galoisgruppe einer zahmen Erweiterung)

Input:
Ein irreduzibles Polynom f(x) € K[z] vom Grad n, das eine zahm verzweigte Erweiterung
L/K definiert.

Output:
Die Galoisgruppe von f(z) als endlich prisentierte Gruppe.

ZahmeGaloisgruppe(f(x))

(1) bestimme die trige Teilerweiterung U/K vom Grad f und ein Eisensteinpolynom
S paixt € Ula] fiir den verzweigten Anteil L/U

5) solange ¢/* —1 # 0 mod e - qf!%l
(6) setze u:=wu+1

(7) setze r:= <7’ . qqffu__ll mod e> und ¢ := g mod e

(8) gib die Gruppe (s,t | s° = 1,s" = t/* s' = s9) zuriick

Bemerkungen zum Algorithmus:

Die Werte e und f sowie ein Eisensteinpolynom fiir die total verzweigte Relativerwei-
terung in Schritt (1) konnen mit dem Verfahren aus [33] bestimmt werden. Weil dabei
Polynome iiber endlichen Kérpern faktorisiert werden (vgl. Abschnitt 2.5), ist die Laufzeit
nur erwartet polynomiell im Polynomgrad n und log ¢ (siehe [33], Korollar 7.3).

Zur Bestimmung von ( in Schritt (2) ermittelt man einen Erzeuger der multiplikativen
Gruppe von U = F,r. Die Standard-Methode fiir dieses Problem berechnet die Ordnung
zufillig gewédhlter Elemente aus F s bis ein Element maximaler Ordnung gefunden ist.

Aus dem Eisensteinpolynom fiir L/U wird dann in Schritt (3) wie in Korollar 3.4 und
Lemma 3.5 der Parameter r berechnet. Um nicht einen (fiir grofies ¢/ aufwindigen) dis-
kreten Logarithmus in U = [F ; berechnen zu miissen, kann man wie folgt vorgehen:

Sei € = —ap/m und € = g/ € F,s fiir ein v’ € {0,...,¢/ —2}. Wir sind an ' nur modulo
d interessiert (vgl. Satz 3.2 b)) und ¢’ ist genau dann durch d teilbar, wenn (@' ~D/d = 1
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ist. Darum findet man das gesuchte r, indem man fiir r € {0,...,d — 1} abtestet, ob

( c )(qf—l)/d
= =1
¢

gilt. Weil das Potenzieren durch wiederholtes Quadrieren (siehe z.B. [9], Kapitel I, Ab-
schitt 4.3) in O(log ¢f) Rechenschritten méoglich ist und weil maximal d < e Tests durch-
gefiihrt werden miissen, ist die Bestimmung von r auf diese Weise in O(nlogq) Schritten
moglich. Damit ist diese auch fiir grofie ¢ effizient.

Es stellt hier kein Problem dar, dass r» von der Wahl der primitiven Einheitswurzel ¢
abhéngt (vgl. Bemerkung nach Lemma 3.5). Verschiedene ( fithren nur zu verschiedenen
Erzeugern der zyklischen Untergruppe (s) in der Relation s" = ¢/*.

Fiir eine Laufzeitabschétzung der ggT-Berechnungen in den Schritten (2) und (4) verwei-
sen wie auf [9], Kapitel I, Abschnitt 3.3. Sie sind ebenfalls in O(n log ¢) moglich.

In der solange-Schleife (5) wird nach Satz 3.6 der Wert fiir v und damit der Grad der
normalen Hiille {iber L bestimmt. Nach Lemma 3.7 ist dieser Grad durch e - [L((.) : L]
nach oben beschrankt. Danach wird nach Satz 3.2 die Galoisgruppe angegeben.

Algorithmus 3.1 ist somit ab Schritt (3) polynomiell in n und loggq. Die Rechenschritte
(1) und (2) enthalten probabilistische Elemente.
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Newton-Polygone

Weil Newton-Polygone ohne viel Rechenaufwand Informationen zu den Nullstellen eines
Polynoms liefern (Satz 2.15), sind sie sehr niitzlich bei der Beschreibung und Berechnung
von Zerfallungskorpern und Galoisgruppen.

In diesem Kapitel werden wir zunéchst beschreiben, wie man die Faktorisierung eines
Polynoms zu seinem Newton-Polygon bestimmt (Abschnitt 4.1), und die sogenannten
assozilerten Polynome einfithren (Abschnitt 4.2). Danach untersuchen wir ein speziel-
les Polygon, das sogenannte Verzweigungspolygon einer total verzweigten Erweiterung,
genauer (Abschnitt 4.3). Inbesondere zeigen wir, dass es kanonische Teilkorper zum Ver-
zweigungspolygon gibt, und wie man diese berechnen kann (Abschnitte 4.4 und 4.5).

4.1 Die Faktorisierung zum Newton-Polygon

Sei f(z) = >_I,a;x" ein normiertes Polynom iiber O, dessen Newton-Polygon mindes-
tens zwei Segmente hat. In diesem Abschnitt wird ein Verfahren angegeben, mit dem
man die Faktorisierung von f(z) aus Satz 2.16, bei der jeder Faktor zu einem Segment
korrespondiert, explizit berechnen kann.

Wir beschreiben nur den ersten Schritt einer Faktorisierung f(x) = fi(z)f2(x), bei der
fa(z) zum letzten Segment des Newton-Polygons gehort. Danach kann mit fi(x) induktiv
weiter verfahren werden.

Das letzte Segment habe die Steigung —% und die Linge n — m. Weil f(x) normiert
ist, hat es die Form (m, 2(n —m)) < (n,0). Die Idee ist nun, das Polynom f(z) so zu

’e

28
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transformieren, dass das letzte Segment ,,nach unten klappt® und flach auf der z-Achse
liegt. Dann lésst sich mit Hensel-Lifting eine Faktorisierung bestimmen.

Dafiir sei 3 eine Nullstelle des Polynoms z¢ — 7, also v(3) = . Wir transformieren f(z)

Al
r f 6}1‘7; - i—n) z
f<x>:—(ﬁnh):z 06 Zba:eK ]
i=0
Die Bewertung von 3"~ ist —2(n — ). Weil das letzte Segment maximale Steigung hat,

gilt v(a;) > %(n — i) fiir i < m. Daher teilt 3 die Koeffizienten b; fiir i < m und wir
erhalten folgende Darstellung von f iiber dem Restklassenkorper K ([3):

f be—mebx -m

Die Faktoren 2™ und )" b;z'~™ sind teilerfremd aufgrund von v(b,,) = 0. AuBlerdem ist
der zweite Faktor nicht konstant, weil auch v(b,,) = 0 ist. Darum kénnen wir Hensel-Lifting
(Lemma 2.5) anwenden und erhalten eine Faktorisierung f(z) = fi(x)fa(z) € K(B)[z].
Mit fi(x) := fl( B und fo(z) = f2( ~) 3" machen wir die Transformation riickgéngig
und haben f(x) = fi(z) fo(x) € K(B)[z ] Da das Newton-Polygon von fa(z) ein Segment
mit Steigung —% ist, muss fy(z) der eindeutige Faktor zum letzten Segment des Newton-
Polygons von f(z) sein (vgl. Satz 2.16). Folglich gilt die Faktorisierung schon iiber K.

Algorithmus 4.1 fasst noch einmal alles zusammen:

Algorithmus 4.1 (Faktorisierung zum Newton-Polygon)

Input:
Ein normiertes Polynom f(z) € Og[z] mit mindestens zwei Segmenten im Newton-
Polygon.

Output:
Die Faktorisierung von f(z) zum Newton-Polygon nach Satz 2.16.

NewtonPolygonFaktoren(f(z))

(1) bestimme die Segmente S, ..., S, des Newton-Polygons von f(z)
(2) initialisiere F := ()
(3) fiir ¢ von ¢ bis 2

(4) bestimme die Werte fiir n, m, h und e anhand von S;
(—%: Steigung, m, n: x-Koordinate des Start- bzw. Endpunktes)

(5) sei # Nullstelle von ¢ — 7
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6) setze f(z) = S0 bix' = f(gnhx) € K(3)[x]

7) setze ﬁ(m) = xm,é(x) =y bt € K(B)][x]

8) fithre Hensel-Lifting fiir f(z) und fl( ),f () durch und erhalte fi(z), fo(z)
)
)

9) setze fi(z) = fl(g—h)ﬁnh und fo(x) := fo (%)ﬂ"h
(10) fuge fo(z) zu F hinzu
(11) setze f(x) := fi(x)

(12) gib F in umgekehrter Reihenfolge zuriick

(
(
(
(

Bemerkungen zum Algorithmus:

Beim Schleifendurchlauf fir i = j ist f(x) der Faktor des urspriinglichen Polynoms,
der zu den noch nicht behandelten Segmenten S, ..., S;_1 korrespondiert. Die Segmente
entsprechen dem Newton-Polygon von f(z) bis auf eine Verschiebung in y-Richtung. Diese
Verschiebung wird im Algorithmus implizit durchgefiihrt. In jedem Schleifendurchlauf
wird das letzte Segment so interpretiert, als lige es mit dem rechten Endpunkt auf der
x-Achse auf.

Hensel-Lifting fiir Polynome iiber lokalen Koérpern wird z.B. in [9], Kapitel II, Abschnitt
15 beschrieben. Es ist im Computer-Algebra-System MAGMA [5] implementiert.

Die Reihenfolge der Faktoren in der Ausgabe entspricht der Reihenfolge der Segmente des
Newton-Polygons von links nach rechts.

4.2 Assoziierte Polynome

Sogenannte assoziierte Polynome sind Polynome iiber dem Restklassenkorper, die man
den einzelnen Segmenten eines Newton-Polygons zuordnet. Sie wurden von Ore in [30]
eingefithrt und werden aktuell wieder von Montes, Nart und Guardia zur Ganzheitsba-
senberechnung und Polynomfaktorisierung iiber lokalen Kérpern genutzt (siehe [11]. Sie
enthalten arithmetische Informationen zu den Korpererweiterungen, die von den irredu-
ziblen Faktoren des zugrundeliegenden Polynoms erzeugt werden. In dieser Arbeit sind
assoziierte Polynome ein wichtiges Hilfsmittel zur Beschreibung von Zerfallungskorpern
von Eisensteinpolynomen.

Definition 4.1
Sei f(x) =Y 1 @iz’ € Oklx] ein normiertes Polynom und sei S = (u,v) < (u+E,v—H)
fiir nicht negative ganze Zahlen u, v, F, H ein Segment seines Newton-Polygons. Mit d =
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geT(E, H) hat S die Steigung —% = — g?d Das assoziierte Polynom zu S ist

d
Z au+]e7T U—Hh y € K[ ]
7=0

Die Punkte (u+ je,v — jh) sind die ganzzahligen Punkte auf S. Ein solcher Punkt fiihrt
zu einem Koeffizienten ungleich 0 von Ag(y), wenn v(ay4j.) = v — jh gilt. Daher sind
insbesondere der 0-te und der d-te Koeffizient ungleich 0, das assoziierte Polynom hat also
Grad d und ist nicht durch y teilbar.

Die assoziierten Polynome sind vertrédglich mit der Faktorisierung zum Newton-Polygon
aus Satz 2.16:

Satz 4.2

Sei f(x) € Oklz] ein normiertes Polynom und sei f(x) = H§:1 fi(z) die Faktorisierung
zu den Segmenten Sy, ..., Sy des Newton-Polygons von f(x). Dann ist fir 1 < j < ¢ das
Newton-Polygon von f;(x) ein Segment und das assoziierte Polynom zu diesem Segment

ist gleich As,(y).
Beweis: Siehe [30]. O

Im Folgenden wollen wir das assoziierte Polynom noch etwas genauer untersuchen und
insbesondere seine Nullstellen mit Hilfe der Nullstellen von f(z) beschreiben. Fiir jeden
Erweiterungskorper L von K koénnen wir Ag(y) als Polynom iiber L betrachten.

Lemma 4.3
Sei f(x) € Oglx] ein normiertes Polynom vom Grad n mit einsegmentigem Newton-

Polygon S der Steigung —h/e. Wir bezeichnen mit o = oy, ..., «, die Nullstellen von
f(x) und setzen L = K(o) und v = % € O,.

a) Es gilt

qnh/e

Ag(yz¢) = (f (@) od m@p:]) .

b) Sei N der Zerfillungskorper von f(x) und ~v; = :—Z e N firl < i < n. Jede
Nullstelle von Ag(y) in N hat die Form ~y; fiir eini € {1,...,n}.

Beweis: Nach dem Newton-Polygon haben wir v(a) = h/e und v(vy) = v(y;) = 0. Es gilt

n . n/e .
f(ax) aat ajead® .
e = Z el = Z e 2?¢ mod ;O [z].
m —~ T Pl
1= =
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Denn wegen

v (:n,j“/) — v(a;) — g(n —i)

kénnen nur die ganzzahligen Punkte auf dem Polygon zu Koeffizienten mit Bewertung 0
fithren, und die z-Koordinaten dieser Punkte sind Vielfache von e. Ersetzen wir nun af
durch 7" und stellen etwas um, erhalten wir

f(Oéx) _ L aje'/rjh(ﬁyxe)j < —nh/e+jh e\J
—ahle = Z e = Zajew (v2¢)? mod 7, Opx].
j=0 Jj=0

und damit Behauptung a).

Die Nullstellen von fr ﬁff) haben die Form 2. Darum haben nach a) die Nullstellen von

As(y) die Form 7(%)® = ;. O

Jetzt lasst sich mit den Sétzen 4.2 und 2.16 die entsprechende Aussage fiir mehrsegmentige
Polygone folgern:

Korollar 4.4

Sei f(x) = Y. ax’ € Oklz] ein normiertes Polynom mit den Nullstellen o, ..., ay,
und seien Si,...,S; die Segmente des Newton-Polygons von f(x) mit den Steigungen
—hi/er < ... < —hy/es. Weiter sei N der Zerfallungskérper von f(x). Dann hat fiir
jeA{l,..., 0} jede Nullstelle von Ag,(y) in N die Form

fir ein a; mit v(oy) = hj/e;.

Mit Lemma 4.3 ist klar, dass eine Faktorisierung des zu einem Segment assozierten Poly-
noms Ag, (y) in teilerfremde Faktoren zu einer weiteren Faktorisierung des Faktors f;(x)
von f(x) fithrt. Aulerdem folgt aus der Darstellung der Nullstellen des assoziierten Poly-
noms, dass die Grade der irreduziblen Faktoren von Ag,(y) Teiler der Trégheitsgrade der
von den Nullstellen von f;(x) erzeugten Erweiterungen sind.

Definition 4.5
Wir nennen den Grad des Zerfallungskorpers von Ag(y) € Kly| iiber K assoziierte
Trigheit zum Segment S.
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4.3 Das Verzweigungspolygon

Wir wollen in dieser Arbeit Newton-Polygone benutzen, um Informationen iiber die Ga-
loisgruppe von Eisensteinpolynomen zu erhalten. Das normale Newton-Polygon eines je-
den Eisensteinpolynoms vom Grad n besteht aus einem Segment mit Steigung —% und ist
damit wenig hilfreich bei der Unterscheidung verschiedener Polynome bzw. der entspre-
chenden Galoisgruppen.

Transformiert man jedoch das Eisensteinpolynom geeignet und betrachtet dann das Po-
lygon des neuen Polynoms, ldsst sich einiges zur Struktur der Galoisgruppe ablesen. Dies
fithrt zum Begriff des Verzweigungspolygons (siche auch [38] und [36]).

Definition 4.6
Sei f(z) = Y1 ,ax" € K[z] ein normiertes Eisenstein-Polynom, « eine Nullstelle von

f(x) und L = K(a). Wir nennen das Polynom

g(x) =) b’ = % € L[x]

Verzweigungspolynom von f(x) und das Newton-Polygon von g(x) Verzweigungspolygon
von f(x). Wir bezeichnen das Verzweigungspolygon mit V().

Da 0 eine Nullstelle von f(ax + «) ist, ist das Teilen durch x in der Definition erlaubt.
Durch das Teilen durch a” ist g(x) wieder normiert, also b, ; = 1. Die Bezeichnung
Verzweigungspolygon wird klar, wenn man sich noch einmal die Definition der Verzwei-
gungsgruppen (Definition 2.11) ins Gedéchtnis ruft und g(z) etwas umschreibt. Mit den
Nullstellen o = ay, ..., v, von f(z) gilt

o) =1 (»- 2=2) e Rl

=2

73

und v (*%) = v (a; — a) — 1. Ist die Erweiterung L/K galoissch mit Gruppe G, treten
die gleichen Werte vy (a; — «) in der Definition der j—ten Verzweigungsgruppe auf:

Gi={oceG|v(o(a) —a)>j+1}.

Somit kann man also nach Satz 2.15 anhand des Verzweigungspolygons die Reihe G =
Go > Gy > ... > Gy = {id} beschreiben, denn die Steigungen der Segmente liefern die
Werte v (o(a) — a) fur alle o € G und die Langen der Projektionen auf die z-Achse die
Grofle der Faktoren GG;/G;y 1. Insbesondere impliziert ein Segment mit Steigung —m im
Verzweigungspolygon einen Sprung bei m in der Filtration von G, d.h. es gilt G,,, # G11-
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Es existiert auch eine nicht-galoissche Verzweigungstheorie fiir lokale Korper (siehe z.B.
[13]). Darin wird anstelle der Galoisgruppe die Menge I" der Einbettungen einer Korper-
erweiterung L/K in K untersucht und es kénnen analog zum galoisschen Fall u-te Ver-
zweigungsmengen I',, definiert werden:

I'y={cel|vy(o(la) —a)>u} firu>0eR.

Die Mengen I', bilden eine Filtration von I' und man spricht von einem Sprung bei
u, wenn [',,. # I, fiir ein € > 0 gilt. Die Spriinge 0 < u; < uy < ... < uy sind
rationale Zahlen. In diesem allgemeineren Kontext beschreibt das Verzweigungspolygon
die Filtration I' =T, 2 'y, 2 ... 2 Iy, = {id}, wobei I', = T, fir u;—1 < u < u; ist.

Die Zusammenhénge zwischen Vy,) und den Verzweigungsgruppen bzw. -mengen der
von f(x) erzeugten Erweiterung L/K legen nahe, dass das Verzweigungspolygon eine
Invariante der Erweiterung L/K darstellt und nicht von der Wahl des Eisensteinpolynoms
abhéngt. Dies wird im né&chsten Satz bewiesen.

Satz 4.7

Sei f(x) € K[z]| ein Eisensteinpolynom, a eine Nullstelle von f(z) und L = K(«). Das
Polygon Vi) und die assoziierte Tragheit der einzelnen Segmente (vgl. Definition 4.5)
sind Invarianten der Erweiterung LK.

Beweis: Sei f = da mit § € O™ ein weiteres Primelement von L. Wir kénnen ¢ in der
Form § = §p+0;a+02a2+. .. schreiben, wobei §; € O™ fiir alle 7 ist. Seien 8 = £1,..., 3
die Konjugierten von 3. Wir miissen die beiden Verzweigungspolynome

o) =1 (;p— ai;“) :ﬁ<x—(—1+%)> € Kla] und

g(x):f!(x—ﬁiﬁ_ﬁ) :ﬁ(x—(—u%)) € Kla]

bzw. ihre Nullstellen vergleichen. Mit einer Polynomdivision erhélt man fiir 1 < i < n:

_1+@:_1+500@+(510[12+5204?+ :_1+%+51(O[Z‘—Oé)ai+52(a?—a2)ai—|—...
I} dox + 0102 + 03 + . .. o Oox + 0102 + dp03 + . ..

Die L-Bewertung von —1 + a;/« ist gleich m fiir eine der Steigungen —m von V().
Wegen vy (o; —a) = m+1 und da (o; —«) nach der dritten binomischen Formel ein Teiler
von (af — o) fur alle u € N ist, ist die Bewertung des letzten Summanden oben grofier
gleich m 4+ 1 und es folgt (=1 + 5;/5) ~ (=1 + «a;/a) (vgl. Definition 2.13). Damit gilt
vr(—1403;/8) = m und wir haben gezeigt, dass Vy(;) nicht von der Wahl des Primelements
abhéngt, also eine Invariante der Erweiterung ist.
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Fiir die Aussage zur assoziierten Tragheit betrachten wir fiir beide Verzweigungspolynome
das Segment der Steigung —m = —h/e. Das Polynom A(y) € L[y] sei das entsprechende
assoziierte Polynom zum Verzweigungspolynom g(z) und A(y) € L[y] sei das entspre-
chende assoziierte Polynom zum Verzweigungspolynom g(z). Nach Korollar 4.4 kénnen
wir mit den Nullstellen —1 + «;/a bzw. —1 + 5,/ der Bewertung m die Nullstellen der
assoziierten Polynome beschreiben. Wir haben wegen (=1 + 3;/5) ~ (=1 4+ «;/a) den

Zusammenhang
(=1+6:/8)° (l4+a/a)® 1
3h ~ ol Tk

Die Nullstellen von A(y) unterscheiden sich also von den Nullstellen von A(y) nur um den
Faktor " im Grundkérper L. Damit sind die Zerfallungskérper von A(y) und A(y) gleich
und wir haben auch fiir die assoziierten Trigheiten der Segmente die Unabhéngigkeit von
der Wahl des Eisensteinpolynoms gezeigt. [

Definition 4.8

Nach Satz 4.7 konnen wir vom Verzweigungspolygon einer total verzweigten Erweiterung
sprechen. Wir definieren Vi k := V() fiir ein beliebiges Eisensteinpolynom f(z), das
L/K erzeugt.

In einem Kompositum mit einer zahm verzweigten Erweiterung verhélt sich V,/x genauso
wie ein ,normales® Newton-Polygon:

Lemma 4.9

Sei L/ K total verzweigt vom Grad p™ und seien —my, ..., —my die Steigungen von Vi k.
Weiter sei T/K zahm verzweigt mit Verzweigungsindex e und N = LT. Dann entspricht
Vv dem um den Faktor e ,gestreckten® Polygon Vi i, d.h. Vy/r hat die Steigungen
—€ My, ..., —€  My.

Beweis: Sei f(x) eisenstein vom Grad p" itber K mit den Nullstellen o = ay,..., qp
und L = K(a). Sei 8 ein Primelement von T. Uber T ist f(z) immer noch irreduzi-
bel, weil sein Newton-Polygon aus einem Segment der Steigung e/p" besteht (siche Satz
2.17). Wir wihlen a,b € N, so dass ae — bp" = 1 gilt, und erhalten vr(a®/3%) = 1/p".
Das Element a®/3° ist also ein Primelement und ein primitives Element fiir N/7'. Das
Verzweigungspolynom g(x) € Oy[x] vom Minimalpolynom von a®/3° ist

g(x) = 11 (:1: —(-1+ %g—b)) = 11 (x —(-1+ Z—)) € Klz].

Jeder Quotient «;/« ist von der Form 1 + da™ mit § € (’)% firein 1 < 7 < r. We-
gen ggT(a,p) = 1 folgt daraus (a;/a)* = (1 4+ 6a™)* = 1 + ada™ + ... und somit
VN<—1+Z—Z>:e-mj. O
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Wir wollen jetzt die Form von Vp,x noch etwas genauer untersuchen. Es wird sich her-
ausstellen, dass es ausreicht, nur bestimmte Koeffizienten des Verzweigungspolynoms zu
betrachten, um das Polygon zu zeichnen. Das folgende Lemma findet man auch in [38].

Lemma 4.10

Sei f(x) =Y i ax’ € Klz] ein Eisensteinpolynom und n = eop” mit p t eg. Weiter sei
a eine Nullstelle von f(z) sowie L = K(«). Dann gilt fiir die Koeffizienten des Polynoms
h(z) =31  cx' = flax + a) € L[z|, dass

a) vi(c;) > n fir alle i.

b) vi(cyr) = vi(c,) = n.
( +1

c) vi(c;) > vp(cps) firp® <i<p*t' und s <r.

Beweis: Mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes erhilt man aus h(x) = Y " a;(ax + a)’
die Koeffizienten ¢; = 77, (Y)aja?. Weil f(z) eisenstein ist, wird vz (a;) von n geteilt.
AuBerdem teilt n auch v ((] )) wegen (7) € Z. Damit gilt v2(()a;o’) = j mod n fiir alle
j. Die einzelnen Summanden in ¢; haben also verschiedene Bewertungen und es gilt

N — AV
vr(e) = zglgnn v, ((i)ajoz )

nach der ultrametrischen Dreiecksungleichung. Es ist vy ((’f)ajaj) > nv(aj) + j mit

v(a;) > 1fiir j < n. Daraus folgt a) Wegen p 1 ( ) und a,, = 1 gilt v, <(;ﬁ)ana"> = nund
damit b). Sei nun i € {p°,...,p"" — 1} und vi(¢;) = VL(( Vaja?) fiir ein j € {i,...,n}.
Wegen v,((1)) > Vp(( L)) fiir j > i ist v(e) > I/L(( .)aja?) und somit auch uL(cZ) >
v (cps ). O

Will man das Newton-Polygon von g(z) = 2?’:_01 bixt = Z(faz zeichnen, reicht es nach
Lemma 4.10 aus, die Koeffizienten bys_; fiir 0 < s < r sowie b,_; = 1 zu betrachten.
Das Teilen durch z bewirkt die Indexverschiebung und das Teilen durch " setzt alle
Bewertungen um den Wert n herab. Damit lédsst sich das Verzweigungspolygon wie im
folgenden Korollar beschreiben.

Korollar 4.11
Das Verzweigungspolygon von f(x) = Y i a;x" mit n = egp” und p { eq ist die untere
konvexe Hiille der Menge

{(p — 1, min {VL((ZS))+VL(aj)+j—n}) ‘ O§5<7’}U{(pr—l,O),(n—l,O)}

ps<j<n

im R2.
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Aus Korollar 4.11 kann man niitzliche Abschiatzungen zu Lage und Form des Verzwei-

T

gungspolygons folgern. Wir beschrianken uns auf den Fall n = p".

Korollar 4.12
Sei f(x) € K[x] eisenstein vom Grad p". Dann gilt:

a) Die konvexe Hiille der Menge
{(p"=1Lp(r=s)vp))|0<s<r}CR’

ist eine obere Abschitzung fiir Vi, das heifit, die Segmente des Verzweigungspoly-
gons liegen unter oder mazximal auf dieser konvexen Hiille.

b) Besteht Vi) nur aus einem Segment der Steigung —m, so ist

p-v(p)

< .
m < P

Beweis: Sei f(x) = Z?;o a;z'. Es ist apr = 1. Darum gilt fiir die y-Koordinaten der

Punkte aus Korollar 4.11

‘A

mm{m(;)+m@%w—ﬂ}Sm(;)+mm+ﬂ—ﬂ—m(#)

pe<j<p" p?
(U )=t (7)) = vt (1)

und up((ZZ)) =r — s (siehe z.B. [32], Abschnitt 3.7) folgt Behauptung a).

Wenn Vy(,y nur aus einem Segment besteht, liefert uns die Steigung der Strecke zwischen
den beiden niedrigsten Punkten (p"~' — 1, p"v(p)) und (p” — 1,0) eine obere Schranke fiir
die Steigung des Polygons. Sie ist gleich

fir 0 < s < 7. Mit

pvip)  p-v(p)

pip—-1) p-1

Beispiel 4.1

David Romano betrachtet in seiner Arbeit [36] sogenannte , starke Eisensteinpolynome*.
Das sind Eisensteinpolynome, bei denen auch der Koeffizient von x ein Primelement ist.
Sei f(x) = > yax* € K[z] stark eisenstein vom Grad n = p” und L = K(«a) fiir eine
Nullstelle o von f(z). Weil f(z) eisenstein ist, gilt VL((;S)) +vp(aj) + 7 —n > 1 fir
1<j<nund0<s<r. Wegen rvy(a;) =n wird das Minimum 1 fiir j = 1 und s =0
angenominen: I/L(G)) +vi(a1) +1—n = 1. Daraus folgt mit Korollar 4.11, dass Vy(,) aus
genau einem Segment besteht, welches die Punkte (0,1) und (n — 1,0) verbindet. .
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Wir legen folgende allgemeine Notation fest:

Das Eisenstein-Polynom f(z) habe Grad n = egp” und ¢ 4+ 1 Segmente im Verzweigungs-
polygon. Das heifit, es existieren natiirliche Zahlen 0 = sy < s1 < ... < sy = 7, S0
dass das i-te Segment S; die Form (p*~' — 1,vp(byei-1-1)) < (p* — 1,vr(bpsi_1)) hat
fir 1 < ¢ < ¢. Das letzte horizontale Segment ist Sy = (p" — 1,0) < (n — 1,0). Mit
—my < —mgy < ... < —myy1 = 0 bezeichnen wir die Steigungen der Segmente (vgl.
Abbildung 4.1).

VL(bi)

_____ i

T T T hd

0 p1—-1 p*2—1 pi-1—1 p¥t—1 n—1

R ]
~

Abbildung 4.1: Allgemeine Form des Verzweigungspolygons

Wir werden nun noch beschreiben, wie man das assoziierte Polynom Ag(y) € L[y] = K|y]
zu einem Segment S von Vy(,) berechnen kann (vgl. Definition 4.1). Ahnlich wie bei der
Bestimmung des Polygons selbst, miissen wir dafiir nicht das Verzweigungspolynom be-
trachten bzw. Berechnungen in der Erweiterung L durchfithren. Wir beschrinken uns auf
die ersten ¢ Segmente, da wir das assoziierte Polynom zum letzten Segment im Weiteren
nicht benotigen. Sei nun S eines der Segmente Sy, ..., .S,.

Nach Definition 4.1 und Lemma 4.10 fithren nur Punkte Ps = (p® — 1, v (bys—1)) auf S zu
Koeffizienten ungleich 0 von Ag(y). Der gesuchte Koeffizient ist dann die Restklasse von
bys 1/t ®re=1) in L,

Es ist

bps_1 = i (j)ajaj",

S
Jj=p° p

wobei alle Summanden verschiedene Bewertung haben (Beweis von Lemma 4.10). Sei
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j = m der Index des Summanden mit der minimalen Bewertung. Dann gilt

m m—n
bps_1 ~ <p5) Ay O

(vgl. Definition 2.13). Wir untersuchen den Ausdruck auf der rechten Seite weiter. Weil
f(z) eisenstein ist, existiert ein €9 € O™ mit m = —ggag. Daraus folgt, dass m = go(a” +
an_ 12" 1+, +aya) und daher m ~ goa™ gilt. Weiter seien die Einheiten €1, €9,e3 € O™
durch p = ;7% a,, = g7 und (;n) = e3p™ fiir ro = v(a,,) und r3 = l/p((]’;ﬁ)) bestimmt.
Damit erhalten wir

m
( s) CLmOém_n ~ 6638}(4-7’2 871"3 £9 €3 Oérg,ekn—l—nrg—&—m—n.
p

Beim Teilen durch o*#®»*-1) muss genau der a-Anteil des Produktes wegfallen. Folglich
ist die Restklasse von bys_;/a’t(t»~1) in L gleich

€0T38K+T2 . 617“3 €9+ E3.

Algorithmus 4.2 (Verzweigungspolygon und assoziierte Polynome)

Input:

Ein Eisensteinpolynom f(z) = Y 1 ,a;z" € K[z] vom Grad n = epp” (p 1t eo).

Output:

Das Polygon Vy(,) und die assoziierten Polynome iiber F, zu den Segmenten Si,...,S,

von V() mit negativer Steigung.
VerzweigungspolygonPlus(f(z))

(1) bestimme die Punkte

P, = (ps— 1, min {nu((j))+nu(aj)+j—n}) firl<s<r
p*<j<n p?

(2) speichere zu jedem Punkt P, den Index j, fiir den das Minimum angenommen wird
in der Variable m,

(3) bestimme Vy(;) als untere konvexe Hiille von {P;|0 < s < r}U{(p"—1,0),(n—1,0)}
und erhalte so die Segmente S1, ..., Spi1

(4) setze do := (—7/ap) und 6 := (p/7x) € F,
(5) fiir 1 <i</¢
(6) fiir jeden Punkt P, auf S;

(7) setze ry := v(a,,,) und r3 := Vp((’;:))
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(8) setze 0y := (ay,,/7"™) und 63 := ((rgj)/p“) e F,

(9) berechne den Koeffizienten §3*“*"2 . 673 - 6, - 63 von Ag, (y)

(10) konstruiere aus den berechneten Koeffizienten das Polynom Ag, (y) € F,[y| nach
Definition 4.1

(11) gib Vy(;) und Ag, (y), ..., Ag,(y) zuriick

Bemerkungen zum Algorithmus:

Die ,,Unterstrich-Abbildung“ in den Schritten (4) und (8) entspricht der Restklassenab-
bildung von Ok nach K. Die Elemente oy, ..., d3 € F, sind die Restklassen der Einheiten
€0, .- .,€3 aus den vorbereitenden Erlduterungen. Wegen K =2 L koénnen die assoziierten
Polynome iiber K = F, interpretiert werden.

Satz 4.13 (Aufwand von Algorithmus 4.2)

Zur korrekten Berechnung von Vi) und den Polynomen Ag (y),...,As,(y) zu einem
Fisensteinpolynom f(z) € Klz| bendtigt man zu jedem Koeffizienten von f(z) nur den
ersten Summanden seiner p-adischen Normalrethe sowie eine Darstellung p = em®% mit
e € Og™ der Primzahl p.

Aus diesen Eingabedaten lassen sich das Polygon und die assoziierten Polynome mit einem
Aufwand von O(nlogn) Rechenoperationen in Z und O(logn) Rechenoperationen in I,
bestimmen, wobei n der Grad von f(x) ist.

Beweis: Am ersten Summanden der Reihe eines Koeffizienten a; lédsst sich seine Bewertung
sowie die Restklasse von a;/7(%) ablesen (Schritte (1), (4), (7) und (8)). Zur Bestimmung
von d; (Schritt (4)) benotigt man die Darstellung von p. Daraus folgt die erste Aussage.

Die Berechnung der Punkte P; in (1) braucht O(nlogn) Rechenoperationen in Z. Zusam-
men mit den Operationen in Z fiir 73 und d3 ist das immer noch O(nlogn). Wir gehen
davon aus, dass das Polygon bekannt ist, wenn wir die entsprechende Punktemenge ken-
ne, veranschlagen also keinen Aufwand fiir das Bestimmen der konvexen Hiille. Die Werte
fiir dp,0; und &2 in jedem Durchlauf der Schleifen (5) und (6) lesen wir direkt aus den
Eingabedaten ab. Schliefllich wird die Rechnung in Schritt (9) maximal v,(n) = r mal
durchgefiihrt, weil es maximal 7 Punkte der Form Py auf V() geben kann. O

4.4 Teilk6rper zum Verzweigungspolygon

Im vorherigen Abschnitt wurde erldutert, dass das Verzweigungspolygon einer total ver-
zweigten Korpererweiterung eng mit der Reihe der Verzweigungsgruppen (bzw. -mengen
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im nicht-galoisschen Fall) zusammenhéngt. Dieser Zusammenhang ldsst sich zur Beschrei-
bung und Berechnung der Fixkorper unter den Verzweigungsgruppen bzw. -mengen aus-
nutzen. Wichtigstes Hilfsmittel sind dabei sogenannte Blocke der Galoisgruppe.

Die Galoisgruppe G eines irreduziblen Polynoms f(z) € K[z| vom Grad n operiert tran-
sitiv auf der Menge der Nullstellen Q = {«q, ..., a,} von f(x).

Definition 4.14

Eine nicht-leere Teilmenge A von Q heifit Block, wenn o(A) N A € {0, A} fiir alle 0 € G
gilt. Mit Ga := {0 € G | 0(A) = A} bezeichnen wir den Stabilisator von A. Die Menge
{o(A) |0 e G} = {A =AW . AP} ist das Blocksystem zu A. Es bildet eine Partition
von Q, daher gilt n =k - |A|.

Es gibt einen direkten Zusammenhang zwischen Blécken und Teilkorpern. Fiir eine Un-
tergruppe H der Galoisgruppe bezeichnen wir mit Fix(H) den Fixkérper unter H nach
dem Hauptsatz der Galoistheorie (Satz 2.18).

Satz 4.15
Sei f(z) € K[x] irreduzibel vom Grad n, f(a) =0, L = K(«a) und G = Gal(f(x)).

a) Die Korrespondenz A — Fix(Ga) ist eine Bijektion zwischen der Menge der Blicke
von G, die « enthalten, und der Menge der Teilkérper von LK.

b) Seien Ay, Ay zwei Blocke, die a enthalten, und seien Ly, Ly die zugeordneten Teilkir-
per. Dann gilt L1 C Lo genau dann, wenn Ay C Ay gilt.

Beweis: Siehe z.B. [20]. O

Fix(Ga) ist Teilkorper von L/K, da G, < Ga < G aufgrund der Blockeigenschaft von A
gilt. Dabei bezeichnen wir mit G, den Stabilisator von «. Bei einem Block der Linge d
hat der zugehorige Teilkorper den Grad n/d tiber K.

Zu einem Teikorper E sei H < G die Gruppe mit £ = Fix(H). Dann ist der zugehérige
Block A die Bahn von a unter H, also A = {7(a) | 7 € H}.

Wir wollen in dieser Arbeit Teilkorper bei der Berechnung von G zur Hilfe nehmen und
konnen daher nicht anhand von Definition 4.14 Blécke bestimmen. Es stellt sich aber
heraus, dass das Verzweigungspolygon bestimmte Blocke und damit Teilkorper liefert.

Seien o = vy, ..., q, die Nullstellen von f(z) im algebraischen Abschluss von K sowie
L = K(«). Wir wéhlen die Nummerierung der a; passend zum Verzweigungspolygon, das
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heiﬁt, €S gllt VL(a2a_a) = ... = VL(QPS;_Q) = m, VL(O%IQJ) = ... = I/L(p—) = My

und so weiter (vgl. Abbildung 4.1).

Lemma 4.16
Die Galoisgruppe von f(x) hat die Blocke A; = {aa, ..., aps } fir 1 <i < (. Wir konnen
die Nullstellen o, ..., a, so anordnen, dass die konjugierten Blocke von A; von der Form

A — {ag_1ypsitty. s ampei} fir 1l <r <k und k =n/p* sind.

7

Beweis: Sei o € Gal(f(z)). Wir zeigen, dass a(4A;) N A; leer oder gleich A; ist.
Fall 1: Es gelte o(ay) € A;, also v (o(a1) —ay) > m;+ 1 nach dem Verzweigungspolygon.
Dann gilt fiir beliebiges a; € A;, dass

vi(o(ay) — o) = vp(o(ag) — o(on) + o) — 1) = ve(o(a; — ar) + (o(a1) — a1))
2 min{yL(a(aj — Ctl)), I/L<O'(Oél) — 051)} Z m; + 1
ist. Denn v, (o(a; —aq)) ist ebenfalls groBer oder gleich m; + 1, weil die Automorphismen
der Galoisgruppe die Bewertung erhalten. Da nach dem Verzweigungspolygon nur die
Differenzen oy — ay fiir & < p® eine Bewertung grofler oder gleich m; + 1 haben, folgt
daraus o(a;) € A;.

Fall 2: Nun gelte o(aq) ¢ A, also vi(o(a1) — an) < m; + 1 nach dem Polygon. Jetzt
haben wir fiir beliebiges a;; € A,;, dass

vi(o(a;) —a1) = wvi(o(a; —ar) + (0(a) — ar)) = min{v (o — ar)), vi(o(ar) — an)}
= I/L(O'(Ql) — O./l) <m;+1
gilt und daher ist o(a;) ¢ A,.

Die Nummerierung der Nullstellen passend zu Vy(,) und die Umnummerierung passend
zu den Blocksystemen {Agl), . Agk)} sind konsistent wegen A1 C Ay C ... C Ay O

Der néchste Satz gibt die Teilkorper zu den soeben bestimmten Blécken an.

Satz 4.17

Sei f(z) € K[z] ein Fisensteinpolynom mit einem Verzweigungspolygon wie in Abbildung
4.1 und L/K die von f(z) erzeugte Korpererweiterung. Dann existieren fir 0 < i < {
Teilkérper Ly = K(5;) mit B; = oy - ... qpsi. Es gilt L =Ly D Ly D ... D> Ly D K mit
[L; : Liyq) = p*r=% firi <{—1 und Ly : K| = eg.

Beweis: Wir zeigen, dass L; = Fix(Ga,) fir A; = {oq, ..., qps } ist (vgl. Lemma 4.16).
Das Element ; bleibt invariant unter der Operation von Ga,, es gilt also L; C Fix(Ga,).
Wegen v, (3;) = p* und weil L/K total verzweigt ist, haben wir aber auch [L : L;] = p% =
[L : Fix(Ga,)] und damit die behauptete Gleichheit. Die Inklusions- und die Gradaussage
folgen nun direkt aus Satz 4.15. m



Kapitel 4. Newton-Polygone 43

Im Fall L/K galoissch entsprechen die Block-Stabilisatoren G, hoheren Verzweigungs-
gruppen von L/K. Daher sind ihre Fixkorper L; genau die Verzweigungskorper von L/ K.
Genauer gesagt ist G, gleich der kleinsten nicht-trivialen Verzweigungsgruppe und damit
L, der grofite echt in L enthaltene Verzweigungskorper. Ga, ist gleich der ndchstgroferen
Verzweigungsgruppe und Ly der zweitgrofite Verzweigungskoérper und so weiter.

Ahnlich lassen sich die Teilkérper L; im Kontext der nicht-galoisschen Verzweigungstheo-
rie als Fixkorper unter den Verzweigungsmengen interpretieren. Dafiir sei noch einmal auf
die Zusammenfassung [13] verwiesen.

4.5 Berechnung der Teilkorper

Satz 4.17 liefert nur eine theoretische Beschreibung der Teilkorper L;, da uns die Null-
stellen @ = «y,...,q, von f(z) im Allgemeinen nicht bekannt sind. Fiir eine explizite
Berechnung benétigt man die Elemente (; in der Kérpererweiterung L = K -1+ K - o +
...+ K -a" ! also eine Darstellung der 3; in der K-Basis 1,a,...,a" ! von L. Dann ist
man in der Lage ein Minimalpolynom von [; iiber K zu berechnen und hat den Teilkérper
L; inklusive Einbettung in L/K.

Wir benutzen die Faktorisierung des Verzweigungspolynoms g(z) zum Verzweigungspoly-
gon, die wie in Abschnitt 4.1 berechnet werden kann:

g(@) = gi(z) ... gei(z) € Llz] mit g;(x) = [[ (2-

vL (2 )=m;

Jetzt machen wir die Transformation von f(z) zu g(z) bei den einzelnen Faktoren riick-
giangig und definieren

r—

fi(x) = gi(——) @) fir2<j<l+1 und
a
file) = (= a) (=) %,
a
Damit gilt f(x) = fi(z) - ... fex1(z) € L[z], wir haben also eine Faktorisierung von

f(z) tber L ,zum Verzweigungspolygon“. Genauer gesagt gilt iiber dem algebraischen
Abschluss von L

T — a ) r — a; — ra .
R R | [ e R L | EEEY
« . (6% « s
I/L(ala ):mj VL( Za ):mj
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fir 2 <j </+1 bzw.

@) =@-a) ] (@-a).

vr(=3

)=m1

Algorithmus 4.3 (Faktorisierung zum Verzweigungspolygon)
Input: Ein Eisensteinpolynom f(z) € K|x].

Output: Die Faktorisierung von f(x) zu Vy(,) wie oben beschrieben.

VPFaktoren(f(x))

erzeuge L = K (o) fir eine Nullstelle o von f(x)
berechne das Verzweigungspolynom g(x) € L[z] von f(z)
g1(x), ..., ger1(x) :=NewtonPolygonFaktoren(g(z))

setze fi(2) i= (z — ) g1(%52) Q%)

fiir 2<j < /(+1

setze fj(x) := g;(%=%) Grad(g;)

gib fi(x),..., fis1(x) € L[x] zuriick

Die gesuchte Darstellung fiir ; = o -...-aps in L ldsst sich jetzt aus den Faktoren f;(z)
bestimmen. Das Element (; ist gleich dem absoluten Koeffizienten von fi(z) - ... - fi(z),
denn es gilt

fi@)-. o fim)= ]| (@—ay) €Lzl

1<j<p®i

Wir geben zwei Algorithmen zur Berechnung der Teilkérper zum Verzweigungspolygon
aus Satz 4.17 an, die sich in der Art ihrer Ausgabe unterscheiden. Algorithmus 4.4 be-
stimmt fiir jeden Koérper ein erzeugendes Polynom und die Darstellung einer Nullstelle
des Polynoms in L/K. Algorithmus 4.5 konstruiert rekursiv den Kérperturm L D L; D

. D L; D K. Beide Verfahren nutzen die Faktorisierung zum Verzweigungspolygon
(Algorithmus 4.3).

Algorithmus 4.4 (Teilkorper zum Verzweigungspolygon)
Input:
Ein Eisensteinpolynom f(z) € Klx].

Output:
Die Teilkorper zu Vy(,). Fiir jeden Teilkorper wird ein erzeugendes Polynom sowie seine
Einbettung in L/K angegeben. Dabei ist L/K die von f(x) erzeugte Erweiterung.
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VPTeilkorper(f(x))

erzeuge L = K(a) fiir eine Nullstelle a von f(x)
fi(x), ..., fey1(x) :=VPFaktoren(f(z))
fiir 1<j</(+1

setze d; := absoluter Koeffizient von f;(z)

initialisiere 7 := ()

fur 1 <i</
berechne das Minimalpolynom m;(x) € K[z] vond, ... -d; in L/K
fiige [ mi(x), dy-...-d; ] zu T hinzu

gib 7 zuriick

Bemerkungen zum Algorithmus:

Die Berechnung des Minimalpolynoms eines Elementes in einer Erweiterung p-adischer
Korper ist im Computer-Algebra-System MAGMA [5] implementiert.

Die Elemente d; - ... - d; entsprechen den (3; in Satz 4.17 und sind nach Konstruktion
Primelemente von L; fiir 1 <4 < ¢. Daher sind die Polynome m;(z) Eisensteinpolynome
iiber K.

Algorithmus 4.5 (Teilkorperturm zum Verzweigungspolygon)

Input:

Ein Eisensteinpolynom f(z) € Klx].

Output:
Die von f(z) erzeugte Erweiterung L/K als Korperturm L D Ly D ... D Ly, D K. Die
Zwischenkérper L; sind die Teilkérper zu Vy(y) (vgl. Satz 4.17).

VPTeilkorperturm(f(z))

erzeuge L = K (a) fiir den Koeffizientenkoérper K und eine Nullstelle a von f(z)
fi(z),..., fiz1(x) :=VPFaktoren(f(z))
falls ¢ gleich 0 ist
gib L zuriick
setze h(z) := fi(x)-...- fi(z) € L[z] und d := absoluter Koeffizient von h(x)

berechne das Minimalpolynom m(x) von d iiber K
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erzeuge L; := K(a) fiir eine Nullstelle o von m(x)
interpretiere h(x) als Polynom iiber L;

gib VPTeilkorperturm(h(x)) zuriick

Bemerkungen zum Algorithmus:

Entscheidend fiir die Rekursion ist der letzte Schritt, in dem das Polynom h(z) € L[z] iber
L; interpretiert wird. Dass h(z) tatsichlich in L;[x] liegt, folgt aus der Block-Teilkérper-
Korrespondenz. Denn es gilt h(z) = Haje A (T—aj) € L[z] und L; ist genau der Fixkérper
des Block-Stabilisators G, (vgl. Satz 4.17).

VP Teilkorperturm wird genau ¢ mal rekursiv aufgerufen. Dabei wird der Kérperturm von
unten nach oben konstruiert. Im ersten Durchlauf wird von VPFaktoren die komplette
Faktorisierung f(z) = fi(z) - ... feqa(x) € Llz] von f(x) zu V@) berechnet. Danach
enthélt f(z) mit jedem neuen Durchlauf einen Faktor weniger, das Verzweigungspoly-
gon verliert also jeweils ein Segment. Zu Beginn des j-ten rekursiven Aufrufes ist der
Kérperturm L D Ly_jy1 D Ly—ji2 O ... D Ly O K konstruiert. Im /-ten Durchlauf be-
steht V() nur noch aus einem Segement, VPFaktoren berechnet nur einen Faktor und
die Rekursion bricht ab.
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Zertiallungskorper

In diesem Kapitel werden die Zerfiallungskérper von Eisensteinpolynomen untersucht. Da-
bei nutzen wir die im vorherigen Abschnitt entwickelte Theorie der Verzweigungspolygo-
ne. Die Steigungen der einzelnen Segmente liefern uns Informationen zur Verzweigung
des Zerfallungskorpers und die assoziierten Polynome liefern Informationen zu dessen
Tragheit.

Besteht das Verzweigungspolygon nur aus einem Segment, dann reichen diese Informatio-
nen aus, um den Zerfallungskorper komplett theoretisch zu beschreiben (Abschnitt 5.1).
Bei mehreren Segmenten kann man anhand des Polygons einen wichtigen Teilkorper des
Zerféllungskorpers angeben (Abschnitt 5.2). Dariiber hinaus ist etwas Rechenaufwand
notig (Abschnitt 5.3).

5.1 Ein Segment im Verzweigungspolygon

Sei K ein p-adischer Korper und f(z) € Og[z] ein Eisensteinpolynom vom Grad n, bei
dem Vy(;) aus genau einem Segment besteht. Aus Lemma 4.10 folgt, dass entweder p { n
oder n = p™ fiir ein m € N gelten muss. Bei einem gemischten Grad egp™ gibt es immer
den ,,Knick® bei p™ —1 (vgl. Abbildung 4.1). Der zahme Fall p { n wurde schon in Kapitel

3 behandelt, daher untersuchen wir in diesem Abschnitt Polynome vom Grad n = p™.

Der néchste Satz beschreibt zunédchst etwas allgemeiner den Zerféallungskérper von Poly-
nomen mit einsegmentigem Newton-Polygon, die einige Zusatzbedingungen erfiillen. Es
soll danach auf das Verzweigungspolynom von f(z) angewandt werden.

47
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Satz 5.1

Sei g(x) € Oklz] nicht notwendig irreduzibel mit einsegmentigem Newton-Polygon der
Steigung —h/e # 0 mit ggT(h,e) = 1 = ae + bh fir a,b € Z und p 1 e. Weiter sei das
assoziierte Polynom A(y) € Kly| quadratfrei und f der Grad des Zerfillungskdrpers von
A(yx®) € K(v)[z] tber K fir eine Nullstelle v von A(y). Dann ist

U < Y —(8b)7r>

der Zerfillungskorper von g(x), wobei U/K die unverzweigte Erweiterung vom Grad f
und € € O beliebig mit A(—g) = 0 ist.

Beweis: Sei « eine Nullstelle von g(z), so dass v = a¢/7" ist (vgl. Lemma 4.3 b)), und
sei L = K(«). Wir nutzen den Zusammenhang

A(ya®) = (9(‘”) mod WLOL[xD € L[z] (5.1)

mnh/e

aus Lemma 4.3 a), der genauso in jeder Erweiterung von L gilt. Der Zerfallungskérper von
g(x) iiber K ist gleich dem Zerfillungskorper von g(ax)/7™"/¢ iiber L. Wir bestimmen
letzteren und setzen dafiir N := UL. Nach Voraussetzung an U zerfillt das Polynom
A(yx®) iiber N in Linearfaktoren. Wenn wir mit v = dy, ..., d,/. die Nullstellen von A(y)
in N bezeichnen, gilt

nje
A(y2) = [[ (" — &) € N]al. (5.2)
i=1
Weil A(y) als quadratfrei vorausgesetzt war, und weil die einzelnen Polynome yz¢ — §;
wegen p e ebenfalls quadratfrei sind, besteht unsere Faktorisierung von A(vyz¢) iiber N
somit aus paarweise verschiedenen Linearfaktoren. Mit Hensel’s Lemma (Lemma 2.5) und
(5.1) kénnen wir jetzt folgern, dass auch g(ax)/7™/¢ iiber N in Linearfaktoren zerfillt.
Der Korper N ist minimal mit dieser Eigenschaft, weil U/K minimal ist, so dass A(yz¢) €
Ulx] zerféllt. a

Wir miissen nun die Erweiterung N = U(«) weiter untersuchen und zeigen, dass sie von
der behaupteten Form ist. Hensel’s Lemma liefert uns wegen Gleichung (5.2) auch eine
Zerlegung

nje

109) L) € Nl

anh/e

nh/e

mit gi(z) = y2° —; € N[z]. Durch Resubstituieren und Multiplizieren mit 7""/¢ erhalten

wir daraus die Faktorisierung

nje nje

glx) = H T gi(x/o) =: H gi(x) € Ulz],
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wobei g;(x) = ¢ +e;m" mod (7"*1) fiir ein g; € O mit g; = —0; ist. Jeder Faktor g;(x)
ist irreduzibel, weil sein Newton-Polygon ein Segment mit Steigung —h/e ist, also keine
(inneren) Punkte durchlduft (siehe Satz 2.17). Damit ist die Erweiterung N/U total zahm
verzweigt vom Grad e. Sie wird von jedem der Polynome g;(z) erzeugt. Aus Lemma 3.3
folgt schlieBlich, dass das Polynom x¢ + (g,7")’7% = 2¢ + &7 € U|x| fiir ganze Zahlen
a,b mit ae + bh = 1 die gleiche Erweiterung erzeugt wie g;(x). O

Fiir den Beweis des folgenden Satzes zum Zerfallungskorper eines (wilden) Eisensteinpo-
lynoms mit einsegmentigem Verzweigungspolygon brauchen wir das

Lemma 5.2 _

Sei u eine p-Potenz und F(x) = Y_|_,a;z"" € F,[z] ein additives Polynom (vgl. z.B. [7],
Kapitel 5, Abschnitt 2). Weiter sei e € N ein Teiler von u—1 und von p' — 1 fiir alle i mit
a; # 0. Das Polynom G(z) = >_._, a;z®=V/¢ habe die Nullstelle 1. Dann zerfillt F(z)
genau dann in Linearfaktoren iber F,, wenn G(x) in Linearfaktoren tiber ¥, zerfallt.

Beweis: — Der Beweis stammt von Prof. Peter Miiller. — Die eine Richtung der Aquivalenz
ist klar. Wenn F'(z) zerféllt, dann zerfallt auch G(z), weil die Nullstellen von G(z) e-te
Potenzen der Nullstellen von F'(x) sind.

Fiir die andere Richtung sei E der Zerfallungskoérper von ¢ —1 {iber I, und M die Menge
der Nullstellen von F'(x) im algebraischen Abschluss von IF,. Wegen der Additivitét von
F(z) ist M additiv abgeschlossen. Auerdem liegt Av fiir A € E,v € M wieder in M, weil
nach Voraussetzung an e der Korper E Teilkérper von F: fiir alle ¢ mit a; # 0 ist, also
M = ) fiir die entsprechenden i und alle A € E gilt. Folglich ist M ein E-Vektorraum.
Fiir 0 # v € M ist v° eine Nullstelle von G(z), es ist also v¢ € F,,. Daraus folgt v*®~Y = 1
und damit v*~! € E*, weil E alle e-ten Einheitswurzeln enthilt. Fiir alle 0 # v € M
gibt es demnach ein A\, € E* mit v* = v\,. Wegen e | u — 1 gilt £ C [F,,. Darum sei nun
v € M aber v ¢ E. Wegen G(1) =0 gilt auch 1 € M. Aus

W+ DA =@+ 1) =0v"+1"=v\, +1

und der linearen Unabhéngigkeit von 1 und v iiber E folgt 1 = A\,;1 = A, also v* = v
und damit v € F,. Daher gilt M C F, und F(z) zerfillt in Linearfaktoren iiber F,. [

Satz 5.3

Sei f(x) € Ok|x] eisenstein vom Grad p™ mit einsegmentigem Verzweigungspolygon V(z
der Steigung —h/e mit ggT(h,e) = 1 = ae + bh fir a,b € Z. Weiter sei o eine Nullstelle
von f(x), L = K(a) und A(y) € L[z] das assoziierte Polynom von Vg mit assoziierter
Traigheit f1. Dann ist

N = U(e —(5”)04)

der Zerfillungskérper von f(x), wobei U/L die unverzweigte Erweiterung vom Grad f =

kgV (f1,[L(¢e) = L]) und e € OF; beliebig mit A(—e) = 0 ist.
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Beweis: Nach Konstruktion des Verzweigungspolynoms ¢(z) ist der Zerfallungskorper von
g(x) iber L = K(«) der Zerfallungskorper von f(z) tiber K. Wir wollen Satz 5.1 auf
g(x) € L[z] anwenden. Der Nenner e der Steigung von Vy(,) ist ein Teiler von Grad(g(x)) =
p"™ — 1 und somit teilerfremd zu p. Als letzte Voraussetzungen fiir Satz 5.1 brauchen wir
die Quadratfreiheit des assoziierten Polynoms A(y) € L[y] = F,[y].

Sei n = p™, g(x) = S0 bia’ und

n-yfe /e o
Aly) = Ay = Y (b m eIy
=0 =0

(siehe Definition 4.1). Wir betrachten das Polynom B(z) = ", Bix' = zA(ya®) €
F,(y)[z] fiir eine Nullstelle v von A(y). Nach Konstruktion von A(y) gilt A, #£ 0 nur
dann, wenn der entsprechende Koeffizient bje von g(z) zu einem Punkt auf dem Polygon
fithrt (vgl. Abschnitt 4.2). Daraus folgt mit Lemma 4.10, dass B; # 0 nur fiir ¢ = p® mit
s € {0,...,m} gilt, B(z) ist also ein additives Polynom. Es gilt B'(z) = B; = Ay und
ggT(B(z), B'(x)) = 1, denn es ist Ay # 0 nach Definition 4.1. Folglich ist B(x) und damit
auch A(y) quadratfrei.

Es bleibt zu zeigen, dass f = kgV (f1, [L({.) : L]) gleich dem Grad des Zerféllungskorpers
von A(yx®) € Fy(v)[z] tiber Fy ist (vgl. Satz 5.1). Weil die assoziierte Trégheit f; gerade
der Grad des Zerfillungskérpers von A(y) iiber F, ist (Definition 4.5) und wegen e | ¢/ —1,
folgt diese Aussage aus Lemma 5.2 fiir u := ¢/, F(x) := B(z) und G(x) := A(yx). O

Korollar 5.4
Fiir den Zerfillungskorper N eines Fisensteinpolynoms f(x) € Og[x] vom Grad p™ mit
einsegmentigem Verzweigungspolygon der Steigung —h/e gilt

[N K] <p™(p™ —1) e <p™(p™ —1)%

Beweis: Sei L = K(«) fir eine Nullstelle a von f(z). Wir zeigen f < p™ — 1, wobei
f =1[U : L] fir den Korper U aus Satz 5.3 ist. Daraus folgt die erste Ungleichung. Die
zweite ist klar wegen e | p™ — 1.

Wie im Beweis von Satz 5.3 sei 7 eine Nullstelle des assoziierten Polynoms A(y) € F,[y]
und B(z) = vA(yz¢) € Fy(7)[z]. Der Korper F,; ist der Zerfillungskorper des additiven
Polynoms B(z). Fiir die Abschiitzung von f betrachten wir ein weiteres additives Poly-
nom D(z) := xA(xz°) € Fy[x] und bezeichnen die Nullstellen von A(y) im algebraischen
Abschluss von F, mit v = 6y,...,d4 fur d = (p™ — 1)/e (vgl. Beweis von Satz 5.1). Dann
sind B(z) und D(z) iiber dem Zerfillungskérper von A(y) von der Form

B(z) = xH((Slxe — ;) und D(x) = xH(xe — ;).
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Es folgt, dass der Zerfallungskorper von B(z) ein Teilkorper des Zerfallungskorpers von
D(x) ist, wir also dessen Grad iiber F, abschétzen konnen. Weil D(x) additiv ist (die
Begriindung funktioniert wie bei B(x)), bilden die Nullstellen einen F,-Vektorraum der
Dimension m und man erhélt iiber die Operation der Galoisgruppe auf den Nullstellen
eine Einbettung von G = Gal(F s /F,) in die Gruppe GL(m,p). Die Gruppe G muss als
Galoisgruppe endlicher Korper zyklisch sein und die maximale Ordnung eines Elementes in
GL(m,p) ist p™ —1 (siehe z.B. [26], Proposition 2.8.9). Folglich gilt f = [F s : F,] < p™—1
wie behauptet. O

Beispiel 5.1

Wir wollen Satz 5.3 auf ein starkes Eisensteinpolynom f(z) € Og[x] vom Grad p™ an-
wenden. Wir benutzen die Bezeichnungen des Satzes. Nach Beispiel 4.1 besteht Vy(,) aus
genau einem Segment der Steigung — ml_l. Aufler den beiden Endpunkten liegen keine
ganzzahligen Punkte auf dem Segment, daher ist das assoziierte Polynom von der Form
A(y) =y +d € L]y] (Definition 4.1) und die assoziierte Tragheit ist 1. Nach Satz 5.3 ist
der Zerfillungskorper N gleich U( *"*/—ea), wobei U/L die unverzweigte Erweiterung
vom Grad [L((ym_1) : L] und ¢ € O mit ¢ = d ist. In diesem Fall kann man zumindest
die Struktur des Korpers N auch leichter erkennen. Weil keine (inneren) Punkte auf V()
liegen, ist das Verzweigungspolynom g(z) € L[z] irreduzibel (Satz 2.17) und erzeugt eine
total zahm verzweigte Erweiterung vom Grad p™ —1. Den Zerféllungskorper von g(z) iiber
L und damit den Zerfallungskorper von f(x) iiber K erhilt man jetzt durch Hinzufiigen
der (p™ — 1)-ten Einheitswurzeln (vgl. Abschnitt 3.2). .

In der Regel baut man Erweiterungen lokaler Kérper genau andersherum auf. Man mochte
den Standard-Koérperturm kennen, der aus einer total wild verzweigten Erweiterung iiber
der maximalen zahm verzweigten Teilerweiterung besteht (vgl. Abbildung 2.1). Dieser
Korperturm wird im néchsten Korollar bestimmt und ist in Abbildung 5.1 schematisch
dargestellt.

Korollar 5.5

Das Eisensteinpolynom f(x) = Y 7 a;x" € Oklz] erfillle die Voraussetzungen von Satz
5.3. Das Polynom A(y) und die Zahlen b und f seien ebenfalls wie in Satz 5.3 definiert.
Dann st

T =V(y/(—1)r~1ebay)

der mazimale zahm verzweigte Teilkorper des Zerfallungskorpers N, wobei V/K die un-
verzweigte Erweiterung von Grad f und ¢ € Oy, beliebig mit A(—e) = 0 ist. Auferdem
qilt

N =T(«a)

fiir eine Nullstelle o von f(x).

Beweis: Wir haben aus Satz 5.3 die Darstellung N = U(y/—(e%)«) fiir ein € € Q. Fiir
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L = K(o) gilt U = LV. Weil U/V total verzweigt ist, konnen wir sogar ein ¢ € Oy
benutzen, welches die Bedingung A(—¢) = 0 erfiillt. Das Minimalpolynom von v/ —eba
iiber V ist dann gleich h(z) = Ny (2° 4+ ela) = ...+ %" (=1)P"ag. (Im Allgemeinen
ist h(z) nur das charakteristische Polynom. Hier ist allerdings v/ —cba aus Verzweigungs-
griinden ein primitives Element fiir N/V.) Es hat Grad ep™ und ist als Minimalpolynom
eines Primelementes einer total verzweigten Erweiterung eisenstein. Nach Lemma 3.3 wird
daher die zahme Teilerweiterung 7//V von N/V von x¢ + (—1)P" %" ay erzeugt. Wegen
p™ =1 mod e = ggT(e,q — 1) gilt schlieflich T = V(5/(—1)P"+1ebay) (siehe Satz 3.2
b)) und damit die erste Behauptung.

N = T(«) ist klar, da f(z) iiber T ein einsegmentiges Newton-Polygon der Steigung
—e/p™ mit e { p hat, also nach Satz 2.17 irreduzibel iiber T ist. ]

N =U(v—¢ba) N =T(«a)

e p"
U T = V({/(—1)r1ebay)
f e
L=K(a) 1%
p" f
K K

Abbildung 5.1: Zwei Korpertiirme fiir den Zerféllungskoérper N.

Die konkrete Berechnung der beschriebenen Zerfallungskorper auf einem Computer ist
anhand von Satz 5.3 bzw. Korollar 5.5 mit wenig Rechenaufwand moglich. Es muss ledig-
lich das Polynom A(y) iiber einem endlichen Korper faktorisiert werden (vgl. Abschnitt
2.5). Danach kann man den Zerféllungskorper mit Hilfe der Informationen aus dem Poly-
gon direkt konstruieren. Insbesondere sind keine Faktorisierungen iiber einem p-adischen
Korper notig!

Wichtig fiir die folgenden Abschnitte ist noch, dass die Erweiterung N/T aus Korollar 5.5
elementar-abelsch ist.

Lemma 5.6

Sei f(x) € Oklx] eisenstein vom Grad p™ mit einsegmentigem Verzweigungspolygon der
Steigung —h/e. Seien N der Zerfillungskirper von f(z) und T sein mazimal zahm ver-
zweigter Teilkorper wie in Korollar 5.5. Dann hat die Reihe der Verzweigungsgruppen
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(vgl. Definition 2.11) von G = Gal(f(z)) die Form
GZGozGl:GQZ...:Gh>Gh+1:{id}
und G = Gal(N/T) ist elementar-abelsch.

Beweis: Sei my ein Primelement von N. Wenn wir vy (7% — my) = h+ 1 fiir alle g € G
zeigen konnen, folgt G1 = Gy = ... = G}, > Gj,1 = {id}. Dafiir sei o Nullstelle von f(x)
und L = K(«). Nach Satz 5.3 und Korollar 5.5 ist klar, dass N = LT gilt. Darum besteht
das Polygon vy/7 nach Lemma 4.9 aus einem Segment der Steigung —e - h — _h, wir

haben also UN(W%T;NWN) = h fiir alle g € G. Daraus folgt direkt

(Y=

vn(T% — TN) = vN +un(ry)=h+1

TN
fiir alle g € G. Die Gruppe Gy ist elementar-abelsch, weil G; = G, = G},/Gp41 ist und
weil die Quotienten G;/G,y fiir i > 1 in die additive Gruppe des Restklassenkorpers von
N einbetten (vgl. Satz 2.12 ¢)). O

Das Verzweigungspolygon Vp i liefert uns also im einsegmentigen Fall eine genaue Be-
schreibung der Reihe der Verzweigungsgruppen, auch wenn die Erweiterung L/K nicht
galoissch ist. Das werden wir in Kapitel 6 bei der Galoisgruppenberechnung ausnutzen.

5.2 Reduktion zur p-Erweiterung

Nun wollen wir die Ergebnisse fiir ein Segment auch im allgemeinen Fall einer total ver-
zweigten Erweiterung L/ K mit mehrsegmentigem Verzweigungspolygon nutzen. Nach Ab-
schnitt 4.4 kennen wir einen Kérperturm L = Ly D Ly D ... D Ly D Lyy; = K, der eng
mit dem Verzweigungspolygon verbunden ist.

Es stellt sich heraus, dass die einzelnen Relativerweiterungen L; 1/L; jeweils einsegmen-
tige Verzweigungspolygone haben, die zu den entsprechenden Segmenten von Vy x kor-
respondieren. Im Fall einer galoisschen Erweiterung folgt dies aus der Hilbertschen Ver-
zweigungstheorie. Der folgende Satz beschreibt den Zusammenhang fiir eine allgemeine
rein verzweigte Erweiterung und bezieht auch die assoziierten Polynome mit ein.

Satz 5.7
Fiir 1 <1 < {+1 besteht Vi, 1, aus genau einem Segment, das im folgenden Sinne zum
i-ten Segment S; von Vi, ik korrespondiert:

1) Die Steigungen von Vi, 1, und S; sind gleich.
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2) Die assoziierte Trigheit von Vi, 1, und S; ist gleich. Fir jede Nullstelle 6 von
Ag, (y) im algebraischen Abschluss von K ist 6°" " eine Nullstelle von Av, 0 (Y)-

Beweis: Wir benutzen in diesem Beweis fiir zwei Einseinheiten 7,7’ die Notation n ~ 7/,
wenn (n — 1) ~ (' — 1) gilt, d.h. wenn die ersten beiden Summanden der p-adischen
Normalreihen iibereinstimmen (vgl. Definition 2.13). Das Eisensteinpolynom f(x) vom
Grad n erzeuge L/K.

Die Nullstellen oy, . . ., a;, von f(x) seien wie in Lemma 4.16 geordnet. A; = Agl), e Agk)
fiir k = n/p* ist das Blocksystem zum kleinsten Block. Das Minimalpolynom von a; iiber
Ly ist gleich [["} (z — o), weil es invariant unter G, und ein Teiler von f(z) ist und den
richtigen Grad p*' hat. Damit ist Behauptung 1) fiir das erste Segment und V;;, klar.
Behauptung 2) gilt ebenfalls fiir i = 1, denn es ist Ag, (y) = Ay, ,, (y) nach Satz 4.2. Wir
zeigen nun, dass Vr,/x genau £ Segmente mit den Steigungen —ma, ..., —myg, —myp =0
hat, dass die assoziierte Tragheit dieser Segmente der von Ss, ..., Sy entspricht, und
dass die Nullstellen des assoziierten Polynoms zum (i — 1)-ten Segment von V;, /x gerade
p°'-te Potenzen der Nullstellen von Ag,(y) sind fir 2 < ¢ < ¢+ 1. Induktiv folgt daraus
die Behauptung.

Es gilt vp(a —oy) =ma+1 <my+1firae A7 r>1undein A e {2,...,0+1}.
Damit haben wir fiir a € A({), r > 11in K die allgemeine Darstellung

a=oq +ea! (5.3)

fiirein e € (9%. Aus Symmetriegriinden gilt fiir zwei Nullstellen «, o’ aus dem selben Block

AY), dass v(a —a') = my + 1 ist. Darum ist der erste Summand der p-adischen Reihe
von ¢ aus (5.3) fiir alle a eines Blockes gleich. Analog gilt fiir o aus A; die Darstellung
o = a; + 6T fiir ein § € O%. Durch Bildung des Quotienten dieser beiden Ausdriicke
erhalten wir (in der Nummerierung der «; nach Lemma 4.16), dass zu r € {2,...,k} ein
e € O existiert mit

« rT— S Z m

i) S P eay™ (5.4)

Q;

fir alle 1 <7 <p** und ein A € {2,..., 0+ 1}.

Firl <r <kseif, = HaeAY)

g(z) = [I'_,(x — B,) ist das Minimalpolynom von f3; iiber K. Das Verzweigungspolynom
von g(x) ist

ﬁlm—i_ﬁl - ( 67’ ) . i < o O[(rfl)plerl‘...'Ozrpsl )
5155 H 51) U v (-1+ Qp .. Qs )|

r=2

a. Damit gilt L; = K((;) und das Eisensteinpolynom
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Nach (5.4) gibt es ein € € O und ein A € {2,...,£+ 1}, so dass

51 1

ﬁ r—1 81+1'...'Oé7.51 s L
Pro_ S=Dp p %<1+5agnx)p1 = 14gP lo/lmp + E : 6’0/1””
ﬁl (lfl'...'Oépsl

gilt. Wenn wir nun
@~1+5P1 o (5.5)
b

zeigen konnen, dann ist —1+ ’6—1 ~ el P Damit hétte das Verzweigungspolynom von
g(x) genau (p* — p**-1)/p** Nullstellen mit L;-Bewertung m,, fiir alle A € {2,..., 0+ 1},
das Polygon Vp,/x demnach Segmente mit den Steigungen —ma, ..., —myy;. Auflerdem
wéren dann die Behauptungen zu den Nullstellen der assoziierten Polynome und zur
assoziierten Trégheit korrekt. Um das einzusehen, untersuchen wir die Situation fiir das
zweite Segment Sy und das erste Segment T von Vp,, /k genauer. Fiir die anderen Segmente
funktioniert alles analog.

Die Nullstellen des Verzweigungspolynoms von f(z) zum Segment S, sind von der Form
1+ a;/oq ~ g™ fir pr +1 <i <p*.

Damit haben wir Elemente ¢; € O festgelegt, mit denen wir nach (5.5) auch die Null-
stellen des Verzweigungspolynoms von g(z) zu T; beschreiben kénnen:

—1+&~ slagmpl fiir 2 <r < p*7°n,

B
Es sei mg = hy/es. Nach Korollar 4.4 fithrt die Nullstelle —1 + «;/ay zur Nullstelle

(81’0[71?12)62 _ _es
S ) e
1

von Ag, (y) € F,ly]. Sei eine dieser Nullstellen €, vorgegeben. Dann gibt es eine Nullstelle
des Verzweigungspolynoms von g(z) mit —1 + % ~ el blaimp " Daraus berechnen wir die

entsprechende Nullstelle von Ar, (y) € Fyly:

Pl  maop®lye,y e2p®l  hop®l
(e aj ) _ (& ™ —( ,ez)psl
ho - ho - i .
1 1

hopS1 ( P 1)h2

Die letzte Gleichheit gilt, da lgh2 — L -

Spat™ Y ~ 1 fiir k€ {1,...,p"} und 6 € O (siehe oben). Somit sind die Nullstellen
von Ar, (y) p°'-te Potenzen der Nullstellen von p s, (y) wie behauptet. Weil die Abbildung

m ~ 1 ist, wegen oy/ay = oq/(oq +
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¢ : a+— aP Automorphismus eines jeden endlichen Korpers iiber F, ist, folgt daraus, dass
die Zerféallungskorper von Ag, (y) und Ar, (y) iiber F,, tibereinstimmen. Damit stimmt auch
die assoziierte Tréagheit iiberein.

Es bleibt zu zeigen, dass (5.5) korrekt ist. Dafiir miissen wir die Ungleichung
p°1—1 psl
1 Mmyt > S1
()

beweisen. Nach der ultrametrischen Dreiecksungleichung (Definition 2.1) geniigt es,

S1 ) )
v, <(p )51047171*1) >myp® fir 1 <i<p’t —1 (5.6)
i

zu zeigen. Mit l/p((pzl)) = 51 — (i) (siehe z.B. [32], Abschnitt 3.7) vereinfachen wir zu

vL(p)(s1 — vp(1)) + myi > myp® <= ve(p)(s = (7)) > my.

Pt —i

Nun fithren wir das Problem auf den einsegmentigen Fall zuriick, indem wir m; > m,
und die Abschétzung aus Korollar 4.12 b) fiir m; benutzen. Es gilt

vLL(p)
prtp—1)

und wir zeigen im Folgenden mit elementaren Methoden, dass

> my > my

ve)(s1 = (D) o vi(p)
P —i T pii(p-1)

ist. Ungleichung (5.7) ldsst sich zu

p (p* —1)
P — D — @) =

umstellen. Wir untersuchen den Bruch auf der linken Seite weiter und schreiben dafiir ¢
als ¢ = ap’ mit p{a und v < s;. Es ergibt sich

p (p™ — ap") p*—p) _ p pr-1 _ p 1-(1/p

pip—1)(s1—v) ~ pilp—1)(sy—v) p—1 p1v(s;—v) p—1 s1—v
1—(1/p)" 1 o1 1
= . =(14+(1 o+ (/p)rT) <1
L (1 (D) o+ ()
und damit (5.7). Daraus konnen wir wie beschrieben (5.6) folgern und es gilt (5.5) wie
behauptet. n

<
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Aufgrund von Satz 5.7 konnen wir die Informationen der einzelnen Segmente von Vp,/x
wie im Abschnitt 5.1 nutzen, um einen Teilkorper T des Zerféllungskorpers N anzugeben,
so dass N/T eine p-Erweiterung ist. Dieser Korper T' enthélt demnach die maximale
Teilerweiterung von N/K deren Grad teilerfremd zu p ist.

Wir benutzen die Bezeichnungen aus den Abschnitten 4.3 und 4.4 zur Beschreibung der
allgemeinen Form des Verzweigungspolygons. Insbesondere ist das ¢ — te Segment .S; von
der Form (p*— — 1,vp(bysi-1-1)) < (p* — 1,vp(bpsi—1)), wobei die Elemente b; die Ko-
effizienten des Verzweigungspolynoms sind. Sy ist das letzte horizontale Segment (vgl.
auch Abbildung 4.1).

Satz 5.8
Sei f(x) = > yaix’ € O] ein Eisensteinpolynom vom Grad n = egp™ mit p{ ey und
m > 0. Das Polygon V() habe £ + 1 Segmente Sy, ..., Sepq. Fiir 1 <1< { sei

o —h;/e; die Steigung von S; mit ggT(h;, e;) = 1 = d;e; + b;h; fiir d;, b; € Z,
o A;(y) das assoziierte Polynom und f; die assoziierte Tragheit zu S;,
o c; € O beliebig mit A;(e;) =0 und
o v, =0b;-ep-p" 1 +n+1.
Auferdem bezeichnen wir mit U/ K die unverzweigte Erweiterung vom Grad

f = kgV(fl,...,fz, [K<C6160) : K]v"'a[K(Cezeo) : K])

und mit N den Zerfillungskorper von f(x). Schliefilich sei Ly D Ly D ... D> Ly D K der
kanonische Teilkorperturm zu Vi (vgl. Abschnitt 4.4). Dann gilt:

a) Der Kérper
v (YY)
ist ein Teilkorper von N/K, so dass N/T eine p-Erweiterung ist.
b) Die Erweiterungen T'L; /T L; sind elementar-abelsch fir1 <i </{—1.

¢) Die Erweiterung T'/K ist galoissch und zahm verzweigt mit Verzweigungsindex
eo - kgV(ey, ..., er). Fir ihren Grad gilt die obere Schranke

[T : K] <n®
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Beweis: Sei L = K («) fiir eine Nullstelle a von f(z) undsei L =Lo D L1 D...D Ly D K
der Teilkérperturm zu Vy/x aus Satz 4.17. Es gilt L; = K(5;) mit 8; = oy - ... - aps in
der Nummerierung der Nullstellen a; von f(x) nach Lemma 4.16. Die Konjugierten von
0; iiber K sind von der Form 6 = QUj—1)psiql ajpei fiir 1 < 5 <mn/p*.

Jedes Teilstiick L; 1/L; fir 1 < i < ¢ hat p-Potenz-Grad und genau ein Segment im
Verzweigungspolygon, daher kénnen wir mit Satz 5.3 die normale Hiille N; von L; 1/L;
beschreiben. Wegen der Korrespondenz aus Satz 5.7 und diirfen wir dafiir die Werte e;, b;

und f; des Segmentes S; benutzen. Wir erhalten N; = U; ( (6b )Bi— ), wobei U; /L;_4

unverzweigt vom Grad kgV(f;, [Li—1((,) : Li—1]) und §; € (91 ist, so dass —¢; Nullstelle
des assoziierten Polynoms zu Vp, /1, ist. Nach Satz 5.7 k0nnen wir anstatt 0; auch ein
beliebiges &; € O mit A;(g;) = 0 wiihlen und bekommen

Ni:Ui(e\i/—(( 1) bw“ﬁl_))_ J(0,) fiir 1 < < ¢

mit N;/L; galoissch. Nach Lemma 5.6 ist die erste Verzweigungsgruppe und damit der wild
verzweigte Teil von N;/L; elementar-abelsch. Fiir die zahm verzweigte Erweiterung L,/ K
setzen wir Nyyq1 = Upyr = Lo((,). Wir kénnen nun alle unverzweigten Erweiterungen
U;/L;_y iiber K sammeln“ indem wir den neuen Kérperturm UL D UL; D ... D
UL, D U D K betrachten. Nach Definition von U sind fiir 1 < ¢ < ¢ die Erweiterungen
UN,; /U L; galoissch und rein Verzweigt und ihr zahm verzweigter Anteil UN;/UL; 1 wird
vom Polynom z% + (—l)bzsb‘p 'Bi_1 erzeugt.

Ahnlich wie bei den unverzweigten Teilstiicken, wollen wir nun diese zahm verzweigten
Anteile iiber U betrachten. Genauso wie im Beweis von Korollar 5.5 ist das Minimalpo-
lynom von ¢; {iber U gleich

NULZ-_1/U (in + (_1>bi€?ipsiflﬁi_l> - 4 [(_1)@8?1;)52‘—1][ULi—1:U}(_1)na0'

Dabei haben wir ¢; € O vorausgesetzt. Das Produkt der Konjugierten von 3;_; (siche
oben) entspricht bis auf Vorzeichen dem Produkt [, @; und damit dem Koeffizienten
ag. Das Minimalpolynom ist eisenstein und hat Grad e;eqp™~*-'. Mit Lemma 3.3 und
[UL;—y : U] = egp™*~* erhalten wir die galoissche Erweiterung

L=U ( (—U“iai’"”ao)

als maximale zahm verzweigte Teilerweiterung von UN; /U fir 1 <i </ (vgl. Abbildung
5.2). Alle diese Erweiterungen enthalten UL,/U vom Grad ey. Das Kompositum der T;
ist gleich T'. Im wiederum neuen Kérperturm

TL=TLyD>TL,D>...OTL, 1DT>UDK
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L
' UN;
: ei/
L ULy
: / Nz psi_si—l
Lz—l ULZ
S;i—S; ) T;'
p A i—1 1
! Aei
L; U
' /
K K

Abbildung 5.2: Korpertiirme im Beweis von Satz 5.8.

ist T/K als Kompositum galoisscher Erweiterungen galoissch und die Erweiterungen
TL; 1/TL; fir 1 <i </¢— 1 sind elementar-abelsche p-Erweiterungen (Aussage b)).

Durch induktive Anwendung von Satz 2.21 ldsst sich jetzt folgern, dass N/T eine p-Erwei-
terung ist (Aussage a)). Im ersten Schritt betrachten wir den normalen Abschluss M,_;
von T'Ly_1 /T /K. Der Satz besagt, dass wir Gal(M,_,/T) in ein direktes Produkt

Gal(TLy_1/T) x ... x Gal(TLy_1/T)

einbetten konnen. Weil Gal(T'Ly—,/T') eine p-Gruppe ist, muss somit auch Gal(M,;_,/T)
eine p-Gruppe sein. Im néchsten Schritt wiirden wir jetzt Satz 2.21 auf die Erweiterung
My_1Ly_o/My_1/T anwenden und so weiter.

c¢) Der Verzweigungsindex von 7'/K ergibt sich mit Abhyankar’s Lemma (Lemma 2.9),

weil T' das Kompositum der zahmen Erweiterungen 7;/K ist (vgl. auch Lemma 3.7).
¢

Eine erste offensichtliche obere Schranke fiir [T" : K] ist ey - [K(() @ K] - [ ni mit
i=1

n; = efi - [K((,) : K]. Fir 1 < i < ¢ kénnen wir zur Abschétzung von n; nach Satz

5.7 die einsegmentige Erweiterung L; 1/L; betrachten. Es gilt [L;_; : L;] = p¥~*-1 (Satz

4.17) und somit ist nach Korollar 5.4 n; < (p¥~%i-1 — 1)? < (p*~*i-1)%, Wir erhalten

¢

[Tni < (porps2=sr ... pese-1)2 = (p*)? = (p™)2. AuBerdem ist eg - [K((,) @ K] < €2
i=1
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und wir haben [T : K] < (egp™)? = n* wie behauptet. O

Satz 5.8 ldasst sich auch in algorithmischer Form ausdriicken. Wir benutzen die gleichen
Bezeichnungen.

Algorithmus 5.1 (p-Reduktion)

Input:

Ein Eisensteinpolynom f(z) =Y ,a;z" € Oklx] vom Grad n = egp™ mit p 1 ep.

Output:
Ein Erweiterungskorper 7' von K, iiber dem der Zerfdllungskorper von f(x) eine p-
Erweiterung ist.

p-Reduktion(f(x))

(1) wenn ptn
(2) erzeuge T' = K ((p, /—ap) und gib T" zuriick

(3) berechne Vy(,y und die assoziierten Polynome A;(y),..., A(y) € Fyly] der ersten ¢
Segmente mit VerzweigungspolygonPlus(f(x))

(4) fiir 1 <i < /¢

(5) berechne die Steigung h;/e; des i-ten Segmentes sowie die ggT-Darstellung d;e; +
b;h; = 1 und den Wert v;

(6) besti{nme die assoziierte Trigheit f; von S;, eine Nullstelle 0; von A;(y) € F s, [y]
und f; = [K(Cepey) @ K]
(7) erzeuge die unverzweigte Erweiterung U/K vom Grad

F=%eV(fi, . fos frreoi fo)

(8) filr 1 <i < ¢

(9) bestimme ¢; € O mit g; = J;

10) ersenge T = U (40 an o

(11) gib T zuriick

Bemerkungen zum Algorithmus:

Der Vollstandigkeit halber wird in Schritt (2) der Fall eines zahmen Eisensteinpolynoms
abgehandelt (vgl. Korollar 3.4 und Satz 3.6). Hier ist T der Zerfallungskorper von f(x).
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Danach berechnet Algorithmus 5.1 anhand des Verzweigungspolygons die fiir die Aussage
von Satz 5.8 noétigen Daten und erzeugt daraufhin die unverzweigte Erweiterung U/K
sowie die Erweiterung 7'/U. Ausgewihlte Rechenschritte werden im Folgenden genauer
erlautert:

(3)
(6)

(10)

Siehe Algorithmus 4.2.

Der Zerféllungskorper von A;(y) tiber F, lasst sich durch eine Faktorisierung er-
mitteln. Sein Grad f; iiber F, ist gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der
Grade der irreduziblen Faktoren von A;(y). Eine Nullstelle ¢; bekommt man z.B.
durch eine erneute Faktorisierung von A;(y) iiber F_s,. Der Grad fz ist die kleinste

natiirliche Zahl mit e;eq | qfi —1.

Zur Bestimmung von ¢; interpretiert man den Zerfillungskorper von A;(y) als Teil-
korper von U = Oy /myOp und wihlt einen beliebigen Reprisentanten der von §;
bestimmten Nebenklasse.

Die Erweiterung 7'/U lésst sich durch Adjunktion je einer Nullstelle der Eisenstein-
polynome ¢ — (—1)%e""q fiir 1 < i < ¢ erzeugen. Weil alle nétigen Einheitswur-
zeln per Konstruktion in U enthalten sind, handelt es sich bei den Erweiterungen

T;/U mit
Li=U ( v <—1>”fe§”"ao)

um zyklische Erweiterungen. Eine zweite Moglichkeit zur Konstruktion von 7' ist
daher, T" als Kompositum der Koérper T; mit Methoden der Klassenkorpertheorie
(siehe Abschnitt 2.4) zu erzeugen. Der Korper T ist Klassenkorper zur Normgruppe

NN (@/U) < U

i=1

(vgl. Satz 2.25). Die Konstruktion eines Klassenkorpers zu gegebener Normgruppe
wird von Sebastian Pauli in [31] beschrieben und ist im Computer-Algebra-System
MAGMA [5] implementiert.

Satz 5.9 (Komplexitét von Algorithmus 5.1)

Fiir die Berechnung des Kiorpers T bendtigt Algorithmus 5.1 von jedem Koeffizienten von
f(z) € Oklx] nur den ersten Summanden seiner p-adischen Normalreihe, sowie eine Dar-
stellung p = ew®s mit e € O™ der Primzahl p.

Aus diesen Eingabedaten berechnet Algorithmus 5.1 den Korper T mit O(nlogn) Rechen-

operationen in Z und O(logn P(n, ")) Rechenoperationen im endlichen Korper Fyn (vgl.
Definition 2.29).
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Beweis: Nach Satz 4.13 reichen die ersten Summanden und die Darstellung von p zur
Berechnung von Vy(,) und der assoziierten Polynome aus. Damit haben wir alle notigen
Informationen fiir den weiteren Ablauf des Verfahrens.

Schritt (3) benodtigt nach Satz 4.13 O(n logn) Rechenoperationen in Z und O(logn) Ope-
rationen in F, C F,.. Die Schleife (4) wird O(logn) mal durchgefiithrt. Weil die Lénge
der Projektion auf die x-Achse eines Segmentes durch n — 1 beschréankt ist, kénnen wir
den Aufwand fiir die Berechnung des erweiterten ggT’s in (5) durch O(n) nach oben
abschétzen. Die Berechnung von v; konnen wir vernachléssigen. Die Anzahl der Rechen-
operationen fiir die zwei Faktorisierungen in Schritt (6) schéitzen wir mit O(P(n,¢"))
nach oben ab, weil Grad(A;(y)) < n und f; < n gilt. AuBerdem braucht man fir die
Bestimmung von f; weniger als e;eq, also O(n), Teilbarkeitstests in Z. Wenn wir fir die
Berechnung des kgV zweier Zahlen wie beim ggT einen Aufwand von O(n) annehmen,
kommen wir auch bei Schritt (7) auf O(nlogn) in Z. Fiir Schritt (9) beriicksichtigen wir
keinen Rechenaufwand, da es sich nur um das Wihlen eines geeigneten Repriasentanten
handelt (vgl. Bemerkungen zum Algorithmus).

Insgesamt erhalten wir nach Definition 2.28 und den Rechenregeln fiir die O-Notation
den behaupteten Aufwand von O(nlogn) Rechenoperationen in Z und O(logn P(n,¢"))
Rechenoperationen in Fn. O

Korollar 5.10
Algorithmus 5.1 ist polynomiell in n und log q.

Beweis: Nach Lemma 2.30 gilt P(n,¢") = O(n®2logq). Damit folgt aus Satz 5.9 die
Behauptung. O

Korollar 5.11
Fiir ein Fisensteinpolynom f(x) € Ok|x] kann in polynomieller Zeit verifiziert werden,
ob Gal(f(x)) eine p-Gruppe ist oder nicht.

Zusammen mit Algorithmus 4.5 aus Abschnitt 4.5 lédsst sich jetzt auch leicht der Korper-
turm TL =TLo DTLy D ... >DTL, 1 DT D K aus dem Beweis von Satz 5.8 berechnen.
Er hat die schone Eigenschaft, dass die Relativerweiterungen 7L, 1 /TL; fir 1 < i < ¢
elementar-abelsch sind.

Algorithmus 5.2 (p-Reduktion und Kérperturm zum Verzweigungspolygon)

Input:
Ein Eisensteinpolynom f(z) € K|[z].

Output:
Der Koérperturm TL = TLyo D TLy D ... D TL,.1 DT D K. Die Korper L; sind die
Kérper zu Vy(, (vgl. Abschnitt 4.4) und 7' ist der Teilkérper des Zerfallungskorpers aus
Satz 5.8.
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p-ReduktionPlus(f(x))

T := p-Reduktion(f(x))
berechne mit VPTeilkorperturm(f(z)) den Korperturm L =Ly D ... D L, D K
sei g;(x) das Eisensteinpolynom fiir die Erweiterung L;/L; 1 fir 0 <i </ —1
erzeuge T'Ly 1 = T'(«) fiir eine Nullstelle o von g,_1(x)
fiir 7 von £ — 2 bis 0

erzeuge T'L; = T'L;1(«) fiir eine Nullstelle o von g;(x)
gib den Korperturm T'Lo D TLy D ... D TL, 1y DT D K zuriick

Bemerkungen zum Algorithmus:

Sei egp™ der Grad von f(x) und L/K die von f(x) erzeugte Korpererweiterung. Dann ist
L/ K die zahme Teilerweiterung vom Grad ey (vgl. Satz 4.17). Sie ist nach Satz 5.8 in
T /K enthalten und muss daher bei der Konstruktion im Algorithmus nicht beriicksichtigt
werden.

Die Polynome g¢;(x) € L;11[z], die in VPTeilkérperturm (Algorithmus 4.5) zur Konstruk-
tion des Korperturmes L = Ly D ... D Ly D K benutzt werden, sind Minimalpolynome
von Primelementen und damit eisenstein.

Die Erweiterung T'L; = T'L; 1 kann durch Adjunktion einer Nullstelle von g;(x) € L; 1]
erzeugt werden, weil das Polynom auch iiber T'L; . irreduzibel ist. Dies wird klar, wenn
man das Newton-Polygon von g;(x) betrachtet: Uber L;,; besteht es aus einem Segment
der Steigung 1/[L; : L;11], die iiber T'L; ;1 zu eq - kgV(ey,...,e)/[L; : Li11] transformiert
wird (vgl. Satz 5.8 ¢)). Da [L; : L;11] eine p-Potenz und eg - kgV (e, ..., e) teilerfremd zu
p ist, folgt mit Satz 2.17 die Behauptung.

5.3 Berechnung von Zerfillungskérpern

Das Verzweigungspolygon liefert im Allgemeinen nicht genug Informationen, um den
Zerféllungskorper eines Eisensteinpolynoms komplett theoretisch zu beschreiben. Es bie-
tet allerdings die Mdoglichkeit, die Berechnung des Zerfallungskorpers auf einem Compu-
ter zu beschleunigen. Dabei werden die Reduktion zur p-Erweiterung (Satz 5.8) und der
Teilkérperturm zum Polygon (Abschnitt 4.4) ausgenutzt.
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Der Standard-Algorithmus zur Berechnung des Zerfallungskoérpers durch sukzessives Fak-
torisieren ist von der folgenden Form. Er funktioniert fiir beliebige Grundkérper K und
ein beliebiges Polynom f(z) € K|x].

Algorithmus 5.3 (Zerfallungskorper iiber Trivialansatz)
Input: Ein Polynom f(x) € K|[x].

Output: Der Zerfallungskorper von f(z).
Zerfallungskorper(f(x))

initialisiere L := K und g(z) := f(z)
solange ¢(x) ungleich 1 ist

faktorisiere g(x) iiber L, bezeichne mit m(x) einen irreduziblen Faktor maxima-
len Grades und mit ¢;(x),. .., gx(x) die linearen Faktoren

setze g(x) := g(x)/(g1(x) - ... - gi(2))
erzeuge L := L(«a) fur eine Nullstelle a von m(z)

gib L zuriick

Ist n der Grad des Polynoms, benétigt Algorithmus 5.3 im schlimmsten Fall, wenn in
jedem Durchlauf der Schleife nur ein Linearfaktor abgespalten wird, n—1 Faktorisierungen.
AuBlerdem wéchst in diesem Fall der Grad der Korper, iiber denen faktorisiert wird, schnell
an, was die Faktorisierungen sehr aufwéndig macht.

Satz 5.8 bzw. Algorithmus 5.1 liefert uns im Falle eines Eisensteinpolynoms mit wenig
Aufwand einen wichtigen Teilkérper des Zerfallungskorpers. Die Tatsache, dass der ge-
suchte Korper eine p-Erweiterung iiber 7' ist, schriankt das Faktorisierungsverhalten von
f(z) stark ein. Es konnen iiber T bzw. Erweiterungen von 7' nur noch Faktoren von
p-Potenz-Grad auftreten. Der oben beschriebene worst case ist nicht mehr moglich. Da-
her wire eine Kombination aus Algorithmus 5.1 und Algorithmus 5.3 {iber T ein erster
verbesserter Ansatz zur Zerfallungskorperberechnung.

Algorithmus 5.4 geht noch etwas weiter. Er nutzt den Korper T sowie den Teilképerturm
zum Verzweigungspolygon (Abschnitt 4.4). AuBlerdem werden Methoden der lokalen Klas-
senkorpertheorie (Abschnitt 2.4) angewandt.

Algorithmus 5.4 (Zerfallungskorper iiber Verzweigungspolygon)
Input: Ein Eisensteinpolynom f(x) € Klz].

Output: Der Zerfallungskorper von f(z).
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VPZerfallungskorper(f(x))
(1) berechne mit VPTeilkorper(f(z)) erzeugende Polynome f(z) = fo(z),..., fo(x)
fiir die Teilkorper zu Vy(,)
(2) T := p-Reduktion(f(x))
falls Grad(f(z)) eine p-Potenz ist
(3) erzeuge N := T'(«) fiir eine Nullstelle o von fy(z)
sonst
(4) setze N :=T
fiir 2 von £ — 1 bis 0
(5) faktorisiere f;(x) iiber N: fi(x) = g1(x) - ... g.(x) € N[z]
(

6) erzeuge die Kérper M; := N(«;) fiir eine Nullstelle o; von g;(z) fir 1 < j <r
(7) berechne R := (| N(M;/N) < N*
j=1

)

(8) erzeuge die abelsche Erweiterung M /N mit N (M/N) =R
(9) setze N := M
gib N zuriick

Bemerkungen zum Algorithmus:

Sei L = Ly D Ly D ... D Ly D K der Teilkorperturm zu Vy (siehe Satz 4.17).
Das Eisensteinpolynom f;(x) € K[z| erzeugt die Erweiterung L;/K fiir 0 < i < {. Der
Algorithmus VPZerfillungskorper konstruiert sukzessive die Zerfiallungskorper der Poly-
nome fi(x), fo—1(z), ..., fi(x), f(x) iiber T und damit im letzten Schritt den gesuchten
Zerféllungskorper von f(x) iiber K, weil T Teilkorper des Zerfallungskorpers ist (Satz
5.8). Es folgen genauere Erlauterungen der einzelnen Schritte:

(1) Siehe Algorithmus 4.4.
(2) Siehe Satz 5.8 bzw. Algorithmus 5.1.

(3) Sei Grad(f(z)) = eop™ mit p 1 eg. Bei eg = 1 ist fy(z) irreduzibel iiber T' (vgl.
Algorithmus 5.2). Weil L,/ K galoissch ist, ist auch der erzeugte Kérper N := T'L,
galoissch iiber 7. Daher reicht es aus, die anschliefende fiir-Schleife mit f,_;(x) tiber
N zu beginnen.

(4) Bei eg # 1 enthélt T den kleinsten Teilkorper L, vom Grad e iiber K. Darum reicht
es in diesem Fall ebenfalls aus in der fiir-Schleife bei ¢ = ¢ — 1 zu beginnen.
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(5) Faktorisieren von Polynomen iiber p-adischen Korpern ist im Computer-Algebra-
System MAGMA implementiert. Es werden die Methoden von Sebastian Pauli (siche
[33]) genutzt.

(6) Wichtig fiir den néchsten Schritt ist, dass die Erweiterungen M; /N abelsch sind. Es
folgt ein kurzer Beweis:

Per Induktion nehmen wir an, dass N der Zerfallungskorper von f;1(x) iiber T, also
der normale Abschluss von T'L;,; iiber T ist. Weil T'L;/T'L; 1 abelsch ist (Satz 5.8
b)), muss auch NL;/N abelsch sein. Daraus folgt mit Satz 2.21, dass der normale
Abschluss von NL;/T (das ist der Zerfallungskorper von f;(x) iiber T') abelsch iiber
N ist. Daher miissen die Erweiterungen M;/N ebenfalls abelsch sein.

(7) Die Gruppe R entspricht nach Satz 2.25 der Normgruppe des Kompositums der
abelschen Erweiterungen M;/N fiir 1 < j <.

(8) Der Klassenkorper zu einer gegebenen Normgruppe kann in MAGMA erzeugt wer-
den. Das Verfahren wird in [31] beschrieben.

(9) Der Korper M ist der Zerfallungskorper von f;(z) iiber T und wird Grundkorper
fiir die Betrachtung von f;_;(x) im néchsten Schleifendurchlauf.

Zum Abschluss dieses Kapitels geben wir noch ein Verfahren an, das die Normgruppe
des Zerfillungskorpers im Grundkorper K und damit nach der Klassenkorpertheorie ei-
ne Beschreibung des maximalen abelschen Quotienten der Galoisgruppe bestimmt. Man
beachte, dass Galoisgruppen p-adischer Korpererweiterungen immer einen nicht-trivialen
abelschen Quotienten haben, da sie auflésbar sind (vgl. Satz 2.12). Auflerdem liefert der
Algorithmus eine obere Schranke fiir den Grad des Zerfallungskorpers. Er kommt ohne
Faktorisieren aus und ist daher deutlich schneller als die Algorithmen 5.3 und 5.4.

Wichtig fiir die Korrektheit des Verfahrens ist die folgende Aussage, die sich aus den
Hauptergebnissen der lokalen Klassenkorpertheorie (siehe Abschnitt 2.4) folgern 14sst.

Lemma 5.12

Seien M /L und L/K galoissche Erweiterungen p-adischer Korper und sei N der normale
Abschluss von M /K. Dann gilt

N(N/Ly= () oWN(M/L)).

ceGal(L/K)

Beweis: Es sei G = Gal(L**/K) und H = Gal(L*/(M N L*)). Der normale Abschluss
N von (M N L*)/K liegt nach Satz 2.21 in L*". Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
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und weil Gal(L*/L) abelsch ist, gilt

Gal(L*/N)= (H = ()| H° (5.8)

geG o€Gal(L/K)

wobei & eine beliebige Fortsetzung von o auf L*® bezeichnet. Sei py : L* — Gal(L**/L)
die Normrestabbildung von L. Sie hat die Eigenschaft, dass

pr(o(2)) = 57" pu(w) - & = pula)” (5.9)

fir alle z € L* und alle Automorphismen ¢ von L gilt (Lemma 2.24). Wieder bezeichnet
& eine Fortsetzung von o auf L*®. Nun kénnen wir die behauptete Gleichheit zeigen:

Mit Satz 2.23 und Lemma 2.27 erhalten wir
N(N/L)=N(NNL*/L) = N(N/L) = p;*(Gal(L*/N)).

Weiter gilt nach (5.8) und (5.9)

AR A B /)
oe€Gal(L/

c€Gal(L/K)

und damit die Behauptung. ]

Zur Vereinfachung der Notation bezeichnen wir den Korperturm T'L = T Ly D TL; D

.DTL, 1 DT D K aus dem Beweis von Satz 5.8, der mit p-ReduktionPlus (Algorith-
mus 5.2) berechnet werden kann mit Ky D K7 O ... D K, 1 D K; D K. Die Erweiterun-
gen K;/K; 1 fiir 0 <i </ —1 sind demnach total wild verzweigt und elementar-abelsch.
Die Erweiterung K,/ K ist zahm verzweigt und galoissch.

Algorithmus 5.5 (Normgruppe des Zerfillungskorpers)
Input:
Ein Eisensteinpolynom f(z) € Klx].

Output:
Die Normgruppe des Zerfallungskorpers von f(z) in K* und eine obere Schranke fiir den
Grad des Zerfallungskorpers iiber K.

NormgruppeZerfillungskorper(f(x))

berechne mit p-ReduktionPlus den Korperturm Ko D K1 D ... D K; D Ky = K
gib RekursivesKopieren(Ko, ..., K;1) zuriick
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RekursivesKopieren(Ky, . .., Kj)
(1) initialisiere ¢ := j — 1
solange K;/K; galoissch und i > 0 ist
(2) setze i :=1i— 1
falls 7 = 0 ist
(3) gib N(Ko/K;) und [K, : Kj] zuriick
4) Ry,n := RekursivesKopieren(Ko, ..., K;)
5) setze dy = | K/ Ry|
6) berechne die Automorphismen von K;/K; und speichere sie in der Liste A
)

7) berechne Ry := () o(Ry) < K[
oA

(
(
(
(

[K;: K ]

d Ky K] nl iG]
(8) setze dy := K] und n := %

(9) berechne Rz := N, /i, (R2) < K

J

gib R3; und n zuriick

Bemerkungen zum Algorithmus:

Der Algorithmus NormgruppeZerfillungskorper arbeitet mit seiner Unterfunktion Rekur-
siwesKopieren den Korperturm Ky D Ky D ... D K; D Ky 1 = K rekursiv von oben nach
unten ab. Die einzelnen Schritte von RekursivesKopieren werden jetzt genauer erlautert:

1) Die Funktion startet beim Korper K;. Die Erweiterung K,;_;/K; ist galoissch nach
( J & i j 18t g
Satz 5.8.

(2) Weil die Relativerweiterungen im Korperturm abelsch sind, kann die Abbruchbe-
dingung der solange-Schleife mit klassenkorpertheoretischen Methoden iiberpriift
werden. Setzen wir voraus, dass K1/ K; galoissch ist, so ist die Erweiterung K;/ K
genau dann galoissch, wenn N (K;/K;1) < K, unter allen Automorphismen von
Gal(K;41/K;) invariant bleibt.

(3) Wenn K,/K; galoissch ist, bricht die Rekursion ab. Der Algorithmus terminiert,
weil die falls-Bedingung spétestens beim Aufruf RekursivesKopieren(Ky, K1) erfillt
ist.

(4) Rekursiv erhalten wir hier die gesuchten Parameter fiir die Erweiterung K,/ K;. Die
Gruppe R; < K/ ist die Normgruppe der normalen Hiille N; von Ky/K; und n € N
ist eine obere Schranke fiir den Grad [N; : K;].
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(5) Die Ordnung der Faktorgruppe K;/R; entspricht dem Grad der maximalen abel-
schen Teilerweiterung von N; /K.

(6) Die Automorphismen der galoisschen Erweiterung K;/K; kénnen durch die Berech-
nung der Nullstellen des erzeugenden Polynoms in K; bestimmt werden.

(7) Sei N, die normale Hiille von K(/K;. Nach Lemma 5.12 ist Ry die Normgruppe von
N,/K,;.

(8) Zur Abschétzung des Grades von N;/K; betrachten wir N; als Kompositum der
zu N;/K; konjugierten Erweiterungen Ni(k)/Kj fir 1 < k < [K; : Kj|. Der Grad
kann maximal gleich [K; : K] - nf¢%il gein, wenn der Schnitt S der konjugierten
Korper gleich K ist. Mit dem Wert ds beriicksichtigen wir den maximalen abelschen
Teilkorper von S/K;, der uns nach (5) und (7) bekannt ist. Wenn es einen nicht-
trivialen Schnitt der Ni(k) iiber K; gibt, dann gibt es auch einen abelschen Schnitt,
denn die Gruppe Gal(S/K;) muss einen echten abelschen Faktor haben.

Natiirlich kann es iiber K; nicht abelsche Schnitte der konjugierten Korper geben,
die wir im Algorithmus nicht erkennen kénnen. Darum ist n im Allgemeinen nur
eine obere Schranke fiir den Grad [N; : K.

(9) Fiir den néchsten rekursiven Schritt benétigen wir die Normgruppe von N; tber K.
Es gilt N (N;/K;) = N, i, (N (N;/K3)) = N, i, (Ra).

Beispiel 5.2

Anhand des Polynoms f(z) = a® + 42° + 82° + 22* + 122 + 8z + 2 € Qy[z] soll noch
einmal der Ablauf des Algorithmus erldautert werden. Die relevanten Koérperdiagramme
sind in Abbildung 5.3 dargestellt. Das Diagramm links unten zeigt den tatséchlichen
Zerfallungskorper und die fiir den Algorithmus wichtigen Unterkoérper. Das Diagramm
rechts oben zeigt den Zerfallungskorper, so wie er im Algorithmus erkannt wird.

Das Polygon Vy(,) besteht aus drei Segmenten. Die Segmente haben alle ganzzahlige
Steigungen und die zugeordneten assoziierten Polynome zerfallen in Linearfaktoren {iber
Qy = Fy. Damit ist der Korper T' aus Satz 5.8 gleich Q, und der von p-ReduktionPlus
berechnete Korperturm Ky O K; D Ky D Qy entspricht dem Korperturm Ly O Ly D
Ly D Q9 zum Verzweigungspolygon aus Abschnitt 4.4. Dieser Koérperturm ist in beiden
Diagrammen durch fett gedruckte Linien hervorgehoben. Man beachte, dass alle anderen
Korper im Algorithmus nicht konstruiert werden, sondern nur ihre Normgruppen.

Der Algorithmus startet mit RekursivesKopieren(Lg, L1, Lo, Q3). Weil L1 /Qq und Lo/ Lo
nicht galoissch sind, wird N (Ny/Ls),8 :=RekursivesKopieren(Lg, L1, L2) mit Hilfe von
N (Ly/L1),2 :=RekursivesKopieren(Lo, L1) berechnet. Der Korper Ny, ist die normale
Hiille von Lg/Ls. Bis zu diesem Zeitpunkt sind die berechneten Daten noch exakt: Der
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Abbildung 5.3: Zerfillungskorper von f(x) = 2® +42° + 825 + 22% +122% + 82 + 2 € Qy[z]

Grad von Nj, iiber Ly ist gleich 8 und durch die Gruppe R := N(N/Ly) mit Ly /R =
Cyx Cy wird der maximale abelsche Teilkorper A von Ny /Ls beschrieben. Die Erweiterung
L/ Ly ist konjugiert zu Lo/ Lo.

Im ersten Durchlauf von RekursivesKopieren wird nun der Grad des Kompositums Ny, Ny,
abgeschitzt und die Normgruppe bestimmt (Schritte (5) bis (9)). Mo/Q2 bzw. M|/Q, sind
zu Lg/Qy konjugierte Erweiterungen und Ny, ist deren normaler Abschluss iiber Ly. Von
diesem linken , Teilbaum® des Korperdiagrammes kennen wir den Grad [Ny, : Ly = 8
und die Normgruppe o(R) < L fiir Gal(Ly/Q2) = (o). Wir erkennen, dass o(R) = R
ist, also dass Ny, und Ny, denselben maximal abelschen Teilkorper A iiber Lo haben. Wir
erkennen im Algorithmus nicht, dass der Schnitt in Wirklichkeit noch gréfler ist, ndmlich
dass Ny = Np = N gilt (linkes Korperdiagramm). Unsere Abschétzung fir [N : Qo]
(nach dem rechten Diagramm) fallt daher mit [N : Q3] < 32 um den Faktor 2 zu gro8
aus.

Als Normgruppe von N in Q3 erhélt man nun Ny, q,(R). Sie korrespondiert zum maxi-
malen abelschen Teilkorper A; von N/Qe mit Gal(A;/Qy) = Cy x Cy. Die Galoisgruppe
von f(x) ist in diesem Beispiel die Gruppe 8Ty in der Nummerierung der transitiven Per-
mutationsgruppen nach [4]. Thr Normalteiler Gal(N/Ly) ist isomorph zur Gruppe Dg, der
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Diedergruppe mit 8 Elementen. °

Weil der maximale abelsche Teilkorper des Zerfillungskorpers die maximale unverzweig-
te Teilerweiterung enthdlt (vgl. Satz 3.1), kann man diese an der Normgruppe able-
sen. Zusammen mit Algorithmus 5.1 zur p-Reduktion gibt uns darum das eben vorge-
stellte Verfahren die Moglichkeit, auch den maximalen zahm verzweigten Teilkdrper des
Zerfallungskorpers zu berechnen:

Algorithmus 5.6 (Maximaler zahm verzweigter Teilkorper des Zerfallungskorpers)

Input: Ein Eisensteinpolynom f(z) € Klz|.
Output: Der maximale zahm verzweigte Teilkorper des Zerfallungskorpers von f(x).
ZahmerZerfillungskorper(f(x))

(1) berechne die Normgruppe R < K* des Zerfallungskorpers mit
AQZerfillungskorper(f(x))
(2) T := p-Reduktion(f(x))

(3) bestimme das maximale f € N mit
R < {nf) x (Gi) x (14 ) < K™

(4) erzeuge die unverzweigte Erweiterung 7'/T vom Grad ﬁ

(5) gib T zuriick

Bemerkungen zum Algorithmus:

(2) Der Korper T' enthilt nach Satz 5.8 schon alle total zahm verzweigten Anteile des
Zerfallungskorpers. Es kann nur noch Trégheit zum maximalen zahm verzweigten
Teilkorper fehlen. Diese Trégheit wird im néchsten Schritt ermittelt.

(3) Esist K* = (m) x {(,_1) X (1+ ) (vgl. Satz 2.22). Die Untergruppen R; := (7/) x
(C4-1) X (1 + p) fiir f € N sind die Normgruppen der unverzweigten Erweiterungen
vom Grad f iiber K (siehe z.B. [31]). Eine abelsche Erweiterung L/K enthilt genau
dann die unverzweigte Erweiterung vom Grad f, wenn N (L/K) < Ry ist (vgl. Satz
2.25).

(4) T ist gleich dem Kompositum von 7 und der unverzweigten Erweiterung vom
Grad f iiber K und damit der gesuchte maximale zahm verzweigte Teilkorper des
Zerfallungskorpers.



Kapitel 6

Galoisgruppen

In diesem Kapitel bestimmen wir, ausgehend von den Resultaten zum Zerfiallungskorper
in Kapitel 5, Galoisgruppen von Eisensteinpolynomen. Wichtig ist die Bemerkung, dass
dafiir nicht der komplette Zerfallungskorper ausgerechnet werden soll. Wir unterscheiden
die Polynome nach der Anzahl der Segmente in ihrem Verzweigungspolygon. Je mehr
Segmente es gibt, desto komplizierter ist die ,, Verzweigungsstruktur® der Galoisgruppe
bzw. des Zerfallungskorpers (vgl. Abschnitt 4.3 und Abschnitt 4.4).

Bei einem Segment zeigen wir, wie man eine Beschreibung der Galoisgruppe als Untergrup-
pe einer affin-linearen Gruppe bzw. als Gruppe von Permutationen eines F,-Vektorraums
mit wenig Aufwand berechnen kann (Abschnitt 6.1). Das Ergebnis stellt eine Verallge-
meinerung der Arbeit [36] von D. Romano dar.

Danach bauen wir auf dem Resultat fiir ein Segment auf und kénnen die Galoisgruppe im
Fall von zwei Segmenten als Gruppenerweiterung und letztendlich als endlich préisentierte
Gruppe konstruieren (Abschnitte 6.2 und 6.3). Dafiir ist schon deutlich mehr Rechenauf-
wand notig.

6.1 Ein Segment im Verzweigungspolygon

Sei f(x) € K|[z] ein Eisensteinpolynom vom Grad p™, dessen Verzweigungspolygon aus ge-
nau einem Segment besteht. Ausgehend von den theoretischen Resultaten zum Zerfallungs-
korper von f(z) in Abschnitt 5.1 kénnen wir nun eine Beschreibung von G = Gal(f(x))
herleiten, ohne den Zerféllungskoérper zu berechnen.

72
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Wir erinnern an die Notation aus Abschnitt 5.1:

Das Polygon Vy(,) habe die Steigung —h/e mit ggT(h,e) =1 = ae + bh fiir a,b € Z, das
assoziierte Polynom A(y) € K[y| und assoziierte Trégheit f; (vgl. Definition 4.5).

Der Zerfallungskorper N ist ein Korperturm N/U/L/K mit L = K(«) fiir eine Nullstelle
a von f(z), U/L unverzweigt vom Grad f = kgV(f1,[L(() : L]) und N = U(v/—¢cba) fur
e € O beliebig mit A(—¢) = 0 (vgl. Satz 5.3).

Das folgende Lemma fasst zusammen, was wir schon iiber die Gruppe G wissen:

Lemma 6.1

a) G ist ein semidirektes Produkt G1 x H, wobei Gy die erste Verzweigungsgruppe von
G und H = Gal(N/L) ist (siehe auch Abbildung 6.1).

b) Die Reihe der Verzweigungsgruppen von G hat die Form
GZGozGl:GQI...IGh>Gh+1I{id}
und es gilt Gy = C}".

c¢) Sei ¢ eine (¢ —1)-te Einheitswurzel in U. Wir kénnen die zahme Erweiterung N/L
wie in Satz 8.2 als N = L((,/C"a) fiir ein 0 < r < e mit (" = —&® mod aOy
schreiben. Die Gruppe H wird von den Automorphismen

0¢GN/ Ca—= Y/ Ca und T ¢ (/o= Y/ Ca
mit k = @ und { = qu_l erzeugt.

Beweis: Sei T' der maximale zahm verzweigte Teilkorper von N/K. Aus Verzweigungs-
griinden gilt L N 7T = K. Auflerdem ist LT = N und 7'/K galoissch nach Korollar 5.5.
Daraus folgt die Aussage a) mit dem Hauptsatz der Galoistheorie (vgl. Abbildung 6.1).
Behauptung b) wurde in Lemma 5.6 bewiesen.

Zu c): Weil U die e-ten Einheitswurzeln enthilt, ist ggT(e, ¢/ — 1) = e. Damit ist N/L
nach Satz 3.2 konjugiert zu einer der Erweiterungen L((, /(") fiir 0 < r < e. Der Para-
meter r ist nach Lemma 3.5 durch (" = —* mod aOy bestimmt. Da N/L galoissch ist,
kann man schlieflich wie in Satz 3.2 ¢) die Automorphismen angeben. O

Wir kennen also die Struktur des Normalteilers Gy von G als abelsche Gruppe und haben
eine explizite Beschreibung eines Komplementes H zu Gy durch erzeugende Automorphis-
men. Es fehlt noch die Operation von H auf GG; im semidirekten Produkt G = G; x H.
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7N,
N

Abbildung 6.1: Gal(f(z)) als semidirektes Produkt G; x H
Fiir die in den Beispielen 4.1 und 5.1 betrachteten starken Eisensteinpolynome vom Grad
p™ zeigt D. Romano in [36], dass die Galoisgruppe isomorph zu
Fhn > (Frm % Gal(Fpm /Fpm N K))
ist. Die Operationen der semidirekten Produkte sind die kanonischen Operationen.

In unserem allgemeineren Kontext werden wir die Gruppe Fjn x Gal(Fym /Fpm N K),
die unserer Gruppe H entspricht, in Form einer Matrixgruppe aus GL(m,p) angeben.
Insgesamt erhalten wir so die Gruppe G als Untergruppe der affinen Gruppe AGL(m, p).

Fiir den Rest des Abschnitts sei 7 ein Primelement im Bewertungsring Oy des Zerfallungs-
korpers und o = 7Oy das maximale Ideal. Die Galoisgruppe G operiert sowohl auf den
Faktoren G;/Gi;1 (per Konjugation) als auch auf den Faktoren p'/p'™! fiir i > 1. Diese
beiden Operationen setzen wir nun in Beziehung.

Lemma 6.2
Die Abbildungen

O;: Gi/Giy1 — (@i/@”l, +) 1 0Gip (@ - 1) + @Hl

firi>1 sind
a) Monomorphismen,
b) unabhingig von der Wahl des Primelementes,
c¢) wvertriglich mit der Operation von G auf G;/Giy1 bzw. ©'/9""t. Das heifit, es gilt
7(0i(0Git1)) = Bi(07Gita)

fiir alle o € G; und alle T € G.
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Beweis: a) Wir zeigen zunéchst, dass

D, : Gy — (9t +) o — (@— ) +

(14 b1) und oo(m) =

ein Homomorphismus ist. Dafiir seien 01,09 € G; mit o1(7) = 7
) + CI)Z( ) (bl + bg) + piH.

7(1 4 by) fiir by, by € @' (vgl. Definition 2.11). Es gilt ®;(0y
Fiir ®;(0109) erhalten wir

®;(0102) = (M _ 1) 4ot = (02(7(1 +01)) 1) + it

™ ™

(b o) Y, o

™

= (09(b1) +b2) + o'

Per Definition der Verzweigungsgruppen gilt v (o2(by) —b1) > i+ 1 und damit oo(by) = by
mod "™, Daraus folgt ®;(0109) = ®;(07) + P;(02).

Die Injektivitdt von ©; sieht man jetzt leicht ein, denn G, ist gerade der Kern von ;.

b) Sei 0 € G; und " = e fiir ein ¢ € O ein weiteres Primelement von N. Es gelte
o(r) = m(1+b) und o(7’) = 7/(1 + ) = en(1 + V) fiir b0/ € p'. Behauptung b) ist
Aquivalent zu b = b mod p'™!. Wir kénnen das Bild von 7’ auch als o(7) = o(em) =
o(g)m(1 + b) schreiben. Gleichsetzen ergibt, dass

ole)—e=¢eb —o(e)b

gelten muss. Wegen o(¢) = ¢ mod o' (nach der definierenden Eigenschaft von o € G;)
folgt daraus, dass &’ =b mod p'* ist.

Zum Beweis von ¢) sei 0 € G; und 7 € G. Es gelte o(7) = n(1+0), 7(7) = er und 77 (7) =
nm fir b € ' und Einheiten &, von Oy mit 7(n) - ¢ = 1. Dann ist 7(0;(cG;y1)) =
7(b) + o', Zur Bestimmung von ©;(c7G;41) berechnen wir

To(r(m) | _rletm) | _ (o) 7(x) - A+7(0)
_ (o) '87;' (1+70) 5 _ T(o(n) e (1+7(b)) — 1.

Mit der gleichen Begriindung wie oben gilt o(n) =7 mod ! und damit 7(c(n)) - ¢
7(n) e =1 mod . Insgesamt folgt daraus

0:i(07Giy1) = (T(U(T;l(ﬂ'))) _ 1) + pi+1 = 7(b) + pz‘+1

wie behauptet. O
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Damit kénnen wir jetzt die Galoisgruppe von f(x) als Untergruppe der AGL(m, p) bzw.
als Gruppe von Permutationen des Vektorraumes (F,)™ angeben. Man beachte, dass in
unserem Fall fiir die erste Verzweigungsgruppe G = G} /Gp11 gilt (Lemma 6.1 b)), wir
also den Homomorphismus 0, auf G; anwenden diirfen.

Satz 6.3
Sei f(x) € K[x] ein Eisensteinpolynom vom Grad p™ mit einsegmentigem Verzweigungs-
polygon der Steigung —h/e. Dann ist Gal(f(z)) isomorph zur Gruppe

G={tay: (F)™ = (F)" x> za+v|acH <CL(m,p), ve (F,)"}

von Permutationen des Vektorraums (F,)™. Es gilt H' = (S,T), wobei die Matrizen S,T
die Operation der Automorphismen o, T aus Lemma 6.1 ¢) auf ©,(G1) = On(Gr/Gre1) <
(" /"t +) beschreiben (vgl. Lemma 6.2).

Beweis: G = Gal(f(x)) ist nach Lemma 6.1 a) ein semidirektes Produkt G x H, dabei ist
G die erste Verzweigungsgruppe und H die zahme von den Automorphismen o, T erzeugte
Untergruppe. Die Gruppe G ist ebenfalls ein semidirektes Produkt G; x H mit Gy = {50
z—x+v|ve (F,)" und H = {u, : © + za | a € H'}. Die Operation von H auf
G entspricht der Multiplikation eines Vektors mit einer Matrix: s : z — (za™' 4 v)a =
x+wa. Es gilt G; =2 0,(Gy) & G, nach Lemma 6.2 und H = H' 2 H nach Konstruktion
von H' bzw. H. (H operiert treu auf ©,(G;) = C}' und bettet so in GL(m,p) ein.)
Betrachten wir nun G; bzw. ©,(G1) und Gy als H-Moduln, dann sind die zerfallenden
Erweiterungen G' und G genau dann isomorph, wenn ©, ein Modulisomorphismus ist
(siche z.B. [1], Kapitel XIII, Abschnitt 1). Genau diese Eigenschaft der Homomorphismen
0O; wurde in Lemma 6.2 ¢) gezeigt. O]

Fiir die Beschreibung der Galoisgruppe nach Satz 6.3 benotigen wir den Teilmodul ©,(G1)
>~ T\ des H-Moduls (p" /", +) = IF;f, denn im Allgemeinen gilt natiirlich ¢/ > p™. Im
folgenden Lemma zeigen wir, dass man ©(G) leicht aus den Nullstellen des assoziierten
Polynoms A(y) berechnen kann. Dafiir erinnern wir an die Darstellung N = L({, ) mit
7 = /("a des Zerfillungskorpers (Lemma 6.1) und bezeichnen mit d = pm6_1 den Grad
von A(y) (vgl. Definition 4.1).

Lemma 6.4
Seien uy, ..., uq die Nullstellen von A(y) in N und a,b € N mit ae — bp™ = 1. Es gilt:

a) Fir1 <i < d ezistieren die e-ten Wurzeln aus u;/(C"™) in N; wir bezeichnen sie
mit Uity .-y Uje-

b) Die Bilder von G unter Oy, sind

{04 " aumt + " |1<i<d 1<j<e}.
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Dabei bezeichnet w; ; einen Lift von u; ; € N nach Oy.

Beweis: Die Nullstellen —1 + % (2 < 4 < p™) des Verzweigungspolynoms g(x) haben
N-Bewertung h und damit die Form 7" fiir ein v € Oy. Daraus folgt mit Lemma 4.3
b), dass die Nullstellen von A(y) von der Form

(W)e) _ (wcr—a ")e) _ e

al al

sind. Das zeigt Behauptung a).

Der Homomorphismus O, ist unabhéngig von der Wahl des Primelements (Lemma 6.2
b)), darum kénnen wir wie im Beweis von Lemma 4.9 auch das Primelement 7/ = a®/3°
zur Untersuchung der Bilder benutzen. Die Zahlen a,b € N erfiillen obige Bedingung und
[ ist ein Primelement des maximal zahm verzweigten Teilkérpers 7" von N. Ebenfalls
wie bei Lemma 4.9 nutzen wir jetzt eine Darstellung der Nullstellen von g(z) in K:
a;/a =1+ 6aM* fiir ein § € OX. Die Elemente § und o/ miissen im Allgemeinen nicht
in N liegen! Nach diesen Vorbereitungen gilt fiir o € G,

! a b Na
J(W)—1:ﬁﬁ——1:(%> —1=adaMe 1 ...
! G0 a® e

wegen p { a. Das Bild ©,(c) ist also die Nebenklasse von ada//¢ 4 ... in p"/p"*1. Um
einen schéneren Reprisentanten (6 und o//¢ sind i.A. nicht in N) fiir diese Klasse zu
finden, setzen wir die beiden verschiedenen Darstellungen der Nullstellen von g(z) gleich:

h h
v/ (" ——50/1/6(:)5——760 )
Daraus folgt

o(m') e/ h Y
T—lzcw\/(?“ Va'+ . =ay/Ca +...=ayr" ...

mit v € Oy, also
o(r’)

7-{-/

— 1 = ayr" mod P

Damit erhélt man Behauptung b). Jede der d = (p™—1)/e Nullstellen von A(y) liefert uns
e Elemente v (e-te Wurzeln aus 7¢). Somit haben wir zusammen mit 0 + "' = ©,,(id)
alle p™ Bilder von ©, beschrieben. ]

Jetzt konnen wir ein Verfahren zur Bestimmung der Galoisgruppe eines Eisensteinpoly-
noms mit einsegmentigem Verzweigungspolygon nach Satz 6.3 angeben. Der Algorithmus
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konstruiert nicht den Zerfallungskorper. Er bestimmt mit Algorithmus 4.2 das Polygon
und das assoziierte Polynom, danach wird nur noch im endlichen Kérper N gerechnet.
Daher reichen die ersten Summanden der p-adischen Normalreihen der Koeffizienten von
f(z) sowie eine Darstellung der Primzahl p in Ok als Eingabedaten aus (vgl. Satz 4.13).

Algorithmus 6.1 (Galoisgruppe bei einem Segment)
Input:
Ein Eisensteinpolynom f(z) € K[z] vom Grad p™ mit einsegmentigem Polygon Vy(y).

Output:
Die Gruppe Gal(f(z)) als Untergruppe der AGL(m, p) bzw. Gruppe von Permutationen
des Vektorraums (F,)™.

GaloisGruppeFEinSegment(f(x))

(1) berechne Vy(,) und das Polynom A(y) € Fy[y] mit VerzweigungspolygonPlus(f(x))
(2) berechne die Steigung —h/e von V()
(3) bestimme die assoziierte Tragheit f; zu Vy(,) und setze f :=kgV(fi, [K(¢) : K)
(4) berechne a, a, b, b € N mit ae — ap™ = 1 und bh — be = 1
(5) erzeuge FF,s und fixiere einen Erzeuger ¢ von F;f
(6) berechne die Nullstellen uy, ..., uq von A(y) in F
(7) bestimme r € {0,...,e — 1} mit r = v’ mod e fiir v’ aus " = —((—u;)?)
(8) initialisiere M := (1) < IF(; und i :=1
wiederhole
(9) berechne die e-ten Wurzeln w; 1, . . ., u; . aus u;/¢"™"
(10) erzeuge M := (M, au; 1, ..., au;e) < ]F;f
(11) setze i :=1i + 1
bis |M| = p™ ist
12) wéhle eine F,-Basis B = {by,...,b,,} von M
13) setze £ := (¢/ —1)/eund k :=1(q —1)/e

14) bestimme den von (* — (% induzierten Automorphismus s von M

16) bestimme den von (% — ("**% induzierten Automorphismus ¢ von M

(12)
(13)
(14)
(15) bestimme die Darstellungsmatrix S € GL(m,p) von s zur Basis B
(16)
(17) bestimme die Darstellungsmatrix 7' € GL(m, p) von ¢ zur Basis B
(18)

18) gib G = {tap : (F,))™ — (Fp)" :x—za+v | a€ (S, T), ve (F,)™} zuriick
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Bemerkungen zum Algorithmus:

Algorithmus 6.1 rechnet zur Bestimmung der Operation der zahmen Untergruppe H
auf G in IF;f > (p"/p"1 +). Es wird dabei implizit der Isomorphismus ) : F;f —
(/"L 4) s u— urh 4+ " benutzt (vgl. [29], Kapitel 1, Lemma 1.17).

(1) Siehe Algorithmus 4.2. Das assoziierte Polynom A(y) ist eigentlich ein Polynom iiber
L, wobei L = K («) fiir eine Nullstelle a von f(x) ist. Es gilt aber L = K = F,.

(3) Vgl. Algorithmus 5.1, Schritt (4).
(4) Die Zahl b wird fiir Schritt (7) und a fiir Schritt (10) benétigt (vgl. Lemma 6.4).

(5) Die Gruppe F;f ist zyklisch von der Ordnung ¢/ — 1. Die Standard-Methode zur
Bestimmung eines Erzeugers ( berechnet die Ordnung zufillig gewéhlter Elemente
aus Iy bis ein Element maximaler Ordnung gefunden ist. Im Weiteren kann mit der
F,-Basis 1,(,...,¢ (@) /=1 figy IF,s gerechnet werden. Dies erleichtert die Verifikation
der Automorphismen in den Schritten (14) und (16).

(6) Die Nullstellen kénnen z.B. durch eine Faktorisierung von A(y) iiber F, s bestimmt
werden. Nach Definition 4.5 zerfillt A(y) iiber F s in Linearfaktoren.

(7) Siehe Lemma 6.1 c¢). Die Zahl r kann wie in Algorithmus 3.1 ohne die Berechnung
eines diskreten Logarithmus bestimmt werden.

(9) Die e-ten Wurzeln existieren nach Lemma 6.4 a). Sie konnen z.B. durch Faktorisieren
der Polynome z¢ — u; /(™ € Fs[z] berechnet werden.

(10) Aufgrund von Lemma 6.4 b) ist M bei jedem Schleifendurchlauf eine Untergruppe
des H-Moduls ©,(G1) < (¢"/p"*',+). (Wir identifizieren (p"/p"*!, +) und F,
tiber den oben angegebenen Isomorphismus ¢.) Spétestens bei i = d = Grad(A(y))
ist die Abbruchbedingung der Schleife erfiillt. Dann gilt M = ©,(G1) = C}'.

(13) Die Werte ¢ und k werden fiir die Operation der Automorphismen ¢ und 7 mit
H = (o, 7) auf M benétigt (vgl. Lemma 6.1 c)).

(14) Der (Gruppen-)Automorphismus s beschreibt die Operation des Kérperautomor-
phismus o auf M. Es gilt o((¢)'7" + p"*1) = (O)Fixh + pht! fiir 0 < i < ¢/ —2
nach Lemma 6.1 c).

(15) Die Bilder der Basiselemente sind durch die Bilder der Elemente ¢* fiir 0 < i < ¢/ —2
eindeutig bestimmt.
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(16) Der (Gruppen-)Automorphismus ¢ beschreibt die Operation des Kérperautomor-
phismus 7 auf M. Es gilt 7((¢)'n" + p"t!) = (()" x4+ pht! fiir 0 < i < ¢/ — 2
nach Lemma 6.1 c).

(18) Siehe Satz 6.3.

Fiir die Abschitzung der Laufzeit von Algorithmus 6.1 klammern wir die vom Zufall
abhéngige Suche eines Erzeugers der multiplikativen Gruppe F;f in Schritt (5) aus. Es sei

nur bemerkt, dass die Wahrscheinlichkeit einen Erzeuger zu treffen bei o(¢f —1)/(¢f — 1)
liegt, wobei ¢ die Eulersche ¢-Funktion bezeichnet. Die Berechnung der Ordnung ist dann
durch wiederholtes Quadrieren in O(nlogq) Rechenschritten moglich (vgl. Algorithmus
3.1).

Satz 6.5
Unter der Voraussetzung, dass ein Erzeuger von F, bekannt ist, ist Algorithmus 6.1 zur
Galoisgruppenberechnung bei einem Segment polynomiell im Grad n des Eingabepolynoms
und log q.

Beweis: Kritisch sind nur die Polynomfaktorisierungen in den Schritten (3), (6) und
(9) sowie Schritt (7). Die ersten beiden Faktorisierungen zur Berechnung der assozi-
ierten Tragheit und der Nullstellen des assoziierten Polynoms lassen sich wegen d =
Grad(A(y)) = (n — 1)/e und f < n (vgl. Korollar 5.4) durch P(n,¢") = O(n"/?logq)
abschétzen (siehe Lemma 2.30). Gleiches gilt fiir die Faktorisierungen der Grad e Polyno-
me in Schritt (9). Schlielich ist mit dem gleichen Trick wie bei Algorithmus 3.1 auch die
Berechnung des diskreten Logarithmus ,modulo e in Schritt (7) in polynomieller Zeit
moglich. O]

Beispiel 6.1
Wir demonstrieren den Ablauf von Algorithmus 6.1 am Beispiel des Polynoms

fl@) =2 +32%° + 327 + 32 + ... + 32" + 3 € Qsz].

Das Verzweigungspolygon Vy(,) besteht aus genau einen Segment, welches die Punkte
(0,10) und (80,0) verbindet, hat also Steigung —h/e = —1/8. Als assoziiertes Polynom
erhiilt man A(y) = y'° + 2 € F3[z| und eine Faktorisierung iiber Fy liefert y'® + 2 =
(y+1D)(y+2)(y*+...)(y* +...). Die assoziierte Trigheit ist demnach gleich 4 und wegen
[Q3(¢s) - Q3] = 2 haben wir f = 4 und rechnen in Fg1. Sei ¢ ein Erzeuger von [F3;, also eine
primitive (3! — 1)-te Einheitswurzel. Wir nehmen die 1 als Nullstelle u; von A(y), wihlen
b =9 in Schritt (4) und erhalten r = 0 in Schritt (7). Daraus folgt ¢ = 10 und & = 0
in Schritt (13). In diesem Beispiel miissen wir keine e-ten Wurzeln berechnen, um M zu

bestimmen. Denn wegen Grad(f(z)) = 3%, gilt M = F;,. Daher erhalten wir die Matrix
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S € GL(4, 3) als Darstellungsmatrix des von ¢’ +— (1% induzierten Automorphismus von
F4,. Beziiglich der Basis 1,¢,¢?,¢? ist das

S:

— =N
N
N = DN
DN = =N

Analog ergibt sich die Matrix T' € GL(4, 3) iiber den von ¢’ — ¢* induzierten Automor-
phismus:

1 000
0001
T_1111
0 211

Gal(f(z)) ist damit isomorph zur Gruppe

G = {ton: (F3)' = (F3)' x> zatv|a€(ST), ve (F3)'}
>~ (CF x (S, T)

der Ordnung 3*-8-4 = 2592. Anschaulich haben wir ausgenutzt, dass der Zerfillungskorper
von f(x) nach Satz 5.3 von der Form N = L(§, /) ist. Dabei bezeichnet £ eine primitive
(3% —1)-te Einheitswurzel in N, L/Qs die von f(x) erzeugte Erweiterung und « eine Null-
stelle von f(z). Die Matrizen S und T entsprechen der Operation der Automorphismen

o0& EVam Vamd T 6 & Vam Va
von Gal(N/L) auf (pn/p%,+) = Fa,. o

Fiir die spéatere Anwendung bei der Galoisgruppenberechnung im zweisegmentigen Fall
betrachten wir nun noch eine etwas allgemeinere Situation:

Sei o Nullstelle eines Eisensteinpolynoms f(z) vom Grad p™ mit einsegmentigem Poly-
gon V) und L = K (). Weiter sei T = K ((, v/(") fiir eine primitive (¢/ — 1)-te Ein-
heitswurzel ¢ eine galoissche zahm verzweigte Erweiterung in ihrer Standard-Darstellung
nach Satz 3.2 a). Als zusitzliche Bedingung setzen wir voraus, dass das Kompositum
N := LT = K(a,(, /¢"r) ebenfalls galoissch iiber K ist.

Wir verallgemeinern nun die von H. Hasse in [12], Kapitel 16 verwendete Methode zur
Bestimmung von erzeugenden Automorphismen und einer endlichen Présentation fiir die
Galoisgruppe einer zahmen Erweiterung (vgl. Satz 3.2) auf die etwas kompliziertere Fr-
weiterung N/ K. Dabei geben wir die Automorphismen anhand ihrer Wirkung auf den drei
Elementen o, und /(" an. In der endlichen Priisentation benutzen wir die Notation
[91, g2] := g7 95 9192 fiir den Kommutator zweier Gruppenelemente gy, go.
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N

/N

L T

NS

K

Abbildung 6.2: Gal(N/K) ist ein semidirektes Produkt G; x Gal(N/L)

Fiir den folgenden Algorithmus brauchen wir noch einige weitere Vorbemerkungen:

Weil die Kérper T' und L aus Verzweigungsgriinden trivialen Schnitt haben, ist G =
Gal(N/K) ein semidirektes Produkt Gal(N/T) x Gal(N/L), bei dem der Normalteiler
G1 = Gal(N/T) die erste Verzweigungsgruppe von G und die Untergruppe Gal(/N/L) iso-
morph zur Faktorgruppe Gal(T/K) ist (vgl. Lemma 6.1 und Abbildung 6.2). Das Polygon
Vn/r besteht aus einem Segment mit ganzzahliger Steigung nach Lemma 4.9, was genau
einen Sprung in der Filtration der hoheren Verzweigungsgruppen von G, impliziert (siehe
Lemma 5.6). Sei —h diese Steigung und g das maximale Ideal von Oy. Wir werden im
Algorithmus den Monomorphismus 0, aus Lemma 6.2 nutzen, der Gy in (p"/p"™!, +)
einbettet.

Algorithmus 6.2 (Galoisgruppe bei einem Segment mit Automorphismen)

Input:

Eine galoissche Erweiterung N = K («, (, /¢"7) mit den oben beschriebenen Eigenschaf-
ten. Insbesondere ist a Nullstelle eines Eisensteinpolynoms f(z) € K[z] vom Grad p™
mit einsegmentigem Verzweigungspolygon und ¢ ist (¢/ — 1)-te Einheitswurzel.

Output:
Die Gruppe Gal(/N/K) als endlich prasentierte Gruppe, sowie eine Liste von Automorphis-
men von N/K, die zu jedem Erzeuger der endlichen Présentation einen Automorphismus
enthalt.

GaloisGruppeFEinSegmentPlus(N/ K, f(x))

(1) berechne die Nullstellen & = avy, ..., aym von f(z) in N

(2) setze k := @ und ¢ := qu*l und erzeuge die Automorphismen

o ay = ar, - G/ C/ O und Ty - g, e /O e R/

von N/K
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(3) erzeuge G := (s,t | s° = 1,t/ = 5", s = s%) und initialisiere A := [0, 7]

(4) wéhle aus den Automorphismen

0; 1 a1 g, (= G /0 = Y/ (2< i< p™)

m Erzeuger oy, ..., 0, von Gy = Gal(N/T') und fiige sie zu A hinzu

(5) berechne die Erzeuger ©y(01), ..., 05(0,,) von O,(G1) < (ph/ph*L, +)

(6) fiige der Prisentation G die Erzeuger ay, ..., a,, und die Relationen [a;, a;] = a? =1
fir 1 <i < j < m hinzu, identifiziere a; mit O,(c;) fir 1 <i <m

(7) bestimme fiir 1 < ¢ < m die Worte s; und ¢; in ay,...,ay, die 0(©4(0;)) bzw.
7(On(0;)) entsprechen

(8) fiige die Relationen af = s; und at = ¢t; fir 1 <4 < m zu G hinzu

(9) gib die Gruppe G und die Liste A zuriick

Bemerkungen zum Algorithmus:

(1) Die Nullstellen kénnen z.B. durch eine Faktorisierung in N[z] bestimmt werden. Das
Polynom f(z) ist auch irreduzibel tiber T', es gilt also N = T'(c;) und die Elemente
von Gy = Gal(N/T) sind durch oy — «; (1 <@ < p™) bestimmt (vgl. Schritt (4)).

(2) Die Automorphismen o, 7 kénnen in dieser Form angegeben werden, weil Gal(N/K)
ein semidirektes Produkt ist (siehe Vorbemerkungen). Sie sind (triviale) Fortsetzun-
gen der entsprechenden Automorphismen der Teilerweiterung 7'/ K (vgl. Satz 3.2 ¢))
und erzeugen die Untergruppe Gal(N/L).

(3) Die endliche Prisentation G beschreibt diese Untergruppe bei Identifizierung von
s,t mit o, 7. Es gilt Gal(N/L) = Gal(T/K) = G.

(4) Esist Gy = ). Weil wir die Automorphismen von Gy explizit gegeben haben lassen
sich m linear unabhéngige Elemente leicht ermitteln.

(5) Fiir die Berechnung von ©,(G1) kénnen wir ein beliebiges (Lemma 6.2 b)) Primele-
ment 7y von N withlen. Es gilt dann ©,(0;) = (0y(7y)/7n — 1) + "L

(6) Esist (ar,...,am | [ai,aj] =a} =1fir1 <i<j<m)=G.

(8) Jetzt ist (ay,...,a,) Normalteiler in der neuen endlichen Prasentation G. Wegen
Lemma 6.2 ¢) entspricht die in (7) festgelegte Operation von (s,t) auf diesem Nor-
malteiler der Operation von Gal(N/L) auf Gy (vgl. auch Satz 6.3).
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Die von Algorithmus 6.2 ermittelte endlich préasentierte Gruppe ist von der Form

(s, t,ag,...,an

s =1t = 5", 8" =5 [a,a;] = al = 1,a = s;,al =, fiir 1 <i<j<m).

Wir merken an, dass diese Gruppe ohne die zugehotrigen Automorphismen wie in Algo-
rithmus 6.1 mit deutlich weniger Aufwand bestimmt werden kann. Fiir die Anwendung in
den néchsten Abschnitten sind aber gerade explizite Automorphismen zu jedem Erzeuger
wichtig.

6.2 Ein Uberblick: Galoisgruppen als Gruppenerwei-
terungen

Fiir die Beschreibung und Konstruktion von Galoisgruppen als Gruppenerweiterungen im
néchsten Abschnitt stellen wir hier die nétige Theorie zusammen. Ein dhnlicher Ansatz
wurde schon von I. Shavarevich in [37] verfolgt.

Fiir eine abelsche Gruppe A und eine Gruppe H sowie Homomorphismen g und s heifit
eine exakte Sequenz
1-ALGE H -1

Erweiterung von A mit H. Man spricht auch bei der Gruppe G von einer Erweiterung
von A mit H. Dabei identifiziert man den Normalteiler j1(A) von G mit A und die Fak-
torgruppe G/u(A) mit H. Wir benutzen im Folgenden die Schreibweisen < fiir einen
Monomorphismus und — fiir einen Epimorphismus und sparen uns meist die Bezeichnun-
gen p und k. Unsere Gruppenerweiterung hat damit die Form

A—G— H.

Zu jeder Gruppenerweiterung gehort eine natiirliche Operation von H auf A, die der Ope-
ration der Faktorgruppe G/u(A) auf dem Normalteiler u(A) per Konjugation entspricht.
Sie ldsst sich durch einen Homomorphismus ¢ : H — Aut(A) beschreiben. Uber ¢ wird
die Gruppe A zu einem H-Modul.

Definition 6.6 .
Zwei Gruppenerweiterungen A — G — H und A — G — H heiflen dquivalent, wenn es
einen Homomorphismus ( gibt, so dass das Diagramm
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G

L
.

5\}[
/

()

kommutiert. Die Abbildung [ ist dann ein Isomorphismus und beide Erweiterungen in-
duzieren die gleiche H-Modul Struktur auf A.

Den folgenden Satz und eine ausfiihrliche Behandlung der Erweiterungstheorie von Grup-
pen findet man z.B. in [35], Kapitel 11.

Satz 6.7
Sei H eine Gruppe und A ein H-Modul. Dann gibt es eine Bijektion zwischen der Menge

der Aquivalenzklassen von Erweiterungen von A mit H zur vorgegebenen Modulstruktur
und der zweiten Kohomologiegruppe H*(H, A) = Z?(H, A)/B*(H, A).

Die Elemente der Gruppe Z*(H, A) sind Abbildungen v : H x H — A und heilen Ko-
zykel. Sie legen die Multiplikation von Elementen der Faktorgruppe H in G fest. Wihlt
man zu jedem h € H einen festen Repriasentanten h € G der zu h korrespondierenden

Nebenklasse, so gilt o _
hy - hy = y(h1, ha) - hihs.

Eine wichtige Abbildung zwischen Kohomologiegruppen ist die sogenannte Inflation:

Definition 6.8
Sei A ein H-Modul und N ein Normalteiler der Gruppe H. Dann ist die Untergruppe
der N-invarianten Elemente von A (wir bezeichnen sie mit AY) ein H/N-Modul. Der
natiirliche Epimorphismus H — H/N und die Injektion A" — A induzieren einen Ho-
momorphismus

inf : H*(H/N, AN) — H*(H, A),
der Inflation genannt wird (vgl. [28], Kapitel I, §5).

Wir untersuchen nun die folgende Situation:

Es sei F'//K eine galoissche Erweiterung p-adischer Kérper. Die Gruppe H = Gal(F/K)
sei in Form von erzeugenden Automorphismen bekannt. Weiter sei M/F eine abelsche
Erweiterung, gegeben iiber ihre Normgruppe A (M/F) in der multiplikativen Gruppe F*
(vgl. Abschnitt 2.4). Was ist die Galoisgruppe von M /K?

Nach Satz 2.21 ist der normale Abschluss N von M/K abelsch iiber F. Sei R = N (N/F)
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die entsprechende Normgruppe. Die Gruppe G = Gal(M/K) ist jetzt als Gruppenerwei-
terung
F*/R—G—»H

darstellbar. Zur Bestimmung der Erweiterung G bis auf Aquivalenz (Definition 6.6) beno-
tigt man die folgenden Daten:

e Die Gruppe R < F'*.
e Die Operation von H auf F*/R in Form eines Homomorphismus

o : H— Aut(F*/R).

e Die korrekte Nebenklasse von Kozykeln in der Gruppe H?(H, F*/R) (vgl. Satz 6.7).

Direkt mit Lemma 5.12 erhalten wir, dass man R als

() oW (M/F))

oceH

berechnen kann. Diese Gruppe ist invariant unter allen Automorphismen von H. Allge-
meiner gilt, dass die Invarianz der Normgruppe N (M/F) unter den Automorphismen von
F/K &quivalent zur Eigenschaft galoissch® von M /K ist.

Fiir die Bestimmung der Operation ¢ ist die folgende Eigenschaft der Normrestabbildung
pr : F* — Gal(F®/F) (vgl. Abschnitt 2.4) entscheidend, die wir schon im Beweis von
Lemma 5.12 benutzt haben. Es gilt

pr(o(@) = 57" - pr(e) - & = pr(e)’ (6.1)

fiir alle x € F* und alle Automorphismen o von F', wobei ¢ eine beliebige Fortsetzung
von o auf F'®® bezeichnet.

Jetzt konnen wir ¢ beschreiben bzw. berechnen, wenn wir die Normrestabbildung modulo
R bzw. pp(R) = Gal(F**/N) betrachten:

pn/p F* /R — Gal(N/F),

und so F* /R und Gal(N/F) identifizieren. Nach Gleichung (6.1) und wegen der Invarianz
von R entspricht die natiirliche Operation von ¢ € H auf F*/R der Konjugation mit o
in Gal(M/F) und wir haben

o:H—Auw(F*/R):0— (xz-R—o(x)-R)
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als Beschreibung von ¢.

Zur Bestimmung der korrekten Klasse in H?(H, F'*/R) werden wir tiefliegende Resulta-
te aus der Klassenkorpertheorie und der Galois-Kohomologietheorie benutzen. Fiir eine
Ubersicht zur Galois-Kohomologietheorie sei auf das Buch [28] verwiesen.

Fiir die folgenden Sétze betrachten wir auch die komplette Gruppe F* als Gal(F/K)-
Modul. Die Aussagen gelten allgemein fiir galoissche Erweiterungen lokaler oder globaler
Korper, sollen hier aber nur fiir den Spezialfall von p-adischen Korpern betrachtet werden.

Satz 6.9

Sei F/K eine endliche galoissche Erweiterung p-adischer Kérper mit Galoisgruppe H.
Dann ist die Gruppe H?(H, F*) zyklisch von der Ordnung |H|. Sie hat einen kanonischen
Erzeuger cp/k, der kanonische Klasse genannt wird.

Beweis: Siehe [21], Kapitel 2, §4. O

Die kanonische Klasse legt die Aquivalenzklasse unserer Gruppenerweiterung fest:

Satz 6.10 (Shavarevich-Weil)

Sei F/K eine galoissche und N/F' eine abelsche Erweiterung p-adischer Kéorper, so dass
N/K ebenfalls galoissch ist. Weiter sei R < F* die Normgruppe von N tber F' und H =
Gal(F/K). Dann ist das Bild von cp/x unter der Abbildung H*(H, F*) — H*(H, F*/R)
die Klasse der Gruppenerweiterung

F¥/R < Gal(N/K) — H.
Beweis: Siehe [1], Kapitel 15. O

Wir geben nun noch einen kurzen Uberblick iiber den Standard-Ansatz zur Berechnung
der kanonischen Klasse, der z.B. in [3] beschrieben wird. Im néchsten Abschnitt wird
dieses Verfahren dann bei der Berechnung der Galoisgruppe eines Eisensteinpolynoms mit
zwei Segmenten angewandt. Dort werden die einzelnen Rechenschritte deutlich expliziter
angegeben.

Die Idee ist, das Kompositum F'V mit der unverzweigten Erweiterung V/K vom Grad
[F' : K| zu konstruieren und die Tatsache auszunutzen, dass man die kanonische Klasse
fiir unverzweigte Erweiterungen leicht angeben kann (siehe z.B. §30 und §31 in [25]).
Abbildung 6.3 zeigt das entsprechende Korperdiagramm.
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Abbildung 6.3: Kérperdiagramm zur kanonischen Klasse I

Sei p das maximale Ideal in Op. Wir bezeichnen mit U}d) =14+ ¢ fird=1,2,... die
Einseinheiten d-ter Stufe von F' und setzen U }0) = OF. Es gilt F*/U }d) ~ gl x (F)* x
U g) JU l(md) (vgl. Satz 2.22) und wegen o (U fpd)) =U }d) fiir alle o0 € H induziert die natiirliche
Operation auf F* auch eine H-Modul-Struktur fir F*/U l(md).

Im néchsten Lemma und im darauf folgenden Rechenverfahren werden die Bezeichnungen
I'=Gal(FV/K), B= Gal(FV/F) und C = Gal(V/K) verwendet (vgl. Abbildung 6.3).

Lemma 6.11
Fiir alle d > 1 induziert die Inklusion F* C (F'V)* einen H-Modulisomorphismus

B
P Ui = ((FV)* U

und der Homomorphismus

N & P x /r7(d) 2 x 77(d)

inf : H (H,F Joss ) ~H (r, (FV) /UFV>
aus Definition 6.8 ist injektiv.
Beweis: Siehe [3]. O
Der Algorithmus aus [3] bestimmt das Bild der kanonischen Klasse unter dem Homo-
morphismus H*(H, F*) — H*(H,F*/U }(,fl)) fiir gegebenes d > 1 und beruht auf dem
kommutativen Diagramm in Abbildung 6.4. Darin stimmen das Bild der kanonischen

Klasse in H?(C, V) unter inf; und das Bild der kanonischen Klasse in H*(H, F*) unter
infy {iberein. Aulerdem ist inf; nach Lemma 6.11 injektiv.

Man benétigt drei Rechenschritte (genauere Erlauterungen folgen in Abschnitt 6.3):
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(1) Bestimme die kanonische Klasse von V/K in H*(C, V>).

(2) Berechne ihr Bild unter dem zusammengesetzten Homomorphismus
H2(C, V>) M j2(1, (FV)*) — H2 (r, (FV)* /Ug@) .
(3) Bestimme davon das Urbild unter der Abbildung
inf, : 12 <H, P> /Uf;”) 1 (P, (FV)* /U}C@) .

Das Urbild existiert wegen der Kommutativitédt in Abbildung 6.4 und ist eindeutig
aufgrund der Injektivitdt von infs nach Lemma 6.11.

H2(C, V)
inf1
inf
H2(H, F¥) o HA(T, (FV)¥)
inf3

w2 (1, P /U w2 (T, (Fv)* /Uiy

Abbildung 6.4: Kommutatives Diagramm zur kanonischen Klasse

6.3 Ein Algorithmus fiir zwei Segmente

Sei f(z) € Klz| ein Eisensteinpolynom vom Grad n = egp™ mit p { ey, dessen Verzwei-
gungspolygon aus genau zwei Segmenten besteht. Das Ziel dieses Abschnitts ist ein Algo-
rithmus, der Gal(f(z)) als endlich prisentierte Gruppe berechnet. Dafiir beschreiben wir
zunéchst einige Unterfunktionen, die dann am Ende zum Algorithmus zusammengefiigt
werden.

Wir miissen zwei verschiedene Félle unterscheiden. Die entsprechenden Polygone sind in
Abbildung 6.5 und die zugehorigen Korpertiirme in Abbildung 6.6 dargestellt.

Wenn ey # 1 ist, dann hat das zweite Segment von Vy(,) Steigung 0, liegt also flach auf der
x-Achse. Der Korperturm zum Polygon (vgl. Abschnitt 4.4) besteht dann aus einer wild
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[ n = eopm

Abbildung 6.5: Zwei Moglichkeiten bei zwei Segmenten

verzweigten Erweiterung L/L; vom Grad p™ iiber der zahmen Teilerweiterung L; /K vom
Grad ey. Der zahme Teilkorper T' des Zerfallungskorpers aus Satz 5.8 enthélt L, daher
berechnet uns p-ReduktionPlus(f(x)) (Algorithmus 5.2) den Korperturm LT/T/K, in
dem LT /T elementar-abelsch und 7'/ K galoissch ist (Satz 5.8). In diesem Fall betrachten
wir nach Abschnitt 6.2 die Gruppe G = Gal(f(x)) als Gruppenerweiterung

T*/R — G — Gal(T/K),
wobei R =N(N/T) und N der normale Abschluss von LT iiber K ist.

Wenn eq dagegen gleich 1, also n = p™ ist, haben wir zwei Segmente mit negativen
Steigungen. Der Korperturm zu Vy(,y besteht aus zwei wild verzweigten Erweiterungen
und p-ReduktionPlus(f(x)) berechnet den Korperturm LT/L,T/T/K, in dem LT/L,T
und L, T/T elementar-abelsch sind und L;T/K galoissch ist. Dies ist der interessantere
Fall. Hier wollen wir G' als Erweiterung

(I.T)*/R — G — Gal(L.T/K)

bestimmen, wobei R = N (N/L;T) und N der normale Abschluss von LT iiber K ist.

LT
el.-ab.
LT L\T=F
el.-ab. elab.|
n = egp™ T=F T H n=p"
gal. | H gal. ) ,
K K

Abbildung 6.6: Kérpertiirme bei zwei Segmenten
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Wir notieren die folgende Funktion zur Berechnung der relevanten Korpertiirme, in der
auch eine einheitliche Notation fiir beide Fille geschaffen wird. Die unverzweigte Erwei-
terung V/K brauchen wir spater zur Berechnung der kanonischen Klasse (vgl. Abschnitt
6.2).

Korpertirme(f(z))

wenn ey # 1 ist

berechne mit p-ReduktionPlus(f(x)) den Koérperturm LT /T /K
setze F':=T

wenn ep = 1 ist
berechne mit p-ReduktionPlus(f(z)) den Koérperturm LT/L\T/T/K
setze F' .= [T

konstruiere die unverzweigte Erweiterung V/K vom Grad [F : K] und das
Kompositum F'V

gib LT/F/K und FV/K zuriick

Jetzt wollen wir fiir die Gruppe Gal(F'V/K) eine endliche Présentation bestimmen und
Gal(F/K) und Gal(V/K) als Faktorgruppen dieser endlich présentierten Gruppe dar-
stellen. Wir beschreiben das Verfahren fiir den Fall ey = 1. Der andere Fall funktioniert
analog. Sei u = [F' : K| und g(z) das Eisensteinpolynom fiir die Erweiterung L, /K mit
Grad(g(x)) = p». Es gilt w < m, genauer gesagt ist w durch die Position des ,, Knickes*
im Polygon bestimmt (vgl. Abbildung 6.5).

Das Kompositum F'V ist galoissch iiber K und l&sst sich wie in den Erlduterungen vor
Algorithmus 6.2 als F'V = K(a, ¢, ¥/¢") schreiben, wobei @ Nullstelle von g(x) und ¢ eine
(¢* — 1)-te Einheitswurzel ist. Die Paramter e und r sind durch die Standard-Darstellung
der zahmen Erweiterung 7'/ K bestimmt (vgl. Satz 3.2).

Mit Algorithmus 6.2 kénnen wir nun eine endliche Prasentation von Gal(F'V/K) inklusive
Automorphismen zu den einzelnen Erzeugern berechnen. Die Gruppe ist isomorph zu

L= (s,t,ay,...,ay

86 — 17tu :Sr7st :Sq’[ai’a‘]‘} :af: 17af :S,“a/f :tz fur 1 §Z<] S w)
Zu s und t korrespondieren die Automorphismen
cra—a, (/e /0 und T o, ¢ (/e RO

wobei ¢ und £ die iibliche Bedeutung haben (vgl. Abschnitt 3.2).
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Sei f der Trégheitsgrad von T/K. Mit v = Z;_j und 7' = T lésst sich der Korper I als
Teilkérper von F'V wie folgt darstellen:

F = K(a, ¢V, /¢ ).

Der Parameter r ist durch v teilbar, weil /("7 in T' liegt und darum (" Potenz einer
primitiven (¢/ — 1)-ten Einheitswurzel sein muss (vgl. erneut Satz 3.2).

Lemma 6.12
Die Gruppe Gal(FV/F) wird als Untergruppe von Gal(FV/K) vom Element

ey
erzeugt.

Beweis: Durch f- bzw. r’-maliges Hintereinanderausfiithren und einige Umformungen erhalt

man
v_1
thiam a, G (YT O

= 7/(0"")~! die Beschreibung

und

o s a, (e /T ¢

e—r’

Daraus ergibt sich fiir 7/o

o - a,( — qu, VASK SR VAGK

Es folgt, dass 7/0¢™"" die Elemente «, /¢*"'7 = /{7 und auch die (¢/ — 1)-te Einheits-
wurzel ¢ fixiert, also in Gal(F'V/F) liegt. AuBerdem hat 7/¢0°~" Ordnung u/f = [FV : F)
und erzeugt somit die ganze Gruppe. O]

Mit Hilfe des Lemmas gelangen wir jetzt leicht von der endlichen Prasentation I' fiir
Gal(FV/K) zu einer endlichen Présentation H fiir deren Faktorgruppe Gal(F/K), die
uns eigentlich interessiert:

H:=T/{t's).

Analog erhalten wir eine Gruppe C fiir die unverzweigte Teilerweiterung V/K:
C:=T/(s,a1,...,0y).

Fiir die Gruppe H brauchen wir fiir die néchsten Schritte wieder explizite Automorphis-
men zu den Erzeugern. Diese bekommen wir durch Einschrénkung der entsprechenden
Automorphismen von FV/K auf F nach dem Hauptsatz der Galoistheorie.

Im Fall ey # 1 konnen wir eine Beschreibung der zahmen Gruppe Gal(F/K) wie in Satz
3.2 bestimmen. Dabei gibt es nur die zwei erzeugenden Automorphismen ¢ und 7 und
man erhélt genau die gleiche Aussage wie in Lemma 6.12.

Wir fassen zusammen:
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GruppenPlusAutomorphismen(FV/K)

wenn F/K zahm verzweigt ist
bestimme die endlich présentierte Gruppe I' fiir Gal(F'V/K) und die zu-

gehorigen Automorphismen Ar := [0, 7] wie in Satz 3.2
setze C:=T"/(s) (= Gal(V/K))
sonst

I, Ar := GaloisGruppeEinSegmentPlus(FV/K, g(x))

setze C :=T"/(s,a1,...,a,) (= Gal(V/K))
setze H :=T/(t/s*™) (= Gal(F/K))
schrinke die Automorphismen in Ar auf F' ein und speichere sie in Apy
gib I', Ar, H, Ay und C zuriick

Nachdem wir nun die Faktorgruppe fiir unsere Gruppenerweiterung und deren Operation
im Griff haben, miissen wir uns um die Berechnung der korrekten Klasse von Kozykeln
kitmmern. Dafiir wollen wir die kanonische Klasse (vgl. Satz 6.9 und Satz 6.10) mit dem
Ansatz aus Abschnitt 6.2 bestimmen. Alle relevanten Korper und die zugehorigen Galois-
gruppen sind noch einmal in Abbildung 6.7 dargestellt.

FV

\

\ ’
\ ’
N 7

Abbildung 6.7: Kérperdiagramm zur kanonischen Klasse 11

Methoden zur Berechnung der endlich erzeugten abelschen Gruppe F*/U l(md) fir d > 1
(siche [14] und [31]) sind im Computer-Algebra-System MAGMA [5] implementiert. Wir
miissen uns jetzt {iberlegen, welches d fiir unsere Zwecke ausreicht. Weil wir die elementar-
abelsche Erweiterung N/F per Klassenkorpertheorie in F* identifizieren wollen, geniigt
das kleinste d mit N(N/F) > U I(Td) . Eine etwas grobere Abschétzung fiir d erhalten wir,
wenn wir die Bedingung N (N/F) > (F*)? > U f;” benutzen, also alle elementar-abelschen
Erweiterungen von F' beriicksichtigen. Das ndchste Lemma gibt ein geeignetes d an. Es
folgt aus der ,,p-Potenzierungsregel“ fiir Einseinheiten (siehe z.B. [12], Kapitel 15).
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Lemma 6.13
Fiir d = | B | + 1 gilt F* > (F*) > U}

Beweis: Nach [7], Kapitel I, Abschnitt 5 gilt (U}l))p > Ug) fiir jedes i > %. ]

In der néchsten Unterfunktion bestimmen wir die relevanten Kohomologiegruppen. Wir
benutzen die in MAGMA [5] vorhandenen Verfahren zur Berechnung von Gruppen des
Typs H(G, A) fiir eine Gruppe G, eine endlich erzeugte abelsche Gruppe A und i €
{0,1,2}. Es muss zunédchst die Gruppe A mittels der Operation von G auf A zu einem
G-Modul gemacht werden. Alle dafiir nétigen Informationen haben wir in GruppenPlus-
Automorphismen(FV/K) ermittelt.

Fiir eine Ubersicht iiber die Methoden zur Kohomologieberechnung verweisen wir auf die
Zusammenfassung [15].

KohomologieGruppen(I', Ar, H, Ay, FV, F)

setze d := [0 ] +1
berechne (F'V)*/U }d& und mache daraus einen I'-Modul {iber die Operation
der Automorphismen aus Ar auf FV

berechne F* /U }(,ﬂd) und mache daraus einen H-Modul iiber die Operation der
Automorphismen aus Ay auf F

berechne die Gruppen H? (F, (FV)X/UP(f?,) und H? (H, FX/Uéd)>

gib 112 (r, (FV)X/U}C@) und H? (H, P> /U}d)) zuriick

Die drei Schritte aus Abschnitt 6.2 zur Berechnung der kanonischen Klasse kénnen in
unserer Situation wie folgt konkretisiert werden. Dabei bezeichnen wir mit [y] die Koho-
mologieklasse eines Kozykels v in der entsprechenden zweiten Kohomologiegruppe.

Zu Schritt (1):

Der Erzeuger 7 von Gal(FV/K) eingeschrénkt auf V' entspricht dem Frobenius-Automor-
phismus und wir identifizieren damit die Nebenklasse von ¢ in der endlich préasentierten
Gruppe C' = Gal(V/K). Die Abbildung v, : C' x C' — V* wird definiert durch

ot 1) = { 1 wenn i+j <[V :K] 6.2)

|7 wenn i+ >[V:K]

Sie ist ein Kozykel und repriisentiert die kanonische Klasse in H?(C, V*) (siehe z.B. §30
und §31 in [25]).
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Zu Schritt (2):
Ein Repréisentant fiir das Bild von [y;] unter dem Homomorphismus

H2(C, V) 2 A, (FV)<) — 12 (1, (FV)* JUR)
lasst sich als Komposition von mehreren Abbildungen konstruieren:
1 :TxT = CxC5VE— (FV)* — (FV)</UD.

Der erste und der letzte Pfeil stehen fiir den jeweiligen natiirlichen Homomorphismus von
der Gruppe auf die Faktorgruppe. Der dritte Pfeil ist die Inklusion V' C F'V. Wir miissen
also fiir Schritt (2) keine der Gruppen H?(C, V*) und H?(T', (F'V)*) berechnen.

Zu Schritt (3):
Wir miissen einen Kozykel v3 mit inf3([y3]) = [72] fiir die Inflations-Abbildung

infy : H2 (H, P> /Uf;”) — H? (F, (FV)X/UédV))

finden, wobei wir die beiden Kohomologiegruppen explizit gegeben haben. Dafiir sei

(1], - - -, [un] ein Erzeugendensystem der abelschen Gruppe H?(H, F* /U l(md)). Wir rech-
nen multiplikativ, weil die Verkniipfung in H?(H, F* /U }d)) von der Multiplikation in F*

induziert wird. Wegen Lemma 6.11 hat [v,] € H*(T, (FV)* /U }(,f?/) eine eindeutige Darstel-

lung
(V2] = infz([pa])* - - infa([un])"

fiir geeignete ganze Zahlen e;. Damit gilt fiir die gesuchte Klasse [y3] € H*(H, F* /U }d)),
dass

[val = [pa]™ - [pn]™
ist. Die Bilder inf3([u;]) lassen sich wie in Schritt (2) tiber die Komposition

I'xT — HxH FX— (FV)* — (FV)* /U
ermitteln.

Wir fassen das Verfahren zu einer letzten Unterfunktion zusammen:

KanonischeKlasse <H2 (F, (FV)VU};@) ek (H’ FX/UETd)) ’C>

konstruiere vy, : C' x C'— V* wie in (6.2)

konstruiere die Komposition

1 :DXxT = CxC5% V= (FV) — (FV)<JUY
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finde einen Kozykel v3: H x H — FX/Ul(vd) mit infs([ys]) = [72]
gib 73 zuriick

Aus der Gruppe H, dem H-Modul F*/U I(;d) und dem Kozykel v3 kénnen wir jetzt die
Erweiterung

F UYL E - H

als endlich présentierte Gruppe erzeugen. Auch hierfiir benutzen wir die in MAGMA [5]

vorhandenen Methoden (vgl. noch einmal [15]). Sei p der Epimorphismus von F'* /U l(wd)
nach E.

Nach Abschnitt 6.2 beschreibt

R = o(N(LT/F)) < F*
o€Gal(F/K)

per Klassenkorpertheorie die Erweiterung N/F. Um zu unserer Gruppe G = Gal(f(z)) =

Gal(N/K) zu gelangen, berechnen wir die Gruppe N (LT/F) als Untergruppe von F* /U I(;d)
und fithren die entsprechende Rechnung in der Gruppe F durch: Wir setzen

Ri= (' pN(LT/F) - h),

heH

wobei H ein Représentantensystem der Faktorgruppe H in E ist. R ist Normalteiler von
E und wir definieren G := E/R. Jetzt ist G die Erweiterung

F*/R— G — H,
die nach Abschnitt 6.2 dquivalent ist zu
Gal(N/F) — Gal(f(z)) - Gal(F/K),
wenn wir Gal(N/F') mit F*/R und Gal(F/K) mit H identifizieren.
Insgesamt haben wir den folgenden Algorithmus entwickelt:

Algorithmus 6.3 (Galoisgruppe bei zwei Segmenten)

Input:
Ein Eisensteinpolynom f(z) € K[z] mit zweisegmentigem Verzweigungspolygon.

Output:
Eine endlich prasentierte Gruppe G, die isomorph zu Gal( f(x)) bzw. dquivalent zu Gal(f(z))
ist als Gruppenerweiterung im Sinne von Abschnitt 6.2.
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GaloisGruppeZweiSegmente( f(z))

(1) bestimme mit Korpertirme(f(z)) den Turm LT/F/K anhand von Vyq) und das
Kompositum FV/K mit der unverzweigten Erweiterung V/K vom Grad [F' : K]

(2) bestimme mit GruppenPlusAutomorphismen(FV/K) die endlichen Prasentationen

'~ Gal(FV/K), H = Gal(F/K) und C = Gal(V/K),

sowie Automorphismen zu den Erzeugern von I' und H (Listen Ar und Ag)

(3) bestimme mit KohomologieGruppen(I', Ar, H, Ay, FV, F') die Gruppen
1 (r, (FV)* /Uf;@) und H? (H, P> /U}d))
(4) bestimme mit

KanonischeKlasse (H2 (F, (FV)X/U}C?J ,H? <H, FX/Ul(md)> ,C)

einen Repriisentanten 3 der kanonischen Klasse in H? (H LU fpd)>

(5) konstruiere die Erweiterung F*/U }d) L E>H zunys
(6) berechne

Rim (YO0 pN(IT/F) - h) < F,

heH
wobei H ein Reprisentantensystem von H in F ist, und setze G := E/ R
(7) gib G zuriick

Zum besseren Verstédndnis von Algorithmus 6.3 diskutieren wir ein ausfiihrliches Beispiel:

Beispiel 6.2

Wir betrachten das Eisensteinpolynom f(z) = 2 + 32% + 9z + 3 € Qs[z]. Mit L/Qs
bezeichnen wir wie immer die von f(x) erzeugte Erweiterung. Das Verzweigungspolygon,
die assoziierten Polynome iiber F3 und der entsprechende Korperturm sind in Abbildung
6.8 dargestellt.

Beide Segmente haben assoziierte Tragheit 2 und ganzzahlige Steigungen, darum ist der
Korper T aus Satz 5.8 die unverzweigte Erweiterung vom Grad 2. Im Koérperturm sind
die Erweiterungen F'/Qs und LT /F galoissch. Sei g(z) € T'[x] das Eisensteinpolynom fiir
die Erweiterung F'/T mit den Nullstellen aq, aq, a3 und V/Qj3 die unverzweigte , Hilfser-
weiterung® vom Grad 6. Dann konnen wir das Kompositum FV vom Grad 18 iiber Q3
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Abbildung 6.8: f(z) = 2 + 325 + 9z + 3 € Q3]

als FV = Qs(ay, ¢) darstellen fiir eine primitive (3% —1)-te Einheitswurzel ¢. Algorithmus
6.2 berechnet nun die endliche Prasentation

D=t =a =1,d =a}) 2 Cs x Cq

fiir Gal(F'V/Q3) mit den zugeordneten Automorphismen 7 : a; — a1, — ¢3 und o :

6_
aj — g, (— ¢ Mit F' = Q3(ay, C%) als Teilkorper von F'V und Lemma 6.12 erhalten
wir

H=T/{* = ({t,a;|t* =a? =1,a} =a}) 2 Cy x Cy = G4

mit den entsprechenden auf F' eingeschréinkten Automorphismen als Beschreibung von
Gal(F/Qjz), sowie C' =T/{a;) = (t|t* = 1) fiir Gal(V/Qj3). Damit kennen wir die Faktor-
gruppe fiir unsere Gruppenerweiterung samt Operation. Als H- bzw. I'-Modul nehmen
wir in diesem Beispiel die Gruppe F*/UY) bzw. (FV)* /U, weil d = |33] + 1 =5 ist
(vgl. Lemma 6.13). MAGMA berechnet

F*JUY 2 04 x C2 x C2_y x Coo und (FV)*JUS) = C12 % CF x Cyo_1 x Che.

Dabei werden die unendlichen Anteile vom Primelement erzeugt und die Gruppen Cs2_
und C3s_; korrespondieren zur multiplikativen Gruppe des jeweiligen Restklassenkorpers
(vgl. Satz 2.22). Fiir die Kohomologiegruppen erhélt man

1 (H P> /U<F5>) ~ Oy x C und H (r, (FV)* /Uff‘)/) ~ Oy x Chg.
Jetzt bestimmen wir anhand des Diagrammes in Abbildung 6.4 das Bild der kanonische

Klasse unter

H2(H, F*) — H2 <H, FX/U};’))
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und damit den korrekten Kozykel fiir unsere Erweiterung. Einen Représentanten v :
C x C — V> der kanonischen Klasse in H*(C, V*) kann man direkt hinschreiben:

P 1 wenn 1475 <6
71(1: 7t]) = . .
3 wenn ¢4 j >6.

Daraus wird nun wie beschrieben in zwei Schritten der gewiinschte Kozykel 3 : H X
H — F*/U 125) bestimmt. Fiir 75 und 3 lassen sich leider keine schonen geschlossenen
Formeln angeben. Es sei nur bemerkt, dass 73 nicht in B? (H LU }5)> liegt, also nicht
zur zerfallenden Erweiterung fithrt. Die Gruppe E ist nun eine Erweiterung der Form

C3 x C2x Oy x Coy = E —» Ss.

Die Normgruppe N (LT /F) hat Index 3 in F*, weil die Erweiterung LT /F abelsch vom
Grad 3 ist. AuBerdem ist nach Lemma 6.13 N(LT/F) > U },5). Fiir die Normgruppe
R < F* der normalen Hiille N von LT/K gilt in unserem Beispiel F*/R = C5 x C3. Das
heifit, LT /F wird von den Automorphismen in Gal(F/Q3) einmal echt ,kopiert“. Dieses
Kopieren fithren wir bei der Berechnung von R in der Gruppe E durch. Unser Ergebnis
G=FE/ R ist nun eine Gruppenerweiterung

CgXOg%G—»Sg.

Es handelt sich jetzt sogar um die zerfallende Erweiterung (C3 x C3) x S, weil der zu-
gehorige Kozykel (das Bild von s unter H2(H, F*/UY)) — H2(H, F*/R)) trivial ist in
H%(H, F*/R). Die Gruppe G ist isomorph zur Galoisgruppe 971, von f(z) als Permuta-
tionsgruppe auf den Nullstellen, die man in der Datenbank [18] finden kann.

Die in MAGMA implementierte Version von Algorithmus 6.3 benotigt fiir dieses Beispiel
eine Rechenzeit von 1,77 Sekunden (vgl. Kapitel 7). .



Kapitel 7
Beispiele

Die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen zur Galoisgruppenberechnung wurden im
Computer-Algebra-System MAGMA [5] implementiert und in zahlreichen Beispielen ge-
testet. Die meisten Beispiele sind der Online-Datenbank [18] von John Jones und David
Roberts entnommen. Sie enthélt komplette Tabellen aller Erweiterungen vom Grad n von
Q,, teilweise mit Angabe der Galoisgruppe in der Nummerierung der transitiven Permu-
tationgruppen nach [4]. Fiir p | n und n # p wird maximal Grad n = 10 unterstiitzt. Mit
unseren Verfahren ldsst sich fiir alle zahm verzweigten Erweiterungen (Algorithmus 3.1)
sowie fiir alle rein verzweigten Erweiterungen (Algorithmen 6.1 und 6.3) der Datenbank
die Galoisgruppe berechnen. Einzige Ausnahme bilden Grad-8-Erweiterungen iiber Q,,
die drei Segmente im Verzweigungspolygon haben.

Andererseits geht die Reichweite der Algorithmen 6.1 und 6.3 fiir Eisensteinpolynome
mit ein- bzw. zweisegmentigem Verzweigungspolygon aber auch weit {iber die Datenbank
hinaus. Es kann z.B. die Galoisgruppe eines beliebigen Eisensteinpolynoms vom Grad p?
tiber K O Q, bestimmt werden.

In diesem Kapitel betrachten wir konkrete Eisensteinpolynome iiber p-adischen Korpern
und geben die von unseren Algorithmen berechnete Galoisgruppe zusammen mit der
benotigten Rechenzeit an. Dabei legen wir keinen Wert darauf, alle Erweiterungen ei-
nes Grades abzuarbeiten, sondern méchten moglichst viele verschiedene und interessante
Galoisgruppen treffen. Alle Berechnungen wurden auf einem 2,26 GHz Prozessor unter
Linux durchgefiihrt.
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7.1 Polynome mit einem Segment

Die Tabellen 7.1, 7.2, 7.3 und 7.4 enthalten Polynome f(x) € Q,[x] vom Grad p™, bei
denen Vy(,) aus genau einem Segment besteht. Zu jedem Polynom werden der Verzwei-
gungsindex e und der Tragheitsgrad f des Zerfallungskorpers sowie die Laufzeit der Be-
rechnung in Sekunden angegeben. Die Zahl 0 steht fiir eine Laufzeit unter einer hundertstel
Sekunde. Zur Bestimmung der Galoisgruppe wurde Algorithmus 6.1 benutzt. In den Ta-
bellen geben wir Erzeuger der Gruppe H' < GL(m,p) an, die das semidirekte Produkt
Gal(f(z)) = C)' x H eindeutig bestimmt (vgl. Satz 6.3). Zusétzlich stellen wir bei Polyno-
men vom Grad kleiner gleich 30 die Beschreibung der Galoisgruppe in der Klassifizierung
der transitiven Permutationgruppen nach [4] zur Verfiigung.

’ Polynom H e ‘ f ‘ Gruppe ‘ Laufz. ‘
01 10
4 92
el COCY [ w |
xt + 223 + 222 4+ 2 22 3 (i) 1) 4Ty, 0
4 3 2 10
xt 4+ 2x° 4+ 2 2 2 11 4775 0
010 1 00
28 420+ 2 7-23 |3 0 01,10 0 1 8136 0
1 10 01 1
1 00
28 4227 42 23 3 0 01 8113 0
011
011
28 4227 4+ 225 + 2 23 7 1 00 8155 0,01
010
010
28 — 627 + 702 + 23 4 1 01 8119 0
3722° + 638z* + 0 01
50423 +19222+32x+2
1 010 1 000
0101 0010
16 7 Cod
01 11 0011

Tabelle 7.1: Beispiele iiber Qo mit einem Segment
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’ Polynom H e ‘ f ‘ Gruppe ‘ Laufz. ‘
11 01
9 2 22
z”+ 3"+ 3 4-3°1 2 (1 2),(2 O) 9714 0
11 10
9 2 22
2 0 0 1
9 4 22
7+ 32"+ 6 2-3°| 2 (0 2),(2 O> 9714 0
2 0 1 2
9 4 3 92
x’ 4+ 62" + 62° + 3 2-3°1 3 (0 2),(0 1> 9711 0
2 0 1 2
9 4 3 92
x” 4 3z% + 32° + 3 2-3° |4 (0 2),(2 O> 9715 0
2 1 2 1
9 7 6 92
x° 4 3z +62° + 6 8-3°1| 2 (1 0),<1 1> 9719 0
2% + 32 + 325 + 3 32 13 ((1) ? 9T% 0
1 0 2 2 1000
28 4+ 3280 43270 4+ 3250 + || 8-3% | 4 2 10 , 0001 0,07
50 40 30 20 1 211 1111
3r”Y + 32 + 337 + 3 + 11 2 2 02 1 1
3210+ 3
1 0 2 2 0100
28 4+ 3280 43270 4+ 3250 + || 8-3% | 4 2 10 , ool 0,07
50 40 30 20 1 211 111 2
3" + 32 + 317 + 3 + 11 2 2 10 2 9
319+ 6
Tabelle 7.2: Beispiele iiber Q3 mit einem Segment
Polynom H e ‘ f ‘ Gruppe ‘ Laufz. ‘
z° + 52" +5 2-5 |2 (4),(2) 575 0
2° + 5zt +5 5 |2 (4) 515 0
2 2 3 1
25 15 4 LR2
x4+ 520 + 102410 || 6-5° | 2 (1 4),(0 2) 25T 0,01
2% +52%0 4+ 522 + 5 2.5 2 | (2 ) (Y 1) et 0,01
34)°\2 0 » ’
2 3 10
25 11 CR2
x4+ 5" +5 24 -5% | 2 (4 0),(1 4) 25T56 0,01

Tabelle 7.3: Beispiele iiber Q5 mit einem Segment
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Polynom H e ‘ f ‘ Gruppe ‘ Laufz. ‘
22899 4+ 532 + 53 € Qs3[7] 2808 - 532 | 2 501 411) ’ (411 502> 2,06
2?0 + 532" + 53 € Qssz] || 216-53% | 26 gg i’g , 175 308 15,82
3481 2 0 1 L0
2% + 59 4+ 59 € Q5[] 3480 - 597 | 2 57 1) 01 58 2,78
o381 4 59238 1+ 59 € Q5[] 10-59? | 58 <ég 128) , GZ 4O2> 10,6

Tabelle 7.4: Beispiele iiber Q53 und Q59 mit einem Segment
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7.2 Polynome mit zwei Segmenten

Bei Polynomen mit zwei Segmenten (Tabellen 7.5, 7.6 und 7.7) wurde mit Algorithmus 6.3
eine endliche Présentation der Galoisgruppe berechnet. Damit ist nur der Isomorphietyp
der Gruppe bestimmt. Hier beschreiben wir die Gruppe anhand ihrer Nummer in der
»Small Groups Library* (siehe [2]), die in MAGMA und GAP [8] implementiert ist. Sie
enthélt alle Gruppen der Ordnung n fiir n < 2000. Jede Gruppe hat eine Bezeichnung
der Form < n,k >, wobei k zu einer Nummerierung der Gruppen innerhalb der Ordnung
gehort. Wurden endlich prasentierte Gruppen konstruiert, deren Ordnung 2000 iibersteigt,
schreiben wir nur ,< n,? >.

Auch in diesem Fall geben wir zusétzlich die Beschreibung der Galoisgruppe als Permu-
tationsgruppe an, wenn sie bekannt ist.

’ Polynom H e \ f \ Gruppe \ Laufzeit ‘
x4+ 62% + 42+ 6 22 |1 <4,2> AT, 0,08
't + 227 + 4z + 6 22 |2 <8,3> 4Ty 0,1
2%+ 10 3-2 12 < 12,4 > 675 0,68
28+ 2242 3-2212 < 24,12 > 675 0,62
2%+ 62% +6 3-2212 < 48,48 > 67111 0,7
28 + 42° + 224 + 10 2% |2 < 16,13 > 8T 0,49
2% + 42° + 62 + 2 24 12 < 32,6 > 8T 0,48
2%+ 2% + 425 4+ 2 3-2812 < 48,48 > 8T, 23,57
2® + 8z + 2 20 | 2] <64,138 > 8T 0,44
2%+ 4a® + 201 + 42% + 2 2> |3 < 96,70 > 8733 0,85
25 4225 +2 20 | 2] <128,928 > | 8Ty; 3,76
2% — 427162 —82°+9821 — 12823+ || 3-2° | 2 | < 192,955 > | 8Ty 23,77
7622 — 20z + 2
210 + 226 — 2 5-2° | 4 | <640,21536 > | 10Th 34,61
210 +2402 457350214 + 25932218 + || 27 | 3| < 384,5833 > 618,87
74140822 + 6260242 4884632210+
288320z° 4+ 912360x° + 33065627 +
43135225 + 615248z° + 776z +
6756642 4+ 93560422 + 512344z +
358762
216 — 221 + 2 21 13| <6144,7 > 522,51

Tabelle 7.5: Beispiele iiber Q mit zwei Segmenten
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Polynom

Gruppe

\ Laufzeit ‘

)+ 32% + 32" +62° + 6

< 18,3 >

97

3,36

22+ 92" + 62° + 182° + 3

<27.4>

975

0,31

)+ 325+ 9z +3

< 54,5 >

911,

1,77

) +62° + 9z + 3

<81,7>

9717

0,3

)+ 62° + 323 + 3

< 108,17 >

9715

46,42

2?4+ 62° +18x + 6

< 162,10 >

9T

1,79

2+ 32% + 922 + 3

< 324,39 >

9754

47,39

18 4+ 47928216 4+ 0289814
73497212 + 31635x'° + 8181z°8
783x% + 270x* + 3

+ +

WD DN W DN W[ |~

< 54,10 >

0,94

22+ 131222%° 4+ 58452x%
26244x% + 210622 + 3045622
57105220 + 213212 + 4544128
121527 + 447662 + 6561z
33804z + 366122'3 + 191162'2
41391z + 3110420 + 511112°
30618z°% + 40824z" + 4932925
44469z° + 7533z* + 162023
218722 + 33534z + 15738

e

< 8748,7 >

1125

22" + 656122 + 322 + 656122 +
81222 + 8122 + 243220 + 9219 +
243218 + 24327 + 27216 + 6561215 4
27 + 81z + 8122 + 812! +
243210 4+ 8122 + 21872% + 72927 +
24325 + 72925 + 243z* 4+ 81z +
218722 + 729z + 3

38

< 26244,7 >

2683

Tabelle 7.6: Beispiele iiber Q3 mit zwei Segmenten
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’ Polynom H e \ f \ Gruppe \ Laufz. ‘
x4+ 522 +5 4-5 | 1 < 20,3 > 107} 0,33
% —202° + 152 + 5 2515 < 50,3 > 107§ 0,1
2% —152°% — 202° + 5 4-521 1 | <100,12 > | 10Ty 0,36
210 — 525 —102° +5 4-5%1 2 | <200,42 > | 10T} 5,91
% + Thx? + 180x%° + 97642752 + 53 5 < 625,7 > 4,47

75z + 9760450z + 6200z +
9760000z + 30375x'% + 2025z +
9763250z + 50625z + 57758 +
3375025 + 28502° 4 780023 + 9765620
2% + 25002% 4 138022V + 4000027 + 5° 5 | <15625,7 > | C51C5 4,4
436002'6 + 118752 + 240000z'3 +
382000z + 192400z + 301752 +
6400002 + 13200002® + 94200027 +
2660002° + 6624002° + 1600000z* +
144000022 4 54400022 + 635002 — 4255
2% 4+250022' +11202%° + 972562527 + 5 | 10 | < 31250,7 > 38,95
972922526 4-9757350215+2400002 3 +
338000x'% + 168600z + 29275210 +
912562527 + 8525625x® + 87876252 +
9404625z° + 5888502° + 1600000z* +
176000023 + 1036000z% + 325500x +
43245

Tabelle 7.7: Beispiele iiber Q5 mit zwei Segmenten
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7.3 Bemerkungen zur Implementierung

Zur Berechnung der Beispiele bei zwei Segmenten wurde eine leicht modifizierte Version
von Algorithmus 6.3 verwendet. Darin wird die kanonische Klasse (vgl. Satz 6.9) nicht
mit dem in Abschnitt 6.2 beschriebenen Standard-Ansatz bestimmt, sondern es wird
ein gerade neu entwickeltes Verfahren von Ruben Debeerst benutzt (siehe [6]). Dadurch
konnten deutlich bessere Laufzeiten erreicht werden.

Die Komplexitit von Algorithmus 6.1 fiir Polynome mit einsegmentigem Verzweigungs-
polygon wurde in Satz 6.5 angegeben. Die tatsichliche Laufzeit ist abhéngig von der
Grofe des endlichen Korpers, in dem die Berechnungen stattfinden, und vom Grad des
assoziierten Polynoms, das faktorisiert werden muss. Hat der Grundkorper einen zu F,
isomorphen Restklassenkérper, so wird im Algorithmus im Kérper F s gerechnet, wobei f
nach Korollar 5.4 durch den Grad des Polynoms nach oben beschriankt ist. Weil keinerlei
Rechenoperationen in einem p-adischen Korper durchgefithrt werden, ist Algorithmus 6.1
deutlich schneller als Algorithmus 6.3 fiir zwei Segmente.

Bei Algorithmus 6.3 hat der Grad des Zwischenkorpers F' (vgl. Abschnitt 6.3) iiber Q,
den grofiten Einfluss auf die Laufzeit. Denn fiir F' muss die multiplikative Gruppe F* /U ;,d)

und die kanonische Klasse in H?(Gal(F/K), F* /U l(pd)) bestimmt werden. Dieser Grad ist
wiederum abhéngig vom Grundkorper, von der Lange des zweiten Segmentes und von der
Grofle des Korpers T', der von Algorithmus 5.1 (p-Reduktion) ermittelt wird. Am schnells-
ten ist das Verfahren bei Polynomen iiber QQ,, deren Polygon ganzzahlige Steigungen und
zerfallende assoziierte Polynome hat, so dass nur noch eine p-Gruppe berechnet werden
muss (vgl. Satz 5.8).

Fiir Polynome, bei denen [F: Q,] grofer als 40 ist, ist Algorithmus 6.3 nicht mehr prak-
tikabel. In diesen Féllen dauern die Kohomologie-Berechnungen mehrere Tage. Daher ist
es ratsam, bei Polynomen hoheren Grades zunéchst das Verzweigungspolygon zu bestim-
men und die p-Reduktion durchzufiithren (beides ist in polynomieller Zeit moglich), um
[F' : Qp] zu ermitteln. Danach kann entschieden werden, ob Algorithmus 6.3 oder z.B. eine
Zerfallungskorperberechnung durchgefiihrt wird.
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