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1 Einleitung

Gewichtete Raume stetiger Funktionen wurden von Nachbin (siehe dazu [56],
[57], [58]) in seinen Arbeiten {iber Approximationstheorie, genauer gesagt in
der Behandlung des gewichteten Approximationsproblems, eingefiihrt.
Gewichtete Rdume holomorpher und stetiger Funktionen treten in verschiede-
nen Bereichen der Funktionalanalysis und ihrer Anwendungen auf, beispiel-
sweise in der Distributionstheorie, bei partiellen Differentialgleichungen und
Integraloperatoren, in der Spektraltheorie, in Fourier- und komplexer Anal-
ysis (siehe beispielsweise [30], [31], [32], [34], [36], [66]).

Fréchetraume allgemein haben von Beginn an eine wichtige Rolle in der Funk-
tionalanalysis gespielt. Der Begriff der Distinguiertheit stammt von Dieudonné
und Schwartz. Figenschaften wie nuklear, Schwartz und quasinormabel wur-
den von Grothendieck eingefiihrt. Die Dichtheitsbedingung definierte Hein-
rich im Zuge seiner Untersuchungen von Ultrapotenzen in [42]. Sie wurde
dann von Bierstedt und Bonet in [10] im Rahmen von Fréchetraumen einge-
hend studiert. Bierstedt und Bonet definierten in [8] die dualen Dichtheits-
bedingungen und untersuchten sie im Rahmen von (DF')-Réumen.

All diese Eigenschaften konnten fiir Kéthesche Folgenrdume und gewichtete
Fréchetraume stetiger Funktionen bereits in Termen von Gewichten charak-
terisiert werden. In dieser Arbeit wird dies im Falle von holomorphen Funk-
tionen vorgenommen. Dabei erweisen sich die in einem Spezialfall von Ander-
sen und Duncan in [2] eingefiihrten und von Bierstedt, Bonet und Taskinen
in [18] eingehend untersuchten sogenannten assoziierten Gewichte als das
geeignete Hilfsmittel.

Fiir die Charakterisierung der Quasinormabilitdt und der Dichtheitsbedin-
gung spielt die von Bierstedt und Bonet in [14] eingefiihrte Klasse VW von
radialen Gewichten auf dem Einheitskreis die entscheidende Rolle, da sie
gewissermaflen eine Zerlegung holomorpher Funktionen erméglicht.
Bierstedt, Bonet und Taskinen untersuchten in [18] induktive Limites und
deren projektive Hiillen u.a. auf Eigenschaften wie Schwartz, semi-Montel
und beschrankt-retraktiv. Dabei beeinflussen die einzelnen Gewichte einan-
der nicht.

Bei der Betrachtung von Fréchetrdumen ist dies leider nicht gegeben. Da-
her erwies es sich als notwendig, durch Zusatzbedingungen sicherzustellen,
daB die Storung der Gewichte untereinander minimiert wird. Dabei stellen
sich die Bedingungen vom Typ der von Bierstedt, Bonet und Galbis in [12]
und [17] gegebenen als sehr hilfreich heraus. Fiir Quasinormabilitéit und die
Dichtheitsbedingung bietet die Klasse VW von Gewichten einen geeigneten
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Rahmen.

Gewichtete induktive Limites treten u.a. in [34] auf. Ehrenpreis’ Frage nach
der analytisch uniformen Struktur gewichteter induktiver Limites von Rdumen
holomorpher Funktionen warf das sogenannte Problem der projektiven Darstel-
lung auf. Es stellt sich die Frage, wann VH(G) und HV(G) bzw. VoH(G)
und HV (@) algebraisch und topologisch gleich sind. Die topologische Frage
bedeutet, anders ausgedriickt, die Frage nach einer Beschreibung der induk-
tiven Limes-Topologie durch ein System von gewichteten Halbnormen. Fiir
gewichtete induktive Limites von Rdumen stetiger Funktionen und ihre pro-
jektiven Hiillen konnte eine Charakterisierung der dualen Dichtheitsbedin-
gungen in Termen von Gewichten gegeben werden (siehe dazu [9]).

In dieser Arbeit wird im Rahmen der Klasse W auf dem offenen Einheit-
skreis sowohl eine Charakterisierung der dualen Dichtheitsbedingungen fiir
die gewichteten induktiven Limites von R&umen holomorpher Funktionen
ebenso wie fiir ihre projektiven Hiillen gegeben als auch ein Zusammenhang
zwischen den dualen Dichtheitsbedingungen und der projektiven Darstellung
hergestellt.

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 3 werden die gewichteten Fréchetrdume holomorpher Funktio-
nen auf Eigenschaften wie Montel, reflexiv, und Schwartz untersucht. Dabei
kann fiir eine wachsende Folge W = (w,,)nen strikt positiver stetiger Funk-
tionen auf einer offenen Teilmenge G C CV, N > 1, gezeigt werden, daf die
Gleichheit HW(G) = HW,(G) dquivalent ist zur Reflexivitdt von HW,(G)
(Satz 3.3). Desweiteren wird eine Charakterisierung in Termen von Gewicht-
en und assoziierten Gewichten fir HW (G) = HWy(G) und die Monteleigen-
schaft von HW(G) gegeben (Satz 3.6). Im Rahmen dieser recht allgemeinen
Voraussetzungen werden notwendige Bedingungen fiir die Quasinormabilitat
(Proposition 3.22) und die Dichtheitsbedingung (Proposition 3.26) des Raumes
HW (G) gegeben. Es stellt sich spater heraus, dafl sie unter den in Kapitel 4
angenommenen Finschrankungen sogar hinreichend sind. Schliellich kann die
Schwartz-Eigenschaft in Termen von Gewichten und assoziierten Gewichten
charakterisiert werden (Korollar 3.34).

Kapitel 4 beschéftigt sich im wesentlichen mit der Quasinormabilitdt und der
Dichtheitsbedingung fiir Raume HW (D) und HW;(D) im Rahmen der Klasse
W. Zunéchst wird in beiden Féllen eine Charakterisierung in Termen von
Gewichten und assoziierten Gewichten gegeben (Satz 4.2 und Satz 4.19). Fiir
den Raum HW;(D) kann sogar bewiesen werden, dafl quasinormabel (bzw.
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die Dichtheitsbedingung) dquivalent zu der von Peris eingefiihrten Bedingung
(QNo) (bzw. zu der von Peris und Rivera definierten Bedingung (DCo)) ist
(Proposition 4.7 und Proposition 4.24). Dies ermoglicht unter Benutzung
eines Resultates von Bierstedt eine Charakterisierung der Quasinormabilitét
und die Angabe einer hinreichenden Bedingung fiir die Dichtheitsbedingung
in Rdumen HWj(D x D) in Termen von Gewichten (Korollar 4.15 und Ko-
rollar 4.26).

Kapitel 5 ist in zwei Teile unterteilt. Im ersten Teil wird unter relativ allge-
meinen Voraussetzungen eine notwendige Bedingung in Termen von Gewicht-
en und assoziierten Gewichten fiir die dualen Dichtheitsbedingungen in pro-
jektiven Hiillen gegeben (Proposition 5.3 und Proposition 5.4). Desweiteren
wird die Metrisierbarkeit der beschréankten Teilmengen in projektiven Hiillen
charakterisiert (Proposition 5.7 und Proposition 5.8).

Im zweiten Teil wird gezeigt, dafl die notwendige Bedingung aus dem ersten
Teil im Rahmen der Klasse W auf dem offenen Einheitskreis hinreichend ist
(Satz 5.12 und Satz 5.13). Unter gewissen Voraussetzungen erhilt man die
Aquivalenz der topologischen Gleichheit VH (D) = HV(D) und der dualen
Dichtheitsbedingung fiir HV (D) oder #quivalent fiir VH (D) (Korollar 5.19).

Ausblick

Die ersten Fragen, die sich im Zusammenhang mit dieser Arbeit stellen,
ergeben sich in natiirlicher Weise aufgrund der groflen Einschrénkungen beziiglich
der Klasse W von Gewichten auf dem Einheitskreis:

(a) Inwieweit kann man die hier hergeleiteten Satze auch fiir schwichere
Bedingungen an die Gewichte beweisen?

(b) Kann man allgemeinere Gebiete in C bzw. CV behandeln?

Diese Fragen sind nicht nur beziiglich der Charakterisierung von FEigen-
schaften wie quasinormabel und der Dichtheitsbedingung im Fall von Fréchetrdumen
und den dualen Dichtheitsbedingungen im Fall gewichteter induktiver Lim-

ites von Bedeutung, sondern auch hinsichtlich des Problems der projektiven
Darstellung.

In dieser Arbeit kann gezeigt werden, dal HW (G) = HWy(G) die Mon-
teleigenschaft von HW (G) fiir Gebiete G in C impliziert, die keine Einpunk-
tkomponente in C* haben. Von Interesse ist, ob diese Aussage fiir alle Gebiete

G in C, also insbesondere fiir die komplexe Ebene selbst, wahr bleibt.



2 Allgemeine Notationen und Defini-
tionen

Zunichst werden die notwendigen Definitionen und Notationen gegeben. Die
Bezeichnungen beziiglich der lokalkonvexen Ré&ume sind die in der Fachliter-
atur gebrauchlichen. Siehe dazu Floret und Wloka [38], Horvéth [47], Jarchow
[48], Kothe [50], [51] und Schaefer [63].

Fiir einen lokalkonvexen Raum E bezeichne cs(E) das System aller stetigen
Halbnormen auf E. Desweiteren sei

By(E) :={e € E;pe) <1}

die abgeschlossene Einheitskugel von E bzgl. p fiir ein p € cs(F), Up(E) die
Menge aller abgeschlossenen absolutkonvexen Nullumgebungen von E und

U :={ eF; || <1VuelU}

die Polare einer Teilmenge U von E. Hier ist £’ der Dualraum von E, d.h.
der Raum der stetigen Linearformen auf E.

Wenn der Dualraum E’ von E mit der starken Topologie G(E’, E) versehen
wird, schreibt man Ej und spricht vom starken Dual von E. Die Topologie
B(E', E) wird durch das System (pg)pep(r) von Halbnormen mit

pg(e’) == sup |€'(b)] fir &' € E'
beB

gegeben, wobei B(FE) die Menge aller absolutkonvexen beschrankten Teil-
mengen von E ist. Das Bidual Ej, wird mit E” bezeichnet.

Weitere Topologien, mit denen das Dual E’ von F hiufig versehen wird, sind
die schwache Topologie (also die Topologie der gleichméfigen Konvergenz
auf den endlichen Teilmengen von E') ebenso wie die Topologie A\(E’, E) der
gleichméfigen Konvergenz auf den priakompakten Teilmengen von E und die
Topologie k(E', E') der gleichméBigen Konvergenz auf den absolutkonvexen
kompakten Teilmengen von FE. Die entsprechenden Dualrdume werden mit
E'lo(E', E)], Ef und E! bezeichnet. Ist E quasivollsténdig, so fallen A\(E', E)
und x(E’, F) zusammen. Allgemein gilt

o(E' E) < k(E',E) < NE',E) < B(E', E).

Ist E ein Fréchetraum mit einer wachsenden Fundamentalfolge (||.||)nen
von Halbnormen, so daf (Uy,)ney mit U, = {x € FE;||z|, < 1} fiir jedes

6
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n € N eine Nullumgebungsbasis bildet, so sind die dualen Halbnormen durch
lullZ == sup{| < u,z > |; =z € U,} fir u € E’ definiert. Es bezeichne
E! :={u € E'; ||lu||} < oo} die lineare Hiille von U;, versehen mit der Norm
I|I.|l%. Dann wird E' = U,enE!, mit der stérksten lokalkonvexen Topologie
i(E', E), die alle Einbettungen i, : E/, — U,enE!, stetig macht, ausgestattet
und induktives Dual E von E genannt.

In den Kapiteln 3 und 4 dieser Arbeit werden verschiedene Klassen von
Fréchetrdaumen untersucht, die an dieser Stelle kurz eingefiihrt werden.

Ein lokalkonvexer Raum E wird Schwartzraum genannt, falls es zu jeder ab-
solutkonvexen Nullumgebung U in E eine Nullumgebung V' in E gibt, so daf3
zu jedem ¢ > 0 Punkte zq,...,z, € V mit

V C O($]+€U)

j=1

existieren. F heifit semi-Montelraum, falls jede beschréankte Menge in E rel-
ativkompakt ist. Einen quasitonnelierten semi-Montelraum nennt man Mon-
telraum. E ist semirefleriv, wenn jede beschrinkte Menge in F schwach rel-
ativkompakt ist. Ein quasitonnelierter semireflexiver Raum wird als reflez-
iv bezeichnet. Ist ein Fréchetraum E Montel, so ist er auch reflexiv. Die
Umkehrung gilt i.a. nicht, wie Beispiele von Kothe und Grothendieck zeigen.
Ein lokalkonvexer Raum FE ist quasinormabel, falls

YU € Up(E) 3V € Up(E) YA > 03B € B(E) mit V C B + AU.

Ein lokalkonvexer Raum ist genau dann Schwartz, wenn er Montel und
quasinormabel ist. Jeder normierte Raum ist quasinormabel. Ferner ist ein
normierter Raum genau dann semi-Montel, wenn er endlich dimensional ist.
Ein lokalkonvexer Raum FE geniigt der Dichtheitsbedingung, wenn es fiir jede
Funktion A : Up(E) — R \{0} und jedes V' € Uy(E) eine endliche Teilmenge
U von Uy(FE) und ein B € B(E) mit

(MO CcB+V
veld

gibt. Die Dichtheitsbedingung wurde von Heinrich im Zuge seiner Unter-
suchungen von Ultrapotenzen lokalkonvexer Riaume in [42] erstmals betra-
chtet und von Bierstedt und Bonet in [10] eingehend studiert. Sie zeigten,
daBl ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum F genau dann der Dichtheitsbe-
dingung geniigt, wenn jede beschrédnkte Teilmenge des starken Duals von E
metrisierbar ist (siche dazu [10] Theorem 1.4).
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Ein lokalkonvexer Raum E heifit distinguiert, wenn das starke Dual E; ton-
neliert ist. Der Begriff der distinguierten Rdume stammt von Dieudonné und
Schwartz. Grothendieck zeigte, dal ein Fréchetraum E genau dann distin-
guiert ist, wenn E; = E! gilt. Fiir Fréchetrdume E sind folgende Implikatio-
nen bekannt (Pfeile bezeichnen Implikationen):

/ Montel — reflexiv

Schwartz \ \ distinguiert

™ quasinormabel = Dichtheitsbedingung

Fiir weitere Informationen wird u.a. auf [10], [11], [24] und [48] verwiesen.

Die Frage nach der Vererbung von Quasinormabilitdt und der Dichtheits-
bedingung unter Bildung von injektiven Tensorprodukten fiihrte auf die Eigen-
schaften quasinormabel durch Operatoren (QNo) und Dichtheitsbedingung
durch Operatoren (DCo). Sie gehen auf Peris und Rivera zuriick. Siehe [61]
und [62]. Ein lokalkonvexer Raum E ist (QNo), wenn es eine Basis U abso-
lutkonvexer abgeschlossener Nullumgebungen in E gibt, so daf gilt:

YU €UV eUVe>03P e L(EE) :
(i) P(V) € B(E),
(i) (I — P)(V) € eU.

Ein Fréchetraum E geniigt (DCo), falls es eine Nullumgebungsbasis (U, )nen
in £ gibt, so daf§ gilt: 3B € B(F) Vm € N VB € B(F) 3A > 0 IP €
L(E,E) :

() P(B') C Uy,
(i) (I — P)(B') C AB

Im fiinften Kapitel werden induktive Limites holomorpher Funktionen

und deren projektive Hiillen auf unterschiedliche Eigenschaften untersucht.
Daher wird hier eine kurze Einfiihrung gegeben.
Sei (Ey, Tn)nen eine Folge lokalkonvexer Raume F, mit den Topologien ,,
wobei jeder Raum F),, ein linearer Unterraum von F := U,cnFE, und E, fir
n < m ein linearer Unterraum von F,, ist, so dafl die kanonische Inklusion-
sabbildung i, @ (En, Tn) — (Em, Tm) stetig ist. £ wird mit der stérksten
lokalkonvexen Topologie 7 versehen, die alle Einbettungen

Tn: (Enym) — E
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stetig macht. (F,7) wird induktiver Limes der induktiven Folge (E,,T,)
genannt und mit (£, 7) := ind,,(E,, 7,,) bezeichnet. 7 heifit induktive Limestopolo-

gie.

Jede beschrénkte Teilmenge in F), ist wegen der kanonischen Einbettung
beschrankt in F, aber dies liefert i.a. nicht alle beschrinkten Mengen in F.
(E, 1) =ind,(E,, T,) heiit requldrer induktiver Limes, falls jede beschréinkte
Teilmenge von F in einem F,, enthalten und beschréinkt ist. Ein induktiver
Limes von Banachrdumen heifit (LB)-Raum.

Ein lokalkonvexer Raum F ist ein (DF)-Raum, wenn er folgende Eigen-
schaften besitzt:

(a) E besitzt eine Fundamentalfolge der beschrankten Teilmengen.

(b) Fiir jede Folge (U, ),en abgeschlossener, absolutkonvexer Nullumgebun-
gen in F, so daBB U = N,enU, jede beschrankte Teilmenge von E ab-
sorbiert, ist U eine Nullumgebung.

(DF)-Raume wurden von Grothendieck in [40] eingefiihrt. Jedes starke Dual
eines Fréchetraumes und jeder (LB)-Raum ist ein (DF')-Raum. Umgekehrt
ist das starke Dual eines (DF')-Raumes stets ein Fréchetraum.

Ein lokalkonvexer Raum heifit (¢DF')-Raum, falls es eine Fundamentalfolge
(By)nen beschriankter Teilmengen von E gibt, so daf§ fir jede Folge (U, )nen
von Nullumgebungen in E ein U € Uy(E) mit

UC((Un+ By)

neN

existiert. Jeder (DF')-Raum ist auch ein (¢ D F')-Raum, die Umkehrung hinge-
gen gilt i.a. nicht. Siehe dazu [48].

Ein lokalkonvexer Raum E geniigt der abzdhlbaren Umgebungseigenschaft,
falls fiir eine gegebene Folge (U, ),en von Nullumgebungen in £ Zahlen a,, > 0

existieren, so daf
U= () anln
neN
eine Nullumgebung in FE ist. Die abzéhlbare Umgebungseigenschaft wurde
implizit zunéchst von Schwartz in [64] auf S. 95 angegeben und von Floret in

[37] mit threm Namen versehen. Wegen [59] Korollar 8.3.3 und Proposition
8.3.5 erfiillt jeder (DF')-Raum die abzidhlbare Umgebungseigenschaft.
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Die Begriffe der dualen Dichtheitsbedingung und der starken dualen Dichtheits-
bedingung wurden von Bierstedt und Bonet in [8] fiir lokalkonvexe Réume
E definiert und fiir (DF')-Réume eingehend studiert.

Bezeichnet F einen (Hausdorffschen) lokalkonvexen Raum, B(FE) das System
aller abgeschlossenen, absolutkonvexen und beschrinkten Teilmengen von E
und U(FE) das System aller abgeschlossenen, absolutkonvexen Nullumgebun-
gen in F, so geniigt F der dualen Dichtheitsbedingung (DDC') (bzw. der
starken dualen Dichtheitsbedingung (SDDC)), wenn gilt:

zu jeder Funktion A : B(E) — R, \{0} und jedem A € B(FE) gibt es eine
endliche Teilmenge B von B(E) und ein U € U(E) mit

ANU C f(UBEB(E))\<B)B) (bZW. ANU C F(UBEB(E))\(B)B>>,

wobei I' (bzw. T') die absolutkonvexe Hiille (bzw. die abgeschlossene abso-
lutkonvexe Hiille) bezeichnet.

Bierstedt und Bonet zeigten in [8], daB fiir das starke Dual E; eines
Fréchetraumes die duale Dichtheitsbedingung dquivalent zur starken dualen
Dichtheitsbedingung ist. Die duale Dichtheitsbedingung gilt in einem (DF)-
Raum FE genau dann, wenn die beschrénkten Teilmengen von E metrisierbar
sind (siehe dazu [8] 2.Remarks und 5.Theorem). Ein Fréchetraum E geniigt
genau dann der Dichtheitsbedingung, wenn sein starkes Dual (DDC') (bzw.
dquivalent (SDDC')) hat.



3 Gewichtete Fréchetraiume holomor-
pher Funktionen

3.1 Einfiihrung in die gewichteten
Fréchetriaume holomorpher Funktionen

In diesem Kapitel werden, wenn nichts anderes gesagt wird, die folgenden
Voraussetzungen angenommen.

Sei G eine offene Teilmenge von CV, N > 1, und W = (w,)nen eine wach-
sende Folge strikt positiver, stetiger Funktionen auf G. Diese Funktionen
werden auch Gewichte genannt. Ferner bezeichne H (G) den Raum aller holo-
morphen Funktionen auf GG, der mit der Topologie co der gleichméfligen Kon-
vergenz auf den kompakten Teilmengen von G versehen wird.

Fiir jedes n € N sind

Huwn(G) = A{f € H(G); |Iflln := supwn(2)|f(2)] < oo} und
H(wy)o(G) = {f € H(G); wy]|f]| verschwindet im Unendlichen auf G},

versehen mit der von Hw,,(G) induzierten Norm, Banachraume. Die gewichteten
Réaume holomorpher Funktionen seien definiert durch

HW(G) = (] Hwa(G) und HWy(G) := (1] H(wa)o(G).

neN neN

Unter der Topologie, die von der Folge (||.|n)nen der Normen gegeben wird,
ist HW(G) ein Fréchetraum.

Als abgeschlossener topologischer Unterraum von HW (G) ist HWy(G) eben-
falls ein Fréchetraum.

Fiir jedes n € N bezeichne B,, (bzw. B,,o) die abgeschlossene Einheitskugel
von Hw,(G) (bzw. H(w,)o(G)). Setze

Cy, =B, NHW(G) und C,, o := B, 0 N HW,(G)

fiir jedes n € N. Dann wird durch (+Cp)nen (bzw. (£C0)nen) eine
Nullumgebungsbasis von HW (G) (bzw. HW,(G)) gegeben. O.B.d.A. geniigt
es allerdings, (Cy)nen und (Ch, 0)nen zu betrachten.

Setze

W = {w: G —]0,00[; W stetig, w,w beschrinkt auf G fiir jedes n € N}.

11
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Die Mengen
Cyw:={f € HW(G); |f(2)| < w(z) fiir jedes z € G}, w e W,

bilden ein Fundamentalsystem der beschrankten Teilmengen von HW (G),
die absolutkonvex und kompakt im Raum (H(G), co) sind (siehe dazu [12] S.
123-125).
Sei v ein Gewicht auf der Menge GG. Dann ist das assoziierte Gewicht definiert
durch

v(2) = sup{lg(2)l;g € H(G), lg| <v}, 2 € G

gegeben. Assoziierte Gewichte wurden von Andersen und Duncan in [2] eingefiihrt
und von Bierstedt, Bonet und Taskinen in [18] eingehend untersucht.

Ein Gewicht v auf einem kreisférmigen Gebiet G ¢ CV, N > 1, heifit radial,
falls v(z) = v(Az) fiir jedes A € C mit |[A\| =1 gilt.

Es bleibt zu erwihnen, daf§ f € H(G) fiir eine kreisformige offene Teilmenge

G von CV, N > 1, die Taylorreihendarstellung

f(2)=) m()

um 0 fiir jedes z € G hat, wobei p;, ein k-homogenes Polynom ist, £ € N. Die
Reihe konvergiert gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge von G gegen
f. Die Cesaro-Mittel der Partialsummen der Taylorreihe von f werden durch

SuNIE) = =5 D )

=0 k=0

fiir jedes z € G und jedes n € Ny gegeben. Also ist jedes S, (f) ein Polynom
(vom Grad < n), und S, (f) konvergiert gegen f gleichméBig auf jeder kom-
pakten Teilmenge von G. Diese Tatsache wird im Laufe der Arbeit haufig
verwendet.

Vollig analog definiert man gewichtete Fréchetraume stetiger Funktionen. Sei
W = (w,)nen eine wachsende Folge strikt positiver stetiger Funktionen auf
einem vollstandig reguléren Hausdorff-Raum X. C'(X) bezeichne die Menge
aller stetigen Funktionen auf X. Dann sind

Cwn(X) = {f € C(X); [[flln := sup wn(2)|f(2)| < oo} und

rzeX

C(wy)o(X) = {f € C(X);w,|f|verschwindet im Unendlichen auf X},

versehen mit der von Cw,, (X) induzierten Norm, Banachraume. Desweiteren
erhédlt man die gewichteten Fréchetraume stetiger Funktionen

CW(X):= n Cw,(X) ebenso wie CWy(X) := n C(wy)o(X).

neN neN
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Gewichtete Fréchetraume stetiger Funktionen wurden von Bierstedt und Meise
([19]) ebenso wie von Bastin ([3]) auf Eigenschaften wie Schwartz, Montel,

quasinormabel,; Dichtheitsbedingung und Distinguiertheit untersucht.

In diesen Artikeln traten einige Bedingungen an die Gewichte auf, die auch

in dieser Arbeit in abgeédnderter Form eine Rolle spielen. So geniigt W =

(Wn)nen der Bedingung (S'), falls

VneNdm>n: Wn verschwindet im Unendlichen auf X,
wm
Dies ist eine ziemlich starke Bedingung. Die folgenden schwicheren Bedin-

gungen wurden ebenfalls eingehend untersucht.
W = (wp)nen hat Bedingung (QN'), falls

VYn € Ndm > n, so da VY C X mit infM > () auch
yey wm<y)
inf U)o VE—mtLmt2. il
veY wi(y)

Bedingung (M') ist erfiillt, wenn

Vn € NVY nicht relativkompakt in X 3m = m(n,Y) > n mit

e Wa(y)
veY Wy, (y)

=0.

Bedingung (.S) impliziert nun sowohl (M’) als auch (QN’). Bierstedt und
Meise zeigten in [12], dafl unter gewissen Voraussetzungen an den Raum X
und die Folge W = (wy,)nen von Gewichten die Bedingung (M) fiir die Folge
W = (wp)nen dquivalent zu CW(X) = CWy(X) ist ebenso wie die Aquiv-
alenz von (QN’) und der Tatsache, dal CW (X)) (oder dquivalent CWy(X))
quasinormabel ist. Bastin [3] schlieBlich konnte zeigen, da CW (X) bzw.
CWy(X) genau dann distinguiert ist (oder dquivalent, der Dichtheitsbedin-
gung geniigt), wenn W = (wy, )nen der Bedingung (D’) erfiillt:

Es existiert eine wachsende Folge J = (X, )men von Teilmengen von X mit
(N,J")  zujedem m € N gibt es n,, € N mit inf,cx,, %(S) > 0,
k=nmy,+1,n,+2,.. und

(M,J") fiir jedes n € N und jede Teilmenge Y von X mit Y N (X\X,,) # 0
wn (y) =0.

Wy (y)
Die inverse Form (D) der Bedingung (D’) wurde von Bierstedt und Meise

in [12] im Zuge ihrer Untersuchungen der sogenannten projektiven Darstel-
lung eingefiihrt. Ndhere Informationen zur projektiven Darstellung werden
in Kapitel 5 gegeben.

fiir alle m € N gibt es ein n’ = n/(n,Y) > n mit inf ey
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Die Einfiihrung der assoziierten Gewichte ermdglicht es nun, Eigenschaften
wie Schwartz, Montel und Reflexivitdt auch fiir gewichtete Fréchetraume
holomorpher Funktionen zu charakterisieren.

Fiir die Charakterisierung von Quasinormabilitdt und der Dichtheitsbedin-
ung wird zuséitzlich noch die von Bierstedt und Bonet in [14] eingefiihrte
Klasse W von Gewichten auf dem offenen Einheitskreis benétigt, die eine
Zerlegung der holomorphen Funktionen erméglicht.

Zuletzt seien einige Beispiele gewichteter Fréchetrdume holomorpher Funk-
tionen erwahnt.

(I) Das folgende Beispiel wurde in [35] untersucht.
Betrachte ein beschrinktes konvexes Gebiet G in CV, N > 1, und eine
fallende Folge (¢,,)nen beschriankter nicht negativer konvexer Funktio-
nen auf G. Dann definiere die Folge W = (w,,)nen durch

w,(2) =e ) 2 G neN.

Epifanov zeigte in [35], daf das starke Dual von HW(G) unter bes-
timmten Voraussetzungen topologisch isomorph zu VH (CY) ist, wobei
V = (vp)nen durch

vn(z) — e sup{Re<z,t>—pn(t); tEG}’ = CN, neN
gegeben wird. (Zur Definition von VH(C") siehe Kapitel 4.)

(II) Wihle G = C und W = (wy)pen mit w,(z) = e~ 571’ fiir jedes z € C.
Dann ist HW (C) der Fréchetraum der ganzen Funktionen der Ordnung
p, p >0, und vom Typ 0. Man kann leicht nachrechnen, daf§ die Folge
W = (wy,)nen der Bedingung (S”) geniigt. Wie man spéter noch sehen
wird, ist HW (C) ein Schwartzraum.
Es bleibt zu erwahnen, da8 HW (C) isomorph zu dem Raum der Dif-
ferentialoperatoren unendlicher Ordnung ist.

(Siehe dazu [5] S. 178.)

(IIT) In [25] wurden (LF)-Réume im Zusammenhang mit Ultradistributio-
nen vom Roumieu-Typ betrachtet. Dabei treten die folgenden gewichteten
Fréchetraume holomorpher Funktionen auf.

Es bezeichne dazu €2 eine nichtleere offene konvexe Teilmenge von RY
mit 0 € . Ferner sei (K, )nen eine Fundamentalfolge der konvexen

kompakten Teilmengen von §2 mit 0 € K; und K,, C K, fiir jedes
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n € N. Fiir jedes n € N definiere h,(v) := sup,cx, < 2,y >, = € RY.
Betrachte jetzt die wachsende Folge W,, = (w, 1 )ken, 7 € N, mit

Wy k(2) = exp (—hn(lm(z)) — %w(z)) ., zeCV nkeN,

wobei w eine nicht-quasianalytische Funktion ist. Fiir Informationen iier
nicht-quasianalytische Funktionen siehe [25]. Uber die so entstandenen
Fréchetriume HW,,(CY) wird dann der induktive Limes gebildet.

3.2 Reflexivitiat und Monteleigenschaft

In diesem Abschnitt wird zunéchst gezeigt, dafi der Raum HW;(G) unter
gewissen Voraussetzungen an die wachsende Folge W = (w,,)nen strikt pos-
itiver stetiger Funktionen auf G genau dann reflexiv ist, wenn HW(G) =
HW,(G) gilt. Ferner wird eine Bedingung in Termen von Gewichten und as-
soziierten Gewichten angegeben, die dquivalent zu HW (G) = HWy(G) und
HW(G) Montel ist. Eine Zusammensetzung dieser Ergebnisse liefert dann,
daB unter bestimmten Voraussetzungen die Monteleigenschaft von HW (G)
dquivalent zu der bereits erwéhnten Bedingung in Termen von Gewichten und
assoziierten Gewichten ist. Ferner kann fiir offene und zusammenhéngende
Teilmengen G von C, die keine Einpunkt-Komponente in C* := C U {co0}
haben, bewiesen werden, dafl besagte Bedingung auch dquivalent zu HW (G) =
HWy(G) ist.

Nach einem kurzen Abschnitt, in dem Beispiele fiir die angenommenen Vo-
raussetzungen gegeben werden, wird die Reflexivitatsfrage fiir Banachraume
vom Typ Hug(G) und Hv(G) betrachtet. Es wird gezeigt, dal Hug(G) iso-
morph zu einem abgeschlossenen Unterraum von ¢ ist. Ist daher Huy(G)
unendlich dimensional, so sind Hvy(G) und Hv(G) nicht reflexiv.

3.2.1 Reflexivitit und Monteleigenschaft

Wie bereits gesagt, wird zunéchst untersucht, unter welchen Bedingungen
HW,(G) reflexiv ist. Dazu wird das folgende Lemma benotigt.

3.1 Lemma. Fir eine Folge (f;)jen C HWy(G) sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) fj — 0 bzgl. c(HWy(G), HWH(G)').

(b) (fj)jen ist beschrinkt, und es gilt f; — 0 bzgl. co.
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Beweis. (a) = (b):

Es konvergiere (f;);en gegen 0 bzgl. o(HWy(G), HWy(G)'). Dies impliziert,
daB (f;)jen o(HWy(G), HWy(G)')-beschrénkt ist. Da die beschrankten und
die schwach beschriankten Teilmengen identisch sind (siehe [50] 20.11.(7)), ist
(fj)jen beschrankt in HW,(G).

Nach dem Satz von Montel fallt co auf den beschrinkten und daher erst
recht auf den co-beschrankten Teilmengen von HWj(G) mit der Topologie
der punktweisen Konvergenz zusammen.

Offensichtlich gehort jedes d, aber zu HWy(G)', z € G. Daher liefert

fi = 0 bzgl. o(HW,(G), HW,(G)') sofort f;(z) — 0 fiir jedes z € G, also
auch f; — 0 bzgl. co.

(b) = (a):

Sei (f;)jen € HWy(G) beschrénkt, und es gelte f; — 0 bzgl. co. Nach dem
Satz von Hahn-Banach und dem Rieszschen Darstellungssatz (siehe dazu
[65]) gibt es zu jedem | € HW,(G)" ein n € N und ein beschrinktes Radon-
Mafl p auf G mit

If) = /wan dp

fir jedes f € HWy(G).
Nun folgt wegen der inneren Regularitéit von pu, daf

l(fj):/ijwn duﬁl(O):/GOwn dp = 0.

bzgl. co. (Siehe dazu [12] Ausfithrungen vor Proposition 10.) Dies impliziert
fj — 0 ngl O'(HWO(G), HWQ(G)I) U

3.2 Folgerung. Auf einer beschrinkten Teilmenge B von HWy(G) ist co
starker als die schwache Topologie.

Beweis. Zu zeigen ist, daBl jede bzgl. co konvergente Folge in B auch schwach
konvergiert. Fixiere dazu eine konvergente Folge (f;)jen C B, die bzgl. co
gegen f € B konvergiert. Dann ist (f; — f)jen eine beschrénkte Folge in
HWy(G), die bzgl. co gegen 0 konvergiert. Eine Anwendung von Lemma 3.1
liefert dann, daB (f; — f)jen bzgl. der schwachen Topologie gegen 0 kon-
vergiert. Also konvergiert (f;);en bzgl. der schwachen Topologie gegen f. [

Beispiele fiir die im folgenden Satz angenommene Voraussetzung werden
im Anschlul an diesen Abschnitt gegeben.

3.3 Satz. Es gelte Cy = @,gco fiir jedes W € W. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:
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(a) HW(G) = HWy(G).
(b) HWy(Q) ist reflexiv.

Beweis. (b) = (a):

Fixiere ein f € HW(G). Dann gibt es ein w € W mit f € Cg. Wegen
Cw = Coo  existiert eine Folge (f;)jen C Cmo C HWy(G) mit f; — f bzgl.
co. Also konvergiert (f;)jen auch punktweise gegen f.

Weil mit w € W wie oben (f;)jen C Cuo gilt, ist (f;)jen beschrinkt in
HWy(G). Daher liefert (b), daB (f;);en auch relativ schwach kompakt ist. Al-
so gibt es eine Teilfolge (fj, )ken von (f;) en, die bzgl. o(HWy(G), HW,(G)')
gegen ein g € HWy(G) konvergiert. Damit konvergiert (f;, )ren auch punk-
tweise gegen g. Es folgt g = f € HWy(G) und damit HW (G) = HWy(G).

(a) = (b):

Sei dazu (fj);en C HWy(G) beschriankt. Es ist zu zeigen, daBl (f;),en eine
schwach konvergente Teilfolge hat. Dann liefert ein Korollar des Satzes von
Smulian (siehe [48] Korollar 9.8.3), daB HWy(G) reflexiv ist. Nach Voraus-
setzung existiert ein w € W mit ( fi)jen C Cgpo C Cg. Cy is co-kompakt,
und es gibt eine Teilfolge (f;, )ken von (f;);en, die gegen ein Element g €
HW(G) = HW,(G) konvergiert. Man hat f;, — g — 0 bzgl. co. Wegen Lem-
ma 3.1 impliziert dies f;, — g bzgl. c(HW,(G), HWH(G)'). O

Im folgenden soll eine andere Beweismoglichkeit fiir die Implikation
(a) = (b) gegeben werden, die den Satz von Smulian und damit die Fréchet-
Eigenschaft nicht benoétigt, so dafl diese Beweismethode auch fiir beliebige
Nachbin-Familien angewandt werden kann.

(a) = (b): Es gelte HW(G) = HWy(G). GeméaB Definition ist zu zeigen,
dafl jede beschrinkte Teilmenge von HW;(G) relativ schwach kompakt ist.
Fixiere dazu eine beschriankte Teilmenge B von HW;(G). Dann existiert ein
w € W mit B C Cgpo. Wegen HW (G) = HWy(G) gilt Cg = Cg o, und Cg g
ist co-kompakt. Wie bereits erwéhnt, ist co auf B stéirker als die schwache
Topologie. Wegen des Satzes von Montel fallen auf B die schwache Topologie
und co zusammen. Daher ist B relativ schwach kompakt.

Im folgenden wenden wir uns der Frage nach der Monteleigenschaft von
HW(G) und dem Zusamenhang zwischen Monteleigenschaft und der Re-
flexivitdat zu. Dazu wird zunéchst die folgende Hilfsaussage bewiesen.

3.4 Lemma. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) HW(Q) ist ein Montelraum.
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(b) Auf jeder beschrinkten Teilmenge B von HW (G) fallen die Topologie
von HW(G) und die Topologie co zusammen.

Beweis. (a) = (b): Sei dazu HW (G) ein Montelraum. Dann ist nach Def-
inition jede beschrankte Teilmenge B von HW (G) relativkompakt. Wegen
[50] 3.2.(6) fallt auf B die Topologie von HW (G) mit jeder schwécheren
Hausdorff Topologie - also insbesondere mit der Topologie co - zusammen.
Es folgt demnach die Aussage (b).

(b) = (a): Fixiere dazu eine beschrankte Teilmenge A von HW(G). Dann
gibt es ein w € W mit A C Cg, und Cg ist co-kompakt. Daher ist A co-
relativkompakt und wegen (b) auch relativkompakt in HW (G). Geméf Def-
inition ist HW(G) damit ein Montelraum.

0

Es bezeichne K, (G) die Menge aller stetigen Funktionen auf G, die einen
kompakten Tréger haben. Mit der Konvention 1/0 = 400 ist die im folgenden

auftretende Funktion min (@, %) definiert und stets eine positive und stetige
Funktion auf G fiir w € W und ¢ € K, (G). Im folgenden Satz, dessen Be-
weisidee aus [18] stammt, wird eine Charakterisierung der Monteleigenschaft
von HW (G) gegeben. Diese hat allerdings den Nachteil, dafi die Bedingung
nicht nur von den Gewichten und assoziierten Gewichten, sondern auch von
einer Funktion ¢ € K, (G) abhéngt.

3.5 Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) HW(G) ist ein Montelraum.

(b) Fiir jedes w € W und jedes n € N gibt es ein ¢ € K, (G) mit

(min (m l)) < 1 auf G.
¥ Wn,

Beweis. Weil HW (G) ein Fréchetraum ist, (Cy)ge €in Fundamentalsystem
der beschriankten Teilmengen von HW (G) bildet und jedes Cy kompakt in
(H(G), co) ist, ist HW (G) genau dann Montel, wenn HW (G) und co dieselbe
Topologie auf Cy fiir jedes w € W induzieren (siche dazu vorangegangenes
Lemma). Dies ist dquivalent zu der Aussage

()  Fiir jedes w € W und jedes n € N gibt es ein ¢ € K, (G) mit
ConN{fe HG);p|f| <1auf G} C C,.



3  Gewichtete Fréchetraume holomorpher Funktionen 19

(b) = (x): Fixiere g € Cxz N {f : ¢|f| < 1 auf G}. Dann ist g € HW(G)
und |g| < min (E, é) auf G. Wegen (b) und [18] 1.2.(iii) hat man auch

1\\"~ 1
9] < (min (w, —)) < — auf G
¥ Wn

() = (b): Fixiere dazu ein f € H(G) mit |f| < (min (@,é))w auf G.

und damit g € C,,.

Dann gilt auch |f| < (min (@,i auf G. Folglich ist f ein Element von

CzN{f € H(G); ¢|f] < 1auf G} und gehort nach (x) damit auch zu
Cy. Demnach ist |f| < - auf G. Wihlt man das Supremum fiber all diese
Funktionen, so folgt die Behauptung. O

Der folgende Satz bietet gegeniiber dem Vorherigen den Vorteil, daffl man
eine Bedingung bekommt, die nur von Gewichten und assoziierten Gewichten
bestimmt ist.

3.6 Satz. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Es gilt HW (G) = HWy(G), und HW (Q) ist ein Montelraum.

(b) Fiir jedes n € N und jedes w € W wverschwindet w,(w)~ im Un-
endlichen auf G.

Beweis. (a) = (b): Es sei HW(G) ein Montelraum, und es gelte HW (G) =
HWy(G).

Fixiere ein n € N. Dann ist die Menge A := {w,(2)d,; z € G} gleichstetig
in HW(G)', weil A eine Teilmenge von Cy ist. Demnach hat man

o(HW(G)', HW(G))|la = MHW(G)', HW(G))|,

wobei A(HW (G)', HW(G)) die Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf
den (pré-)kompakten Teilmengen von HW (G) bezeichnet. Wegen HW (G) =
HWy(G) existiert zu jedem U € U(HW (G)', o (HW (G)', HW(G))) ein K CC
G mit

wy(2)0, € U Vz e G\K.

Weiterhin ist Cy wegen der Monteleigenschaft von HW (G) kompakt in
HW (G). Deshalb gibt es zu der A\(HW (G)', HW (G))-Nullumgebung ¢Cy. C
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HW(G)" ein K CC G mit w,(2)d, € eCg fiir jedes z € G\ K, d. h. zu jedem
e > 0 existiert ein K CC G mit

e > wn(z)sup{|f(2)|; f € Cu} = wn(2)(W)~(2)
fiir jedes z € G\ K. Also folgt Bedingung (b).

(b) = (a):

L. Schritt: Zeige zuniichst, dai HW(G) = HWy(G) gilt. Fixiere dazu ein
f € HW(G). Dann existiert ein w € W mit |f| < w auf G. Natiirlich gilt
dann auch |f| < (w)™~ auf G. Fixiere nun ein n € N und erhalte

wy|f| < w, (W)™ auf G.

Eine Anwendung von Aussage (b) liefert, daf w,|f| im Unendlichen auf G
verschwindet. Da n beliebig gewihlt war, folgt f € HW,(G).

2. Schritt: Damit bleibt zu beweisen, dal HW (G) ein Montelraum ist.
Fixiere dazu zunichst ein w € W. Es ist zu zeigen, da§ HW (G) und
(H(G), co) dieselbe Topologie auf Cy induzieren. Da (Cy)gep €in Fundamen-
talsystem der beschrénkten Teilmengen von HW (G) bildet, liefert Lemma
3.4 dann, daf8 HW(G) ein Montelraum ist.
Fixiere n € N und ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert eine Menge K CC GG
mit

wn(2)(@)(2) < ¢

fir jedes z € G\ K.
Setze U := {g € HW(G); wy(z)|g(z)| < e fiir jedes z € G}. Dann ist zu
zeigen, dafl es eine Nullumgebung V' in (H(G), co) gibt mit

VNCy CcUnNCCy.
Definiere V := {g € H(G); |g(2) o wn(y) Lur jedes z € K} und fixiere

| <
— maxyex wn(y

ein f € VN Cg. Dann hat man

* fur 2z € K
€
< —_— = €.
wa(2)|f(2)] < gé%wn(y)maxyel( o) ©
* fir z € G\K:
Falls (w)~(z) > 0 ist, so erhélt man wegen w, (2)(w)~(z) > ¢ fiir jedes
z € G\K und |f| < (w)~ auf G die Abschétzung

£ (2)]

wn(2)]f(2)] < wn(2)(W)~(2) @) (2) =

€.
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Falls (w)™~(z) = 0 ist, so folgt auch g(z) = 0, da g nach Voraussetzung
ein Element von Cy ist. Demnach gilt dann auch w,(2)|f(2)] =0 < e.

Also gehort f zu U N Cy. 0

3.7 Korollar. Es gelte Ci = Cx . fiir jedes W € W. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) HW(G) ist Montel.

(b) Fiir jedes n € N und jedes w € W wverschwindet w,(w)~ im Un-
endlichen auf G.

Beweis. Wegen Satz 3.6 ist offensichtlich, da8 (b) Aussage (a) impliziert. Fiir
die Umkehrung beachte, da§ mit HW (G) auch HWj(G) ein Montelraum ist.
Dies liefert, da HWy(G) reflexiv ist. Mit Satz 3.3 folgt dann HW(G) =
HW,y(G). Daher liefert der Beweis von Satz 3.6 die Behauptung. O

Interessant ist nun die Frage, ob die Gleichheit HW (G) = HW;(G) stets
die Monteleigenschaft von HW (G) nach sich zieht. Diese Frage kann leider
nur fir Folgen W = (w,)nen positiv beantwortet werden, die auf einem
Gebiet G C C definiert sind, so daf C*\G keine Einpunkt-Komponente hat.
Fiir alle anderen Teilmengen von C einschliellich der komplexen Ebene selbst
ist dieses Problem noch offen.

3.8 Proposition. Sei G eine offene und zusammenhdngende Teilmenge von
C, so daff C*\G keine Einpunkt-Komponente hat. Dann impliziert HW (G) =
HWy(G) bereits die Bedingung (b) aus Satz 3.6.

Beweis. Der Beweis wird indirekt gefiithrt. Dazu sei angenommen, daf die
Eigenschaft (b) nicht erfiillt ist. Dann gibt es ein w € W, ein n € N und ein
e > 0 sowie eine Folge von Punkten (z;)reny C G, die gegen einen Punkt z
im Rand von G in C* konvergiert, mit

Wy (2) (W)~ (2x) > €. (3.1)

Weiterhin existiert wegen [18] 1.2.(iv) zu jedem k € N ein f, € H(G) mit
|fx] <w auf G und

| fie(z)| = (@)™ ().
Die Funktion f; ist auch ein Element von HW(G), denn die Ungleichung
| fx] < W auf G liefert fiir jedes n € N

Wyl fr] < w,W < 0o auf G.
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0O.B.d.A. kann angenommen werden, dafl zy in einer abgeschlossenen, zusam-
menhéngenden Menge L C C*\G von mehr als einem Punkt liegt. Dann ist
U := C*\ L konform dquivalent zu D, wie nun per Fallunterscheidung gezeigt
wird:

1. Fall: Der Punkt oo ist kein Element von U, d.h. oo muB} in L liegen. In
diesem Fall ist U eine Teilmenge von C, und L wird nicht auf den Punkt
oo reduziert, weil L aus mehr als einem Punkt besteht. Daher ist U einfach
zusammenhéngend. Eine Anwendung des Riemannschen Abbildungssatzes
liefert, da3 U konform #quivalent zu D ist.

2. Fall: Der Punkt oo gehort zu U. Wahle nun ein a € L beliebig, aber fest,

und definiere 1

Zz—a

T:C"—->C" z—

Dann ist 7" biholomorph und bildet L auf eine zusammenhéngende,
abgeschlossene Menge L' in C* ab, die oo enthélt, und U auf eine offene
zusammenhéngende Menge U’ mit co ¢ U'. Aulerdem ist U’ = C*\ L. Weil
U’ zusammenhéingend und das Komplement L’ ebenfalls zusammenhéngend
ist und aus mehr als einem Punkt besteht, ist U’ einfach zusammenhéngend
und wegen des Riemannschen Abbildungssatzes konform dquivalent zu D.

Durch Ubergang zu einer Teilfolge von (z;)ren erhilt man eine H*(U)-
interpolierende Folge (siehe dazu [44] S. 195). O.B.d.A. kann angenommen
werden, daf die Teilfolge durch (z )ken gegeben wird. Dann liefert der Beweis
von [69] III.LE.4 die Existenz einer Folge von Funktionen (¢;);en € H*(U)
mit @;(2;) = 0 und Y277 ;| < M < oo. Setze f =7 | ¢y fr. Dannist f
wegen | f(2)| = [> ey ¢r(2) fe(2)| £ Mw(z) fiir jedes z € G und der daraus
resultierenden gleichméfiigen Konvergenz auf den den kompakten Teilmen-
gen von G ein Element von H(G).

Zu zeigen bleibt f € HW (G)\HWy(G). Beweise zunichst, dafl f zu HW(G)
gehort. Fiir jedes z € G und jedes m € N hat man

wn()f(2)] < wal2) Y len(@)|Ifu(2)]
< wp(2)Mw(z) < oo,

weil nach Voraussetzung w,,w auf G beschrankt ist.
Es bleibt zu zeigen, dafl f kein Element von HW;(G) ist. Zunéchst gilt

1f(z)] = = [£i(z) = @)~ (2)-

> on(z) fl)




3  Gewichtete Fréchetraume holomorpher Funktionen 23

Wegen (3.1) gibt es ein n € N mit

wn(20) [ f (2)| = wn (21) (W)™ (2k) = €

fiir jedes k € N. Demnach gehort f nicht zu H(w,)o(G) und damit auch
nicht zu HWy(G). Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung HW (G) =
HWy(G). O

3.9 Korollar. Sei G C C offen und zusammenhdngend, so dafy C*\G keine
Finpunkt-Komponente hat. Ferner gelte Cz = C’moco fiir jedes w € W. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) HW(G) = HWo(G)
(b) HWy(G) ist reflexiv.
(¢) HW(G) ist reflexiv.

(d) Fiir jedes n € N und jedes w € W werschwindet w, (W)~ im Un-
endlichen auf G.

(e) HW(G) ist ein Montelraum.
(f) HWy(G) ist ein Montelraum.

Beweis. Eine Anwendung von Satz 3.3 liefert die Aquivalenz der Aussagen
(a) und (b), wihrend diejenige von (a) und (d) unmittelbar aus Proposition
3.8 und Satz 3.6 folgt.

Weil HWy(G) ein abgeschlossener topologischer Unterraum von HW (G) ist,
impliziert (c) die Aussage (b) gemé8 [48] Proposition 11.4.5 ebenso wie (e)
Bedingung (f) nach [48] Proposition 11.5.4.

Satz 3.6 liefert, dafl (d) die Bedingung (e) nach sich zieht.

Weil schliefllich HW (G) und HW;(G) Fréchetrédume sind, ergeben sich

(e) = (c) ebenso wie (f) = (b). O

Im folgenden werden Beispiele fiir Folgen W = (w,).en gegeben, die
HW(G) = HWy(G) liefern.

3.10 Proposition. Geniigt die Folge W = (wy,)nen der Bedingung (M'), so
ist HWo(G) = HW(G).

Beweis. Nach [19] Proposition 5.5 folgt aus Bedingung (M’) sofort
CWy(G) = CW(G). Dies liefert
HWy(G) = CWo(G)NH(G) = CW(G)NH(G) = HW(G). O
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In Anbetracht der Tatsache, dal Bedingung (M’) bei der Untersuchung
der gewichteten Fréchetrdume holomorpher Funktionen eine gewisse Rolle
gespielt hat, ist es angebracht, einen Zusammenhang zwischen (M’) und der
Bedingung (b) aus Satz 3.6 herzustellen.

3.11 Bemerkung. Sei W = (w,,)nen eine wachsende Folge strikt positiver,
stetiger Funktionen auf GG. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(2) CW(G) = CWo(Q).

(b) Fiir jedes n € N und jedes w € W verschwindet w,w im Unendlichen
auf G.

(c) W geniigt der Bedingung (M").

Beweis. (a) = (b): Fixiere n € N und w € W. Nach Definition gilt
w € CW(G), wiahrend man gemif Voraussetzung CW (G) = CWy(G) hat.
Also verschwindet w,,w im Unendlichen auf G.

(b) => (a): Wihle f € CW(Q) beliebig, aber fest. Dann existiert ein w € W
mit | f| < w auf G. Fixiere ein n € N und erhalte

wy| f| < w,w auf G,

so dafl w,|f| im Unendlichen auf G verschwindet. Da n beliebig gew&hlt war,

folgt f € CWyH(G).

(a) < (c): Dies ist [19] Proposition 5.5. O

Die Bemerkung zeigt also deutlich, daf} sich die beiden Bedingungen genau
durch Verwendung der assoziierten Gewichte voneinander unterscheiden.

Aufgrund der vorhergehenden Untersuchungen ist eine weitere interes-
sante Frage, ein Beispiel fiir die Gleichheit von HW (G) = HW;(G) zu finden,
aber derart, dal CW (G) und CW;(G) nicht gleich sind.

Die Idee zur Konstruktion dieses Beispieles stammt aus [18].

3.12 Lemma. Sei G eine offene Teilmenge von C und setze G := Gy x C.
Ferner seien T' = (t,)nen und U = (uy,)nen wachsende Folgen von Gewichten
auf Gy bzw. C. Sei 0 < p < 1, und es sei angenommen, daf§ fiir jedes n € N
und jedes z € C

1< wn(2) < (14 2]

gilt. Wihle S = (sp)nen mit s,(2) = (luﬁ(j))p, z € C. Dann gilt fir beliebiges
2e€C

1
T =)=t o
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Betrachte jetzt W = (wy,)nen mit wy, (21, 22) = tn(21)sn(22) fir (z1,22) € G,
n € N. Dann gilt

(a) Jedes f € HW(G) ist in der zweiten Koordinate konstant, d.h. es gilt
f(z1,22) = f(z1, %) fiir jedes zo, 25 € C.

(b) HW(G) und HT(G1) sind kanonisch topologisch isomorph.

Beweis. (a) Wéhle f € HW(G) beliebig, aber fest. Dann existiert nach Def-
inition ein M > 0 mit w,(z1, 22)|f (21, 22)| = tu(21)8n(22)|f(21,22)] < M
fiir jedes (z1,22) € G. Unter Benutzung von (3.2) folgt also |f(z1,22)| <
tn](‘;[l) - (122) < tn](‘;[l) (1 + |22])?. Dann liefert eine verallgemeinerte Version des
Satzes von Liouville das Gewiinschte.

(b) Definiere dazu zunéchst die Abbildungen

Y HW(G) — HT(Gh), f— (21— f(21,0))
Y=t HT(Gy) — HW(G), g — ((21,22) = g(21)).

Es bleibt zu zeigen, dafl 1) und ¢! stetig sind.
Stetigkeit von :

sup tn(21)|[(f)](21) = sup tn(21)f (21,0

z1€C z1€C

= sup tn(21)s,(0)[f(21,0)]

z21€C

< sup tn(zl)sn(22)|f(21722)|
(#1,22)€G

= sup  wa(z1, 22)|f (21, 22)];
(21,22)€G

folglich ist ¢ stetig.

Stetigkeit von 1~ !:

wn (21, 22)| [0 ()](21, 22)| = tn(21)$n(22)| f (21, 0)] < £ (21)]f (21, 0)].

Daher hat man

SUD (2, 2oyeq Wa (21, 22) [T ()] (21, 22)] < sup, e ta(21)]f(21,0)] und damit
die Stetigkeit von 1.

Also sind HW(G) und HT(G1) kanonisch topologisch isomorph.

3.13 Lemma. Fualls eine wachsende Folge W = (wy)nen strikt positiver
stetiger Funktionen auf G der Bedingung (M') geniigt, so hat sie auch (D’).
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Beweis. Es ist zu zeigen, da W = (wy,)nen die Eigenschaften (V,J’) und
(M, J') hat. Wahle dazu J = (K,,)men Fundamentalfolge der kompakten
Teilmengen von G. Fixiere m. Wéhle n,, = m. Dann gilt selbstverstédndlich
inf,eg, zfum(z) > 0 fiir jedes k > m. Um (M, J)" zu zeigen, fixiere n € N und

k(2)
Y € G mit Y N (G\K,,) # 0 fiir jedes m € N. Dies liefert, dal ¥ nicht

relativkompakt ist. Daher existiert wegen (M) ein n’ > n mit inf,cy 11578 =

0. Also ist (N, J") und damit (D’) erfiillt. O

Die zur obigen Bedingung gewissermaflen inverse Bedingung (N D) wurde
von Bierstedt und Meise in [19] eingefiihrt.

3.14 Definition. Die Folge W = (w,,)nen geniigt der Bedingung (N D), falls
ein n € N und eine fallende Folge (Ji)ren von Teilmengen von G existieren,
so daf fiir jedes k > n gilt:

wn (2)

(1) inf,ey, w() >0, und

(i) es gibt I(k) > k mit inf,c; Gl — 0.

2€Jk wy gy (2)

3.15 Lemma. Falls W = (w,)nen der Bedingung (ND') geniigt, so hat sie
nicht (D").

Beweis. Dies verlauft vollig analog zum Fall mit einer fallenden Folge strikt
positiver stetiger Funktionen. ]

3.16 Beispiel. Sei nun GG; = C und wéhle eine wachsende Folge T' = (t,,)nen
von Gewichten t,, auf C mit ¢,,(0) = 1 fiir jedes n € N, so dal T" der Bedingung
(S') gentigt. Dann gilt HT(C) = HT,(C). Fiir jede wachsende Folge S =
(Sn)nen auf C mit lim, ., s,,(z) = 0 fiir jedes n € N, die den Voraussetzungen
von Lemma 3.12 geniigt, definiere jetzt W = (wy,)peny auf C*2 = C x C
wie in Lemma 3.12. Dann gilt zuniichst HW(C?) = HW;(C?), wie man
durch Fallunterscheidung (|z1| — oo bzw. |23] — o0) zeigt. Fiir den Fall
|z1| — oo ist aufgrund von Lemma 3.12 nichts zu zeigen. Daher geniigt es,
|22] — oo zu betrachten. Wegen Lemma 3.12 gilt HW(C?) = HT(C). Da
lim, o 5,(2) = 0 ist, kann man K CC C? und m > 0 finden, so daf}

wp (21, 22) | f (21, 22)| = ta(21)8n(22)| f (21, 0)| < me fiir jedes z € C*\ K

gilt.

Konstruiere jetzt eine Folge S = (8, )nen, so daB W = (w,,)nen nicht der Be-
dingung (D’) und damit nach Lemma 3.13 nicht der Bedingung (M') geniigt.
Wegen [19] Proposition 5.5 gilt dann CW(G) # CWy(G).
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Fir n € N,n > 3 und beliebige & € Ny sei w,, : Ry — R, zunichst auf
[2k, 2k + 2] gegeben durch

() 1 fir r € [2k,2k + 27" und r € [2k + 1,2k + 2]
un r)= n—1
(147)=  firr €2k +3-270F) 2k 11 — 2-(n+)]

mit u,, affin auf [2k + 27", 2k +3 -2V und 2k + 1 — 2=+ 2k 4 1].
Unterscheidet man mehrere Fille, so kann man leicht nachrechnen, daf
(Un)nenn>3 eine wachsende Folge ist.

Nun setze u,, radial fort, u,(z) = u,(|z]) fir 2 € C, n € N, um eine wachsende
Folge (un)nen auf C zu erhalten, fiir die die Bedingung in Lemma 3.12 mit
p= % erfiillt ist. Setze jetzt

Un(2)

sn(2) == 7 fiir jedes n € N, n > 3.

(1+z])z
Wegen Lemma 3.15 geniigt es nun zu zeigen, dafl W die Bedingung (N D’)
hat.
Fiir beliebiges n € N wiihle J, := {(0,2k +2™™), k,m > n} C C% Fiir ein
gegebenes n > ng := 3 und fiir jedes (0, 2k +27™) € J, gilt

1
Wpo (0,2 +27") = t,,(0)s,,(2k+27) = und
X ) = O 2 =
1
wn(0,2k +27") = t,(0)s,(2k+27) = -
(1+2k+2"m)2

weil m > n ist. Folglich gilt inf ;, 1:“_7:? =1>0. Aber firl, :=n+1,k>n

(14 2k +27") 7
(1+2k+2-1)2

wn+1(07 Qk + Q_n) = tn+1(0)8n+1(2k + 2_n) =

und daher
Wy (0, 2k +277)

wy,, (O, 2k + 2_")
Somit gilt inf;, 7o < (1 + 2k + 27" @ — 0 (k — oo). Also erfiillt TV
die Bedingung (ND’).

= (1 +2k+427") =2,

O
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3.2.2 Beispiele fiir die angenommenen Voraussetzun-
gen
Es gibt viele Beispiele fiir Folgen W = (wy,)nen strikt positiver, stetiger

Funktionen auf G ¢ CN, N > 1, so dafl Cy = @,OCO fiir jedes w € W erfiillt
ist. Im folgenden werden einige zusammengestellt.

3.17 Bemerkung. (Bierstedt, Bonet, Galbis, [17], Proposition 1.2.(c))

Sei W = (wy,)nen eine wachsende Folge strikt positiver stetiger und radialer
Funktionen auf einer kreisférmigen Menge G C CV, N > 1. Dann gilt fiir
jedes w € W

C@ == C@ N HW(](G)bO == 570'“0.

3.18 Proposition. (Holtmanns, [45], Proposition 4.2.8)

Seien G = {z € C;Im(z) > 0} und W = (wp)nen eine wachsende Folge
strikt positiver stetiger Funktionen auf G, derart daf limpy,(z)—own(2) = 0
und wy(z) < wy(z + ip) fir jedes 0 < p < 1 und jedes n € N erfillt sind.
Dann qilt C = moco fiir jedes w € W.

3.19 Proposition. (Holtmanns, [45], Proposition 4.2.9)

Seien G ein Streifen der Form G := {z € C; |Im(z)| < 0} fir 6 > 0 und
W = (wyn)nen eine wachsende Folge strikt positiver stetiger Funktionen auf
G, derart daf lim|m(z))—s wn(2) = 0 und wy(2) < wy(rz) fir jedes 0 <r <1
und jedes n € N gilt. Dann hat man Cgz = ?7060 fiir jedes w € W.

3.2.3 Reflexivitit von Huy(G)

Wie bereits erwéhnt, basiert dieser Abschnitt auf [29] und soll die Ergebnisse
des vorigen Abschnittes ergénzen. Zum Beweis der folgenden Proposition

wird eine Methode von Kalton und Werner benutzt (siehe dazu den Beweis
von Korollar 4.9 in [49]).

3.20 Proposition. Seien G C C¥, N > 1, offen und v eine strikt positive
und stetige Funktion auf G. Dann ist Hvy(G) isomorph zu einem abgeschlosse-
nen Unterraum von ¢y (versehen mit der iblichen Norm,).
Tatsdchlich ist Hug(G) fast isometrisch eingebettet in cq, d.h. zu jedem e > 0
gibt es einen Isomorphismus T von Huvo(G) in ¢y, so dafs

(L=l fllo < ITCH)leo < N1l (3.3)
fiir jedes f € Huo(Q) gilt.
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Beweis. Fixiere ¢ € (0,1). Zu zeigen ist, daB es eine Folge (2)neny C G
mit (2,)nen konvergiert gegen einen Punkt des Randes von G gibt, so da8
der Operator T' : Huvo(G) — co, definiert durch T'(f) = (v(2n)f(2n))nen,
Ungleichung (3.3) fiir jedes f € Huo(G) erfiillt.

Wiéhle eine Fundamentalfolge (K} )ren der kompakten Teilmengen von G mit

Ky C Ky fiir jedes k € N und fixiere ein k € N. Bezeichne mit d die Metrik,

die von der Supremumsnorm in CV induziert wird, d.h. d(z, w) := max(|z; —

wyl, ..., [an—wn|), z,w € CY, und mit D(z,7) := {w € CV; d(w, z) <7} den

Polydisk mit Mittelpunkt z € CY und Radius r > 0. Fiir jedes k € N definiere

My, := sup,cg, v(2), a; = min (2d(Ky, CN\Kj41),1) und wihle 2 € K

mit v(2*)) = min ek, v(2). Fiir ein jedes f € Hvp(G) mit || f |l,= 1 hat man
L=l f o= supo(z)f(2)] 2 sup v(z)| ()] 2 v(z™) sup |f(2)]-

ZEKk ZEKk
Also ist sup,cx, |f(2)| < m fiir jedes k € N. Dann hat man fiir jedes
z € Kj, die folgende Abschétzung:
< 1
| fO] < (Y

fiir jedes £ € D(z,a;) C Kgy1. Mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichungen
(siehe dazu beispielsweise [46] Theorem 2.2.7) liefert dies

o 1
|D*f(z)] < ao(2FD)

fiir jeden Multiindex o € NV mit |a| = 1 und jedes z € K}. Betrachte die
Menge Ay := K;\Kj_1. Dann hat man natiirlich
A | JH{F € G | — 2| < 6 und Jo(2) —v(2)] < &},
zEAg
wobei J; so gewéhlt sei, dafl

1 My N
v(z®)  ap v (26+2)

)5k<f—:und5k<ak

gilt. Weil Ay kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge F) von A mit
Ay | J{F € G 12 — 2] < 6 und [u(2) — v(2)] < 6}

zEFY,

Insbesondere existiert zu jedem z € Ay ein w € Fj, mit

|w — 2| < & und |v(w) — v(2)| < Oy. (3.4)
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Falls w ein Element der Menge D(z, dy) ist, so liegen alle unten auftretenden
Punkte ebenfalls in D(z, d;).

Wegen der Wahl von §j, folgt D(z,0;) C D(z,ax) C Kiyq fiir jedes z € Ay.
Dies liefert dann fiir Punkte z,w wie in Relation (3.4)

1f(2)] = |f(z1,. 2n)]
< |f(z1, .y 2n) — f(wn, 29, ..., 2N))|
+ |f(wn, 29,..., 28) — f(wy,wo, 23, ..., 2N)]
+ .+ |f(w1,w2, L WN-1, ZN) — f(wl, ...,’UJN)| + |f(w1, ...,’UJN)|
< ‘/ D f(t, z9, ..., 2N) dt‘
[#1,w1]
+ .+ / DN f(wy, ..., wy_1,t) dt‘+|f(w)]
(2N, wN]

< sup [Df(E)]|z1 — wi
EED(Z,ék)

+ ..+ sup |[DVf(E)|lzy —wn|+ | f(w)]
£€D(z,01)

N
apr1v(zFD)

+ | f(w)]

wobei «; = (0, ..., 0, 1 ,0,...,0) € N¥ fiir jedes 1 <4 < N. Schliellich

i-te Koordinate
hat man fiir Punkte z, w wie in (3.4)

v@If(2)] < Ju(z) = v(w)][f(2)] + v(w)|f(2)]

< o)~ o)+ o) (i + )] )
1 My N
Fu(z®) * ap1v(2(F+2)

< eto(w)|f(w)],

IN

O + v(w)[ f(w)]

weil w zu Kj,q gehort. Dies impliziert

sup v(2)|f (2)] < & + maxv(w)|f (w)].

Mit F' := UgenF} folgt daraus

1 <&+ sup v(w)|f(w)].

Schreibe F' als Folge (2, )nen C G und beachte, da§ F' nicht von der Funktion
f abhingt und (z,)nen gegen einen Punkt des Randes von G konvergiert, d.h.
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die Folge (2, )nen ist diskret in G. Falls f € Hug(G), f # 0, hat man

[l ==+l ()

S 0
Also folgt
A=) 1= T) N -
Weil || T(f)]leo < ||f]]» ebenfalls erfiillt ist, folgt die Behauptung. O

3.21 Korollar. Sei G C C¥, N > 1, offen und v eine strikt positive und
stetige Funktion auf G. Ist Hvy(G) unendlich dimensional, so sind Hvy(G)
und Hu(G) nicht reflexiv.

Beweis. [52] Proposition 2.a.2 liefert, daf jeder unendlich dimensionale Un-
terraum von ¢y einen Unterraum enthélt, der topologisch isomorph zu ¢y und
komplementiert in ¢q ist. Daher kann Huvg(G) wegen Proposition 3.20 nicht
reflexiv sein. Nach [48] Proposition 11.4.5 (a) ist dann auch Hwv(G) nicht
reflexiv. O

3.3 Eine notwendige Bedingung fiir Quasinorma-
bilitdt und die Dichtheitsbedingung

In diesem Abschnitt wird unter den in diesem Kapitel angenommenen all-
gemeinen Voraussetzungen jeweils eine notwendige Bedingung in Termen
von Gewichten und assoziierten Gewichten dafiir gegeben, wann HW (G)
bzw. HWy(G) quasinormabel ist. Dasselbe wird fiir die Dichtheitsbedingung
durchgefiihrt. In Kapitel 4 wird unter stérkeren Einschriankungen gezeigt,
dafl die notwendige Bedingung in beiden Fiéllen auch hinreichend ist.

3.22 Proposition. Falls HW(G) quasinormabel ist, so ist die folgende Be-
dingung erfillt: o
Zu jedem n € N gibt es m > n, so daf$ fir jedes « >0 einw € W mit

<L)N <w+ l auf G (3.5)

n

existiert.

Beweis. Sei also HW(G) quasinormabel. Nach Definition gibt es dann zu
jedem n € N ein m > n, so daf es fiir jedes @ > 0 ein w € W mit

Cp C O+ aCy, (3.6)
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gibt. Dann gentigt es zu zeigen, daf} (3.6) die Bedingung (3.5) impliziert.
Wihle dazu f € HW(G) mit |f| < = auf G beliebig, aber fest. Dann
gehort f zu C,, und nach (3.6) auch zu Cw + aC,, d.h. f kann in der Form
f =91+ g mit g; € Cz und g» € aC), dargestellt werden. Es folgt

Q
lf] < lg1] + |92 §@+w— auf G.

n

Nimmt man das Supremum all dieser Funktionen, so folgt (3.5). O

3.23 Proposition. Bedingung (3.5) aus Satz 3.22 impliziert die folgende
Bedingung:
Zu jedem n € N gibt es m > n, so daf$ fir jedes k > n und jedes pu > 0 ein

& >0 mit N
<i) <S4t e (3.7)

existiert.

Beweis. Es sei also (3.5) erfiillt. Fixiere n € N und wihle m > n gemé$ (3.5).
Wiéhle nun £ > n und g > 0 beliebig, aber fest. Eine Anwendung von (3.5)

liefert dann w € W mit
1\~
<—) <w+ Lal auf G.

W, Wn,

Nach Definition gibt es £ > 0, so dal w < w% auf G gilt. Also folgt
1\~
w

und damit (3.7). O

3.24 Proposition. Es gelte Cy = Cy fiir jedes w € W. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) HW(G) ist quasinormabel.
(b) HWy(Q) ist quasinormabel.

Beweis. Zunéchst gilt nach [12] Proposition 10 die topologische Gleichheit
HW(G) = HWo(G),

Desweiteren ist bekannt, dafl ein Fréchetraum FE genau quasinormabel ist,
wenn das starke Dual E” quasinormabel ist (siche z.B. [15] Theorem 3).
Damit folgt das Gewiinschte. U
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3.25 Korollar. Es gelte Cy = Cy . fiir jedes W € W. Ist HWy(D) quasi-
normabel, so folgen die Bedingungen (3.5) und (3.7).

3.26 Proposition. Falls HW(G) die Dichtheitsbedingung erfillt, so geniigt
die Folge W = (wy)nen der folgenden Bedingung:

Zu jeder Folge (A )gen strikt positiver Zahlen und jedem n € N gibt esm € N
mit m > n und w € W mit

A\ 1

( min —k) <w+ — auf G. (3.8)
1<k<m wy, n

Beweis. Es habe HW(G) die Dichtheitsbedingung. Dann existiert nach Def-

inition zu jeder Folge (Ak)keﬁ strikt positiver Zahlen und jedem n € N ein

m € Nmit m >n und w € W mit

(Y MCr € C + Cha. (3.9)

k=1

Es geniigt zu zeigen, dafl (3.9) die Bedingung (3.8) impliziert. Fixiere dazu
f e H(G) mit | f| < minj<p<pm, 2—’; auf G. Dann ist f Element von (1~ A\pCy
und nach (3.9) auch von Cy + C,, d.h. f kann in der Form f = g; + go mit
g1 € Cz und g9 € C, dargestellt werden. Es folgt

1
Lf] < lg1] + g2 S@—l—w— auf G.

n

Nimmt man nun das Supremum all dieser Funktionen, so folgt das Gewiinschte.
O

3.27 Proposition. (3.8) impliziert die folgende Bedingung:
Zu jeder Folge (ug)ren strikt positiver Zahlen und jedem n € N existiert

m(n) > n ebenso wie eine Folge (,LL,&”));CGN strikt positiver Zahlen mit

e\~ 1
( min —) < min ~*— + — auf G fir jedes s € N. (3.10)

1<k<m(n) Wk 1<k<s Wy W,

Beweis. Fixiere eine Folge (puy)gen strikt positiver Zahlen ebenso wie ein
n € N. Wéhle dann m € N, m > n geméf (3.8) und setze m = m(n). Nach
(3.8) gibt es w € W mit

~ 1
( min &) <w+ — auf G.

1<k<m(n) Wy W,
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Zu w gibt es eine Folge (;L,(C"))neN strikt positiver Zahlen, so daf3

(n)
w < minj<p<s %c auf G fiir jedes s € N. Damit folgt dann

N | RS .
min <w+ — < min = 4+ — auf G fiir jedes s € N.
1<k<m(n) Wy Wh, 1<k<s W Wy,

O

3.28 Lemma. Falls E ein (DF)-Raum ist, der der dualen Dichtheitsbedin-
gung gentigt, so hat F' = E} die Dichtheitsbedingung.

Beweis. Da E ein (DF')-Raum ist, hat E eine Fundamentalfolge (B,,),en der
abgeschlossenen absolutkonvexen beschrankten Teilmengen. Weil F nach Vo-
raussetzung der dualen Dichtheitsbedingung geniigt, so existiert nach Def-

inition zu jeder Folge (\;)en strikt positiver Zahlen und jedem n € N ein
m € Nund U € U(F) mit

B,NU C T (U™, \:By).

Polarenbildung liefert nun

(B = (U )\kBk> = (T (U \By)" € (B,NU)° C B+ U°.
k=1 k=1

Dabei ist offenbar jedes B} eine Nullumgebung und U° gleichstetig und damit
beschriankt in £;. Damit geniigt FEj der Dichtheitsbedingung. O

3.29 Proposition. Es gelte Cy = Cy - fiir jedes W € W. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) HW(G) hat die Dichtheitsbedingunyg.
(b) HWy(G) geniigt der Dichtheitsbedingunyg.

Beweis. Wie zu Beginn des Beweises von Proposition 3.24 hat man HW (G) =
HWy(G)y,.

(a) = (b): Dies folgt aus [60] Corollary 3.

(b) = (a): Dies ergibt sich aus [8] Theorem 1.5. Falls HW;(G) ndmlich die
Dichtheitsbedingung hat, so folgt, dal HW,(G); der dualen Dichtheitsbe-
dingung geniigt. Das vorhergehende Lemma impliziert dann, dal HW (G) =
HWy(G)y, die Dichtheitsbedingung erfiillt. O

3.30 Korollar. Es gelte Cy = Cyr . fiir jedes W € W. Erfillt HWy(G) die
Dichtheitsbedingung, so gentigt W = (wp)nen den Bedingungen (3.8) und
(3.10).
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3.4 Schwartz-Eigenschaft

3.4.1 Schwartz-Eigenschaft fiir HW(G)

Fiir diesen Abschnitt seien, wenn nichts anderes gesagt wird, v und w strikt
positive, stetige Funktionen auf G. Sie werden als Wachstumsbedingungen
im Sinne von [18] aufgefaBit. Es sei B, (bzw. B,p) die abgeschlossene Ein-
heitskugel von Hv(G) (bzw. Huy(G)).

Hier wird zunéchst eine Charakterisierung fiir die Kompaktheit der Abbil-
dung j : Hu(G) — Hw(G) in Termen der Funktionen v und w gegeben, die
dann im Anschluf} eine Charakterisierung der Fréchet-Schwartz-Eigenschaft
des Raumes HW (G) erméglicht.

Dazu wird zunéchst das folgende Lemma benétigt, das in [33] in einer etwas
anderen Form zu finden ist.

3.31 Lemma. (Cowen, MacCluer [33] Proposition 3.11) Folgende Aussagen
sind dquivalent:

(a) 7 : Hv(G) — Hw(Q) ist kompakt.

(b) Fiir jede beschrinkte Folge (fn)nen C Hu(G) mit f, <0 folgt
Jj(fn) = 0 in Hw(G).

Beweis. (a) = (b): Der Beweis wird indirekt gefithrt. Dazu sei angenom-
men, daB es eine beschrinkte Folge (f,,)neny € Ho(G) mit f,, <3 0 gibt, derart
daBl (j(fn))nen in Hw(G) nicht gegen 0 konvergiert. Dann gibt es eine Teil-
folge (fn,)r von (fy)n ebenso wie ein € > 0 mit j(f,,) & B, fiir jedes k € N.
Da j jedoch kompakt ist und (f,, ) in einem Vielfachen von B, liegt, gibt es
eine Teilfolge (j(fn,,))i, die in Hw(G) gegen eine Funktion g konvergiert.

Nun gilt aber j(fn,,) % 0in H(G). Daher muf ¢ = 0 sein und 3(fay,) — 0
in Hw(G). Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Annahme.

(b) = (a): Es sei (gn)nen eine beliebige beschrénkte Folge in Hu(G). Weil
(gn)nen eine normale Familie ist, gibt es eine Teilfolge (gy, )ren, die gle-
ichméBig auf den kompakten Mengen gegen eine Funktion ¢ € H(G) kon-
vergiert. Fixiere ein ny. Dann existiert M > 0, so daf |g,, (2)| < % fiir jedes

z € G gilt. Dies liefert |g(2)| < % fir jedes z € G. Also liegt g in Hv(G),
und (gn, — g)ken ist eine beschriankte Folge in Hu(G), die bzgl. co gegen 0
konvergiert. Die Voraussetzung liefert dann j(g,,) — j(g9) in Hw(G). Also

ist 7 kompakt. O

Beispiele fiir die im folgenden angenommenen Voraussetzungen werden
im Anschlufl an diesen Abschnitt gegeben.
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3.32 Satz. Es gelte Huo(G) C Hwo(G) und B, = By . Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) 7 : Hv(G) — Hw(Q) ist kompakt.
(b) i: Huy(G) — Hwy(G) ist kompakt.
(c) Fiir jedes € > 0 existiert K CC G, so daf fiir jedes z € G\K gilt:
w(z) < ev(z).
Beweis. (a) = (b): Hier ist nichts zu zeigen.

(c) = (a): Wihle dazu eine Folge (f,)nen C B, mit f, = 0 auf G. Fix-
iere dann ein ¢ > 0. Nach Voraussetzung (c) gibt es eine kompakte Menge
K CC G mit w(z) < v(2) fiir jedes z € G\K. Da (f,)nen bzgl. co gegen 0
konvergiert, existiert ein ng € N, so daB fiir jedes n > ng und jedes ( € K

/(O] <

c (3.11)

max,ex w(z)

gilt. SchlieBlich hat man fiir n > ny

13 (fn) lw= sup w(2)|fn(2)] < maX( sup w(2)|fn(2)|7Supw(Z)lfn(2)|> <¢
2€G zEG\K zeK
weil (3.11) die Ungleichung sup, . w(2)|fn(2)| < € liefert und fir z € G\K

wegen (c) w(z)|fa(2)| < €v(2)|fu(2)] < € gilt.
Sei n € N beliebig, aber fest. Dann ist nach Voraussetzung |f,| < % auf G.
Weil f, holomorph ist, impliziert [18] 1.2.(iii), daB |f,| < (1) = % auf G

und damit schlieBlich auch v|f,| < 1.

<

(b) = (c): Sei i : Hvg(G) — Hwy(G) kompakt. Dann ist die transponierte
Abbildung ¢ : Hwo(G)" — Huo(G) ebenfalls kompakt. Weiterhin gilt fiir
z € (G nach Definition

i'(0:)(f) = (02 0 0)(f) = 0:(i(f)) = f(2)

fiir jedes f € Huy(G).

Zeige nun, dafi die Menge {w(2)d.; z € G} beschriankt in Hwy(G)' ist: Nach

Definition ist {w(2)d.; z € G} in By, enthalten. Daher ist {w(2)d.; z € G}
/

gleichstetig und also auch beschrinkt in Hwy(G)'.
Weil i : Hwo(G) — Huo(G)" eine kompakte Abbildung ist, ist die Menge



3  Gewichtete Fréchetrdume holomorpher Funktionen 37

{i"(w(2)d,); z € G} =: B relativkompakt in Hvy(G)', so daB auf ihr die
Normtopologie mit o(Hvy(G)', Hvy(G)) zusammenfallt.

Sei im folgenden € > 0 beliebig, aber fest. Dann liefert Obiges die Existenz
einer endlichen Menge (f1, ..., fs) C Hvo(G) mit

B0 (f1,. fs)° C{y € B; || y lvocy < €}- (3.12)

Setze jetzt V := (f1, ..., f5)°. DaV zuld(Hvo(G)', o (Hvo(G)', Hug(G))) gehort,
gibt es nach Definition von Huvg(G) ein K CC G, so dal w(z)d, fiir jedes
z € G\K ein Element der Menge V ist.

Folglich ist | < i*(w(2)d,), fr > | < 1 fiir jedes 1 < k < s und jedes z € G\K
und damit nach (3.12) || i(w(2)d.) || me(cy < € fir z € G\K. Also gibt es zu
jedem € > 0 ein K CC G mit w(2) || 9. || goo(qy < € fiir jedes z € G\ K.
Wegen der Voraussetzung B, = Bv,oco erhélt man

10 @y = sup{|f(2)[; f € Buo} =supf{[f(2)[;f € Buo }
1
= sup{[f(2); f € Bu} = 0 |lmoey= ~—

v(2)’

und man kann schliefen: Fiir jedes € > 0 existiert K CC G mit w(z) < v(2)
fiir jedes z € G\ K. O

3.33 Lemma. Es gelte C," = B, fiir jedes n € N. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) HW(Q) ist ein (F'S)-Raum.

(b) Fiir jedes n € N ezistiert m € N mit m > n, so daff Hw,(G) —
Huw,(G) kompakt ist.

Beweis. (a) = (b): Sei dazu HW(G) ein (FS)-Raum. Geméaf Definition
existiert fiir jedes n € N ein m € N mit m > n, so daB es fiir jedes € > 0 eine
endliche Menge F' C HW(G) mit C,,, C F' 4 eC,, gibt. Dies impliziert aber

Cn,CF+eC,C F+eB,.

Da eB,, co-kompakt und F' co-abgeschlossen ist, liefert [47] Proposition 2.10.5,
dafl F'+ ¢B,, ebenfalls co-abgeschlossen ist. Es folgt

B, =C, " CF+eB,.

Damit erhélt man (b).

(b) = (a): Dies ist [47] Proposition 3.15.9. O
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3.34 Korollar. Es gelte C_nco = B,, ebenso wie B,, = Bn7060 fiir jedes n € N.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) HW(Q) ist ein (F'S)-Raum.

(b) Fiir jedes n € N existiert m € N mit m > n, so daf
Hw,,(G) — Hw,(G) kompakt ist.

(c) Fiir jedes n € N gibt es m € N mit m > n, so daf
H(wp)o(G) — H(wy)o(G) kompakt ist.

(d) Fir jedes n € N gibt es m € N mit m > n, so daf§ fir jedes € > 0
K cc G mit
Wy (2) < ewn(2)
fir jedes z € G\K existiert.

Beweis. Die Aquivalenz“ von (a) und (b) folgt unmittelbar aus Lemma 3.33,
wéhrend Satz 3.32 die Aquivalenz von (b), (c¢) und (d) liefert. O

Dieses Resultat ist in gewisser Weise invers zu dem Resultat [18] The-
orem 2.1.(a). In diesem Theorem wird eine Charakterisierung der (DF'S)-
Eigenschaft gewichteter induktiver Limites holomorpher Funktionen gegeben.
Allerdings hat das vorliegende Resultat den Vorteil, dafl die Bedingung auss-
chlieflich in Termen von Gewichten und assoziierten Gewichten gegeben wird,
wéhrend das Ergebnis in [18] noch Funktionen ¢ € K, (G) enthilt. Wloka be-
wies in [68] Abschnitt 1.4.2 Satz 2, dafl Bedingung (c) aus Satz 3.32 ohne die
assoziierten Gewichte bereits hinreichend fiir die Kompaktheit der Einbet-
tung ist. Im Beweis der Umkehrung kann allerdings nicht auf das assoziierte
Gewicht verzichtet werden, wie der Beweis des Satzes zeigt.

3.35 Bemerkung. Es gelte C.,” = B, ebenso wie B, = Bn,oco fiir jedes
n € N. Ist HW(G) ein (F'S)-Raum, so gilt HW (G) = HW,(G).

Beweis. Fixiere dazu f € HW(G) und n € N. Dann existiert m > n, so daf§
es zu jedem € > 0 ein K CC G mit

Wy (2) < W (2) < W (2)

fiir jedes z € G\K gibt. Nach Voraussetzung ist f Element von Hw,,(G)
und daher existiert ein a > 0 mit |f| < % auf G. Es folgt w,|f| < a2~

m Wm,

auf G, und w, | f| verschwindet mit 7 im Unendlichen auf G. Da n beliebig
gewahlt war, folgt f € HW,(G). O

Die Umkehrung gilt i.a. jedoch nicht. Wie bereits erwéhnt, impliziert Be-
dingung (M’) die Gleichheit HW (G) = HWy(G), nicht aber die Bedingung
(S") oder die vorliegende Version mit den assoziierten Gewichten.
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3.4.2 Beispiele fiir die angenommenen Voraussetzun-
gen

Im folgenden werden zunéchst Beispiele fiir die Bedingung B,, = Bn,oco fiir
jedes n € N gegeben.

3.36 Lemma. (Bierstedt, Bonet, Galbis [17] Lemmal) Sei G eine offene
und kreisformige Teilmenge von CN, N > 1. Fiir f € H(G) und z € G hat
man stets

(S (N)](2)] < max|f(A2)]

|Al=1

fiir jedes n € Ny, wobei mit S, (f) die Cesaro-Mittel der Partialsummen der
Taylorreihe von f um 0 bezeichnet werden.

Die folgende Proposition und ihr Beweis sind ebenfalls [17] entnommen.
Der Beweis wird hier notiert, da er im folgenden benétigt wird.

3.37 Proposition. (Bierstedt, Bonet, Galbis [17]) Seien G eine offene und
kreisformige Teilmenge von CN, N > 1, und W = (wy)nen eine wachsende
Folge nicht negativer stetiger und radialer Funktionen auf G. Es sei angenom-
men, daf HWy(G) alle Polynome enthilt. Dann gilt B, C Bpo  fir jedes
n € N.

Beweis. Fixiere zundchst n € N und wéhle dann ein beliebiges, aber festes
f € B,. Wie bereits erwihnt, konvergiert (Si(f))ren gegen f gleichméBig
auf jeder kompakten Teilmenge von GG. Lemma 3.36 und die Tatsache, dafl
w,, radial ist, liefern nun die Abschatzung

SN < wa(e) (s 70 ) = s (02 < 1
da f nach Voraussetzung ein Element von B, ist. SchlieBlich folgt Si(f) €
B, N HWy(G) fiir jedes k € N und damit auch f € B, N HWy(G)" C
Bo . O

Bei der folgenden Proposition handelt es sich um einen Spezialfall des
eben Betrachteten.

3.38 Proposition. (Bierstedt, Bonet, [12] Proposition 11) Sei w eine strikt
positive stetige radiale und schnell fallende Funktion auf C. Dann ist B,, eine
Teilmenge von Bw,oco

Im folgenden werden Beispiele fiir B, = C," fiir jedes n € N gegeben.
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3.39 Proposition. (Bierstedt, Bonet, Galbis [17]) Seien G eine offene und
kreisformige Teilmenge von CN, N > 1, und W = (w,)nen eine wachsende
Folge nicht negativer stetiger und radialer Funktionen auf G. Es sei angenom-
men, daf HW(G) alle Polynome enthilt. Dann gilt B, C C,° fiir jedes
n € N.

Beweis. Fixiere zundchst n € N und wéhle dann ein beliebiges, aber festes
f € B,. Mit Hilfe derselben Argumentation wie im Beweis des vorhergehen-
den Satzes erhalt man schlieflich Si(f) € B, N HW (G) fiir jedes k € N und
damit auch f € B, N HW(G) " =C,”. O

Die Ideen zu den folgenden beiden Propositionen stammen aus [45] (siehe
dort Theorem 4.2.1 und 4.2.3).

3.40 Proposition. Sei G C C die obere Halbebene. Ferner sei W = (wy)nen
eine wachsende Folge stetiger strikt positiver und beschrdinkter Funktionen
auf G, die zusdtzlich noch die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) Jedes w, verschwindet auf der reellen Achse.
(ii) Fiir jedes n € N und jedes 6 > 0 ist infyy(z)ss wn(2) > 0.

(111) Fir jedes n € N gibt es 0 < 19 = ro(n) < 1 mit wy(2) < w,(z+ir) fir
jedes z € G und jedes 0 < r < rg.

Dann gilt B,, = B,, N HW(G)CO = C, fir jedes n € N.
Beweis. Fixiere dazu n € N, ky € N mit k—lo <rgund f € B,. Definiere

ful2) = f (z + E)

fiir jedes k € N. Dann ist jedes f; mit f holomorph auf G und wegen é —0
fir & — oo konvergiert (fx)ren gleichmifig auf jeder kompakten Teilmenge
von G gegen f. Wiahle £ € N mit k > k beliebig, aber fest, und beweise,
daB fr zu HW (G) gehort.

Dazu ist zu zeigen, daf fi fiir jedes m € N in Hw,,(G) liegt. Fixiere also
m € N. Da w,, nach Voraussetzung auf GG beschrankt ist, gibt es M > 0 mit
Wi (2) < M fir jedes z € G. Ferner existiert wegen (ii) zu jedem n € N ein
&, > 0 mit w,(2) > &, fir jedes z € G. Damit hat man

i(=+3)

= et wn (z+4) " k k
Wi (2) M

sup ————+ < — < .

zeG U}n(Z + E) gn

sup wm<z)|fk<z)| = Sup wm(’z)
zeG zeG

IA



3  Gewichtete Fréchetraume holomorpher Funktionen 41

Folglich ist fi ein Element von Hw,,(G) und damit auch von HW(G).
Es bleibt zu zeigen, dafl f zu B,, gehort. Es gilt wegen (iii)
sup wy, (2)] fr(2)| sup wy(2)

z2€G z2€G f<z+E)’
) 7
s (= 1) W“z)\

< supwn(2)|f(2)] <1,
z€G

IN

weil f nach Voraussetzung ein Element von B,, ist. Also gilt f, € B,NHW (G)
und damit f € B, N HW(G)". O

3.41 Beispiel. Sei G = {z € C; Im(2) > 0} und W = (wy,)nen durch

wy:G—C; 2 — {f(Im(Z))enIm(Z)7 e =t )

f(1)e", Im(z) > 1
wobei f : R, — R eine beliebige stetige strikt positive monoton wachsende
Funkton mit f(0) = 0 ist.
Dann ist W = (wy)nen geméB Definition eine wachsende Folge strikt posi-
tiver, stetiger Funktionen auf G, so dafl jedes w,, auf der reellen Achse ver-
schwindet.
Fixiere jetzt n € N. Dann hat man fiir beliebiges § > 0 die Abschitzung
infim(z)>s wn(2) = [ f(0)]e™ > 0. Es bleibt zu priifen, ob Bedingung (i) aus
Proposition 3.40 erfiillt ist. Wihle rq := % und 0 < r < rg beliebig, aber fest.
1. Fall: Sei Im(2) < 1 und damit w,(z) = f(Im(z))e" ™).
Falls Im(z + ir) < 1 und wy(z +ir) = f(Im(z + ir))e"™EF") gilt, so hat
man w,(z + ir) = f(Im(z) + r)e”™E) > f(Im(z))e" ™) = w,(z). Wenn
aber Im(z 4 ér) > 1 und daher w,(z + ir) = f(1)e™ erfiilt ist, so folgt
wy(z +1ir) = f(1)e™ > f(Im(z))e" ™) = w,(2).
2. Fall: Es gelte Im(2) > 1 und damit w,(z) = f(1)e".
Dies impliziert w, (z +ir) = f(1)e" = w,(z).
Damit sind alle Voraussetzungen zur Anwendung der Proposition erfiillt.

3.42 Proposition. Sei G ein Streifen der Form G = {z € C; |Im(2)| < ¢}
fir 6 > 0, und W = (wp)nen eine wachsende Folge stetiger strikt positiver
beschrinkter Funktionen auf G, die zusdtzlich die folgenden FEigenschaften
hat:

(i) Jedes w, verschwindet auf dem Rand von G.

(ii) Fir jedes n € N und jedes 0 < € < 0 ist infs_.oqm(z)>—s4e Wn(2) > 0.
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(iii) Fiir jedes n € N existiert 0 < ro = ro(n) < 1 mit w,(z) < wy(rz) fir
jedes ro < r <1 und jedes z € G.

Dann ist B, = B, N HW(G)CO = C, fir jedes n € N.

Beweis. Fixiere n € N, kg € N mit 1 — k—lo > ro und f € B,,. Definiere

w-1((-1)9

fir k € N und z € G. Dann ist jedes f; mit f holomorph auf G, und
wegen (1 — ) — 1 fiir & — oo konvergiert (fy)ren auf jeder kompakten
Teilmenge von G gegen f. Fixiere jetzt kK € N, k > ko und zeige, dal fj
zu HW(G) gehort. Wihle dazu ein beliebiges, aber festes m € N. Da w,,
nach Voraussetzung auf G' beschrankt ist, gibt es M > 0 mit w,,(z) < M fiir
jedes z € G. Ferner existiert wegen (i7) zu jedem n € N ein &, > 0, so daf

wy(2) > &, fiir jedes z € G. Es gilt demnach:
sup w, (2)| fu(2)] = supwy,(2)|f ((1 — %) z) ’
zeG zeG
B Wi (2) 1 1
- e () (1))

< sup W (2)

seq wa((1—1)2) ~ &

Folglich ist f; ein Element von HW(G). Es bleibt zu zeigen, dafl fi zu B,
gehort. Es gilt wegen (iii)

e ((-5) ) (0 -2))

sup wy (2)| fi(2)]
< supwy(z)|f(2)] <1,
zeG

IA

weil f € B, nach Voraussetzung ist. Damit folgt die Behauptung. O

3.43 Beispiel. Sei G ein Streifen der Form G = {z € C;|Im(z)| < §}, 6 > 0,
und W = (wy)pey durch w, : G — C,z — (f(8) — f(] Im(z)]))erC®—m@ED,
wobei f : R, — R eine beliebige, aber feste, strikt positive stetige und streng
monoton wachsende Funktion ist.

Dann ist W = (w,,)nen geméB Definition eine wachsende Folge strikt positiver
stetiger und beschréankter Funktionen auf G.

Desweiteren erhélt man fiir jedes n € N

wa(z) = (£(6) = (| Tm(z)]))en®
< (f(6) = Fr| Tm())en D = 1, (r2)
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fir jedes 0 < r < 1 und jedes z € G. Ferner ist lim|m(.)—s wn(z) = 0.
Auflerdem gilt fiir jedes € > 0 die Abschitzung

inf_51cctm(z)<s—c wn(2) = (f(0) — f(|6 —€]))e™ > 0. Eine Anwendung von
Proposition 3.42 liefert dann B, = B, N HW(G) " fiir jedes n € N.

3.5 Beispiele nicht-distinguierter gewichteter
Fréchetriaume holomorpher Funktionen

Die Idee zur Konstruktion des folgenden Beispiels wurde [28] entnommen.

Fiir eine kompakte Menge K C C, die der Abschluf§ ihres Inneren ist, beze-
ichne A(K) die (sup-Norm-)Banachalgebra aller auf K stetigen Funktionen,
die auf dem Inneren von K holomorph sind.

Desweiteren wird in diesem Abschnitt angenommen, dafl die folgenden Vo-
raussetzungen erfiillt sind.

(a) Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit Abschluf§ K und Rand 0G.

(b) Es gibt eine diskrete Folge (z;)jen C OG verschiedener Peak-Punkte
von A(K) in 0G, die gegen ein Element z,, von 0G konvergiert.

(c) Es sei W = (wy)nen eine wachsende Folge strikt positiver stetiger
Funktionen auf G, derart daBl jedes w,, eine stetige Fortsetzung u,, auf
K\{zs} hat und daB zu jedem n € N ein b, > 0 mit |u,| < b, auf
K\{2} existiert.

(d) Die Kéthematrix A = (an)nen ist definiert durch a,(j) = u,(z;) fir
jedes 7,m € N. O.B.d.A. wird a;(j) <1 fiir jedes j € N angenommen.

Es bezeichne

Aoo(A) := {x = (2))jen; pn(z) == sup a,(z;)|z;| < oo fiir jedes n € N} :

JEN

Unter der Topologie, die durch die Folge (p,)nen von Halbnormen gegeben
wird, ist A\oo(A) ein Fréchetraum. Eine Nullumgebungsbasis ist bestimmt
durch (%En)neN, wobei

E, ={z € A(A);pn(z) <1}, neN.

O.B.d.A. gentigt es allerdings, (E,)nen zu betrachten.
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Der folgende Satz stammt von Garnir, de Wilde und Schmets (siche dazu
[39]). In der hier angefiihrten Form ist er allerdings in [23] Theorem 2.10 zu
finden.

3.44 Satz. (Garnir, de Wilde, Schmets)

Sei E ein vollstindiger lokalkonverer Raum. Sei T € L(E) ein Operator
derart, daf$ es ein U € Uy(F) gibt, so dafi (T — Id)(U) beschrankt in E ist
und (T —1d)(U) C aU firein0 < a <1 gilt. Dann ist T ein Isomorphismus

auf.

Die im Anschlul angegebene Proposition wurde [47] entnommen und
entspricht dort Proposition 2.7.3.

3.45 Proposition. Seien E und F' topologische Vektorrdume und f eine
stetige Abbildung von E in F'. Dann gibt es genau dann eine Abbildung g von
Fin E, so daf$ g o [ die Identitit Idg von E auf sich selbst ist, wenn f ein
injektiver strikter Morphismus ist und f(E) ein topologisches Supplement in
F hat.

3.46 Satz. Der Raum Ay (A) ist isomorph zu einem komplementierten Un-
terraum von HW (G).

Beweis. Aufgrund der Stetigkeit der Gewichte kann man fiir jedes j € N eine
abgeschlossene Umgebung U; von z; in K wéhlen, so dafl U; N U; = 0 fiir
i # 7, limj_ diam U; = 0 und

1
éun(z]) < wy(2) < 2u,(z;) fir jedes 1 <n < jund jedes z € U; N G.
(3.13)
Wille jetzt eine Folge (g;);en mit
0 <e; <ay(§)2777" fiir jedes j € N und Z&?j =g < 00. (3.14)

jeN

Wegen (b) gibt es zu jedem j € N ein g; € A(K) mit g;(z;) = 1 und
lgj(2)| < 1 fiir jedes z € K mit z # z;. Bezeichnet man mit C; den Abschluf}
von K\Uj, so ist g; eine stetige Funktion auf der kompakten Menge C;, und
die Folge der Potenzen (|g;|*)xen ist eine fallende Folge stetiger Funktionen
auf Cj, so daB limy_o ¢5(2) = 0 fiir jedes z € Cj.

Nach dem Satz von Dini existiert zu jedem j € N ein k(j) € N mit

\gf(j)(z)| < ¢; fur jedes z € C}.
Setze fiir jedes j € N jetzt e; := gf(j). Dann gilt fiir jedes j € N
e; € A(K),ej(z;) =1 und |e;(2)] < ¢g; fiir jedes z € K\Uj. (3.15)
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Wegen lim, .. e;(z) = e;(z;) = 1 fiir jedes j € N kann man eine offene
Teilmenge V; von U; N G mit

1
77 [ o) -1

finden. Hier bezeichnet u das Lebesgue-Mafl. Aus den Voraussetzungen zusam-
men mit Ungleichung (3.13) erhdlt man die folgenden Eigenschaften:

<¢gjund inf wg(z) >0 (3.16)

2€Vj

(i) Fiir jedes k,j € N gilt:  sup,cy,ne wi(z) < 2ax(j).
(ii) Fiir jedes k,j € N gilt:  ax(j) < 2inf,cy; wi(2).

Definiere jetzt die offenbar linearen Abbildungen

U 0 Aso(A) = HW (G = zje;,

jeN
/f dp(z )

Beide Abbildungen sind wohldefiniert und stetig. Dies wird zunéchst fiir
gezeigt. Fixiere © € A (A). Dann gibt es C' > 0 mit |z;| < Cay(j)~! fiir
jedes j € N. Fiir jedes zg € K, zg # Zoo, gibt es jo und eine Umgebung W
von zy mit W NU; =0 fiir j > jo. Falls z zu W gehort, so hat man

ST lze() <CY a(i) e <0 27,

J=jo J=jo J=jo

¢ : HW(G) = A, o(f) (

eN

und die Reihe, die ¢(z) definiert, konvergiert (absolut und) gleichméfig
auf W. Dies impliziert ¢(z) € H(G), und ¢(x) ist stetig auf K\{z} fiir
jedes x € Ao(A). Um ¢(z) € HW(G) ebenso wie die Stetigkeit von 1)
nachzuweisen, fixiere ein n € N. Es gelte fiir € A(A) die Ungleichung
supjey an(J)|z;| < 1. Fiir 2 € G sind die folgenden Félle zu unterscheiden:

(a) z gehort zu keiner der Umgebungen U;. Dies liefert die Abschétzung:

)Y Swiei(2)| < wal2) D] laglles(2)] < ba Y lnsle;
jeN jEN jeN
< b, Z|x]\a1 §)2797 < b, supa1 )|a:j\22_j_1
jEN jEN

< bpsupai(j)]z,l.
jeN
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(b) Es gibt ein jo € N mit z € Uj,. Dann gilt mit einer &hnlichen Ab-
schitzung wie im ersten Fall wegen (i):

2D wiei(2)

JjeN

< wa(2)]@joe)0(2)] + wnlz Z |zje(2)
J#Jo

2a5(jo)|Tjo| + bn Z |5]e;
J#Jo
2Ca1(jo)|zjo| + by sup a1 (j)|z;]
J#jo
< (24 ba)sup ai(j)|z;]-
jEN

IN

IN

Zeige nun, dafl ¢ ebenfalls wohldefiniert und stetig ist. Fiir ein gegebenes f €
HW(G) zeige ¢(f) € Aoo(A) (die Abschitzungen liefern auch die Stetigkeit).
Fiir jedes k € N und jedes 7 € N hat man

] 1
) i ‘ / £(2) du(2)

Im folgenden soll Satz 3.44 auf T' = ¢1) angewandt werden. Dazu ist nachzurech-
nen, da8 7" die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Fiir 2 = () jen € Aso(A)

gilt (¢ —1d)(z) =: (y;)jen mit

wZ(ﬁvj)/v §(2) du(z) )wz / (2) du(=)

1
< 2 / wn()|f ()] du(2)

< 2supwy(z)]f(z)| < oo.
zeG

J

fiir jedes 7 € N. Mit (3.15) und (3.16) erhélt man

. 1 e — €T |x]| (A4 z
| < Wj)/vjm(mu 1|J|+§M<Vj>/vjk<>du<>
< 5]|$]|+Z|xk|sup‘ek 2 <D enlal,

z€V

k#j keN

und die letzte Reihe konvergiert wegen (3.14) und = € Ao (A):

D erlae] <27 aglan (k) < pl( ).

keN keN
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Zeige zunichst, dafl (¢ — 1d)(E;) beschréankt in A\, (A) ist.
Fixiere dazu ein = € F; ebenso wie ein k£ € N. Dann folgt
: by, bk
sup ax (7)]y;] < b sup fy;| < (@) < 5
jeN jeN
Also folgt (¢pyp — Id)(Ey) C %Ek, und damit ist (¢ — Id)(E7) in Aso(A)
beschrankt.
Zeige jetzt (¢ — Id)(Ey) C $Ey. Wihle ein z € E) beliebig, aber fest. Dann
folgt
. 1

sup a1 (j)|y;] < suply;| <Y exla] < P (@)-

jeN jeN ppe
Damit ergibt sich (¢o) — Id)(E)) C +E1. Wegen Id|y_(a) = (¢v)(¢0) ! =
(1 (prp)~1) und Proposition 3.45 folgt dann das Gewiinschte. O

3.47 Satz. Zu jedem Raum Ay (A) existiert eine Folge W = (wy,)nen strikt
positiver stetiger Funktionen auf D, so daff Moo (A) ein komplementierter Un-
terraum von HW (D) ist.

Beweis. Es sei eine Kéthematrix A = (a,)ney mit a, = (a,(J));jen gegeben

und setze a := (a,(n))en. Definiere nun eine Kothematrix A’ = (a!))nen
durch _
a == (a"@)
a a;(7) / ;
an(4)

fiir jedes n € N. Dann gilt
beschrankt durch

") < 1 fiir jedes j > n. Daher ist jedes al,
J

an(1) an(n —1)
a1(1)” 7 ap_1(n—1)

Natiirlich gilt Aoo(A) = Ao (A’). Da die Kothematrix A" = (a] ),en alle am
Anfang dieses Abschnitts geforderten Voraussetzungen erfiillt und D den an
G gestellten Anforderungen geniigt, kann nun eine Folge W = (w,,)nen strikt
positiver, stetiger Funktionen auf D konstruiert werden, derart dafl jedes w,
eine stetige Fortsetzung u, auf D\{z.} mit u,(z;) = a,,(j) hat und daB zu
jedem n € N ein b, > 0 mit |u,| < b, auf D\{z,} existiert. Eine Anwendung
von Satz 3.46 liefert dann das Gewiinschte. 0

A, := max (1, ) und @ (7) < 1 fiir jedes j € N.

3.48 Satz. Sei A = (ay)nen €ine Kothematriz auf einem diskreten Raum X .
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Aso(A) ist distinguiert.



3  Gewichtete Fréchetraume holomorpher Funktionen 48

(b) A (A) ist distinguiert.
(c) A = (an)nen geniigt der Bedingung (D).

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (a) und (b) folgt unmittelbar aus [4]
Korollar 5, wihrend [19] Theorem 2.3 die Implikation (¢) = (b) liefert.
(b)) = (c) ergibt sich aus [10] Theorem 2.6. O

Ein Beispiel ist das Kéthe-Grothendieck-Beispiel (siehe dazu z.B. [50]).

3.49 Satz. Sei die Kothematriz A = (a,)nen auf N x N durch
ap = (an(kaj))k,jeN mit

4k: .
, g%, firn <k
an(k,j) == 9", .
g", firn > k.

gegeben. Dann ist Moo (A) nicht distinguiert.

3.50 Bemerkung. Der Vollstandigkeit halber sei gesagt, dafl die Bidualitéat
HW(G) = HWy(GQ)}, fiir eine offene Menge G € CV, N > 1, nach [12]
Proposition 10 die Distinguiertheit des Raumes HW;(G) nach sich zieht.

An dieser Stelle sei erwdahnt, dafl man mit Hilfe einer Methode von Mat-
tila, Saksman und Taskinen (siehe [54]) zeigen kann, dafl unter gewissen Vo-
raussetzungen an die Gewichte gewichtete Fréchetrdume holomorpher und
harmonischer Funktionen komplementierte Unterrdume von K6theschen Fol-
genrdumen sind. Dies wird hier allerdings nicht ausgefiihrt.



4 Quasinormabilitit und die Dichtheits-
bedingung

4.1 Notationen und Definitionen

Die folgende Konstruktion stammt aus [14]. Sei W eine Klasse strikt pos-
itiver, stetiger und radialer Gewichte v auf dem Einheitskreis D, so dafl
lim, 1 v(r) = 0 erfiillt ist und die Einschrankung von v auf [0,1) nicht
wachsend ist. Es sei angenommen, daf§ endliche Minima und Multiplikation
von Funktionen aus der Klasse VW mit Skalaren ebenfalls in W liegen. Wir
nehmen weiter an, dafl eine Folge R,, : H(D) — H(D), n € N, linearer Op-
eratoren existiert, die stetig bzgl. der kompakt-offenen Topologie sind und
derart, daf§ das Bild jedes R,, ein endlichdimensionaler Unterraum der Poly-
nome ist. Es sei auch angenommen, dafl R,R, = Ruynmm) fir n,m mit
n # m gilt und daf fiir jedes Polynom p ein n € N mit R,p = p existiert.
Dann folgt R,,p = p fiir jedes m > n. Aulerdem sei vorausgesetzt, dafl es ein
¢ > 0 mit sup,_, |[R.p(2)| < csupy,_, [p(2)] fiir jedes n € N, jedes r € (0,1)
und jedes Polynom p gibt.

Setze schlieBlich Ry := 0 und r,, :=1—2"" n € NU{0}. Dann sei angenom-
men, daf die Klasse W die folgenden Bedingungen erfiillt:

(P1) Es gibt C' > 1 mit

Ql=

n \|zl=rn

sup (sup (B2 — Rnl)p(Z)\> v(ra) < lplls

< Csup <|S|Up |(Rn+1 - Rn)p(z>’> U<Tn)
fiir jedes v € W und jedes Polynom p.

(P2) Fiir jedes v € W existiert D(v) > 1, so dafl man fiir jede Folge (p,)nen
von Polynomen, von denen nur endlich viele ungleich null sind, die

Ungleichung
Sup Y (Rus1 = Ry)pa(2)| v(2) < D(v) sup (lslup ka(2)|> v(rk)
ze n=1 Z|=Tk

erhélt.

49
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Ein Beispiel fiir die obige Konstruktion findet sich in [14] Abschnitt 4:

Dort bezeichnet fiir gegebenes ¢y > 0 und k(0) € N, W = W(eg, k(0))
die Menge aller strikt positiven, stetigen und radialen Gewichte auf D, die
lim, ,;—v(r) = 0 erfiillen, nicht wachsend auf [0,1) sind und den folgenden
Bedingungen geniigen:

(L1) infjey olrest) > g,

v(rk)

V(Tr1k(0))
v(rk)

(L2) limsup,_, <1—ey.

Wie in [53] S. 310 wird der Operator R,,, n € N, fiir eine holomorphe Funktion
fauf D, f(z) = > 2, arz®, als Faltung mit dem de la Vallée-Poussin-Kern
definiert, d. h.

Dabei ist R,, nichts anderes als das arithmetische Mittel der Partialsummen
der Indizes 27, ..., 2" "1 —1 der Taylorreihe von f. Fiir einen Beweis, daf§ diese
Wabhl tatséchlich alle verlangten Eigenschaften hat, siehe [14] Abschnitt 4.

Im folgenden bezeichne W = (w,,),en eine wachsende Folge strikt positiver
stetiger Funktionen auf D, derart dafl jedes w,, ein Element von W ist.

Wie in Kapitel 3 werden nun die gewichteten Fréchetraume holomorpher
Funktionen

AW(D) = A{f € HD); [[flln := supwn(2)|f(2)] < 00 ¥n € N},
HWy(D) = {f € H(D); w,|f| verschwindet in co auf D Vn € N}

betrachtet.

Betrachte nun die folgenden Beispiele. Man kann leicht nachrechnen,
daB jedes dieser Beispiele alle oben verlangten Eigenschaften hat. Sei W =
(wn)nen gegeben durch

1
n

(a) wn(2) = (1 —|z)%1E0" neN 2€D, a>0.

b E 1 1

Fixiere n € N und m > n. Wegen ;}””((Z)) — et D; — e(=lz)mw —(1=[z])m
mZ e(1—1z)m

gilt lim;)_4 ;UZ((?) =e'=1,dh. = verschwindet nicht im Unendlichen

auf D. Daher ist Bedingung (S”) nicht erfillt.
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(b) wa(z) = (1 - |2))*"*, n €N, z €D, B> 0.

Fiir beheblges aber festes n € Nund m > n gilt w"((ZZ)) (1=|z)nm =

(1—|2|)%= . Daher verschwindet ~= im Unendlichen auf I, und W hat
(S"). Der zugehorige Fréchetraum ist also Schwartz.

(c) wp(2) = (1 —|2])°|In(1 — |z))*|,n €N, z€D, § > 0.
Fixiere n € N und m > n. Dann ergibt sich Z:I((ZZ)) = \‘fr?((f:||j||)):wl| =2z,
und dies verschwindet nicht im Unendlichen auf D. Daher ist (S) in
diesem Fall nicht erfiillt.

4.2 Quasinormabilitéit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dal die in Abschnitt 1.3 angegebenen
notwendigen Bedingungen fiir die Quasinormabilitdt unter den in diesem
Kapitel angenommenen Voraussetzungen auch hinreichend (und damit dquiv-
alent zueinander) sind. Desweiteren kann unter gewissen Zusatzvoraussetzun-
gen gezeigt werden, dafl Quasinormabilitdt und (QNo) fir HWy(G) dquiva-
lente Bedingungen sind.

4.1 Lemma. Seien E ein lokalkonvexer Raum und F ein dichter Unterraum
von E. Ist F' quasinormabel, so hat auch E diese Figenschaft.

Beweis. Fixiere eine Nullumgebungsbasis ¢/ in F'. Dann ist durch

U:={U; Ucl}
eine Nullumgebungsbasis in E definiert, da nach Voraussetzung F' dicht in
E liegt.
Weil F' quasinormabel ist, gibt es nach [48] Proposition 10.7.1 zu jedem
UecelUeinV CU V e€lU,sodaB fiir jedes A > 0 eine beschriankte Menge

B C F mit V C B+ \U existiert. Dann folgt V € B+ AU C B+ \U. Da B
in £ beschrénkt ist, ist £ quasinormabel. O

Die Umkehrung der Aussage der Proposition 4.1 ist nicht richtig. In [24]
Abschnitt 5 (siehe dazu S. 207) konstruierten Bonet und Dierolf, ausgehend
von einem klassischen Beispiel von Amemiya (siehe [1]), Beispiele reflexiver
quasinormabler Fréchetrdume mit einem dichten Unterraum, der nicht dis-
tinguiert ist, also auch nicht quasinormabel sein kann.

Im folgenden wird Lemma 4.1 ebenso wie die von Bierstedt und Bonet in
[14] entwickelte Methode zur Zerlegung holomorpher Funktionen dazu be-
nutzt, eine Charakterisierung der Quasinormabilitidt des Raumes HW (D) zu
geben.
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4.2 Satz. Sei W = (w,)nen € W eine wachsende Folge strikt positiver
stetiger Funktionen auf D, so daff die Polynome P in HWy(D) enthalten
sind. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) HWy(D) ist quasinormabel.

(b) Zu jedem n € N gibt es m > n, so dafl fir jedes k > n und jedes € > 0
ein A > 0 mit
Cino C ACro + eCh o existiert.

(c) Zu jedem n € N gibt es m > n, so daff fir jedes k > n und jedes y > 0
ein & >0 mit
1\~
<—) < £ + Ll auf D existiert.

W, Wi Wp,

(d) Zu jedem n € N gibt es m > n, so daf fiir jedes o > 0 ein w € W mit

1\~
<_> <w+ @ auf D ezistiert.

Wi, w,
Beweis. (a) <= (b): Dies ist [22] Theorem.

(a) = (d): Dies wurde bereits unter allgemeineren Voraussetzungen gezeigt.
Siehe dazu Proposition 3.22.

(d) = (c): Siehe dazu Proposition 3.23.

(¢) = (b): Wegen [17] liegen die Polynome nach Voraussetzung dicht in
HW,y(D). Es sei Aussage (c) erfiillt. Fixiere n € N. Dann gibt es wegen (c)
m € N mit m > n. Wihle aulerdem £ € N, k£ > n, und € > 0 beliebig,
aber fest. Setze u := m, wobei ¢ und C' die Konstanten aus Ab-
schnitt 4.1 sind und Dy = D(w,) wie in Bedingung (P2) gewihlt ist. (c)
liefert zu dem so gewéhlten p dann . Da P dicht in HWy(D) liegt, geniigt
es wegen Lemma 4.1, die Polynome zu betrachten. Fixiere p € P N Cy,p.

Dann ist |p| < ﬁ und damit auch |p| < (ﬁ) auf D. (c) impliziert daher
(wi)w < w% + £ < max (i—i, i—“) auf D.

Setze jetzt u = min (15_?’ g’—;) Gemaéf der Voraussetzung an W ist u ein El-

ement der Klasse W, und es gilt |p| < (ﬁ) < max (i—i,i—i) = % und
damit u|p| < 1 auf D.
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Zur Vereinfachung der Notation schreibe k1 := i, Ko 1= i, Uy 1= Wy, U =
Wy Also v = min (kyuq, Kaus).

Man hat p = > "7 (R,11—Ry)p = Rip+Y_,— (Ryt1— Ry)p, und die Summe
ist endlich.

Wegen der Bedingung vor (P1) und der Abschétzung von u|p| erhélt man

u(r) sup |[Rip(2)| < cu(r) sup [p(2)] < e.
|z=r1 |zl=r1
Wihle jetzt ¢ € {1,2} mit u(ry) = Kyu;(r1). Mit der zweiten Ungleichung
in (P1), angewandt auf das Polynom R;p und w; und noch einmal mit der
Bedingung vor (P1) schlieft man

sup u;(z)|Rip(z)| < C'supui(ry) <SUP |(Rn1 — Rn)Rlp(ZN)

zeD n |z|=rn
= Cuy(ry) ‘S‘UP |(R2 — Ry)Rip(2)]
= C(ri) u(r) ‘S‘UP |(Ry — R1)Rip(2)]

2¢C(k;) ""u(ry) sup |Rip(2)]

|z|=r1

VAN

< 270 (ki)

Also ist Ryp € 2Cc*(k;)"'Cy0, dh. Ryp € 4C*ECy o bzw. Rip € 4CAuCh .

Betrachte jetzt den anderen Term p — Rip = > .~ (Rn41 — R,)p. Wende
die erste Ungleichung in (P1) fiir u an ebenso wie die Abschétzung fiir u|p,
um die Abschitzung

u(r) ( sup |(Ross — Rn_1>p<z>|> <c (4.1)

|z[="n
zu erhalten. N kann als disjunkte Vereinigung J; U J, mit
u(r;) = kg (ry) fiir j € Jy und w(r;) = kauso(r;) fiir j € Jo

dargestellt werden. Setze jetzt g; = > ; (Rnp1 — R,)p fiir i = 1,2. Dann
ist jedes g; ein Polynom und p — Rip = ¢y + ¢o. Fixiere i € {1,2}. Sei
P’ = (Ryio — Ry_1)p fiir n € J; und p’, := 0 sonst. Die Eigenschaften der
Folge (R, )nen implizieren

e}

g; = Z(R"+1 — Rn)(Rn+2 - Rn—l)p = Z(Rn-Fl - Rn)piw

ned; n=1
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und alle Summen sind endlich. Daher ist

[e.e]

Z(RnJrl - Rn)p; .

sup u;(z)|g:(2)] = sup u;(2)
zeD zeD n—1

Da nur endlich viele p!, ungleich null sind und alle Gewichte zur Klasse W
gehoren, liefert eine Anwendung von (P2) und (4.1)

sup u;(2)|gi(2)| < Disup (sup \p2(2)|> ui(rn)

zeD n ‘Z‘:rn

IN

D; sup (sup |pi;(2)|> u;i(rn)

ned; \ |z|=rn

= D;sup ( sup |(Rpui2 — Rn_l)p(z)|> wi ()

ned; \ |z|=rn

< Dj(k;)”" sup ( sup |(Rni2 — Rn—l)p(2)|> ui(rn)

ned; \ |z|=rn

< Dl-(m-)*lC'.
Folglich gedrt g1 zu 26D1CCy o und gy zu 2D, CC,, 0. Also folgt

p = Rip+ag1+gs € (26 + D1)26CCho + 2DouCC
C (2¢° + D1)26CChp + (262 + D2)2uCC g
= (2¢® + D1)26CCro+eChg  bzw.

p = Rip+agi1+92€2DECCro+ (202 + D9)2uCC 0
C (2624 Dy)26CC 0+ eChp.

Setze X := (2¢® + D;)2£C. Dies impliziert die Behauptung. O

4.3 Korollar. Es seien die Voraussetzungen von Satz 4.2 gegeben. Ferner
sei O = C@,OCO fir jedes w € W. Dann sind die dquivalenten Aussagen
(a), (b), (c), (d) aus Satz 4.2 genau dann erfillt, wenn HW (D) quasinormabel
15t.

Beweis. Nach Proposition 3.24 ist HW (D) genau dann quasinormabel, wenn
HW,(D) quasinormabel ist. O
1
4.4 Beispiel. Die Folge W = (w,,)pen mit w,(2) = (1—|z|)%~120" n e N,
z € D, erfiillt zwar -wie bereits gezeigt wurde- nicht die Bedingung (S5’) (vgl.
Beispiel (a)), aber sie geniigt der Bedingung (d) aus dem obigen Korollar.
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Fixiere dazu n € N und wéhle m = n + 1. Fiir ein beliebiges, aber festes
ke N, k>n,und pu > 0 wihle ¢ = e. Dann gilt

-
e(l-1z])% e(l-|z])n

(1= [y 7T
Damit ist (d) erfiillt.

4.5 Beispiel. Betrachte W = (wy,)neny mit w,(2) = (1 — |z])|In(1 — |2])"|,
n € N, z € D (vgl. Beispiel (c¢)). Wéhle dazu n € N beliebig, aber fest und
setze m := n + 1. Fixiere dann k£ € N, k£ > n, ebenso wie p > 0 und wiéhle
¢ = k. Dann gilt

1 1 1 1

< = —
[ (1 = |z[)+] = [In(1 — [2])] IIn(1— |2)%| %l = |2)*]

k . I
[ (1 —|z))* (1 = [2])"]

Das folgende Lemma stammt aus [61] und ist dort unter Proposition

3.3.(5) zu finden:

4.6 Lemma. (Peris) Falls E ein lokal vollstindiger lokalkonvezer Raum und
F ein dichter Unterraum von E ist, der (QNo) ist, so ist auch E (QNo).

Im folgenden wird mit Hilfe der Methode, die bereits zum Beweis des
vorhergehenden Satzes verwandt wurde, gezeigt, dafl unter gewissen Zusatzvo-
raussetzungen die Eigenschaften (QNo) und quasinormabel dquivalent sind.
Letztendlich erméglicht es diese Aquivalenz, dann eine Aussage fiir die Quasi-
normabilitdt von Raumen HWjy(ID x D) zu beweisen.

4.7 Proposition. Sei W = (w,)neny C W eine wachsende Folge strikt pos-
itwer stetiger Funktionen auf D, so dafy die Polynome P in HWy(D) liegen
und V = {%, w € W} eine Teilmenge von W ist. Dann sind die folgenden

Aussagen dquivalent:
(a) HWy(D) ist quasinormabel.
(b) HWy(D) ist (QNo).

Beweis. (b) = (a): Dies folgt aus der Definition (siehe dazu auch [61] Be-
merkungen nach Definition 3.2).
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(a) = (b): Gemé$ [17] liegen die Polynome dicht in HWy(D). Nach Propo-
sition 4.2 folgt aus (a) die Bedingung: o
(%) zujedem n € N gibt es m > n, so dafB fir jedes A > 0 ein w € W mit

1\~
<—) §E+iauf]D)

W, Wn,

existiert. Fixiere also zundchst n € N. Dann liefert (%) ein m > n. Wihle
g > 0 beliebig, aber fest. Setze )\_:: m, wobei Dy = D(w,) ist,
und erhalte geméf (%) ein w € W. Da P dicht in HWy(D) liegt, geniigt
es nach Lemma 4.6, die Polynome zu betrachten. Fixiere p € P N Cy,p.

Dann ist |p| < ﬁ und damit auch [p| < (ﬁ)N auf D. (x) impliziert daher
(L)N <w+ win < max (2@, i—i) auf D.

m

Setze u := min (%, %) . GeméaB Voraussetzung ist u ein Element der Klasse

W, und es gilt ulp| < 1 auf D. Zur Vereinfachung der Notation schreibe
Ky 1= %, Ko 1= %, Uy = %, U = Wy. Also u := min(kjuy, Kous).

Man hat p = > "7 (R,11—R,)p = Rip+>_ .~ (Ryi1— Ry,)p, und die Summe
ist endlich.

Betrachte zunédchst den Term R;p. Wegen der Bedingung vor (P1) und der

Abschétzung von u|p| erhilt man

u(ry) sup [Rip(2)] < cu(ry) sup |p(2)| < c.

|z|=m1 |z|=m1

Wihle jetzt ¢ € {1,2} mit u(r1) = Kyu;(ry). Mit der zweiten Ungleichung
in (P1), angewandt auf das Polynom R;p und u;, und noch einmal mit der
Bedingung vor (P1) schlieBt man wie zuvor

sup u;(2)|Rip(2)| < 2¢2C(k;) 1.
z€D

Demnach ist Ryp € 4¢*CCqh oder Rip € 4c2CAC, .

Betrachte jetzt den anderen Term p — Rip = >~ (Rny1 — Rn)p. Wende
die erste Ungleichung in (P1) fiir u an ebenso wie die Abschétzung fir u|p|,
um

u(r) ( sup |(Russ — Rn_1>p<z>|) <c (4.2)

|2l=rn

fiir jedes n € N zu erhalten. N kann als disjunkte Vereinigung J; U Jo mit

u(rj) = kyuy(ry) fiie j € Jy und u(r;) = kous(r;) fiir j € J
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dargestellt werden. Setze jetzt Tip := > ; (Rni1—Ry)p fiir i € {1,2}. Dann
ist jedes T;p ein Polynom mit p — Ryp = Tip + Top. Fixiere ¢ € {1,2}. Sei
P! = (Ruio — Ry_1)p fiir n € J; und p’, := 0 sonst. Die Eigenschaften der
Folge (R, )nen implizieren

Tip =) (Ruy1 = R)(Ruya — Ru)p = ) _(Ruy1 — Ra)p,,
neJ; n=1
und alle Summen sind endlich. Daher ist
sup u;(2)|Tip(2)| = sup ui(z) Z(RnJrl — Ro)p,,| -
z€eD z€eD n—1

Da nur endlich viele p! ungleich null sind, und alle Gewichte zur Klasse W
gehoren, liefert eine Anwendung von (4.5) und (P2) wie zuvor

supu;(2)|Tip(z)] < Djsup (Sup \p2(2)|> ui(ry)

< Di(lii)ilc.

Folglich ist T7p Element von 2D, (%, wihrend Thp zu 2ACC;, o gehort. Also
folgt

p € (2¢°+ D1)2CCq0 +2D;CA\Cpg  oder
p € 2D100@70 + (2C2 + DQ)Q)\CCmO

Fiihre nun eine Fallunterscheidung durch:

1. Fall: Es gilt u(r;) = kyuy(r1). Definiere dann 7' : P — P durch T'(p) =
Rip + Tip. Dann gilt wegen obiger Rechnungen

T(CponP) C (2¢°+ Dy)2C(CyoNP) € B(P) und
(Id = T)(CroNP) C 2DyCANCroNP)Ce(CrponP).

2. Fall: Man hat u(r;) = raus(ry). Definiere dann 7' : P — P durch T'(p) =
Tip. Dann erhélt man

T(Cm,o N P) C 2D10(C@70 N 7)) S B(P) und
(Id = T)(CpoNP) C (2¢% + D3)20NCroNP) C e(CpoNP).

Folglich ist P und damit auch HW,(ID) (QNo). O
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Zunéachst wird mit Hilfe des folgenden Lemmas die Frage beantwortet,
wann die ,,Zusatzvoraussetzung® des vorhergehenden Satzes erfiillt ist.

4.8 Lemma. Sei W = (w,)nen €ine wachsende Folge strikt positiver, stetiger
Funktionen auf D. Ferner gebe es Zahlen eq > 0 und kg € N derart, daf die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

(L1) infy, % > ¢ fiir jedes n € N.

(L2) Es gibt ky € N mit
Wy (Ttke) < (1 — €0)wy(ry)
fiir jedes k > k1 und jedes n € N.

Dann ezistiert zu jedem © € W einw € W mit v < w und der folgenden
Figenschaft:
FEs gibt eine Folge (By,)nen positiver Zahlen, so daf fir jedes v > 0 ein k(r) €

N mit
(3) @)= = S (43)

minlSnSk(r) —wf?z) 1<n<k(r) ﬁn

fiir jedes z € D mit |z| < r existiert. Ferner gibt es €5 > 0 und ko € N mit
)(Tk+1
) -

rk

SHH

(L1) inf, ()00

—~

1
w

( )( Thtko) .
(L2) limsupy,_,. NEOIAE <1—e¢o.

Dies bedeutet also, daf fiir eine Folge W = (wp,)nen mit (L1) und (L2) auch
W CcW gilt.

Beweis. Fixiere v € W mit v < w und (4.3). Zeige nun, daf = die Eigen-
schaften (L1) und (L2) hat. Wahle €5 := ¢ und ks := ko. Um (L1) zu zeigen,
wéhle k € N beliebig, aber fest und beweise

1 1
- <[ = .
€2 (@) (re) < <w) (k1)
Wihle nun 0 < ry41 < s < 1. Dann gilt

1 1
—— = max —uw(2) fir z € D mit |z| < s.
w(z)  1<n<k(s) By

Fiihre eine Fallunterscheidung durch:
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(i) Es gelte (£) () = ﬁl w;(ry) und (1) (rge1) = 61 w;(7g+1). Dann erhélt
man&?g( ) Tk = Qw] Tk)< U}J TkJrl (%) TkJrl
(ii) Man habe () (1) = Bijwj(rk) und (=) (rpq1) = wl(rkH)

ES fOlgt €9 (%) (Tk) = ;—jwj('rk) S Bijj<Tk+1> Bi (T’kJrl) (%) (TkJrl).
1( () ) > &9, so daf} (L1) erfiillt ist. Es bleibt (L2) zu
@ )\Tktky
zeigen. Dazu ist zu beweisen, dafl es Ny € N gibt, so daB fiir jedes k£ > N

die Ungleichung
() tra) < =20 (5 ) ()

erfiillt ist. Nach Voraussetzung existiert k; € N, so daB fiir jedes £ > k; und
fiir jedes n € N

SHH

Damit ist infy (

~—

Wy (Ttky) < (1 — €g)wy(ry)
gilt. Fixiere nun k > k; und wéhle 0 < k + ks < s < 1. Dann gilt

(é) () = max ~uwn(z)

1<n<k(s) Op

fiir jedes z € D mit |z| < s.
Setze jetzt Ny := k; und unterscheide die folgenden beiden Fille:

(i) Man habe (%) (resr,) = Bijwj(rk%) und (2) (ry) = Bljwj(rk). Dies im-
pliziert () (rksn,) = 510, (rhery) < (L—e2) gow;(r) = (1—e2) () (ra).

(ii) Es gelte () (rp4x,) und (2) (1) = wl('r’k) Dann folgt (&) (rpsr,) =
T Wi (ki) < (1 —e2)gw;(re) < (1—ex)gwn(re) = (1 —e2) (5) (r)-
Daher ist Bedingung (L2) erfiillt. Es folgt die Behauptung. O

4.9 Beispiel. Betrachte die Folge W = (w,,)pen mit
wa(2) == (1= s (1 = [2])"], = € D,n e N.
Wiéhle ¢y = i und kg = 4. Dann gelten

Wo(rp1)  27F @ty 1k 41 S1o1 1
wy(ry)  27FIn(2mk) 2 kT 27 47 4
und
Wo(Thra) k=4 ] (2-n(k+4))  lk+4 - 5 _ 3
wy(ry) 27k In(2—mk) 24k T 16 4

Damit sind (L1) und (L2) erfiillt.
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4.10 Definition. Seien U > 0 und V' > 0 Nachbin-Familien auf den vollstdndig
reguldren Rdumen X; bzw. X,. Bezeichne mit u ® v fiir w € U und v € V
die Funktion (z1,22) — u(z1)v(z2) auf dem topologischen Produkt X; x X5
und

W=UV={u®v,ueclUwveV}
Dann ist W ebenfalls eine Nachbin-Familie auf X; x X3 mit W > 0.
4.11 Definition. Sei X ein vollstéandig reguldrer Hausdorffraum. Dann setze
W(X) :={Axx; A >0, K kompakt in X}.
Der folgende Satz stammt aus [6] (siche dort Satz 3.5.(1)).
4.12 Satz. (Bierstedt) Seien X; C C" und Xy C C™ offen (n,m > 1), U
bzw. V' Nachbin-Familien auf X1 bzw. Xo mit W(X;) < U und W(X,3) < V.
Mit W =U®YV gilt dann
HWy(X1 x Xa) = HUp(X:) ®. HVy(Xa),
falls HUy(X1) oder HVy(X3) die Approximationseigenschaft hat.

4.13 Korollar. Seien U = (uy)peny CW und V = (vy)neny C W wachsende
Folgen strikt positiver stetiger Funktionen auf D, derart daf$ die Polynome in
HUy(D) bzw. HVy(D) liegen. Dann gilt

HWy(D x D) = HUy(D) ®. HVp(D).

Beweis. Nach [17] Theorem 1.5 haben HUy(ID) und H V(D) unter den gegebe-
nen Voraussetzungen die beschrinkte Approximationseigenschaft. Eine An-
wendung von Satz 4.12 liefert dann das Gewdiinschte. O

Die folgenden Aussagen stammen aus [61] und sind dort unter Proposition
3.3.(1) und 3.4.(1) zu finden.

4.14 Proposition. (Peris [61])

(i) Die komplementierten Unterrdume eines lokalkonvexen Raumes E mit

(QNo) sind ebenfalls (QNo).
(ii) Seic eine Tensornorm. Falls die lokalkonvezen Riume E und F' (QNo)
sind, so ist auch E ®, F (QNo).

4.15 Korollar. Seien U = (uy)neny CW und V = (vy)neny C W wachsende
Folgen strikt positiver stetiger Funktionen auf D, so dafi die Polynome in

HUy(D) und HVy(D) liegen. HUy(D) und HVy(D) sind genau dann (QNo),
wenn HWo(D x D) = HUy(D) ®. HVy(D) (QNo) ist.

Beweis. Dies folgt aus Proposition 4.14. O
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4.3 Dichtheitsbedingung

Hier wird gezeigt, daf} die in Abschnitt 3.3 angegebenen notwendigen Be-
dingungen auch hinreichend (und damit dquivalent) sind. Ferner wird be-
wiesen, dafl unter bestimmten Voraussetzungen Dichtheitsbedingung und
(Dco) dquivalente Eigenschaften fiir HWy(D) sind.

4.16 Lemma. Seien E ein lokalkonvexer Raum und F ein dichter Un-
terraum von E. Hat F' die Dichtheitsbedingung, so geniigt E ebenfalls der
Dichtheitsbedingung.

Beweis. Fixiere eine Nullumgebungsbasis ¢/ in F. Dann ist durch U :=
{U; U € U} eine Nullumgebungsbasis in E definiert, da nach Vorausset-
zung F' dicht in F liegt.

Weil F' die Dichtheitsbedingung hat, gibt es fiir jede Funktion \ : U —
R, \{0} und fiir jedes V € U eine endliche Teilmenge U, von U und eine
beschrinkte absolutkonvexe und o0.B.d.A. abgeschlossene Teilmenge B von
F mit (g, MU)U C B+ %V.

Dann folgt (e, MU)U = Ny, NMU)U € B4+35V C B4+V.Da Bin E
beschrankt ist, erfiillt £ die Dichtheitsbedingung. O

Die Umkehrung der Aussage der vorangehenden Proposition ist nicht

richtig. Die von Bonet und Dierolf in [24] konstruierten Beispiele decken
auch diesen Fall ab.
Mit Hilfe des Lemmas und der von Bierstedt und Bonet in [14] entwickel-
ten Methode zur Zerlegung holomorpher Funktionen wird im folgenden eine
Charakterisierung der Dichtheitsbedingung in Termen von Gewichten und
assoziierten Gewichten fiir HW;(D) gegeben. Zunachst werden jedoch einige
Hilfsaussagen benotigt.

4.17 Proposition. (Peris [60] Proposition 1) Seien E ein Fréchetraum und
(Up)nen eine fallende Fundamentalfolge von Nullumgebungen in E. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) E hat die Dichtheitsbedingung.

(b) Fiir jede Folge (Ag)ken strikt positiver Zahlen und jedes n € N gibt es
m(n) > n und eine Folge (A,gn))keN strikt positiver Zahlen mit

m(n) s
ﬂ MU C )\,(Cn)Uk + U, fir jedes s € N.
k=1 k=1
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4.18 Lemma. Betrachte zundchst die folgende Bedingung:
(%) zu jeder Folge (&)ken strikt positiver Zahlen und zu jedem n € N
existieren m(n) > n und eine Folge (f,in))keN strikt positiver Zahlen mait

m(n) s
() &Cro C [ & Cro + (26 + D2)2CCly fiir jedes s € N.
k=1 k=1

Dabei seien ¢ die Konstante aus der Ungleichung vor (P1), C' die Konstante
aus (P1) und Dy = D(w,,) wie in (P2).
Falls (%) erfillt ist, hat HWy(D) die Dichtheitsbedingung.

Beweis. Fixiere dazu eine Folge (A;)gen strikt positiver Zahlen ebenso wie
n € N. Setze &, := (2¢?+ Dy)2C\;, fiir jedes k € N. Dann liefert (x) m(n) > n
und eine Folge (£)en strikt positiver Zahlen mit

m(n) m(n)
ﬂ (202 + DQ)QC)\ka,O = ﬂ kak,O
k=1 k=1

C ﬂ flin)ckp + (202 + D2)200n,0

k=1
s

C ﬂ(202 + D2)2C§lin)ck70 + (262 + DQ)QCCnp

k=1

fiir jedes s € N wegen (2¢* + D,)2C > 1. Setze Algn) = f,i") fiir jedes k € N,
Weil ((2¢* + D3)2CCh.o)ren eine Nullumgebungsbasis in HW; (D) ist, liefert
Proposition 4.17 das Gewdiinschte. O

O.B.d.A. kann im Folgenden angenommen werden, dafl endliche Maxima
von Elementen aus W ebenfalls zu W gehéren.

4.19 Satz. Sei W = (wy)nen C W eine wachsende Folge strikt positiver
stetiger Funktionen auf D, so daf die Polynome in HWy(D) liegen. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) HWy(D) hat die Dichtheitsbedingung.

(b) Zu jeder Folge (Ay)ken Strikt positiver Zahlen und zu jedem n € N gibt
es m(n) > n und eine Folge ()\én))keN strikt positiver Zahlen mit

m(n) s
m )\ka C m A,gn)Ck70 + Cn,O fﬂ?“ jedes s € N.
k=1 k=1
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(c) Fiir jede Folge (pug)keny mit g > 0 fiir jedes k € N und fiir jedes n € N

gibt es m(n) > n und eine Folge (u,gn))keN strikt positiver Zahlen mait

~ (n) 1
< min &> < min MLJr— auf D fiir jedes s € N.

1<k<m(n) Wk T 1<k<s W Wy,

(d) Zu jeder Folge (§k)ren strikt positiver Zahlen und jedem n € N gibt es
m €N mit m >n undw € W mit

- 1
<min &> <w+ — aufD.

1<k<m wy, n
Beweis. (a) <= (b): Dies ist Proposition 4.17.
(a) = (d): Siehe dazu Proposition 3.26.
(d) = (c): Dies ist Proposition 3.27.

(c) = (a): Gemé$B [17] liegen die Polynome dicht in HWy(DD). Wegen Lem-
ma 4.18 geniigt es zu zeigen, daf (¢) die Aussage (x) dort impliziert.

Es sei Aussage (c) erfiillt. Wihle dazu eine beliebige, aber feste Folge (Ag)ren
strikt positiver Zahlen und setze p := Mg fiir jedes k£ € N. Fixiere jetzt
gemiB (c¢) n, m(n), (,uén))neN und s. Da P dicht in HW;(D) liegt, genitigt
es, die Polynome zu betrachten. Wahle also ein beliebiges, aber festes, p €
PN (ﬂk 1 ,Uka 0)

Dann ist |p| < ming<g<pm(n) Z—’Z und damit auch

Ip| < (Mini<p<mn) %)N auf D. (c) liefert

~ ™ (n)
. 1 . 21 2
(mlnlgkgm(n) fﬁ) < minj<p<s w— + = < max (mlmgkgs w—kk’ w—n) auf D.

Setze jetzt v := min | max;<p<s 2“}%, M) Geméf Definition ist v Element
<k<s 9,0

2
der Klasse W, und es gilt
. 2ul™ .
Ip| < ming<p<m) &5 o Be )~ < max (mmlSkSs Z}—’fk, w% = % und damit u|p| <1
auf D.
Zur Vereinfachung der Notation schreibe u; := maxlgkgsﬁ, Uy = Wy,
k

Ky 1= % und Ky 1= % Also u = min(kyuy, Kous).
Man hat p = > ° ((Rn41—Ry)p = Rip+) . (Ryi1—Ry,)p, und die Summe

ist endlich.
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Betrachte zundchst den Term R;p. Wegen der Bedingung vor (P1) und der
Abschétzung von u|p| erhilt man

u(ry) sup [Rap(2)] < cu(r) sup p(z)] < e
zl=r1 zl=r1
Wihle jetzt i € {1,2} mit u(r;) = Ksu;(r1). Mit der zweiten Ungleichung
in (P1), angewandt auf das Polynom R;p und u; und noch einmal mit der
Bedingung vor (P1) schlieBt man wie zuvor

sup u;(2)|Rip(2)| < 2¢2C(k;) 1.
z€D

Demnach ist Rip € 4Cc*(,_, u,(ﬁn)Ck,o bzw. Rip € 4c2CCh .

Betrachte jetzt den anderen Term p — Rip = Y .~ (Rn41 — R,)p. Wende
die erste Ungleichung in (P1) fiir u an ebenso wie die Abschétzung fiir u|p,
um Folgendes zu erhalten:

|z|=rn

u(rn) ( sup |(Rp42 — Rnl)p(Z)\> < C. (4.4)
N kann als disjunkte Vereinigung J; U J5 mit
u(rj) = kiug(rj) fiir j € Jy und u(r;) = kous(r;) fir j € Jy

dargestellt werden. Setze jetzt g; == > ; (Rnt1 — R,)p fiir i = 1,2. Dann
ist jedes g; ein Polynom und p — Rip = ¢; + ¢o. Fixiere i € {1,2}. Sei
P’ = (Ryio — Ry_1)p fiir n € J; und p’, := 0 sonst. Die Eigenschaften der
Folge (R, )nen implizieren

9= (Rus1 — Rp)(Rusa — Rut)p =Y _(Rus1 — Ru)pl,
neJ; n=1
und alle Summen sind endlich. Daher ist
sup u;(2)|gi(2)| = sup u;(2) Z(Rn-i-l — Ry)ph,| -
z€eD z€eD o

Da nur endlich viele p, ungleich null sind und alle Gewichte zur Klasse W
gehoren, liefert eine Anwendung von (P2) und (4.4) wie zuvor

supu;(2)]gi(2)] < Disup <sup |pi;(2)|> ui(rn) < Di(ki) "' C.

zeD n |z|=rn
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Also ist g1 Element von 2D,C'N;_, u,g") Ck.0, wihrend go zu 2D,CCy o gehort.
Zusammen mit den vorigen Ergebnissen liefert dies

p=Rip+g+g € (4°C+2D,C)N;_, /,L,(C")Cm +2D,CC
C M (APC +2D:C) il Cro 4 2C(2¢% + Dy)Chg
oder
p=Rip+g+g € 2D,CN;_, u,(ﬁn)Ck,o + (4¢*C +2D,C)C g
= M_ 2D, Chp + (4C + 2D5C)Ch

Setze jetzt )\én) = (4c*C + 2D10),ul(€n) fiir jedes k£ € N. Dann folgt die Be-
hauptung.

O

4.20 Korollar. FEs gelte C = @,OCO fiir jedes W € W. Unter den Voraus-
setzungen von Satz 4.19 sind die dquivalenten Aussagen (a), (b), (c), (d) aus
Satz 4.19 genau dann erfillt, wenn HW (D) die Dichtheitsbedingung hat.

Beweis. Proposition 3.29 liefert, da3 HW (D) genau dann die Dichtheitsbe-
dingung, wenn HW;(D) sie erfillt. O

4.21 Bemerkung. Sei F' ein metrisierbarer Raum und (Uy)gen eine abzéhlbare
Basis absolutkonvexer Nullumgebungen in F'. Heinrichs zeigte in [43], daf} die
folgende Bedingung dquivalent zur von Peris und Rivera in [62] eingefiihrten
Bedingung (DCO) ist.

(DCo) Zu jeder Folge (Ag)ren strikt positiver Zahlen und jedem n € N gibt
es m € N und einen beschrénkten Operator T' € L(F') mit

(Id — T) <ﬁ )\kUk> c U,

k=1

Aus den Vererbungseigenschaften der Dichtheitsbedingung folgt das fol-
gende Lemma.

4.22 Lemma. (Peris) Falls E ein separabler Fréchetraum mit einem dichten
Unterraum F' ist, der (DCo) geniigt, so hat E ebenfalls (DCo).

Mit Hilfe derselben Beweismethode wie in Satz 4.19 kann nun unter
Zusatzvoraussetzungen die Aquivalenz von Dichtheitsbedingung und (DCo)
fir HWy(D) gezeigt werden.
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4.23 Lemma. Betrachte die folgende Bedingung:
(xx)  zu jeder Folge (&)ren Strikt positiver Zahlen und zu jedem n € N
existieren m € N und ein beschrinktes T € L(HWy(D)), so dafs

(Id — T) (N 1&xC0) C (2¢% + D9)2CC 0.

Dabei sind ¢ die Konstante aus der Ungleichung vor (P1), C' die Konstante
aus (P1) und Dy = D(w,) wie in (P2). Falls (xx) erfillt ist, so hat HWy(D)
(DCo).

Beweis. Fixiere eine Folge (\g)ren strikt positiver Zahlen ebenso wie n € N.
Setze &, := (2¢2 + Dy)2C\, fiir jedes k € N. Dann liefert (*x) ein m € N und
ein beschrinktes T' € L(HW;(D)) mit

Id = T) (N1 &Crp) = (1d=T) (M, (2¢* + D2)2CAChy)
C (2C2 + DQ)QCCmo.

Da ((2¢* + D3)2CCy.o)ren eine Nullumgebungsbasis in HW, (D) ist, folgt das
Gewiinschte. O

4.24 Proposition. Sei W = (wp)neny € W eine wachsende Folge strikt
positiver stetiger Funktionen auf I, so daf§ die Polynome P in HWy(D)
liegen und V := %; w e W} eine Teilmenge von W ist. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:
(a) HWy(D) hat die Dichtheitsbedingung.
(b) HWy(D) geniigt (DCo).

Beweis. (b) = (a): Dies folgt aus der Definition (siehe auch [62] Bemerkung
nach Definition 8).

(a) = (b): Nach [17] liegen die Polynome unter den gegebenen Voraus-
setzungen dicht in HWy(D).

Sei nun also angenommen, dal HWy(D) die Dichtheitsbedingung erfiillt.
Es ist zu zeigen, dal Bedingung (%) aus Lemma 4.23 erfiillt ist. Nach Propo-
sition 3.26 gilt:
(x % %)  zu jeder Folge (&x)ren strikt positiver Zahlen und zu jedem n € N

existieren m € N und w € W mit

1
min g—k <w + — auf D.
1<k<m Wy, Wy,
Fixiere also n € N ebenso wie (§x)ren. Dann liefert (x x x) ein m > n und
ein w € W. Da P dicht in HWy(D) liegt, geniigt es nach Lemma 4.22, die
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Polynome zu betrachten.
Fixiere p € P (N{L,€kCko). Dann ist [p| < ming<j<y, i—’; und damit auch

Ip| < (minj<p<m w—) auf D. (x * %) impliziert

(m1n1<k<m fv—k> <w+ - < max (2@ l) auf .

Setze u := min (% 7") Gemaﬁ Voraussetzung ist u ein Element der Klasse
W, und es gilt ulp| < 1 auf D. Zur Vereinfachung der Notation schreibe
Ky 1= %, Ko 1= %, Uy = i, u2 = wy,. Also u = min(Kiuy, Kaus).

Man hat p = > 0 ((Rp+1—Rn)p = Rip+> oo (Rpt1— Ry)p, und die Summe
ist endlich.

Betrachte zunéchst den Term R;p. Wegen der Bedingung vor (P1) und der
Abschétzung von u|p| erhilt man

u(r1) sup [Rip(2)] < cu(r1) sup |p(z)] < c.
|2|=r1 |2|=r1
Wihle jetzt ¢ € {1,2} mit u(ry) = Kyu;(r1). Mit der zweiten Ungleichung
n (P1), angewandt auf das Polynom R;p und u;, und noch einmal mit der
Bedingung vor (P1) schlieBt man wie zuvor

sup u;(2)|Rip(2)| < 2¢2C(k;) 1.

zeD

Demnach ist Ryp € 4¢*CCq oder Rip € 4c*CC,, 0.

Betrachte jetzt den anderen Term p — Rip = Y " (Rny1 — R,)p. Wende
die erste Ungleichung in (P1) fiir u an ebenso wie die Abschétzung fir u|p|,
um

u(rn) ( sup |(Rny2 — Rn—l)p(2)|> <C (4.5)

|zl=rn

fiir jedes n € N zu erhalten. N kann als disjunkte Vereinigung J; U Jo mit
u(r;) = krug(ry) fiir j € Jy und w(r;) = kauso(r;) fiir j € Jo

dargestellt werden. Setze jetzt Tip := ) _; (Ryy1—Ry)p filri € {1,2}. Dann
ist jedes T;p ein Polynom mit p — Ryp = T1p + Tep. Fixiere ein ¢ € {1,2}. Sei
Pt = (Ruio — Ry 1)p fiir n € J; und p := 0 sonst. Die Eigenschaften der
Folge (R, )nen implizieren

o0

Tip =) (Ruy1 = R)(Ruya — Ru)p = ) _(Rut1 — Ra)p,,

neJ; n=1
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und alle Summen sind endlich. Daher ist

sup u;(2)| Tip(2)| = supui(2) | Y (Rus1 = R)p, |-
zeD zeD n—1

Da nur endlich viele p, ungleich null sind, und alle Gewichte zur Klasse W
gehoren, liefert eine Anwendung von (4.5) und (P2) wie zuvor

sup ui(2)|Tip(z)] < Disup <sup |pi;(2)|> ui(rn) < Di(ki) " C.

zeD |z|=rn
Daher ist g; € 2D,CCqy und go € 2D,CC, . Dies liefert

p € (202 -+ Dl)QCC@p + QDQCCTL’O oder
p € 2D100@,0 + (2C2 + DQ)QCC,%Q

Fiihre nun eine Fallunterscheidung durch:

1. Fall: Es gilt u(ry) = kjuq(ry).

Definiere dann 7' : P — P durch T'(p) = Rip + T1p. Dann gilt wegen obiger
Rechnungen

(Id — T)(ﬂ;gnzlfkck,o N P) C 2D20(Cn,0 N P) und

TN 1&xCro NP) C (2¢* + D1)2C(Cyo NP) st beschriinkt.

2. Fall: Man hat u(ry) = koua(ry).

Definiere dann 7' : P — P durch T'(p) = T1p. Dann erhélt man

(Id — T)(ﬂ;”zlkak,o ﬂ P) - (262 + DQ)QC(Cn,O N P) C €(Cn,0 N 7)) und
TN & Cro(P) C 2D1C(Czo N P) ist beschrénkt.

Folglich hat P und damit auch HW,(ID) (DCo). O

Um eine Aussage fiir injektive Tensorprodukte zu erhalten, betrachte
zunéchst die aus [62] stammende Proposition.

4.25 Proposition. (Peris, Rivera [62] Proposition 11) Seien « eine Ten-
sornorm und E und F' Fréchetriume mit (DCo). Ferner seien die beschrink-

ten Teilmengen von E éa F' lokalisierbar (d.h. zu jeder beschrinkten Teil-
menge B von E®, F existieren C € B(E) und D € B(F) mit B C o(C, D)).
Dann geniigt E ®, F ebenfalls (DCo).

4.26 Korollar. Seien U = (up)pney CW und V = (vp)neny C W wachsende
Folgen strikt positiver stetiger Funktionen auf D, so daff die Polynome in

HUy(D) und HVy(D) liegen. Falls HUy(D) und HVy(D) (DCo) haben, so hat
HWy(D x D) = HUy(D) ®. HVy(D) ebenfalls (DCo).
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Beweis. Nach [51] Abschnitt 44.3 sind die beschrinkten Teilmengen von

HUy(D) ®. H Vo(D) stets lokalisierbar. Daher liefert eine Anwendung von
Proposition 4.25 das Gewdiinschte. O



5 Gewichtete (LB)-Riume holomorpher
Funktionen

5.1 Notationen und Definitionen

Zunéchst werden die notwendigen Definitionen und Bezeichnungen eben-
so wie ein kurzer Uberblick iiber die Geschichte der projektiven Darstel-
lung gewichteter induktiver Limites von R&umen holomorpher Funktionen
gegeben.

Fiir eine fallende Folge V = (v,)nen strikt positiver stetiger Funktionen
(Gewichte) auf einer offenen Teilmenge G C CV, N > 1 definiere

Hon(G) = {f € H(G); [[flln:= ilelgvn(Z)lf(Z)l < 00},

H(vy)o(G) = {f € H(G); v,|f| verschwindet in co auf G},
VH(G) = ind,,Hv,(G) und VoH(G) := ind, H(v,)o(G).

Es bezeichne B, (bzw. B, ) die abgeschlossene Einheitskugel von Huv,(G)
(bzw. H(v,)o(G)). Das System von Gewichten V' wurde eingefiihrt als

V = {v: G —]0, 00] stetig auf G; Vk Irp, > 0: 7 < ilgfrkvk auf G}.

Die entsprechenden gewichteten Réume fiir V sind
HV(G) = {f€H(G); |l := Supv(2)|f(2)] < 00 VU € v}
HV,(G) = {f € H(G); v|f| verschwindet in oo auf G Vv € V'}.
Setze
Co o= {f € HV(G); |flls < 1} und Crp = {f € HVo(G); |l < 1}
fiir jedes 7 € V.

Das Problem der projektiven Darstellung fiir gewichtete (LB)-Réume
holomorpher Funktionen auf G ist herauszufinden, wann

(1) VoH(G) = HV(G) algebraisch und topologisch bzw.

(2) VH(G) = HV(G) algebraisch und topologisch gilt.

70
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Eine positive Antwort auf die Frage nach der topologischen Gleichheit ist
von besonderer Bedeutung, weil es in diesem Fall moglich ist, die Topologie
des jeweiligen gewichteten (L B)-Raumes holomorpher Funktionen durch das
System (||.||z)5c gewichteter sup-Halbnormen zu beschreiben.

Das Hauptresultat von Bierstedt, Meise, Summers [20] liefert, dafl die pro-
jektive Darstellung algebraisch und topologisch gilt, falls V = (v,)nen der
Bedingung

(S) Vn €N 3JIm > n mit Z—m verschwindet im Unendlichen auf G
geniigt. (5) ist die invertierte Form der in den vorigen Kapiteln vorkom-
menden Bedingung (S’). Analog sind (M) und (D) als invertierte Darstel-
lungen von (M') und (D’) definiert.

Positive Ergebnisse fiir gewichtete (LB)-Réume holomorpher Funktionen auf
D kénnen auch in [54] gefunden werden. Dort wird die Bedingung (.S) nicht
benotigt, aber jedes Gewicht mufl normal sein.

[.a. hat das Problem der projektiven Darstellung fiir gewichtete induktive
Limites von (B)-Raumen holomorpher Funktionen eine negative Antwort,
siehe [26], [27], [28].

Taylor ebenso wie Bierstedt, Meise und Summers ([66] oder [67] Proposition
2 bzw. [20]) zeigten, daB HV(G) und VH(G) stets algebraisch zusammen-
fallen und dieselben beschrénkten Teilmengen haben. VH(G) ist stets ein
regulérer induktiver Limes.

Induktive Limites gewichteter R&ume holomorpher Funktionen treten
beispielsweise im Zusammenhang mit Distributionen und den Paley-Wiener-
Schwartz-Theoremen auf. Im folgenden werden einige Beispiele herausgegrif-
fen, die hier nadher erldutert werden.

(I) Dieses Beispiel wurde [20] entnommen und ist dort unter Abschnitt 4.1
zu finden.
Betrachte W = £ = £(RY), den Raum aller unendlich oft differenzier-
baren Funktionen auf RY, unter seiner iiblichen (F)-Raum-Topologie.
Eine geeignete Version des Paley-Wiener-Schwartz-Theorems liefert,
daB die Fourier-Transformation ein topologischer Isomorphismus von
W' = &', dem Raum der Distributionen mit kompaktem Trager, verse-
hen mit der starken Topologie 3(£',&), auf W’ = VH(CV) ist, wobei
V = (Un)nen mit

N
(=n|Im(z)]) N
” = C™.
o 1+|Zj y < (Zla 7ZN) €

Hier hat man VH(CY) = VoH(CN) = HV(CN) = HV(CV).
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(IT) Betrachte nun die Folge V = (v, )nen strikt positiver stetiger Funktio-
nen auf der Einheitskreisscheibe I, definiert durch

va(2) = (1—|2])", 2 €D, neN.

Der induktive Limes VH(G) wird oftmals auch mit A~>° bezeichnet
und ist ein Raum vom Bergman-Typ. Fiir ndhere Informationen zu
diesem Raum wird auf [41] Abschnitt 4.3 verwiesen.

(III) Das folgende Beispiel wurde in [55] eingehend untersucht.
Betrachte ein beschrinktes konvexes Gebiet G in C ebenso wie dg(z) =
inf;cpq |z — t|, 2 € G. Dann definiere die fallende Folge V = (v,)nen
durch
vn(2) := (min(1, (dg(2))")), z € G, n € N,
In [55] wird der induktive Limes VH(G) mit A~>°(G) bezeichnet.

In dieser Arbeit werden -wie bereits erwéhnt- Charakterisierungen in Ter-
men von Gewichten und assoziierten Gewichten fiir die dualen Dichtheitsbe-
dingungen gegeben. Andere Eigenschaften wie semi-Montel wurden bereits
von Bierstedt und Bonet untersucht (siche [16]).

5.2 Die dualen Dichtheitsbedingungen in pro-
jektiven Hiillen

In diesem Abschnitt wird untersucht, wann die projektiven Hiillen HV (G)
und HVo(G) (DDC) (bzw. (SDDC)) erfiillen. Es werden Bedingungen in
Termen von Gewichten und assoziierten Gewichten gegeben.

Wie bereits erwihnt, gilt VH(G) = HV(G) algebraisch, beide Réume haben
dieselben beschriankten Mengen, und 0.B.d.A. ist (B,,)nen eine Fundamental-
folge der beschrinkten Teilmengen von HV(G) (siehe dazu z.B. [7] Propo-
sition 1). Offensichtlich ist jedes B, kompakt bzgl. der kompakt-offenen
Topologie co.

Zunéachst werden einige Hilfsaussagen bewiesen.

5.1 Lemma. Sei E ein lokalkonvexer Raum mit der Fundamentalfolge
(Bn)nen beschrinkter Teilmengen. E hat genau dann (DDC')

(bzw. (SDDC) ), wenn gilt:

zu jeder Folge (\j)jen strikt positiver Zahlen und zu jedem n € N gibt es
m>n und U € U(E) mit

B,NUCY \B; (bzw. B,nUCY )\ij> : (5.1)

j=1 j=1
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Beweis. E erfiille (DDC'). Dann gibt es nach Definition zu jeder Folge (A;),en
strikt positiver Zahlen und zu jedem n € N ein m > n und U € U(FE) mit
B, U cT (U iBy) © S B,

Umgekehrt fixiere eine Folge (11,)jen strikt positiver Zahlen und n € N. Setze
Aj = &L fiir jedes j € N und wende (5.1) an. Dann existieren m > n und

U e U(F) mit

7=1 j=1 j=1

Folglich geniigt E der dualen Dichtheitsbedingung. Der Beweis wird fiir die
starke duale Dichtheitsbedingung vollig analog gefiihrt. O

5.2 Lemma. Unter den in diesem Abschnitt angenommenen Voraussetzun-
gen erfillt der Raum HV (G) genau dann (DDC), wenn er (SDDC) geniigt.

Beweis. Das vorhergehende Lemma und die Tatsache, dal HV (G) dieselben
beschrénkten Teilmengen wie der reguldre induktive Limes VH(G) hat, im-
pliziert, da HV(G) genau dann die duale Dichtheitsbedingung hat, wenn
zu jeder Folge (\;)jen strikt positiver Zahlen und zu jedem n € N ein
m > nund T € V mit B, N Cy C 7" A\;B; existieren. Y™ \;Bj ist
aber co-kompakt und daher auch abgeschlossen in HV (G). Folglich hat man
Y AiBj = >0 A B;. Eine erneute Anwendung von Lemma 5.1 liefert
das Gewdiinschte. O

Mit Hilfe der zuvor bewiesenen Lemmata gelangt man nun zu der folgen-
den Proposition.

5.3 Proposition. Falls HV(G) (DDC)(oder dquivalent (SDDC)) hat, so
st die folgende Bedingung erfiillt:

(¥)  zu jeder Folge (\;)jen strikt positiver Zahlen und zu jedem n € N gibt
esm >n undv €V derart, daf

( . ('Un’ 6)) N j=1 Uj GUfG

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu jeder Folge (A;)jen strikt positiver
Zahlen und jedem n € N ein m > n und v € V mit

(%) B.NCyC Y N\B.

j=1
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Es geniigt zu zeigen, dafl (xx) die Bedingung (%) impliziert. Wéhle dazu ein
f € HV(G) mit |f| < (min ( L ,%)) auf G.

Nach [18] 1.2.(iii) gilt auch |f| < min (Lé) dh. [f] < L und |f] < L
auf G. Damit gehort f zu B, N C;. Wegen (xx) ist f dann Element der
Menge > 7", A;B; und kann in der Form f = 7% A;g; mit g; € B; fiir
jedes j € {1, ...,m}, dargestellt werden. Es gilt also

Z)\jgj S Z)\j|gj| S Z% auf G.
j=1 j=1 j=1 7

Nimmt man nun das Supremum iiber all diese Funktionen f, so ergibt sich
(). O

1fl=

Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen an die Menge G und die Folge V =
(Un)nen der Gewichte kommt man fiir den Fall der o-Gewichtsbedingungen
zu einem adhnlichen Ergebnis.

5.4 Proposition. Sei G eine kreisformige Teilmenge von CN, N > 1. Fern-
er sei V = (Up)nen €ine fallende Folge strikt positiver stetiger und radialer
Funktionen auf G, so daff H(v1)o(G) die Polynome enthdlt.

Falls nun HV o(G) der dualen Dichtheitsbedingung gendigt, so ist (x) erfiillt.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu jeder Folge (Aj)jen strikt positiver
Zahlen und jedem n € N ein m > n und v € V mit

(* * *) Bn,O N CE,O C Z )\ij,O
j=1

Es geniigt zu zeigen, dafl (% * %) die Bedingung (x) impliziert. Fixiere dazu
f e H(G) mit |f] < <min (i 1 auf G. Dann gilt |f] < i und |f| < 4
auf G. O.B.d.A. kann v € V strikt positiv, stetig und radial gew#hlt werden.
(Siehe dazu [17].)

Betrachte jetzt die Folge (Sk f)ren der Cesaro-Mittel (der Partialsummen) der
Taylorreihe von f um 0. Wie zuvor erhélt man [S, f| < ;- und [Syf| < ¢ auf
G. AuBerdem ist jedes S f als Polynom ein Element von HV ((G) und daher
von By, N C5p. Dann impliziert (x*x), da8 Sy, f € Z;nzl A\;Bjo C Z;nzl \;B;
fiir jedes k£ € N. Folglich kann jedes Sif in der Form Sif = Z;“:l Ajg;
dargestellt werden, wobei g; € B; fiir jedes j € {1,...,m}. Man erhilt

v’ U

m

A\
|Skf] < Zv_] auf G fiir jedes k € N.

j=1 7
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Weil Si.f fiir & — oo punktweise gegen f konvergiert, ergibt sich |f| <
Z;n:l ;\—J auf G. Nimmt man schliefilich das Supremum {iber alle Funktionen
J

f, so folgt (). O

Es gibt Beispiele fiir Folgen V = (v, ),en strikt positiver stetiger Funktio-
nen auf einer offenen Teilmenge G C C¥, N > 1, mit Bedingung (%), derart
daB die Réume HV(G) und VH(G) topologisch nicht zusammenfallen:
Bonet und Taskinen konstruierten in [27] Abschnitt 3 eine Folge V = (v, )nen
strikt positiver stetiger Funktionen auf einer offenen Menge G C C? mit Be-
dingung (M), derart daf die Riume HV(G) und VH(G) topologisch nicht
zusammenfallen. Es ist bekannt, daf (M) die Bedingung (D) impliziert,
welche nach [3] Proposition 1.2.4 zu
(Va)  zu jeder Folge (\))jen strikt positiver Zahlen und jedem n € N gibt
esm >nund v € V mit

dquivalent ist. Nun folgt (*) unmittelbar aus (V3).
Beachte, dafi der einzige Unterschied zwischen (k) und (V3) die Verwendung
des assoziierten Gewichtes auf der linken Seite ist.

Nach [8] Theorem 1.5 geniigt ein (D F)-Raum genau dann der dualen Dichtheits-
bedingung, wenn er metrisierbare beschréinkte Mengen hat. Letztere Eigen-
schaft kann fiir HV (G) charakterisiert werden. Dazu sind jedoch einige Vor-
bereitungen notwendig.

5.5 Proposition. Sei E ein lokalkonvexer Raum mit der abzdhlbaren Umge-
bungseigenschaft und einer Fundamentalfolge (By,)nen der beschrinkten Men-
gen. Dann hat E genau dann metrisierbare beschrinkte Mengen, wenn
es U € U(E) gibt, so dafs fiir jedes n € N und fiir jedes V € U(FE) ein a > 0
mat

B,NnalU CV (5.2)

existiert.

Beweis. Es sei zundchst Aussage (5.2) erfiillt. Da dann (%U )m oy €ine Nul-

lumgebungsbasis in B, fiir die von E induzierte Topologie ist, n € N beliebig,
folgt sofort das Gewiinschte.

Umgekehrt habe E metrisierbare beschrinkte Mengen. Fixiere n € N und
wihle eine fallende Folge (V, x)ren absolutkonvexer Nullumgebungen in F,
so daB fiir jedes V € U(E) ein k € N mit B, NV, C V existiert. Wende die
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abzéhlbare Umgebungseigenschaft an, um Zahlen a,,j; > 0 zu finden, so daf}
U := ﬂn’keN an Vo ebenfalls eine Nullumgebung ist. Diese Nullumgebung
erfiillt alle geforderten Eigenschaften. O

5.6 Lemma. HV(G) hat die abzihlbare Umgebungseigenschaft.

Beweis. Nach [21] Theorem 1.6 ist CV(G) unter den gegebenen Voraus-
setzungen ein (DF)-Raum und hat daher wegen [59] Proposition 8.3.5 die
abzihlbare Umgebungseigenschaft. Dies impliziert, dal HV (G) als topologis-
cher Unterraum von OV (G) ebenfalls die abzihlbare Umgebungseigenschaft
besitzt. O

Es bleibt zu erwéhnen, dafi dann H Vo(G) als topologischer Unterraum
von HV (G) ebenfalls die abzidhlbare Umgebungseigenschaft hat.

5.7 Proposition. HV(G) hat genau dann metrisierbare beschrinkte Men-
gen, wenn v € V emistiert, so daf es fir jedes n € N und jedes w € V ein

a >0 mit . N |
(min <—, g)) < — auf G (5.3)
Uy U W

Beweis. Nach Proposition 5.5 hat H V(G) genau dann metrisierbare beschrénk-
te Mengen, wenn v € V existiert, so daf es fiir jedes n € N und jedes w € V
ein a > 0 mit

qibt.

gibt. Zu zeigen ist demnach die Aquivalenz der Aussagen (5.3) und (5.4).

(5.3) = (5.4): Wihle f € B, N aCj beliebig, aber fest. Dann ist f Element
der Menge HV(G) und geniigt der Abschitzung |f| < (min (i, %)) <4
auf G wegen (5.3). Daher ist f Element von Cy.

(5.4) = (5.3): Fixiere f € H(G) mit |f]| < (min (i,%))w auf G. Dann
gilt aber auch |f| < min (i, %) auf GG. Folglich ist f Element von B,, NaC5
und gehort nach Voraussetzung daher auch zu Cy, d.h. |f] < % auf G.
Nimmt man das Supremum {iber all diese Funktionen, so folgt (5.3). O

Unter Einschrinkungen erhilt man ein dhnliches Ergebnis fiir HV o(G).
5.8 Proposition. Betrachte die folgenden Aussagen:

(a) HVo(G) hat metrisierbare beschrinkte Mengen.
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(b) Bedingung (5.3) ist erfiillt.

Dann folgt aus (b) stets (a). Falls zusdtzlich noch angenommen wird, daf
G C CN, N > 1, kreisformig und V = (v, )nen fallende Folge strikt positiver
stetiger und radialer Funktionen ist, derart daff die Polynome in H(v1)o(G)
enthalten sind, so impliziert (a) auch (b).

Beweis. Nach Proposition 5.5 hat HV o(G) genau dann metrisierbare beschriink-
te Mengen, falls es 7 € V gibt, so daf fiir jedes n € N und jedes W € V ein
a > 0 mit

Bn,O N CLC@Q C 0@70 (55)

existiert. Um den Beweis zu beenden, bleibt die Aquivalenz der Aussagen
(5.5) und (5.3) zu zeigen.

(5.3) = (5.5): Dies ist analog zum Beweis der Proposition 5.7.

(5.5) = (5.3): Sei im folgenden angenommen, dal G C CV, N > 1, kre-
isformig und V = (v, )nen fallende Folge strikt positiver stetiger und radialer

Funktionen auf G ist. Fixiere f € H(G) mit |f]| < (min (i, %))N auf G.
Dann gilt |f| < i und |f| < 2 auf G.

O.B.d.A. kann v € V wieder strikt positiv, stetig und radial gew#hlt werden.
Der Rest des Beweises verlauft analog zu dem von Proposition 5.4. O

5.3 Die dualen Dichtheitsbedingungen in in-
duktiven Limiten

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dafl unter gewissen Voraussetzungen die
duale Dichtheitsbedingung fiir die Raume HV (D), HV (D), VH(D) und
Vo H (D) dquivalent ist und genau dann erfiillt ist, wenn die Folge V = (v, )nen
Bedingung (x) erfiillt. Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn VH (D) =
HV (D) topologisch gilt. Man erhilt also unter Einschrinkungen ein #dhn-
liches Ergebnis wie im Fall von Rdumen stetiger Funktionen. Zum Beweis
einiger Sétze wird die bereits in Kapitel 4 mehrfach angewandte Methode
zur Zerlegung holomorpher Funktionen, die von Bierstedt und Bonet in [10]
eingefiihrt wurde, in verschiedenen Variationen benutzt. Im folgenden werde
0.B.d.A. angenommen, dafl v,, > 2v,,; auf G ist. Zunéchst werden einige
Hilfsaussagen bewiesen.

5.9 Lemma. Sei G eine kreisformige Teilmenge von CV, N > 1. Ferner
sei V = (Up)nen eine fallende Folge strikt positiver, stetiger und radialer
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Funktionen auf G, so daff H(v1)o(G) die Polynome enthdlt und VoH (G) ein
topologischer Unterraum von HV o(G) ist. Dann liefert (Cy,)nen,

Cy, = B,V H(QG) fiir jedes n € N, eine Fundamentalfolge der beschrdnkten
Mengen in VoH(G).

Beweis. Natiirlich ist jede beschrénkte Menge B in VyH (G) auch beschriankt
in HV(G). Daher gibt es n € N mit B C C,,.

Umgekehrt ist jedes C, beschrinkt in HV(G) und damit auch in VH(G).
Dariiber hinaus ist C,, enthalten in VoH(G). Weil Vo H (G) ein topologischer
Unterraum von VH (G) ist, ist C,, auch beschrénkt in VoH(G). O

5.10 Proposition. Sei G eine kreisformige Teilmenge von CN, N > 1. Fern-
er sei VYV = (vn)nen eine fallende Folge strikt positiver stetiger Funktionen auf
G, derart daff H(v1)o(G) die Polynome enthdlt und VoH (G) ein topologischer

Unterraum von HV (G ist.
Dann geniigt der Raum P der Polynome (versehen mit der von VoH(G)
induzierten Topologie) der dualen Dichtheitsbedingung genau dann, wenn

VoH (G) sie erfillt.

Beweis. 1. Schritt: Es ist zu zeigen, dal P in Vo H(G) groB ist, d.h. daf} jede
beschrinkte Menge in VyH(G) im Abschlufl einer beschrankten Teilmenge
von P bzgl. VoH (G) liegt.

Fixiere dazu n € N und dann f € C,,. Die Folge (Sif)ren konvergiert gegen
f in HV(G) und damit nach Voraussetzung auch in VoH(G). AuBerdem
gehort jedes Polynom Sif zu B, N VoH(G) = C,. Folglich liegt jedes C,, in
PnB, "

2. Schritt: Es bleibt zu zeigen, dafl P genau dann die duale Dichtheitsbe-
dingung erfiillt, wenn Vo H (G) dies ebenfalls tut. Da VoH (G) als induktiver
Limes von Banachrdumen ein (DF)-Raum und P grof in VoH(G) ist, fol-
gt aus [59] 8.3.24, daBl P ebenfalls ein (DF)-Raum ist. Eine Anwendung
von [8] Bemerkung 1.10(b) liefert schlieBlich, dafl P genau dann die duale
Dichtheitsbedingung hat, wenn Vo H (G) ihr geniigt. O

5.11 Korollar. Sei V = (v,)nen eine fallende Folge strikt positiver stetiger
Funktionen auf D in der Klasse W, derart dafs H(vy)o(D) die Polynome
enthdlt.

Dann geniigt der Raum P der Polynome (versehen mit der von VoH (D)
induzierten Topologie) der dualen Dichtheitsbedingung genau dann, wenn

VoH (D) sie erfiillt.

Beweis. Nach [14] Theorem 1 ist Vo H (D) unter den gegebenen Voraussetzun-
gen ein topologischer Unterraum von HV (D). Dann folgt das Gewiinschte
aus Lemma 5.9 und Proposition 5.10. O
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5.12 Satz. Sei V = (v,)nen eine fallende Folge strikt positiver stetiger Funk-
tionen auf D in der Klasse W, derart dafi H(v1)o(D) die Polynome enthidlt.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) VoH (D) erfillt die duale Dichtheitsbedingung.
(b) VH(D) hat die duale Dichtheitsbedingunyg.

(c) HV (D) gendigt der dualen Dichtheitsbedingunyg.
(d) Die Folge V = (vy)nen erfiillt die Bedingung ().

Beweis. (a) <= (b): Nach [13] Proposition 4 gilt unter den gegebenen Vo-
raussetzungen zunichst VH(D) = (Vo H (D)}

(a) = (b): VoH(D) habe die duale Dichtheitsbedingung. Dann ist nach [§]
Theorem 1.5.(a) jede beschriankte Teilmenge von Vo H (D) metrisierbar. Fol-
glich hat VyH (D), wegen [10] Theorem 1.4 die Dichtheitsbedingung und ist
daher auch distinguiert. Also folgt VH (D) = (VoH(D);); = (VH(D)});, und
VH (D) hat die duale Dichtheitsbedingung.

(b) = (a): VH(D) geniige der dualen Dichtheitsbedingung. Wegen
VH(D) = (VoH(D),); erfiillt VoH (D), nach [60] Korollar 2 die Dichtheitsbe-
dingung. Eine erneute Anwendung von [10] Theorem 1.4 und Theorem 1.5(a)
liefert dann, da§ Vo H (D) die duale Dichtheitsbedingung haben mu8.

(a) <= (c): Wegen [14] Theorem 1 ist VoH (D) ein dichter topologischer
Unterraum von HV(D). Insbesondere ist HV (D) ein (DF)-Raum (siehe
dazu [48] Theorem 12.4.8(d)). Daher liefert eine Anwendung von [8] 1.10.(a)
und 1.10.(b) die gewiinschte Aquivalenz.

(¢c) = (d): Dies folgt unmittelbar aus Lemma 5.4.

(d) = (c): Es sei also Aussage (d) erfiillt.

Dann ist gemafl Lemma 5.1 folgendes zu zeigen:

zu jeder Folge (pu)ken strikt positiver Zahlen und jedem n € N existieren
m >nund v € V mit BnoNChso C Y vy iBro. Wihle n € N ebenso wie
eine Folge (ug)ren beliebig, aber fest. Dann setze

ok .
A 1= f des k € N.
F (2¢? + maxj<i<m D;)Cm ur jedes b €

(d) liefert m > n und v € V. Wegen Proposition 5.11 und der bereits
gezeigten Aquivalenz der Aussagen (a) und (c) geniigt es, die Polynome
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zu betrachten. Fixiere p € (B, o N Cgzo) N P. Dann gilt v,|p| < 1 und
vlp| < 1 und daher auch |p| < min <L %) auf D. Wegen [18] Proposi-

Up?

U’

m(L 1))~ moA A A
(mln (v,ﬁi)) <> b < max (mvl,...,mvm> auf .

V1 Um
mA1? ) mAm

der Klasse W, und es gilt w|p| < 1 auf D. Zur Vereinfachung der Notation
schreibe k; := m%\l fiir jedes i € {1,...,m}. Also w = min(k1vy, ..., Ky Un,).
Man hat p = >0 ((Rp+1—Rn)p = Rip+> ., (Rpt1— R,)p, und die Summe
ist endlich.

Wegen der Bedingung vor (P1) und der Abschitzung von w|p| erhélt man

tion 1.2 (iii) gilt sogar |p| < <min (L %))N auf D. (d) liefert desweiteren

Setze w := min . Dann ist w gemé&fl Definition ein Element

w(ry) sup |Rip(2)| < cw(ry) sup |p(z)| < c.

‘Z‘:rl |Z|:7"1

Wihle i € {1,...,m} mit w(ry) = k;v;(r1). Mit der zweiten Ungleichung in
(P1), angewandt auf das Polynom R;p und v;, und noch einmal mit der
Bedingung vor (P1) schlieBt man wie zuvor

sup v;(2)|Rip(2)| < 2¢*C(k;) ™t

zeD
Demnach ist Rip € 2Cc*(k;) "' Big, d.h. Rip € 2Cc*mA By bzw. ... bzw.
Rip € 2Cc*mA\,;, Bog-
Betrachte jetzt den Term p — Rip = > ;- (Rnt1 — Ry)p. Wende die erste
Ungleichung in (P1) fiir w an ebenso wie die Abschéitzung fiir w|p|, um
folgendes zu erhalten:

|z|=rn

w(rn) ( sup |(Rny2 — Rnl)p(Z)\> <C (5.6)

fiir jedes n € N. N kann dargestellt werden als disjunkte Vereinigung U7, .J;
mit

w(ry) = kv (ry) fir j € J;, 1 <i<m.
Setze jetzt g; ==Y, c; (Rny1 — Rn)p fiir jedes @ € {1,...,m}. Dann ist jedes
gi ein Polynom und p — Ryp = > ;" ¢;. Fixiere i € {1,...,m} und setze
Pt = (Ruso — Ry 1)p fiir n € J; und p := 0 sonst. Die Eigenschaften der
Folge (R, )nen implizieren

e}

g; = Z(R"+1 — Rn)(Rn+2 - Rn—l)p = Z(Rn-Fl - Rn)piw

ned; n=1
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und alle Summen sind endlich. Daher ist

sup,ep vi(2)[0i(2)| = sup,ep vi(2) [>ooe (Rny1 — Ry)pY| . Da nur endlich viele
p’, ungleich null sind und alle Gewichte zur Klasse W gehoren, liefert eine
Anwendung von (P2) und (5.6) wie zuvor

sup v;(2)|gi(2)| < Di(k;)~'C.

zeD
Dabher ist g; € mA;D;CB; fir jedes i € {1,...,m}. Also folgt
P = Rlp + E:n:l gi € (2(32 + Dl)C)\lmBl,() + ZZQ DZC')\ZmBZ,O C EZI ,ul-Bw
bzw. ... bzw.
p= R1p+2£1 g; € Z?i_ll DL‘C)\imBi7Q+(262+Dm)0)\mm3m70 C Z;il [LiBi70.
Folglich erfiillt der Raum HV (D) die starke duale Dichtheitsbedingung und

daher auch die duale Dichtheitsbedingung.
O

5.13 Satz. Sei V = (v,)nen €ine fallende Folge strikt positiver stetiger Funk-
tionen auf D in der Klasse W. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) HV (D) erfiillt die duale Dichtheitsbedingung (oder dquivalent die starke
duale Dichtheitsbedingung).

(b) Die Folge V = (vy)nen geniigt der Bedingung ().

Beweis. (a) = (b): Dies folgt unmittelbar aus Lemma 5.3.

(b) = (a): Es sei also (b) gegeben. Dann ist geméf Lemma 5.1 und Lemma
5.2 folgendes zu zeigen:

zu jeder Folge (ux)ren strikt positiver Zahlen und jedem n € N existieren
m>nund v € V mit B, N Cy C > 1" | i By

Fixiere dazu (pug)ren ebenso wie n € N. Setze dann

Mk

A 1=
F C<202 —+ maxi<j<m D])

fiir jedes k € N.

(b) liefert m > n und v € V. Wihle jetzt ein beliebiges, aber festes f €
B, N Cz. Dann gilt |f| < min (L l) und wegen [18] 1.2.(iii) auch |f| <

(min (i, %))N auf .
(b) impliziert daher |f] <%, 2‘—: < max (mv—)l‘l, s %) auf D.

v1 Um
mA1’ T mAm

Klasse W, und es gilt w|f| < 1 auf D.
Zur Vereinfachung der Notation schreibe x; := mLAZ fir jedes ¢ € {1,...,m}.

Setze w := min . Dann ist w gemé&f Definition ein Element der
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Also w = min(k1v1, ..., Kmvy, ). Unter Benutzung der Cesaro-Mittel (der Par-
tialsummen) der Taylorreihe von f um 0 erhélt man eine Folge (Skf)ren
von Polynomen mit w|Sgf| < w|f| < 1 fiir jedes k € Nund Spf — f in
(H(D), co).

Man hat Skf = Z?:o(RnJrl - Rn)Skf = Rlskf—i-Z:):l(RnJrl - Rn)Skf, und
die Summe ist endlich.

Betrachte zunéchst den Term R;Skf. Wegen der Bedingung vor (P1) und
der Abschétzung von w|Skf| erhdlt man

(74 SUDL _r, (RS ()] < cwrs) supepy, |545(2)] <

Wihle jetzt ¢ € {1,...,m} mit w(r) = k;v;(r1). Mit der zweiten Ungleichung
in (P1), angewandt auf das Polynom R;Sif und v; und noch einmal mit der
Bedingung vor (P1) schlieft man wie zuvor

sup v; (2)| RiSkf(2)| < 2¢2C (k)"

zeD

Demnach ist R S,f € 20c¢*(k;) "' B;, d. h.
R Sif € 2Cc®mA\ By bzw. ... bzw. R Si.f € 20c¢*m\,, By,.
Betrachte jetzt den anderen Term Sif — RiSpf = > o (Rut1 — Rn)Skf.

Wende die erste Ungleichung in (P1) fiir w an ebenso wie die Abschétzung
fiir w|Skf|, um folgendes zu erhalten

w(rn) ( sup |(Rny2 — Rn—l)Skf(ZN) <C (5.7)

|zl=rn

fiir jedes n € N. N kann dargestellt werden als disjunkte Vereinigung U, J;
mit w(r;) = k;v;(r;) fiir jedes j € J;, 1 <i <m.

Setze jetzt g; = ), o (Rny1 — Ry)Skf fiir jedes i € {1,...,m}. Dann ist
jedes g; ein Polynom mit Sy f — RS, f = > i, ¢;. Fixiere i € {1,...,m}.

Sei (Sif)i == (Rpy1 — Rp_1)Sif fiir n € J; und (Sif)¢ := 0 sonst.

Die Eigenschaften der Folge (R,,)nen implizieren

gi = Zneji(RnJrl — Ry)(Rnyo — Ro1)Skf = Zf:l(RnJrl - Rn)(‘gkf)fw und

alle Summen sind endlich. Daher ist

[e.e]

sup 0;(2)|gi(2)] = sup | Y (Rus1 = Ra)(Sef)i| -
zeD zeD n—1
Da nur endlich viele (S f)? ungleich null sind, und alle Gewichte zur Klasse
W gehoren, liefert eine Anwendung von (P2) und (5.7)

sup v;(2)]gi(2)] < Di(ri) 7' C.

zeD
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Daher ist g; € m\; D;CB; fiir jedes i € {1,...,m}. Also folgt

Skf = Rlskf+27;1 g; € (262+D1)C/\1m31 +E:i2 D,CA\mB; C Z:il ,uZBZ
bzw. ... bzw.

Spf = RiSef + 30 g € S DiCAmB; + (2¢ + D,)C\ymB,, C
>icy WiBi.

Es folgt, daB jedes Sk f zu ) .", u;B; gehort. Nun ist aber jedes B; kompakt
in (H(D), co), und wegen Sif — f in der kompakt-offenen Topologie kann
man schlieflen, dafi auch f ein Element der Menge > /" u;B; ist. Folglich
hat HV (D) die starke duale Dichtheitsbedingung und daher auch die duale
Dichtheitsbedingung. O

Im folgenden wird eine Verbindung zwischen der dualen Dichtheitsbedin-
gung fir HV(D) bzw. VH(D) und der topologischen Gleichheit HV (D) =
VH (D) hergestellt. Betrachte dazu den folgenden Satz.

5.14 Satz. (Bierstedt, Bonet [14] Theorem 7) Sei V = (v, )nen €ine fallende
Folge strikt positiver stetiger Funktionen auf D in der Klasse W. Dann gilt
die topologische Gleichheit VH(D) = HV (D) genau dann, wenn es zu jeder
Folge (\j)jen strikt positiver Zahlen ein v € V gibt, so daf fiir jedes n € N
und jedes M > 0 ein m > n mit

M 1Y\~ &\

(+) (min (—,:)) <3N
v, U e

j=1 7

Es wird nun die Aquivalenz_ der Bedingungen (x) und (+) gezeigt. Dazu
wird zunédchst bewiesen, dal HV (D) unter bestimmten Voraussetzungen stets
ein (DF')-Raum ist. Zunéchst werden einige Hilfsaussagen benotigt.

existiert.

5.15 Lemma. (Bierstedt, Bonet [9] Lemma A in Abschnitt 4) Sei E ein
lokalkonvexer Raum mit einer Fundamentalfolge (B, )nen der beschrankten
Mengen und Uy eine feste Basis absolutkonvezer Nullumgebungen in E. Dann
ist E ein (DF)-Raum genau dann, wenn fir jede Folge (A,)nen Strikt posi-
tiver Zahlen und fir jede Folge (W, )nen C Uy der Durchschnitt

ﬂ (Wn + Z )\kBk>
neN k=1

eine Nullumgebung in E ist.

5.16 Lemma. Sei V = (v,)nen eine fallende Folge strikt positiver stetiger
Funktionen auf D in der Klasse W, so daff’ V. C W gilt.
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Dann hat man fiir jedes n € N, jedes w, € V und jede Folge (\;)ren strikt

positiver Zahlen
1 n
§B C (Cmn + Z )\kBk> ,

k=1

wobei B 1= {f € HV(D); |f] < m +2 k1 C(Dki\llc-f—ZcQ) 2k+11Uk auf]D)}.

Beweis. Fixiere zunichst n € N, w, € V und eine Folge (\)pen strikt
positiver Zahlen. Wihle dann ein beliebiges, aber festes f € 1B. Es gilt
f € HV(D) und

3

1< 5| epgma t
2 \ C(D; + 2¢%) w,

Ak 1
P C(Dgy1 + 2¢2) 2k+1y,,
1 1 A 1 1 1
< max —, — — .
C(Dy +2c¢?) w, C(Dy+2c¢?) vy C(Dpi1 +2¢2) vy,

Setze u := min (C(D1 + 2¢2)W,, 7C(Df\f202)v1, . 70(1)”:{1%(:2)

geméf Definition ein Element der Klasse W, und es gilt u|f| < 1 auf D. Zur
Vereinfachung der Notation schreibe s, := C(D; + 2¢%), k; := 0(13\7702) fiir
2<i<n+1,u;:=w, und u; :=v;_; fir 2 <1 <n+1. Z

Unter Benutzung der Cesaro-Mittel (der Partialsummen) der Taylorreihe von
f um 0 erhélt man eine Folge (S f)reny von Polynomen mit

ulSkf| < wu|f] <1 fiir jedes k € Nund Spf — f in (H(D), co).

Nach Voraussetzung liegt jedes Sy f in HV (D). Man hat

Skf = ZZO:()(RTL-H - Rn)Skf = Rlskf + 220:1(Rn+1 - Rn)Skf, und die
Summe ist endlich.

Betrachte zunéichst den Term R;Skf. Wegen der Bedingung vor (P1) und
der Abschétzung von u|Sy f| erhilt man

vn>. Dann ist

u(ry) sup |RiSkf(2)] < cu(ry) sup |Sef(2)| < c.

|z|=r1 |z|=m1

Wihle jetzt ¢ € {1,...,n + 1} mit u(r;) = ru;(ry). Mit der zweiten Ungle-
ichung in (P1), angewandt auf das Polynom R;Syf und u; und noch einmal
mit der Bedingung vor (P1) schlieft man wie zuvor

sup u;(2)| RS f(2)] < 2¢*C(k;) 7t
z€D

Also
RiS,f € =22C _Cu baw. RS, € %)\131 bzw. ... baw. RiSpf €

C(D1+202) D2+202
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2c2C
C(Dp+1+42c?) )\an

Betrachte jetzt den anderen Term
Skf — RiSkf = > 7 [(Ryt1 — Ry)Skf. Wende die erste Ungleichung in (P1)
fiir u an ebenso wie die Abschitzung fiir u|Sf|, um Folgendes zu erhalten

u(rn) (Sup (B2 — Rnl)Skf(Z)\> <C (5-8)

fiir jedes n € N. N kann dargestellt werden als disjunkte Vereinigung U7 !J;
mit
u(r;) = wiug(r;) fiir jedes j € J;, i € {1,...,n+ 1}.

Setze jetzt g; :== ), ;. (Rni1— Rp) Sk f fiir i € {1,...,n+1}. Dann ist jedes g;
ein Polynom mit Sy f—R1 Sk f = g1-+¢o. Fixiere i € {1,...,n+1}. Sei (Sy.f)}, :=
(Rpyo — Ry 1)Sif fiir n € J; und (Sif)? := 0 sonst. Die Eigenschaften der
Folge (R, )nen implizieren

gi = ZneJi(Rn—f—l - Rn)(Rn-i-Q - Rn—l)skf = ZZO:1(Rn+1 - Rn)(Skf)fw und

alle Summen sind endlich. Daher ist

sup ui(2)|g:(2)] = sup ui(2) | (Rugr = Ra) (Sk )i -
z€E zE n=1

Da nur endlich viele (S f)¢ ungleich null sind, und alle Gewichte zur Klasse
W gehoren, liefert eine Anwendung von (5.8) und (P2) wie zuvor

sup u;(2)|g:(2)| < Di(ri)~'C.

zeD

Daher gehort g; zu %Cm, wéhrend ¢; Element von %Bi fiir
jedes i € {2,...,n+ 1} ist.. Also folgt

c2 n n
Skf € gED1+2 ;CER‘FC(IQQJFCQCQ))\lBl‘I“‘FD%lC))\an C Cﬁn+2k:1 )\kBk

D1+202 C(Dn+1+2(22
bzw. ... bzw.

CD C(Dny142¢2 o0
Skt € w5 B + - + Gt eed A B C Co, + 0y M By

Schliefflich hat man .
Skf € Co, + > MBhr.
k=1
Cw, und B; (1 < i < n) sind co-kompakt, und wegen Syf — f in der
kompakt-offenen Topologie kann man schlielen, dafl auch f ein Element der
Menge Cg, + > p_; M B ist. O

Der Beweis der folgenden Proposition entspricht dem von [9] Proposition
B aus Abschnitt 4. Allerdings wird hier der Ernst-Schnettler-Trick durch die
obige Proposition ersetzt.



5  Gewichtete (LB)-Rédume holomorpher Funktionen 86

5.17 Proposition. Sei V = (v,)nen eine fallende Folge strikt positiver,
stetiger Funktionen auf D in der Klasse W, so daf§ V. C W gilt. Dann ist
HV (D) ein (DF)-Raum.

Beweis. Fixiere eine Folge (A;)ken strikt positiver Zahlen und eine Folge

(W )nen von Gewichten in V. Nach Lemma 5.15 geniigt es zu zeigen, dafl

W= (Cm + i)\kBk>
k=1

neN

eine Nullumgebung in HV (D) ist.

Geméf Lemma 5.16 gilt %B C Cgm, + > p_; \By. An dieser Stelle sei

1 1 1 u Ak 1

o = 3t ).
2 C(Dl + 2(32) W, s C(Dk+1 + 202) 2k+1yy

v, = —,neN undv:=supuv,.
G, neN

Es gilt
C(Dy + 2c%)2? C(D, 2¢2)2nHl
v, < Qinf{ ( 21_ <) U1,y eeey ( Hj\_ <) U, C(Dy + QCZ)En}
1 n

(5.9)
fir jedes n € N, und daher gehort v, : G — R, zum Nachbin-System
V =V(V), das s assozilert mit V auf G mit der diskreten Topologie ist. (5.9)

liefert ein @ € V und man erhilt

{f € HV(D); W|f| <1auf G} C Cp, + Y MB
k=1
fiir n € N. Wegen [19] Abschnitt 4.2 existiert ein 7 € V mit w < 7, und
{f € HV(G); ©|f| < 1 auf D} ist eine Nullumgebung in HV (G) und enthal-
ten in W. Daher folgt die Behauptung. O

5.18 Proposition. Sei V = (v,)en eine fallende Folge strikt positiver
stetiger Funktionen auf D in der Klasse W, so daff V- C W gilt. Dann sind
die Bedingungen (x) und (4) zueinander dquivalent.

Beweis. Natiirlich impliziert (+) die Bedingung (x).

(x) = (+): Wegen Satz 5.13 folgt aus Bedingung (), da8 HV (D) die duale
Dichtheitsbedingung hat. Proposition 5.17 liefert, da HV (D) ein (DF)-
Raum ist. Also folgt mit [17] die algebraische und topologische Gleichheit
VH(D) = HV (D) und damit (+) (siehe dazu Proposition 5.14). O
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5.19 Korollar. Sei V = (v,)nen eine fallende Folge strikt positiver stetiger
Funktionen auf D in der Klasse W, so daf§ V. C W gilt. Betrachte die fol-
genden Aussagen

(a) Es gilt HV (D) = VH(D) topologisch.

(b) HV (D) geniigt der dualen Dichtheitsbedingunyg.

(c) HV(D) erfiillt die starke duale Dichtheitsbedingunyg.
(d) HV (D) hat metrisierbare beschrinkte Mengen.

(e) HV (D) erfiillt die duale Dichtheitsbedingunyg.

(f) VoH(D) geniigt der dualen Dichtheitsbedingung.

Dann sind die Aussagen (a) bis (d) zueinander dquivalent. Falls zusdtzlich
noch vorausgesetzt wird, daf$ H(v1)o(D) die Polynome enthdlt, so sind alle
Aussagen zueinander dquivalent.

Beweis. Nach den obigen Ausfithrungen sind die Bedingungen (+) und (x)
dquivalent. O

Im folgenden werden Beispiele fiir Folgen V gegeben, die V. C W im-
plizieren.

5.20 Proposition. Sei V = (v,)nen eine fallende Folge strikt positiver,
stetiger Funktionen auf ID. Ferner gebe es Zahlen €y > 0 und kg € N de-
rart, dafs die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(L1) infy wlrien) > oo fiir jedes n € N.

vn(rk)

(L2) Es gibt ein k; € N mit

Un(Titke) < (1 — €0)vn(re)
fiir jedes k > ki und jedes n € N.

Dann existiert zu jedem © € V einw € V, © < W mit der folgenden Eigen-
schaft:
Es gibt eine Folge (B,)nen positiver Zahlen, so daf fir jedes r > 0 ein
k(r) € N mit

w(z) = min B,u,(2) (5.10)

1<n<k(r)

fiir jedes z € D mit |z| < r existiert. Ferner gibt es e5 > 0 und ko € N mit
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(L1)  inf Tpes) > o,

W(rktky)
w(ry)

(L2) limsup,_, <1—es.

Falls V also den Bedingungen (L1) und (L2) gendigt, so gilt V C W.

Beweis. Fixiere v € V. Dann gibt es w € V mit v < w und (5.10). Zeige nun,
daB w die Eigenschaften (L1) und (L2) hat. Wihle g5 := g und ky := ko.
Um (L1) zu zeigen, fixiere k& € N und beweise

62@(’/‘]9) S E(T]H_l).
Wihle nun 0 < rg41 < s < 1. Dann gilt

w(z) = 1522(3) Bruk(z) fir z € D mit |2 <s.

Fiihre eine Fallunterscheidung durch:
1. Fall: Es gelte w(ry) = B;v5(rk) und w(rg+1) = B;vj(rk+1). Dann erhélt
man

9w (rg) = €230 (rk) < Bj0j(rk41) = W(resa).

2. Fall: Man habe w(ry) = B;v;(ry) und W(rg41) = Biui(res+1). Es folgt
9w (ri) = €230 (rk) < Bj0j(ri41) < Broi(risn) = W(resa).
Daher ist infy ETT(T% > g9. Damit ist (L1) erfiillt.

Es bleibt, (L2) zu zeigen. Dazu ist zu beweisen, dafi es Ny € N gibt, so
daB fiir jedes k > Ny die Ungleichung

W(rkiky) < (1= eo)w(ry)

erfiillt ist. Nach Voraussetzung existiert k; € N, so daB fiir jedes £ > k; und
jedes n € N

Un(Thkz) < (1 = €2)vn ()
gilt. Fixiere nun k£ > k; und wahle 0 < k£ + ko < s < 1. Dann gilt

w(z) = mi L Un(2) fiir jedes z € D mit |z] < s.
w(2) 1§Ir?§12(5)6 v, (2) fiir jedes 2z mit 2] <s

Setze jetzt Ny := k; und unterscheide die folgenden beiden Fille:
1. Fall:
Man habe W(741k,) = BVj(rk+r,) und W(ry) = F;vj(ry). Dies impliziert

W(rkths) = Bivj(Teer,) < (1 —€2)B05(r) = (1 — e2)W(ry).
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2. Fall:
Es gelte W(7k1k,) = B0 (rktr,) und w(ry) = Gui(ry). Dann folgt

W(retky) = B0 (k) < (1—€2)850;(re) < (1—e2)Fiolre) = (1 —e2)w(r).
Folglich hat w die Bedingung (L2). O
5.21 Beispiel. Betrachte die Folge V = (v, )nen mit

1
vp(2) = (1—1z2|) EGEEDE zeD, neN, keN

Wihle ¢g = % und ko = 1. Dann gilt

Un(Tps1) 278 1In(277)

= >
Un(7T) 2=k In(2-n(k+1)) -

Y

o | =

_ Lk
2k +1

und mit k; := 1 erhélt man
wlen) 1k _1_ () 1}
U (78) 2k+1 ~ 2 4

Damit sind (L1) und (L2) erfiillt.
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