Gewichtete Riume stetiger Vektorwertiger Funktionen
und das injektive Tensorprodukt. I

Von Klaus-Dieter Bierstedt in Kaiserslautern

Riaume V-malstetig differenzierbarer Funktionen auf dem R*(n 21,0 < N < o0),
deren Topologie mit I[lilfe eines Systems stetiger Gewichtsfunktionen gegeben wird,
hat L. Sehwartz [23] (im Hinblick auf vektorwertige Distributionen) untersucht. Eine
vereinheitlichende Theorie und allgemeine Klassen CV(X) und CV,(X) lokalkonvexer
Réume stetiger skalarer Funktionen auf einem vollstindig reguldren Hausdorffraum X
fithrte I.. Nachbin (vgl. [18]) zur Behandlung des sog. gewichteten Approximations-
prohlems ein (einer Verallgemeinerung des Bernsteinschen Approximationsproblems).
Dabei sind anch Systeme V' con oben halbstetiger Gewichtsfunktionen zugelassen. Die
Raume C'17,(X) wurden spiter von W. H. Summers in [26], [27] und [28] studiert. Eines
der interessantesten Beispiele ist der zuerst von R.C. Buck {1] betrachtete Raum
(CB(X), §) der stetigen beschrinkten Funktionen auf X mit der strikten Topologie f.

Die vorliegende Arbeit beschéiftigt sich mit entsprechenden gewichteten. Rdumen
CV(XE) und CV (X, E) vektorwertiger Funktionen; der Bildraum FE ist dabei ein topo-
logischer Vektorraum. Die Klasse CVo(X, E) wurde fiir lokalkonvexe E unabhingig von
der Dissertation des Verfassers von J. B. Prolla [19] eingefithrt und in anderer Richtung
untersucht ([20], [217). wobei topologische Tensorprodukte nicht benotigt werden. Mit
Hilfe der Tensorprodukt-Methode lassen sich jedoch auch, wie hier unter anderem ge-
zewgl wird, fiiv nicht notwendig lokalkonvexe Riume E noch interessante Ergebnisse
erreichen: die Resnltate sind in diesem Fall von Bedeutung fiir die Integrationstheorie
von stetigen Funktionen mit Werten in nicht lokalkonvexen Raumen.

Bei der Behandlung vektorwertiger Funktionen verwendet man mit Vorteil neben
demy injekticen (e-) Tensorprodukt das von L. Sehwartz [24] eingefiihrte e-Produkt. Dieser
Begrilf wird hier auf den vorliegenden Fall ibertragen und damit eine wesentlich feinere
neue Methode zar systematischen Behandlung von Réanmen vektorwertiger stetiger
Funktionen entwickelt. Dabei taucht dann die folgende Approximationsfrage auf: Welche
vektorwertigen Funktionen lassen sich durch Funktionen mit Werten in endlichdimen-
sionalen Unterriumen im Sinne einer gewichteten Topologie approximieren ? Dieses
Problem, das in der Arbeit in wichtigen Fillen gelost wird, steht im Zusammenhang mit

der von A. Grothendieck definierten A pproximationseigenschaft ([10]) fiir gewichtete
Réiume skalarer F unktionen, wie wir beweisen werden.

' Es wird in Teil T insbesondere gezeigt, daB fir vollstindigen lokalkonvexen Raum E
die Riume CV (X, E), das e-Produkt EeCV(X) und das injektive Tensorprodukt
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E &,CV(X) unter sehr allgemeinen Voraussetzungen an X und V zusammenfallen. Auf
diese Weise wird auch die A pproximationseigenschaft fiir eine grope Klasse von Riumen
CVo(X) bewiesen.

Teil 11 wird sich eingehender mit Réumen des Typs CV (X, E) befassen und An-
wendungen auf Unterrdume wie etwa gewichtete Riume holomorpher vektorwertiger
Funktionen bringen. In einer spateren Arbeit soll die entwickelte Methode zur Herleitung
von Darstellungssitzen fiir das injektive Tensorprodukt und das sog. Slice-Produkt
zweier gewichteter Rdume verwendet werden, wobel man allgemeine Aussagen iiber die
Approximierbarkeit stetiger oder holomorpher Funktionen von zwei Variablen durch
endliche Summen von Produkten von Funktionen in je einer Verénderlichen erhalt.

Die vorliegende Arbeit I ist in finf Paragraphen unterteilt. In 1. werden die ge-
wichteten topologischen Vektorrdume vektorwertiger stetiger Funktionen allgemein
eingefithrt und grundlegende Eigenschaften wie Separiertheit und Vollstandigkeit unter-
sucht. In 2. sind die wichtigsten Beispiele zusammengetragen. Darunter befindet sich
interessanterweise auch, wie gezeigt wird (2. 8), der Raum (C.(X, E), i) derjenigen steti-
gen Funktionen von einem lokalkompakten o-kompakten Raum X in einen normierten
Raum E, deren Triiger kompakt ist, unter der Topologie i des strikten induktiven L:nnes.
AbschlieBend wird festgestellt (2.11), daf L. Schwartz [23] sich nur mit dem spezietien
Fall beschéftigt hat, in dem CV(X,E)= CV,(X, E) fir alle lokalkonvexen £ gilt.

In 3. werden das abstrakte e-Produkt EeY und das injektive Tensorprodukt
E &, Y eines topologischen Vektorraumes E mit einem lokalkonvexen Raum Y betrachtet
und in Zusammenhang mit der ApprOXimationseigenschaft gebracht. Das @—Pro:lukt
war bisher nur fiir zwei lokalkonvexe Riume benutzt worden. Die in 3. gewonnenen Sitze
werden in 4. auf den Fall ¥ = Teilraum von CV (X) angewandt (4. 4,5). Im Spezialfall
eines kompakten Grundraumes X und der Topologie der gleichma’B—igen Konve.rgerTz
bzgl. der absolutkonvexen Hiille des Wertebereiches (Etter 5], Gramsgh 70 stell(?n wir die
Beziehung unserer Sitze zu den Resultaten mn Kapitel 7 von L. Waelbroeck [30] her. .

Teil 5. betrachtet dann die Rdume CV, (X, E) fur lokalkonvexe E. Hier erha}ten’ wir
die bereits erwiihnten Hauptergebnisse der Arbeit: einen Darsﬁelllmgssﬁtz fiar € ‘io(‘xv‘ ]?)
als e-Produkt EeCV,(X) und als injektives Tensorprodukt £ ®, (/:VO(A) und gleichzeitig
einen Beweis fiir die ApproximationSeigenschaft von CVy(X) (8.9, 11).
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1. Gewichtete Riume stetiger vektorwertiger Funktionen
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ktionen und leiten einfache Eigen-

i i . on ein, definieren
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aume stetiger vektorwertiger Fun
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Im folgenden seien X ein vollstindig regulire! . '
tOPOIOgisch(; Vektorraum, zunéchst nicht notwendig lokalkonvex. Der Einfachheit halber

nehmen wir C als Skalarenkorper; die Ergebnisse bleiben oft auch fiir. reelle Skalare
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den Definitionen hingen jedoch nicht von dem speziellen System {g.}, sondern nu

der Topologie von E ab. 24
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Nach W. H. Summers [27] bezeichnet man ein (nichtleeres) System V reellwertiger,
nichtnegativer, von oben halbstetiger Funktionen auf X, das in dem Sinne gerichtet ist,
daB zu v,, v, € V und 2 = 0 stets v € V existiert mit Av,, v, < v (punktweise aul X), als
Nachbin-Familie auf X. Sind U und V zwei Nachbin-Familien auf X und existiert zu
jedem u € U ein v €V, derart, daBl u < », dann schreibt man U < V. Und U ~ V be-
sagt U =< V und V < U; weiterhin bedeute V > 0, da8 es zu jedem z € X ein v aus der
Nachbin-Familie ¥ gibt mit »(x) > 0.

C (X, E) bezeichne den linearen Raum aller stetigen E-wertigen Funktionen auf X,
und I'M sei fir eine Menge M in E die absolutkonvexe Hiille von M. Eine Funktion f
von X in E verschwindet im Unendlichen, wenn fiir jedes ¢ > 0 und jedes « € A eine kom-
pakte Menge K = K (f, &, «) in X existiert mit 7,(f(z)) < e fiir alle € X\ K. SchlieBlich
sagt man noch, f gehore zur Klasse By I'(X, E), wenn I'(f(X)) in E beschréinkt ist und es
fir jedes ¢ > 0 und jedes « € 4 ein kompaktes K = K(f,:e, o) in’JX gibt mit ¢, (e) < ¢
fir alle ¢ € I'(f(X\ K)).

Die gewichteten Réume stetiger vektorwertiger Funktionen, die wir nun definieren,
wurden im skalaren Fall £ = C zuerst von Z. Nachbin betrachtet (vel. [18]):

1. Definition. Es sei
CV(X, E) = {f€C(X, E); (vf)(X) beschrinkt in E fiir jedes v € V},
CVy(X, E) ={f€C(X, E); vf verschwindet im Unendlichen fiir jedes v € V3,
CVI(X, E) = {f€C(X, E); I'((vf) (X)) beschriinkt in E fir jedes v € V3,
CVooI'(X, E) ={f€C(X, E); vf gehort zur Klasse Bol'(X, E) fir jedes v €V},

wobel vf jeweils die Funktion (vf) (z) = v (z) f(z) von X in E angibt (z € X).
Diese linearen Raume sind Modulr iiber dem Raum CB(X) der stetigen beschrinkten
skalaren Funktionen auf X.
Auf CV(X, E) baw. CVI'(X, E) sind {bv,; x € A, v € V} baw. {byv;a€A vEV}
mit
bv (f) = sup ¢,(v(2)f(2)) fir fE€CV (X, E)

z€EX
und

by v () = sup {g,(e); e € I'((vf) (X))} fir fECVI(X, E)

gerichtete Systeme von (F)-Halbnormen und geben somit Topologien, die mit den linearen
Strukturen vertriglich sind.

Ein System {fﬁ; B€ B} in CV (X, E) bzw. CVI(X, E) konvergiert genau dann in
der Topologie dieses Raumes gegen f € CV (X, E) bzw. CVI(X, E), wenn fiir jedes v€ V
das System {rf;} gleichméBig gegen vf konvergiert bzw. gegen of ultrakonvergent ist (d. h.
gleichmiBig bzgl. der absoluthonveren Hiille des W erlebereiches gegen vf konvergiert, vgl.
Etter [5], Def. 2. 2).

2. Bemerkung. CV (X, E) ist abgeschlossener linearer Unterraum von CV (X, E),
und OV, I'(X, E) ist abgeschlossener linearer Unterraum von CVI'(X, E).

Wir versehen diese Unterriume mit den induzierten Topologien.

Ist v€V, fECV(X,E) und «€4, so ist die Funktion ¢, vf, definiert durch
(g.vf) () = q,(v(2)f(2)) fiir z € X, von oben halbstetig auf X. f€ CV (X, E) gehort genau
dann zu CV (X, E), wenn fiir jedes v € V', jedes x € A und jedes ¢ > 0 die abgeschlossene
Menge {z € X; ¢,(v(z)f(x)) > ¢} kompakt in X ist. g.of nimmt fir y€V, x€ A und
f€CV,(X, E) auf jeder nichtleeren abgeschlossenen Teilmenge Y von X ein Maximum an.
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3. Bemerkung. Geniigt V (und X) der Bedingung:

(%) Fiir jedes v € V gibt es v’ € V, derart, daf gilt: Zu jedem ¢ > 0 findet man eine
kompakte Menge K in X mit der Eigenschaft, daf »(z) < ev'(2) fir alle x € X\ K, dann
ist CV(X, E) = CVy(X, E).

Sind die Gewichtsfunktionen iiberall von Null verschieden, so ist (%) dquivalent zu:

(¥%) Zu jedem €V gibt es v € V, derart, daf die Funktion v/v’ im Unendlichen
verschwindet.

CVI'(X, E)ist i. a. ein echter Teilraum von CV (X, E) mit einer stirkeren Topologie
als der von €'V (X, E) induzierten, und ihnliches gilt fiir CVoI'(X, E) in CV,(X, E).
Jedoch stimmen die Riume €V (X, E) und CVI(X, E)bzw. CV,(X, E) und CV I'(X, E)
mit ihren Topologien (und Halbnormensystemen) iiberein, falls E lokalkonvex ist. Sie sind
dann ebenfalls lokalkonvex. Wir vereinbaren

CV(X) = CV(X, €) und CV(X) = CVo(X, C).

Die Topologie der Radume CV(X,E) bzw. CVI(X, E) ist separiert, falls nur
V > 0 gilt. Allgemeiner erhélt man (analog zu Summers [27]):

e von CV (X, E) bzw. CVI'(X,E) ist genau dann

4. Bemerkung. Die Topologi .
fene Menge U in X ein v €V gibt, dessen Restrik-

separiert, wenn es fiir jede nichtleere of
tion auf U nicht identisch gleich Null ist.

Dies folgt aus der vollstindigen Regularitat von X.

Suminers [28], 2. 1 hat bereits bemerkt, daB im skalaren Fall fiir gewisse fest vor-
oen Funktionen die Separiertheit der Topologie

gegebene Nachbin-Familien V' aus stetig :
von CV(X) bzw. CV,(X) eine starke Einschrankung an X bedeutet und der Bedingung
ffende Satz gilt auch fir vektor-

nahekommt, daB X lokalkompakt sein muB. Der betre : '
wertige Funktionen und ist einer der Griinde, halbstetige Gewichtsfunktionen zuzulassen.

In Zukunft setzen wir stets voraus, daf fir alle vorkommenden Nachbin-Familien 14

die Topologie von CV (X, E) bzw. CcVI(X, E) Hausdorffsch ust. .

Unser nichstes Ziel ist es, hinreichende Bedingungen dafiir zu finden, dal
CV(X, E) bzw. CVI'(X, E) ein vollstandiger topologischer V_ ektorraum %st. Dazu beachte
man zunéichst, daf fiir Nachbin-Familien U und V oauf X mit U < V gilt:

(1) CV (X, E) = CU(X, E) bzw. CcVI(X, E)<CUT(X, E),

(2) die vom groferen auf dem kleineren Raum induzierte Top
als die kanonische Topologie auf dem Teilraum.

Damit gilt das V ergleichskriterium (vgl. Summers [27), 3.6):

5. Satz. Fiir eine Nachbin-Familie V auf X st CV(X, E) bzw. CVI(X, E) voll-
stindig, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(1) E ist vollstandig,

(2) es existiert ene Nachbin-Fa

ologie ist schwacher

milie U auf X mil

G) U >0 und vy,

(ii) CU(X, E) bzw. cUI'(X, E) ust vollstandig.

Der Beweis dieses Satzes ist nach dem Vorhergehex}den klar, weil Konvgzg;n} V(l);rt
{f; B€ B} in CV (X, E) bzw. CVI'(X, E) Konvergenz in CU(X, E) bzw. (X, E)

und punktweise Konvergenz von {fa} impliziert (U > 0).
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Die Rédume CV (X, E) wurden fiir lokalkonvexe E auch von J. B. Prolla [19]
betrachtet. Theorem 3 dieser Arbeit liefert etwas allgemeinere Bedingungen als 5 fiir
die Vollstindigkeit von CV (X, E).

Zwei Spezialfille interessieren besonders in 5: Ist Z die Nachbin-Familie, die aus
allen auf X konstanten nichinegativen Funktionen besteht, so ist

CZ(X, E) = (CB(X, E), o),

der Raum aller auf X stetigen beschriinkten Funktionen mit Werten in E unter der
Topologie o der gleichmifigen Konvergenz auf X, vollstindig fiir vollstandiges E und
beliebigen Raum X. Andererseits gilt fiir die Nachbin-Familie

W = {iyx; # >0, K kompakt in X},
wobel y g = charakteristische Funktion von K,
CW(X,E) = (C(X, E), 1)

mit 7 = Topologie der kompakien Konvergenz auf X, und dieser Raum ist vollstindig
lir £ vollstindig und X = kz-Raum (d. h. eine Abbildung von X in irgendeinen voll-
stindig regulidren Raum, deren Restriktion auf jede kompakte Teilmenge von X stetig
ist, ist bereits stetig, s. H. Buchwalter [32], (2. 3. 7)). Man beachte, daB jeder (vollstandig
reguliire) k-Raum, also auch jeder lokalkompakte oder metrisierbare Raum kp-Raum ist.

6. Korollar. CV(X, E), CV (X, E), CVI'(X, E) und CVyoI'(X, E) sind vollstindig,
falls E vollstindig und

(1) Z = V und X vollstandig reguldir oder
(2) W = V und X vollstindig regulirer kg-Raum.

Fall (2) trifft insbesondere zu, wenn V > 0 gilt, X ky-Raum ist und V nur aus
stetigen Funktionen besteht.

Zum Schluf} dieses 1. Teils beachten wir noch:
7. Bemerkung. Seien €V und f€ CV,y(X, E) beliebig.
(1) Dann ist (vf) (X) prikompakt in E.

(2) Fir lokalkompaktes X und stetige Gewichtsfunktion v ist (vf) (X) fiir beliebiges
E relativkompakt.

Ein einfacher Beweis von (2) ergibt sich mit Hilfe der Alexandroff-Kompaktifizie-
rung von X. Bemerkung 7 zeigt, daB folgende Definition von Interesse ist:

8. Definition. Es sei

CVHX,E) = {f€C(X, E); (¢f) (X) prikompakt in E fiir jedes v € V},

CVI'I(X, E) = {f€C(X, E); I'((vf) (X)) prikompakt in £ fiir jedes v € V),

CVBI(X, E) == CVoI'(X, E) ~ CVPI(X, B).
(‘l"’(X, E) ist abgeschlossener linearer Unterraum von CV(X, E), und CV*I'(X, E) und
CVR (X, E) sind abgeschlossen in CVI(X, E) (vgl. Kelley, Namioka [14], 2. 8. 3). Wir

geben ihnen die von CV(X, E) bzw. CVI'(X, E) induzierte Topologie. Nach 7 gilt
CVo(X, E) < CVP(X, E) und, falls E lokalkonver ist, CVo(X, E) = CV8, I'(X, E).

2. Beispiele

Hier betrachten wir eine Reihe von Beispielen fiir Nachbin-Familien ¥ und Riume
des Typs CV(X, E) und CV(X, E).
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1. Beispiel. Sei .o/ ein nichtleeres System abgeschlossener Mengen in X derart,
daB mit jeweils endlich vielen Mengen aus o auch ihre Vereinigung zu s/ gehort und dafl
zu jedem x € X ein A € & existiert mit z € A. Dann ist V, = {Ay,; A >0, A €/} ene
Nachbin-Familie auf X, und es gilt V, > 0. (Die charakteristische Funktion y,, einer
Menge M < X ist genau dann von oben halbstetig, wenn M abgeschlossen in X.) Sonder-
falle hiervon sind:

(i) &/ = F = System aller endlichen Mengen aus X; auch fiir nicht lokalkonvexe
E gilt CV (X, E) = CV g I'(X, E) = (C(X, E), p), wobei p die Topologie der punkt-
weisen Konvergenz ist;

ii) & = A = System aller kompakten Mengen aus X, V=W wie vorn;
CW(X, E) = CWy(X, E) = (C(X, E), ).

(iii) Eine Menge B in einem vollstindig reguliren Raum X heilit ).(-besch'rdn/ft
(1321, (5. 1. 1)), wenn jede Funktion aus C(X) = C(X, C) auf B beschriinkt Ist. S@ nun
o/ das System aller abgeschlossenen X-beschrinkten Mengen in X; dann stel}t v, eine
Nachbin-Familie auf X mit W <V, dar, und fir lokalkonvexe £ stimmen CV (X, E)
und C (X, E) als lineare Rdume iiberein. Ist X selbst X-beschrankt (also pseudokompakter
topologischer Raum), so erhdlt man CV (X, E) = (CB(X, E.),’ o) fir lokalkonvexc
E mit der Topologie o der gleichmaBigen Konvergenz auf X. Wir nennen X‘ einen b,
Raum, wenn fiir beliebiges vollstindiges lokalkonvexes E auch de.r Raum CV (X, E)
vollsténdig ist (vgl. Buchwalter [34]; 3). Jedes pseudokompakte X ist byz-Raum.

2. Beispiel. Ist U linearer Unterraum von C(X), so ist das stterp Ut der nicht‘-
negativen Funktionen aus U eine Nachbin-Familie auf X. Als Spezialfille ergeben sich
dabei: "

(i) U = C,(X) = stetige Funktionen mit kompaktem Tréger,

(i) U = C,(X) = stetige Funktionen, die im Unendlichen verschwinden. Es.kann
der Fall eintretec;], daB dieser Raum nur aus der Null besteht, z..B. fir X = ramona‘]’e
Zahlen des Intervalls [0, 1] mit der von R induzierten Topologie. Jedoch trennt fiir
lokalkompaktes X bereits C.(X) die Punkte.

Bei Summers [27], 3.4 ist gezeigt, daf . |
V = CH(X) ~ . In diesem Fall gilt wegen (1) und (2) vor 1. 5:

X genau dann lokalkompakt ist, wenn

CV(X, E)=(C(X, E), 7)

< o) 140t si i i ist mit i (x) = ¢ (@) erfatlt —,
B liBt sich 1.3 anwenden — die Bedingung (%) s : -
so dal} eslte(z;ls) gV(X E) = CV,(X, E) bei V = CF(X); fur lokalkompaktes X und/lukdl-
‘ ! - ’ . I . . N () . v
konvexes E stimmt dieser Raum als Menge mit CB (X, E) iiberein (s. Buck [1], 2. 4). I.Z‘le
kanonische Topologie von CV(X, E) ist die zuerst von R. C. Buck betrachtete sog. strinte
Topologie f.
(i) U = CB(X); hier gilt fir V
CV (X, E) = (CB(X, E), o) und CVo(X, E
X in E, die im Unendlichen verschwinden.
Alle unter (i) bis (ii}) aufgefiithrten . nd R
i i der gleichma
CV.(X. E) fallen fiir kompaktes X 101t der Topologie der glewch: ' 2
c ()0(( E,)E) zme[‘;er‘: Yon % Gramsch [6], 3.1 wurde fir beliebiges p IIll.t 0<p<1en
el oint , ion [ auf dem Intervall [0, 1] mit Werten 1n [? angegeben,

Beispiel einer stetigen Funkti : : . ,
fiir cll)ie die Riemafnschen Zwischensummen divergieren. So ist Zwar (0, 1]) kompakt

— CB*(X) und Z wie vorn 7 ~ V, also
) = (Co(X, E), o) = stetige Funktionen von

Topologien und Riume CV(X,E) und
Bigen Konvergenz auf
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in 17, aber I'(f([0, 1])) nicht beschrénkt. L. a. gilt daher fiir keine der Nachbin-Familien
V = U* in (i) bis (in1)

CV(X,E)=CVI(X,E) oder CV (X, E)=CV,I'(X, E),
wenn FE nicht lokalkonvex ist.

{iv) U = C(X). Mit diesem Fall beschéftigen wir uns nun eingehender.

Fir V = C*(X) gilt i. a. nicht einmal CV (X) = CV,(X); jeder vollstéindig regulire,
pseudokompakte, aber nicht kompakte Raum X liefert ein Gegenbeispiel. Andererseits
sieht man:

3. Bemerkung. Existiert eine Funktion g € C*(X) mit der Eigenschaft, daB fiir
jedes r > 0 die Menge {z € X; g(x) = r} kompakt ist, erhdlt man CV (X, E) = CV (X, E)
fiir beliebiges E.

Beweis. Bedingung (%) aus 1. 3 ist dann mit o’ = guv erfiillt.

4. Folgerung. Die Voraussetzung von 3 trifft insbesondere zu, wenn X lokalkom-
pakt und im Unendlichen abzéhlbar ist (vgl. etwa Ehrenpreis [4], 2. 7).

Wir zeigen im folgenden, daB fiir solche X und normierte E

CVo(X, E) == (C.(X, E), i) = Raum aller stetigen E-wertigen Funktionen auf X
mit kompaktem Tréger unter der (stets separierten)
Topologie i des induktiven Limes.
Dazu benétigen wir einige Hilfssitze, die auch von unabhéngigem Interesse sind.

5. Lemma. (1) Fur beliebige Nachbin-Familien V und lokalkompakte X oder fir
V < C*(X) und beliebige vollstindig regulire X liegt C,(X, E) dicht in CVy(X, E). Fir
lokalkompaktes X ist auch C.I'(X, E) = {f € C,(X, E); T'(f(X)) beschriinkt in E} dicht in
CVel (X, E), V beliebig.
(2) Ist E lokalkonvex, X lokalkompakt und CB*(X) < V, so gilt
C X, E) = CVy(X, E) < Cy(X, E),

und die von CV (X, E) induzierte Topologie ist auf C,(X, E) schwicher als die induktive
Limes-Topologie i.

Beweis. (1) folgt durch Multiplikation mit geeigneten Abschneidefunktionen, (2)
beweist man fiir V = C*(X) analog zu Summers [28], 3. 2, allgemein aber einfacher auf
folgende Weise: (C (X, E), 1) ist induktiver Limes der Riume

Cg(X,E) = {f€C,(X, E); K enthilt den Tréger supp f der Funktion f},

versehen mit der Topologie der gleichmaBigen Konvergenz auf K, wobei K alle kompakten
Mengen in X durchliuft; (C (X, E), i) induziert auf jedem Cr(X, E) die Ausgangs-
topologte. Um zu zeigen, dall die Identitiit von (C(X, E), 1) in CV,(X, E) stetig ist,
geniigt es, die Stetigkeit der kanonischen Abbildung von C.(X, E)y in CV (X, E) fir
beliebiges kompaktes K in X nachzuweisen, und dies ist klar, weil jede (von oben halb-
stetige) Funktion » € V auf K beschrinkt ist.

6. Satz. Sei X volistindig regulir, V = C*(X) und E ein lokalkonvezer Raum,
dessen. Topologie durch das System {p_; « € A} von Halbnormen gegeben wird.
(1) Dann stimmt als linearer Raum CV (X, E) mit der Menge aller f€C(X, E)

iberein, fir die bei beliebigem x € A der T rager supp p,f der Funktion z —> p.(f(z)) eine
(abgeschlossene) X-beschrinkte (dquivalent: pseudokompakte) Menge ist.
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Wir sagen in diesem Fall, f€C(X, E) hat unter jeder Halbnorm X-beschrankten
Triger, und bezeichnen die Menge aller solchen f mit Cy(X, E).

(2) Ebenso sind als Mengen CV (X, E) und C (X, E) n Co(X, E) gleich.

(3) Ist X beliebig und E z. B. normiert, so hat f€ CV (X, E) X-beschrinkten Triger;
ist in X jede abgeschlossene pseudokompakte Menge kompakt (etwa X Raum vom Typ p
im Sinne von H. Buchwalter [33], p. 107) und E beliebig, dann hat f€Cy(X, E) unter jeder
Halbrorm kompakten Triger.

Nach [33], (6. 3. 4), (6. 4. 1) und (7.2 3) ist jeder parakompakte Raum vom Typ
i, ebenso jeder Raum, auf dem eine vertrigliche vollsténdige uniforme Struktur existiert.

(4) Fiir normiertes E und parakompaktes X z. B. gilt also die Gleichheit der linearen
Riume CV (X, E), CV (X, E) und C,(X, E).

Beweis von (1) und (2). 1. supp p.f ist AbschlieBung der offenen Menge

€ X; (p.1) (@) + 0},

Deshalb sind nach dem Satz von Hager und Johnson (s. [32], (5.2.4)) supp p.f X-be-
schrinkt und supp p.f pseudokompakt dquivalente Aussagen.

2. Offenbar gilt Cp(X, E) < CV(X,E) und Cup(X, E)~ Co(X, E) < C}/O(X, E).
Um die umgekehrten Inklusionen zu zeigen, nimmt man zuerst an, daB f EFV(X, B,
aber ¢ C\(X, E). Dann gibt es «a €4 derart, daB {z € X;‘ (p.f) (x) :1= 0} nicht X-be-
schrankt ist. Man benutzt nun Summers [26], 2.20, um eine Funktion v € C*(X) zu
konstruieren, fiic die v(p,f) nicht beschrinkt auf X im Widerspruch zu fECV(X, E).

Es ist klar, daB daraus CV(X, E) < Cp(X, E) C,(X, E) folgt, w.z.b. w.

Sei jetzt stets V = ct(X), X lokalkompakt und irq Unendlichen abzéihlbat ugd
(E, || 1) normiert. Dann gilt 6. (4), und es ist von Vorteil, emne and(_ere D'arst.ellun'g fiir die
Topologie i zu geben (analog zu L. Schwartz [23], 1. Prop. 2, p- 95, mit Hilfe einer Zer-
legung der Eins):

7. Lemma. Sei {U,)} eine feste Folge
X=UU, und Uy< Unpy (n=1,2...;
(€n >,€), e, monoton fallend), 0 definiere

V. feC (X, By swp @ Senn=01-
zeX\U,

n

offener relativkompakter Mengen in X mit
setze Uy=9. Ist ¢ = {e,; n=0,1,2,.. 3

Durchliuft e alle Folgen dieser Art, so bilden die Mengen V,eine N ullumgebungsbasis

der Topologie i in C (X, E).
Hier haben wir einen strikten induktiven Limes vor
8. Satz. Sei X lokalkompakt und im Unendlichen ab.zc'ihlbar, E normiert und
V = C*(X). Dann gili CV(X, E) = CVo(X, E) = (C(X, E), ©)- |
Beweis. Es mub nach 5.(2) und 6 nur gezeigl werdep, daQ Qie quolo§E+v§n
CV,(X, E) stirker ist als i Sei dazu V, wie in 7‘und.konstru1ere wie in 4 eln v (X)
mit v(z) = 1/e, auf X\U, (n=20,1,...) Dann ist die Nullumgebung

V=anwﬁxwwmnmmgnmcmxm
X

uns.

eine Teilmenge von V,, w.z b. w. . . et

Fiir skalare Funktionen wurde Satz 8 von W. H. Sl.lmmers in seiner ;fserkzl ion
[26], 2. 28 auf etwas andere Art bewiesen. In [26], 2. 19 1st auch Satz 6. (2) a;n‘ \7{ are
Funktionen gezeigt und das Problem der Gleichheit von CV,(X) und C.(X) 22 Mengen
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genauer untersucht. Bei Summers sind viele Beispiele angegeben, und es zeigt sich, dal}
Lokalkompaktheit und die Bedingung aus 6. (4) nicht einmal fiir £ = C hinreichend fiir
die Gilltigkeit von 8 sind ([26], 3. 28. (2)). Die Voraussetzung der Normiertheit an E
kann man ebenfalls nicht durch die Voraussetzung £ lokalkonvex ersetzen:

Wegen 4 ist nach dem Satz von Mackey iiber die beschriankten Mengen in einem
beliebigen lokalkonvexen Raum F eine Funktion f€C(X, E) fir lokalkompaktes o-
kompaktes X genau dann Element von CV (X, E) = CV (X, E) bei V = C*(X), wenn
fiir jede stetige Linearform ¢ auf E die skalare Funktion - ¢'(f(x))(z € X) zu
CV(X) = CVy(X) = C (X) gehort. Man sagt dann, f hat skalar kompakien Trager. Eine
dhnliche Aquivalenz gilt jedoch 1. a. nicht fiir den Raum C,(X, E), wenn E nicht normiert:
Schwartz [23], p. 106 gibt ein Beispiel eines Raumes E an derart, daB eine stetige Funk-
tion von X = R"in £ skalar kompakten Tréger hat, ohne zu C,(X, E) zu gehoren.

Wir wenden uns nun kurz Unterrdumen von CV (X, E) baw. CV (X, E) zu und
geben dabei Beispiele an, in denen X eine sehr spezielle Form hat:

9. Beispiel.  Fiir X == offene Menge in C" und E = quasivollstindiger lokalkonvexer
Raum iiber C sel H (X, E) der linecare Raum der auf X holomorphen Funktionen mit
Werten tn E (im Sinne von A. Grothendieck [9]), d. h. eine Funktion f von X in E gehort
zu H (X, L) genau dann, wenn fiir jede stetige Linearform e’ auf £ die skalare Funktion
@ — ¢'(f(x)) holomorph auf £ ist. Jede solche Funktion ist stetig (vgl. etwa Hervé [11],
T 1.2, Th. 1). Definiere nun als gewichtete Raume holomorpher vektorwertiger Funktionen

HV(X, B) = H(X,E) ~ CV(X, E) und HV(X, E) = H(X, E) ~ CV,(X, E)

mit der induzierten Topologie. Ist W <X V (d. h. die gewichtete Topologie stirker als die
Topologie der kompakten Konvergenz), so sind HV (X, E) und HV (X, E) in CV (X, E)
abgeschlossen, also vollstindig fiir vollstindiges E.

Es soll zum Schlufl noch darauf hingewiesen werden, daf fiir X = R* L. Schwartz
in [23] auch gewichtete Riume von stetigen Funktionen auf X mit Werten in lokalkon-
vexen Raumen £ betrachtet hat, die unseren Riumen CV (X, E) entsprechen. Schwartz
liBt nur stetige Gewichtsfunktionen zu; seine Methoden lassen sich oft nur firr den Fall
lokalkompakter und im Unendlichen abzihlbarer Raume X in dhnlicher Weise verwenden.
Auf p. 95 von [23] wird eine weitere Voraussetzung gemacht, die Riume vom Typ
CV(A) L a. nicht erfillen; diese Forderung heifit bei Schwartz H,), wir nennen sie (S).

10. Definition. Der Raum CV(X) mit W < V erfiillt Bedingung (S), wenn auf
jeder beschriinkten Menge in C'F(X) die gewichtete Topologie mit der Topologie © der
gleichmiiBigen Konvergenz auf kompakten Mengen aus X zusammenfillt.

Bedingung (8) steht in engem Zusammenhang mit (%) (vgl. 1. 3); man erhélt
namlich:

11. Satz. Sei V Nachbin-Familie auf dem vollstindig reguliren Raum X mit W < V.

(L) Ist dann (%) aus 1.3 erfillt, so gilt auch (S).

(2) Wenn CV(X) Bedingung (S) geniigt, muf ¢ V(X) = CVy(X) sein.

Beweis. Zu (1): Sei B eine beschriinkte Menge in CV(X) und

bu(f) = su‘g v(@) | f(z) | fir fECV(X).
€

Dann gilt fiir beliebiges v € V: sup {bo(f); € B < M,, M, >0. Wegen (%) gibt es also
fiir jedes feste v €V und fiir jedes feste ¢ >0 eine kompakte Menge K in X mit
v(@) | f(2) | < e auf X\K, f€ B beliebig. Sei N > 0 so bestimmt, daB v(z) < N auf K.
Ist Uy, ={f€CV(X); bo(f) = ¢} eine Nullumgebung in CV(X), so mu8 UTNul]umge-
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bl_mg bzgl. 7, gefunden werden mit U »n B< U, , ~ B. Wahle fiir v und ¢ die Menge K
wie oben; dann leistet U = {f € C(X); sup | f(z) | < ¢/N} das Gewiinschte.
€K

Zu (2): Nehmen wir an, f € CV(X), aber f4CV,(X), und bezeichne A" das System
der kompakten Mengen in X. Es gibt also v € V und ¢ > 0 derart, dafl zu jedem Kex
ein 2z € XNK mit () [ flzg) | Z ¢ gefunden werden kann. Konstruiere aufgrund
der vollstandigen Regularitit von X fiir jedes K € A eine stetige Funktion g, auf X mit
0<gr =1, gelag) =1, gglz) =0 fiir alle 2 € K und definiere fz = gxf- Da CV(X)
Modul itber € B (X) ist, gehort fg zu CV(X) und ¥(zg) | fe(zx) | =& fx=0aul K und
| fo(z) | < | f(z) | fiir z € X. Fiihre auf # die natiirliche Halbordnung mittels Inklusion
ein und beachte, daf B = {g€CV(X); lg(x) | < [f(x)] fir alle x € X} beschriinkt
in CV (X). Somit stellt {fg; K € A’} ein gerichtetes System dar, das ganz in B enthalten
ist und offensichtlich bzgl. 7, aber nicht in der gewichteten Topologie von CV(X) gegen

0 konvergiert. Damit kann (S) nicht gelten, w. z. b. w.

12. Bemerkung. Bei CV(X) = CV,(X) erhélt man auch CV(
fiir jedes lokalkonvexe E.

Denn ist {p,; « € A} ein System von Halbnormen, das die Topologie von E gibt,
s0 liegt f € C (X, E) genau dann in CV (X, E) bzw. CVy(X, E), wenn fiir jedes x die Funk-
tion 2 - p,(f(z)) zu CV(X) bzw. CV,(X) gehort.

L. Schwartz hat also nur diesen sehr speziellen Fall untersucht.

X, E) = CVy(X, E)

3. Das injektive Tensorprodukt und das e-Produkt

vektorwertiger Funktionen und Distributionen
L. Schwartzsche e-Produkt als geeignete Hilfs-
n wir Sitze uber das abstrakte
Y = gewichteter

Bei der Untersuchung von Raumen

haben sich das e-Tensorprodukt und das
mittel erwiesen (s. [24]). In diesem Paragraphen stelle
e-Produkt bzw. Tensorprodukt zusammen, die wir spater im Fall

Raum stetiger Funktionen bendtigen.
Sei (E, {g.; x€A}) in 3 ein topologise
eingefithrt und Y ein lokalkonvexer Raum mi

Halbnormen. Y’ bzw. Y, ist der (topologische)
logie der gleichméBigen Konvergenz auf allen prikompakt

vexen kompakten Mengen in Y.

her Vektorraum wie zu Beginn von Teil 1
t dem gerichteten System {ps: B € Bj von
Dualraum von Y, versehen mit der Topo-
en bzw. auf allen absolutkon-

(bzw. 5. Produkt Es Y) von E und Y bezeichnet
Y!, E) (baw. Z.(Y. E)) der stetigen linearen

co?

Topologie der gleichmaligen

1. Definition. Als &- Produkt EeY
man den topologischen Vektorraun £ ’
Abbildungen von Y (bzw. Y!) in E, versehen jeweils mit der
Konvergenz auf allen gleichstetigen Mengen in Y.

Der von L. Schwartz [24] als e-Produkt bezeichnete Raum ist fir lokalkonveﬁes
omorph unserem 3-Produkt. Far quasiaolLst(indiges Y hat man Y, = Y.,

E topologisch is . . nan -
he Vektorrdaume, wiihrend i. a. nur gilt: E¢ Y ist linearer

also Ee Y = Eg Y als topologise

und topologischer Unterraum von EeY.
2, Satz. (1) Die (separierte) Topologie des topologischen Vektorraumes EeY wird

durch das gerichtete System (.57 & €A, p€ B} von (F)-Halbnormen gegeben:

4. (w) = sup 1. (1))
— e Y;ply) =1}

.y € By fir alle u€EeY

mit Ej = (absolute) Polare von Ej; ”
5*
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(2) Ist E lokalkonvex, so auch Ee¢Y. Sind E und Y normiert, so ist EeY normterter
linearer Unterraum von & (Y,, E) mit der Norm

Hull=sup{llu@)ilg 14 lly=1}
(Y, = Y, versehen mit der Normtopologie).

(3) Ist () E vollstindig und Y etn S-Raum im Sinne von T. Husain [12], 6. Def. 1
oder ist (b) E lokalkonvex und sind E und Y vollstindig, so ist EcY vollstindig.

Sind E und Y Banachriume, so ist EeY der mit der Operatornorm versehene
Banachraum der linearen Abbildungen von Y’ in E, deren Restriktion auf die Einheitskugel
pon Y’ als Abbildung von Y'[a(Y’, Y)] (d. k. Y, versehen mit der schwachen Topologie)
nach E stetig ist.

(4) Fiir lokalkonvexes E ist E€Y beim Transponieren kanonisch topologisch iso-
morph zu Y¢ E.

Satz 2 fafit fir lokalkonvexes £ Ergebnisse von L. Schwartz [24] zusammen; diese
lassen sich leicht auf unseren Fall iibertragen. Der Beweis von (3) (b) benutzt den
Grothendieckschen Vollstindigkeitssatz fiir Y.

Beweis von 2. (3) (a). Die vollstindige Hiille von EeY besteht fiir vollstindiges E
aus linearen Abbildungen von Y’ in E, die, eingeschrinkt auf die gleichstetigen Mengen
von }’, von der Restriktion von ¢(Y’, Y) in E stetig sind. Nach Definition ist im S-
Rauwm Y die Topologie A(Y”, Y) der gleichmaBigen Konvergenz auf allen prikompakten
Mengen in Y die feinste Topologie auf Y’, die auf jeder gleichstetigen Teilmenge mit
o(Y’, ) iibereinstimmt. Daher fillt fiir einen S-Raum Y und vollstiandiges E die Ver-
vollstindigung von EeY mit Ee¢Y zusammen, q.e. d.

Es set daran erinnert, daBl nach dem Satz von Banach-Dieudonné jeder metrisierbare
lokalkonvexe Raum ein S-Raum ist.

3. Bemerkung. Seien die Voraussetzungen wie in 2. (1) und sei M eine Menge In
E§ derart, daf3 I' M schwach (d. h. ¢(Y", Y) -) dicht in Eg liegt. Dann gilt:

(1) g.5(u) = sup {g,(u(y")); y' € ' M}
und

(2) falls ¢, eine lHalbnorm ist,

9.5(u) = sup {g.(n(y"); y' € M} firalle u€EeY.

Teil (1) ergibt sich daraus, daf eine Abbildung u € E¢ ¥ auf jeder gleichstetigen
Menge in Y stetig von der Restriktion von ¢(¥’, Y) in E ist. Wir notieren noch folgende
Eigenschaft des e-Produktes beim Ubergang zu Unterrdumen:

4. Bemerkung. (1) Sei E, linearer Unterraum des topologischen linearen Raumes
L, versehen mit der Relativtopologie; dann ist E,e ¥ eingebettet in E e Y und trigt
die Einschrinkung der Tupologie dieses Raumes.

(2) Ist Y, linearer Unterraum (mit der Relativtopologie) des lokalkonvexen
Raumes Y ,soist Ee Y,in E¢ Y, eingebettet und tragt die von Ee Y, induzierte Topologie.

Einen Beweis von (2) erhilt man leicht etwa mit H ilfe des Satzes von Hahn-Banach.
Wir gehen iiber zu dem zweiten wichtigen Hilfsmittel bei der Behandlung vektorwertiger
Funktionen, dem sog. injektiven (bigleichstetigen oder e-) Tensorprodukt.

Die lineare Abbildung I:
w — .28" ®y¢——> y,_—)‘.zleiy'(y‘i) (nEN’ eiEE’yie Y, l = 17 ey n,y'e Y/)

i=1
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definiert eine Einbettung des algebraischen Tensorproduktes £ ® Y von E und Y in
Ee Y. (Dies benutzt die Separiertheit der schwachen Topologie von Y.) Wir identifizieren
E © Y mit dem entsprechenden Teilraum von EeY.

5. Definition. Die von EeY auf E ® Y induzierte Topologie wird als injektive
Topologie bezeichnet. E ®, Y sei der topologische Vektorraum £ © Y, versehen mit der
injektiven Topologie. Die Vervollstindigung E ®,Y von E ®, Y heifit injektives (topo-
logisches) Tensorprodukt von E und Y.

Nach 2. ist folgendes klar (vgl. dazu auch Gramsch, Vogt [8]):

6. Satz. (1) E®, Y ist isomorph dem lincaren Unterraum von Ee¢Y aller von
Y'[o(Y’, Y)] nach E stetigen linearen Operatoren von endlichem Rang.

(2) E®, Y ist vollstindiger topologischer Vektorraum, dessen Topologie von dem
auf EG, Y fortgesetsten System {g.g; « € A, B € B} (ogl- 2. (1)) von (F)-Halbnormen ge-
geben wird. Ist E lokalkoneer, so auch E &, Y.

(3) Ist E vollstindig, so kann E &, Y als linearer Teilraum von L(Y', E) = lineare
Abbildungen von Y' in E aufgefapt werden. Die Elemente von E &, Y sind, auf gleichstetige
Mengen in Y' eingeschrankt, stetig von der Restriktion von o(Y', Y) in E.

(4) Ist (a) E lokalkonvex und sind E und Y vollstindig oder ist (b) E vollstindig und
Y S-Raum, dann ist E &, Y die Abschliefung von £ ® Yin EcY.

Zwischen dem injektiven Tensorprodukt und dem e-Produkt stellt der von A.
Grothendieck [10] entwickelte Begriff der Approximationseigenschaft einen Zusammen-
hang her (s. 9. unten).

7. Definition. Ein topologischer Vektorraum E hat die Approzimationseigenschaft
(im folgenden abgekiirzt A.E.), wenn die Identitit von E Berithrpunkt von E @ E’
ist in dem separierten topologischen Vektorraum Z,(E, E) der von Ein I stetigen linearen
Abbildungen, versehen mit der Topologie der gleichmaBigen Konvergenz auf prikompak-
ten Mengen.

Wenn ein topologischer Vektorraum
separierte schwache Topologie. Bisher Lonnte von keinem lokalkon

werden, dafl er die A. E. nicht besttzt™).

die A. E. besitzt, so hat er notwendigerweise
peren Raum bewiesen

8. Bemerkung. Ist E ein ultratonnelierter Raum mit Schauder-Basis (d. h. Basis
mit stetigen Koeffizienten-Funktionalen), so hat E die AL E.

Dies ist der Inhalt von Klee [16], Proposition 2. 2. Jede Basis In einerp vollstindigen
metrisierbaren topologischen Vektorraum stellt dort eine Schaulder-B?sm dar (s, Marti
[173, IX. 5, Th. 2). Insbesondere hat also [* auch fir 0 < p < 1die A E.
were Raum Y besitzl genan dann die A E.,

9. Satz. (1) Der quastvolistindige lokalkont dann die A
E von YEE dicht in YeE ist fiir jeden

wenn der topologische lineare Unterraum Y &,
lokalkonvexen Raum E.
(2) Dies ist genau dann der Fall, wenn Y ® E=E®Y

dicht liegt fur jeden volistindigen lokalkonoexen Raum E.

(3) Sind E und Y lokalkonvex und vollstindig und geniigt einer ¢on beiden der A. E.,

dann ist E &, Y identisch E¢Y.

(4) Ist Y quasivollstindig, E beliebiger topologisch
Y der A. E., so liegt E ® Y dicht in EeY.
v m Schluf dieser Arbeit.

in YeE= YeE = EeY

er Vektorraum und geniigt E oder

*) Vgl. aber den Zusatz bei der Korrektur a.
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Teil (1) dieses Satzes ist bei Schwartz [24], § 1, Proposition 11, p. 46/47 gezeigt.
Aus dem Beweis sieht man, dal ein quasivollstindiger Raum Y die A. E. hat, falls nur
Y @ Y’ dicht liegt in YeY,. Eine Richtung von (2) ist zu beweisen:

Dazu beachte man, daf fiir beliebigen lokalkonvexen Raum E und die Vervoli-
stdndigung E von E einerseits Y£E nach 4. (2) einen topologischen Untervektorraum
von YZE darstellt und andererseits ¥ ® E dicht in ¥ ®5E\ liegt. Ist also fiir beliebiges
lokalkonvexes E nur ¥ @ E dicht in ¥ E, so ist auch ¥ © E dicht in Y3 £, erst recht
also in Y& E. Aussage (3) ist einfache Folgerung aus (1) und 2. (3); (4) beweist man durch
leichte Abénderung der Methode, die Schwartz beim Beweis der einen Richtung von (1)
verwendet.

Im Zusammenhang mit 9. (4) ist von Interesse, wann Y. die A. E. besitzt. Deshalb
notieren wir zum Schlul3:

10. Bemerkung. Sei Y quasivollstiandiger lokalkonvexer Raum — so daB als linea-
rer Raum (Y;)’ = Y — und sei Y quasivollstandig.

(1) Die Aussagen (i) und (ii) sind fdquivalent:

(i) Y @ Y’ liegt dicht in Y& Y, (nach dem vorhergehenden ist dies fiquivalent zur
A.E. von Y) und

(i) Y' @ Y 1st dicht in Y.eY.

(2) Hat ¥ 1n der Schwartzschen Bezeichnungsweise die Topologie y — d. h.
(Y,). = Y als topologischer Vektorraum —, so folgt aus Aussage (ii) von (1), da ¥ die
A. E. besitzt,

Beweis. (1) ist klar beim Transponieren,

Zu (2): Wegen der Quasivollstindigkeit von Y, ist Z (Y., Y!) linearer und topolo-
gischer Unterraum von Y e(Y[), (s. Schwartz [24], Cor. von Prop. 5, p. 36/37). Wegen
(Y, =Ygt Yo Y=ZL(Y,, Y)<Y.eY, w.z.b. w.

Nuch Schaefer [22], IV, §6,6. 1 und der folgenden Bemerkung ist Y, quasivoll-
standig fiir tonnelierte oder bornologische Y. AuBerdem hat Y die Topologie y stets,
wenn es Mackey-Raum ist (s. [24], p. 17).

1. e-Produkt und injektives Tensorprodukt gewichteter Riume

Hier soll allgemein die Beziehung zwischen den im 1. Teil eingefiihrten gewichteten
Riumen CV (X, E) bzw. OV, (X, E), dem e-Produkt EeCV(X) bzw. EcCV ,(X) und den
entsprechenden injektiven Tensorprodukten hergestellt werden.

Dazu werden einige Vorbereitungen benotigt. Sei ¥V > () eine Nachbin-Familie auf
dem vollstiindig reguliren Raum X und ¥ topologischer linearer Unterraum von C'V (X).
Fiir einen Punkt x € X definiere das Deltalunktional 0, durch 6,(f) = f(z) fir alle
f€ C(X). Dann ist o, Linearform auf Y.

1. Lemma. (1) Jedes 6, (x € X) gehort zu Y'; die Abbildung 1: 26, ist stetig von
Xin Y.= Y[e(Y, 1]

' €2) 1 ist stetig von X in Y, dann und nur dann, wenn jede prakompakte Menge in
Y gleichstetig ist.

(3) In folgenden Fallen ist I stets von X in Y’ stetig:

(1) fir X = kg-Raum und W <V oder

(1) fiir X beliebiger vollstindig regulirer Raum und Z < V.
W und Z sind dabei wie in 1. 6. N



Bierstedt, Gewichiete Riume vektorwertiger Funktionen. I 199

Beweis. (1) und (2) sind einfach.

Zu (3) (ii): In diesem Fall liegt I(X) aufgrund der Voraussetzung Z < V in einer
gleichstetigen Menge von Y, auf der die Topologie o(Y’, Y) mit der Topologie Z(Y", Y)
von Y/ zusammenfillt. Daher folgt die Behauptung aus .

Zu (i) von (3): Wegen W < V ist fiir jedes kompakte K < X das Bild I(K) mn einer
gleichstetigen Menge von 1’ enthalten, so daB, wie eben gezeigt, die Einschriankung
von I auf K stetig in Y ist. Im kp-Raum X ist dann [ als Abbildung von X nach Y,
stetig, w.z. b. w.

Die in (2) angegebene Bedingung ist itbrigens wegen des Satzes von Ascoli z. B. fiir
W << V und lokalkompaktes X offenbar ecfillt; (3) (i) ist jedoch wesentlich allgemeiner.
Wir bemerken noch, dab {3,; € X} < CV'(X) impliziert, daf CV(X) ein Hausdorffraunm
ist; gilt 9, € CV'(X) baw. CV(X) fir festes z, € X und gibt es f€CV(X) baw. CV,(X)
mit f(z,) + 0, so existiert wegen der vollstindigen Regularitdt von X ein v €V, dessen
Restriktion auf jede offene Umgebung von z, von Null verschieden ist. Die Abbildung
I ist eineindeutig von X in Y, wenn Y die Punkte von X trennt. Sie ist z. B. fiir V=0,
lokalkompaktes X und ¥ = CV,(X) sogar ein Homéomorphismus in Y’, und wenn noch
W < V gilt, stellt I auch einen Homoomorphismas in Y7 dar, wie man Jeicht sieht. Es ist
trivial, daB 7(X) unter den Voraussetzungen von 1. (1) total in ¥ ist. Fiir das folgende
bengtigen wir eine schirfere Aussage iiber gleichstetige Mengen im Dualraum von Y.

9 Lemma. Bezeichne U, = {y € Y;bur(y) = sup p(x) | y(@) | £ 1} die NVullumge-
ze X

bung in Y. Dann liegt in U die absolutkonvexe Hiille der Menge

A = {w(@)d,; € X mit v(x) +=0}
schwach dicht.
Es gilt U, = (v4)°, also Uy = (v4)”. Lemma 2 ist damit eine Folgerung aus dem
Bipolarensatz.
Fiir lokalkompaktes X, V = C+(X) und Y = CVy(X) bewies Summers [28],
4, 6, daB die Menge &(Uy) der Extremalpunkte von U7 identisch ist mit

(le(@)d,; ¢ €X mit v(x) =0, 2€Cmit [4] = 1.

z?

Der Satz von Krein-Milman (zusammen mit dem Saiz von Alangli-Bourbakt) erlanbt

es, daraus in diesem Spezialfall 2 zu folgern. Die Charakterisiernng der Extremalpunkte
von U? bei Summers wird hier aber an keiner Stelle bendtigt.
Wir gehen jetzt zur Untersnchung von Ee¢ Y iiber.
3. Folgerung. Sei £ wie in Teil 1. Die (F)-Halbnormen anf Ee Y werden mit q, .
bezeichnet (x € A, v € V). Fiir jedes u € Ee Y ist dann:
)

G,.,(1) = SUp {g.(e); e€ INCIGE))!S

wo I'(u(r4)) die absolutkonvexe Hiille von

n(vd) = {p(@ald,); @ € X mit r(x) =0}

angibt. Ist g, Halbnorm, s0 g, (1) = sup {g.(e); e € u(vA)}
Dies folgt wegen 3.3 aus 2.

4. Theorem. Sei E topologischer Vektorraum,
standig reguldren Raum X und gelte

V Nachbin-Familie auf dem voll-

@ WEVund X = kz- Raum oder VESRE
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Fiir einen topologischen linearen Unterraum Y von CV(X) betrachie die lineare

Abbildung
Aru—s[z—>u(d)](w€EeY, z€X).

Dann gilt:

(1) A ist topologischer Isomorphismus von EeY in CVPI'(X, E); fir f€ A(EeY)
und v € V stellt I'((vf) (X)) sogar eine relativkompakte Menge in E dar.

(2) Y < CV(X) impliziert A(EeY) < CV3,I'(X, E).

Beweis. Wegen 3. 4 ist fiir (1) nur ¥ = CV(X) und fiir (2) nur ¥ = CV,(X) zu
untersuchen.

1. Ist u € EeCV (X) beliebig, so stellt 4 (u): z-> u(d,) eine E-wertige Funktion auf
X dar. Fir die Abbildung 7 von X in CV'(X) aus 1 gilt A(w) = uo I; nach 1. (3) ist /
stetig von X in (CV(X));, d. h. A(u) als Zusammensetzung stetig von X in E.

2. Ist v € V beliebig, so gehort vA4 zu der absolutkonvexen Menge Ug (vgl. 2). Die
Restriktion von u auf Uj ist stetig von der schwachen Topologie auf CV'(X) in E, also
das Bild u(U}) in E nach dem Satz von Alaoglu- Bourbaki kompakt,

I'((vA W) (X)) = I'(u(vd)) < u(U? relativkompakt.
3. Fir die (F)-Halbnormen in EcCV(X) und CVI'(X, E) gilt nach Folgerung 3

byv,(A(w) = sup {g,(e); e € (v A () (X))} = g, ,(w).

Daraus liest man ab, daB A Einbettung von EeCV(X) in CVPI'(X, E) und daB
die Topologie auf E:CV(X) die gleiche ist wie auf A (EeCV (X)) als Unterraum von
CVPI(X, E).

4. Seien « €A, ¢ >0, v €V beliebig; dann ist fiir (2) zu zeigen:

Es existiert zu u € EeCVy(X) eine kompakte Menge K in X mit

g.(e) < e fir alle e € I'((vA (1)) (X\K)).

Benutzen wir wieder, dafl die Restriktion von u auf U? stetig ist bzgl. der schwachen
Topologie: Zu der Nullumgebung 0, = (¢ € E; ¢, (¢) < ef gibtes eine o (CVy(X), CVo(X))
Nullumgebung 0,, so daB das Bild von 0, ~ {2 unter « in 0, liegt. Mit

fis oo o [n€CV(X),n€ Nund v+ >0 geeignet
hat man

0, ~ UZ>{/¢€U§,;!,u(fi){<r(i:1,...,n)}

7

und diese Menge ist absolutkonvex. Es gibt nun wegen f,€CV (X) (i =1,...,n) eine
kompakte Menge K in X mit

(@), (f) 1 <t fiir € XN K und §=1,., " 1
fiir jedes u € I'fv(x)6,; € X\ K} ist also g €0,~ U2 d. h. u(u)€0,, q.e d.
9. Korollar. Seien zundchst die Voraussetzungen wie in 3.
(1) Bei Identifizierung gewisser isomorpher Riume gilt

E®,Y<CVII(X, E), fir Y < CV,(X) sogar E ®, Y = CV2,I'(X, E).

Der topologische Isomorphismus ist dabei von der Gestalt

" n
'zl‘e‘. QY —> |z —> Tey,(z)| (2€X,e,€E y,€Y,i=1,... n n€N).
= =1
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(2) E ® CV(X) bzw. E ® CVy(X) ist der Raum der Funktionen in CV (X, E) oder
CVI(X, E) baw. CVy(X, E) oder CVyoI'(X, E) mit endlichdimensionalem Wertebereich,
d. k. das Bild jeder Funktion liegt in einem endlichdimenstonalen linearen Unterraum von E.

Unier den stirkeren Voraussetzungen von & gilt noch fiir vollstindiges
3) E®,Y<E®,Y<CV'I(X,E)bw. CVEI'(X, E) (falls Y < CVy(X)).
Schlieplich erhilt man fir E und Y wie in 3. 6. (4), wiederum nach Identifizierung,
(4) E® Y<E®,Y<EeY<CV'I(X, E) baw. Cve,I'(X, E).

Beweis. (3) und (4) sind wegen 3. 6 und 1. 6 klar.

Zu (1): u € E ®, Y liefert wegen 3. 6. (1) eine von Y’[o(Y’, Y)] in E stetige Abbil-
dung. Definiert man A (u) wie in 4, so ist A (u) stetig von X in E (vgl. 1. (1)), und alles
weitere schlieBt man analog zum Beweis von 4.

Zu (2): E ® CV(X) enthélt nur Funktionen, deren Bild in einem endlichdimensiona-
len Teilraum von E liegt. Besitze umgekehrt fECV(X, E) baw. CVy(X, E), %0,
endlichdimensionalen Wertebereich. Dann ist fiir alle z € X mit geeignetem n € N

fla) = Seifia), ¢ linear unabhingig in E, fi: X> € (i=1,..,n).
=1

Der von dem System der ¢; aufgespannte n-dimensionale lineare Unterraum von £ ist
dem C™ topologisch isomorph. Aus der Stetigkeit der Projektionen auf jede Komponente
des C*und f€ CV (X, E) bzw. CV (X, E)folgt f, € CV(X)bzw.CVy(X),1=1,... 0, Q. d.

6. Satz. Ist E topologischer Vektorraum mit A. E., so liegen stets dicht:

(1) E ® CV(X) in CV?(X, E) baw. CVP (X, E),

(2) E @ CVy(X) in CVy(X, E) baw. CVEI'(X, E).
eis fithren wir nur fir £ ® CV,(X) und CvaI'(X, E): Zu
in E ist eine Funktion g € CV I'(X, E)
dab I((o(f—2) (X)) = U

Den (einfachen) Bew.
feCVe,I(X, E), v €V und der Nullumgebung U
mit endlichdimensionalem Wertebereich zu finden derart,
(. 5. (2).

Da K = I'((vf) (X))in E prikompa
linearer Operator 7 von endlichem Rang,

(id—T)(K) = U

kt ist, existiert nach Voraussetzung ein stetiger
so dab die Identitat id von E

erfillt. Daraus folgt
F«Nﬂ—@HX»<UHMgu%:TG@D

it Werten in einem endlichdimensionalen line-

Stetigkeit und Linearitat von T ergibt sich

,r€X.

g ist eine stetige Funktion auf X m

aren Unterraum von FE, und aus der

auch g€ CVy, (X, E), q- €. d. . o
Es ist von Interesse, analoge Resultate wie in 6 zu beweisen, ohne dabei die A. E.

von E vorauszusetzen. Fiir Raume des Typs CV,(X, E) kann man dabei die Methode der
.+ uns fiir den Rest von Teil 1

Zerlegung der Eins verwenden. Deshalb beschiftigen wi len i
dieser Arbeit i. a. nicht mehr mit Rédumen vom Typ CV (X, E), auf die wir aber in Tei

zuriickkommen. Fiir nicht lokalkonvexe Riume E, die ja nicht notV?'egdlg die A. E. be-
sitzen, ist ein Beweis der 6. (2) entsprechenden Eigenschaft emn schwieriges Problgm und
bisher nur unter einschrankenden Voraussetzungen geldst. Fiir loka{konvexe E' hmgegen
erhalten wir im néchsten Paragraphen eine vollstindige Losung, die sofort eine Reihe

wichtiger Anwendungen zuldBt. .

Journal fir Mathematik. Band 269
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Durch Verallgemeinerung der Methode von Shuchat [25], Theorem 1 (Verwendung
einer Zerlegung der Eins auch fiir nicht lokalkonvexen Raum F) beweist man zunéchst:

7. Bemerkung. E ® CV(X) ist dicht in CV (X, E), wenn X lokalkompakter Raum
mit endlicher Uberdeckungsdimension ist.

Dies trifft insbesondere zu, wenn X < C" fiir n € N. Man beachte aber, daB
CVy(X, E) auf dem Tensorprodukt nach dem vorhergehenden fiir nicht lokalkonvexe
E 1. a. nicht die Topologie von E @, CV,(X) induziert. Der folgende Satz charakterisiert
dagegen in den interessantesten Fillen £ &, CVy(X) als Teilraum von CVyI'(X, E).

8. Satz. Sei X lokalkompakt und V > 0. Betrachte dann folgende Bedingungen an
etne Funktion f€ CV o I'(X, E):
) f ist Beriikrpunkt con E @ CV(X) in CV,I'(X, E).
(2) Fur jede (kreisformige) Nullumgebung U in E und fiir jedes v € V gibt es
(1) ewne kompakte Menge K in X mit I'((vf) (X\K)) < U,
(1) eine endliche Anzahl offener Mengen U, in X mit K < LqJ U,
(ifi) Punkte 7, € Uy (k — 1, ..., q: ¢ € N), so daf o

r é (@) (fl@) — f(z); 2 € U] = .

Es gilt: (2) impliziert (1), und (1) und (2) sind fir W < V dquivalent.
Beweis. 1. Aus (2) folgt (1).
7u einer beheblgen \ullumgebung U m E wihle eine Nullumgebung U mit

U + U + U+ U< U. Finde zu U und zu beliebigem v € V ein kompaktes K < X,
Uy offen und x, € U, wie in (2) angegeben. Sei {g,; k=1, .. 2 gt = C (X, R) eine der
Uberdeckung von K durch die U, zugeordnete Zerlegung der Eins und setze

q
glx) = k%f(xk)gk(x): sodall g€ ® CVo(X).

Man zeigt dann durch geeignete Fallunterscheidungen leicht
I'((ef—wvg) (X)) < U.
2. Fiie W =2 V impliziert (1) Bedingung (2).
Fiir be]iebigo NullumgebumT Uin E und v € V wihle die Nullumgebuno U dieses
Malmit U+ 0 = U < . Sei K kompakt in X mit I'((vf) (X" K) ) < U. Die von oben
halb:tetlgo lunktmn " sei dllf der offenen relativkompakten Umopbung K von K durch

M = 1 beschrinkt, und sei i kreisférmige Nllllllmoebllng mit M = 0.
Wegen IV = V" gibt es zur AbschlieBung A von K ein v’ € V' mit » () = 1 auf Ey

und da ¥V .\aohbln Familie ist, existiert 7€V it v, < T Weil “schlieBlich
f€CVoI'(X, E) Berihrpunkt von £ = CV (X) 1st, gibt es g € £ @ CV,(X) mit
T((f —7Tg) (X)) = U, also I'((f —g) ())<= U und T((vf — vg) (X)) < U = T
Zu der stetigen Funktion g von X in einen endlichdimensionalen Unterraum von
E und K existieren nun endlich viele offene U, und €U (k=1,... ¢;¢€N) mit

q -~
K<UU<K, I
k=1

7 =
bl;ll(g( Uy —g@ )< U,

q ~ o~
woraus I’ kul{v(x) (g(x) —g(x); z€ Uk}] < MU <U folgt.
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Fiir z € U, ist dann
v(@) (f(2) — fla) = (of —v) (&) + v(2) () —g(xy) + v(2) (¢ — ) (%)
Element von (¢ = kreisformige Hiille)

(of — vg) (X) + (@) (g(2) — glap); v € U+ ME((f —) (K)),
so daB

I| 0 (o) (@) — fle): o€ Uk}]

< I((of— ve) () + T 8 @) (s(0) — glan)s w € U] + MT(T =) (K=,

q. e. d.
9. Problem. Fiir welche vollstindigen nicht lokalkonvexen Réume E gilt bel X

lokalkompakt und W = V stefs
E &, CVo(X) = CVRI(X, E)?

Abschliefend betrachten wir die vorliegenden Ergebnisse im Spezialfall X = K =
kompakter Raum, £ vollstindig und V = Z (Topologie der gleichmafligen Konvergenz
bzw. der gleichmiBigen Konvergenz bzgl. der absolutkonvexen Hiille des Wertebereiches).
In diesem Fall wurden die oben aufgefithrten Probleme bereits untersucht. Klee [15]
nennt einen topologischen Vektorraum E zuliissig, wenn jede kompakte Teilmenge von
E beliebig kleine stetige V erschiebungen in endlichdimensionale Unterraume von E er-
laubt. Dann liegt offenbar stets E ® C(K) dicht in C(K, E). Wegen 3. 8 umfait 6 das
Corollary 2. 3 aus [16]. Shuchat, der dieses Problem ebenfalls gestellt hat, konnte weitere
interessante Resultate herleiten (s. [25]), ohne eine volle Losung angeben zu konnen.

Das uns mehr interessierende Problem 9 wird vor allem dadurch wichtig, dal zwar
nicht fiir jede Funktion aus C(K, E) ein Integral bzgl. eines RadonmaBes existiert, dafl
aber E @, C(K) einen Raum integrierbarer Funktionen darstellt (Gramsch [7]). Das
Riemannsche Integral ist fiir holomorphe Funktionen mit Werten in nicht lokalkonvexen
Riumen von Bedeutung (s. Etter [5], Gramsch, Vogt [8]) und besitzt deshalb viele
Anwendungen. Nach dem vorhergehenden Dbietet es sich jedoch an, das e- Produkt
EeC(K) < C(K, E) als Raum von stetigen. Funkttonen auf K mit Werten in dem ¢ollstindi-

oischen Vektorraum E 2t betrachten, die bzgl. jeden Radonmapes € C'(K)

gen topolog . _
integrierbar sind. Das Integral [fdu einer Funktion f € EeC(K) bzgl. wird dabei als
f bei der Identifizierung entspricht,

Wert der linearen Abbildung ;€ Z,((C(K);, E), die .
an der Stelle u defintert, und die Zuordnung g~ [f duist auf der Einheitskugel von C"(K)
stetig bzgl. der schwachen Topologie a(C"(K), C(K))in E. Es zeigt sich aber, daf} der so

definierte vollstindige Raum von integrierbaren Funktionen (s. 3. 2. (3) (a)) mit dem von

B. Gramsch betrachteten susammenfallt:

10. Bemerkung. Fiir vollstandige topologis
gilt £ &, C(K) = E«C(K).

Beweis. C(K) hat bekanntlich die A. B. Deshalb b
die A. E., und die Behauptung folgt aus 3. 9. (4)-

L. Waelbroeck ([30], Kap.7) hat die von Etter eingefithrten Begrifje im Zusammen-
hang mit Beschranktheitsstrukturen untersucht: ein Element von E ®,C(K) nennt er

ultrastetig. Man sieht nun, daB 10 einen anderen Zugang zu Proposition 7. 1 von 'Wael-
broeck liefert: der Spezialfall von 8 entspricht Proposition 7. 2, und zum Bewels von

Proposition 7. 3 werden gerade die Eigenschaften
E®, C(K)=EeC(K)< CZ*I'(K, E)

che Vektorraume £ und kompakte A

esitzt auch ((_,'(K)); nach 3. 10.(2)

26#
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benutzt. Aus Proposition 7. 3 von [30] liest man dann ab, daf unter den Voraussetzungen
von 10 sogar die Gleichheit

E®,C(K) = E:C(K) = {f€ C(K, E); I'(f(K)) relativkompakt in E}

besteht, wenn auf jeder absolutkonvexen kompakten Teilmenge von E die von E induzierte
Topologie ein Fundamentalsystem absolutkonvexer Nullumgebungen besitzt. Als einfachsten
Fall erhilt man, daB die Gleichheit stets erfiillt ist, wenn £ separierte schwache Topologie
hat.

Viele der Ergebnisse in diesem Paragraphen lassen sich in dhnlicher Weise im
Rahmen der Integrationstheorie fiir stetige Funktionen mit Werten in einem nicht
lokalkonvexen Raum deuten.

9. Die Approximationseigenschaft fiir Riume vom Typ C V,(X) und
Darstellungssitze fiir das injektive Tensorprodukt E &, CV, (X)
Fiir den Rest der Arbeit ist £ stets ein lokalkonoexer topologischer Vektorraum.

Dann erhdlt man eine vollstindige Lésung der im vorhergehenden Paragraphen ange-
schnittenen Probleme fiir CV (X, E).

1. Satz. Sei V >0 Nachbin-Familie auf dem vollstindig reguliren Raum X und
(£, {p.; « € A}) lokalkonvex. Dann liegt E ® CV (X) dicht in CV(X, E).

Der Beweis verlduft wie eine Richtung beim Beweis von 4.8 und benutzt eine
geschickt konstruierte Zerlegung der Eins bei L. Nachbin [18]:

Seien fE€ECV (X, FE), x€A4, 7€V und ¢ >0 beliebig vorgegeben; gesucht ist
g€LE ®CV,(X) mit

bo(f—g) =supp ((vf —vg) (3)) Ze.
zcX

Wegen f€C1,(X, E) st K ={z€X; p,((vf) (x)) = ¢/4} kompakt in X (s. nach
1.2) und v auf K durch M > 0 beschrinkt. Weil » von oben halbstetig vorausgesetzt

wird, existiert eine offene Menge K= K, so dal v(z) < M auf I’Z, M =M. Zu
[€C(X, E) gibt es endlich viele offene Mengen U/, und €U, (k=1,...,9;¢€N)
mit

-1 ~ .
K <I‘U1 Uy <= K und p (f(x) —flzy)) < —fﬁ fiir jedes z € U,.

CV,o(X) ist Teilmodul von C(X) iiber (' B(X), und nach Definition von K findet man
zu jedem r, € K ein f, € CV (X) mit f, (z) + 0: Ist 2. B. eo € B’ mit ey(f(z,) 40 ge-
funden, so setze f, (x) = ey(f(z)) fiir z € X.

So sind die Voraussetzungen von Nachbin [18], 23, Lemma 2 erfiillt, und es gibt
eme Zerlegung der Eins {g;; k= 1,... ¢}« CVo(X) mit g, >0, g, == 0 auBerhalb U,,

q
2g.{x) =1 auf K und qu,c(x) =<1 auf X.
k=1

k=1

.. q
Definiere g(z) = kzl' f(@) g (@) fir 2 € X, s0 daBl g€ E @ CVo(X). Ist 2 € K, so gilt

q ==

f(@) = 2 f(z)g:(x), also

p((vf — vg) (2)) = p, ,:" 2(@)v(2) (@) — f(z)

< kgfl'gk(x) P(@)p.(f(2) — flz) < kéé’k(x) Mgip <=
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Fiir z ¢ K ist g,(2)f(x,) = 0 nur, wenn 2 € U\ K; dann erhilt man wegen U, < K:
P80 (@) f(@) < g (@) [p.((vf) (@) + v(2) P, (F(2) — (@)

= g,(®)

& & 3
A + MW} = gk(x)Z‘g)
so dal}

£ q q 3 .

PO — o0 @) S5+ .o Fawfeo| <+ Saw et
fiir jedes x € X\ K, q. e. d.

Dieser Satz wurde mit einer etwas anderen Methode unabhéngig von J. B. Prolla
[20], 3. 2 gezeigt. Auf dieselbe Weise wie 1 beweist man auch einen vektorwertigen Stone-
Weierstrap-Saiz fir CVy(X, E):

9. Satz. Unter den Voraussetzungen von 1 sei Y ein abgeschlossener linearer Unter-
raum von CV (X, E). Weiter gelte:

(1) Y,(x) = {f(2); f€ Yg} = E fir jedes x €X,

(2) fiir f€ Yy und ¢ € CVy(X) mit Werten in [0, 1] hat man ¢f € Yg.
Dann ist Yy = CV(X, E).

Satz 2 verallgemeinert und impliziert den vektorwertigen Stone-WeierstraB-Satz
fiir die strikte Topologie bei Wells [317, Theorem 2 (vgl. auch Todd [29], Theorem 3).
Noch allgemeinere Ergebnisse wurden vor kurzem von Prolla [21] gefunden.

3. Theorem. Ist unter den Vorausseizungen von 1 der Raum CVy(X, E) volistindig,
so gilt CVy(X,E)=E ®, CVo(X).

Beweis. 1 zusammen mit 4.5.

4. Korollar. Unter anderem erhdlt man aus 3 bei vollstindigem lokalkonvexem E:

M) (C(X,E),7)=E &,(C(X), ) far X = vollstindig reguldrer kp-Raum,

(2) (CB(X, E), B) = E ®.(CB(X), B) fiir lokalkompaktes X,

3) (Co(X, E), 0) = E &,(Co(X), o) und

(4) (C(X,E),i)=E &, (C.(X), i) fir E = Banachraum und X = lokalkompakt
und im Unendlichen abzdihlbar.

Man beachte nun, daB in den interessantesten Fillen E ¢CV,(X) ein topologischer

Unterraum von € Vo(X, E) ist. Ist dann E © CV,y(X) dicht in CV4(X, E), so er'st r.echt
in E&CV,(X). Damit folgt aus 1, 4.4, 3.9.(2) und 3.10. (2) das Hauptergebnis dieser

Arbeit:
5. Theorem. Seien die Vorausselzungen wie in

so daf
() W <V und X kg-Raum oder (1) Z = V.

{ und V eine Nachbin-Familie auf X,

Dann gilt:
(1) Esist E ® CVo(X) dicht in EeCVy(X).
(2) Ist E vollstindig, gilt
E®, CVy(X)= EcCVy(X) = CV,(X, E).

(3) CVy(X) hat die Approximationseigenschaﬂ. Ist E vollstindiger lokalkonvezer

Raum mit A. E., so besitzt CVo(X, E) die A. E. '
(4) Ist (CV(X)); quasivollstindig und hat CV4(X) die Topologie 7y, s0 hat auch

(CV, (X)), die A. E.
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(5) Firr (F)-Riume E und CV  (X) besteht die Isomorphie

~

(CVo(X, E)), = E; &, (CVy(X)), (vervollstindigtes projektives Tensorprodukt).

Dabei benutzt man zum 2. Teil von (3) das Corollaire 2 von Proposition 11 bei
Schwartz [24], p. 48 und zu (5) H. Buchwalter [34], (2. 7).

6. Korollar. Nach 5. (3) haben etwa folgende Riume die A. E.:

(1) (C(X), ) fir X vollstindig reguldrer kg-Raum,

(2) (CB(X), B) fiir lokalkompakies X,

(3) (Co(X), o),
(%) (C(X), 1) fir X lokalkompakt und tm Unendlichen abzihlbar.

In 4 und 6 sind eine Reihe bereits bekannter Resultate enthalten; wir erwihnen
nur, daB 4. (1) im wesentlichen Theorem 3 in Dietrich [3] und 6. (2) das Theorem 3. 1
bei Collins und Dorroh [2] ist.

AbschlieBend soll eine etwas andere Methode fiir den Beweis der A. E. von
CV,(X) mit Hilfe vektorwertiger Funktionen angegeben werden. Dieser neue Zugang
klirt auch den Zusammenhang von Tensorprodukt E @, CV (X) und &-Produkt
EZCV,(X) in allgemeinerem Rahmen, z. B. wenn CV(X) nicht vollstandig ist. Dabel
erwihnen wir zunichst ebenfalls die entsprechenden Ergebnisse fiir Réume vom Typ
CV(X), da wir sie in Teil II der Arbeit noch benétigen werden.

7. Definition. Es sei
CVI(X,E)={f€C(X, E[o(E, E")]); (vf)(X) beschrinkt in E fir jedes v € V}
und
CVX,E)={f€C(X, E[o(E, E")]); vf verschwindet im Unendlichen fur jedes v € V}.

Man beachte, dal nach dem Satz von Mackey die Beschrinktheit von (vf) (X) in
der Topologie von E dquivalent ist dazu, daB die Menge in der schwachen Topologie von
E,= E{o(E, E')] beschrinkt ist. Daher gilt

CVY(X,E) = CV(X, E)) und CV(X, E) = CV*(X, E).

CV°(X, E) und CV{(X, E) sind lineare Riume, auf denen, wenn {p_; x € A} das
Halbnormensystem von £ angibt,

br (f) = sup p,(v(2)}f(2)) = sup v(2) p.(f(x))
z2€X z€X
fir v €V, €4, f€CV(X, E) ebenfalls definiert ist. Das gerichtete System
fbr;x€ A, veV}

gibt also auf diesen Réaumen (fiir V' > 0) eine lokalkonvexe Topologie, die CV (X, E)
bzw. CVy(X, E) zu topologischen linearen Unterrdumen von

CV°(X, E) bzw. CV®(X, E)

macht. Fiir lokalkompakte X liegt C, (X, E,) dicht in CVJ(X, E).
8. Satz. Definiere fiir u € EECV(X) (V > 0) die lineare Abbildung

A:a>(z>0(8,) (z€X).
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Dann erhdilt man:
(N 4 ist topologischer Isomorphismus von E€CV(X) in CV°(X, E); fiir
fe€A(EECV (X)) und v€V

stellt I'((vf) (X)) eine relativkompakte Menge in E dar.
(2) A definiert einen topologischen Isomorphismus von EcCV(X), einem Teilraum
von EcCV(X), in CV{(X, E).

Bewets. Es gilt Z(ﬁ) — 7 o I, wobei I die kanonische Abbildung von Xin CV'(X)
bezeichnet, die nach 4. 1.(1) stetig in (CV(X)), = CV(X)[s(CV'(X), CV(X))] ist.
Nach Schwartz [24], Propositiond von 1, p. 35/36 ist u€ EzCV(X) stetig von
(CV (X)), in E,, so dal Z(ﬁ) als Zusammensetzung zu C (X, E,) gehort. Die restlichen
Teile beim Beweis von 4. 4 ibertragen sich offenbar auch auf diesen Fall, q. e. d.

Bei Identifizierung von topologisch isomorphen Riumen gilt also allgemein — wir
setzen stets V > 0 voraus —

Eo,CV(X)= EiCV(X)<CVI(X, E) baw. E®, CVy(X) < EZCV,(X) < CV3(X, E),

und auch 4. 5. (2) bleibt mit CV°(X, E) bzw. CV{(X, E) anstelle von CV (X, E) bzw.
CVo(X, E) richtig. Fur lokalkonvexes E ergibt sich em neuer Beweis der Inklusionen
EoCV(X)<CV(X,E) bzw. E® CV,o(X) = CVy(X, E) daraus, daB auf dem endlich-
dimensionalen linearen Unterraum von E, der das Bild von f€E @ CV(X) bzw.
E ® CV(X) enthalt, die Topologie von E mit der von ¢(E, E’) induzierten identisch ist.
E @ CV,(X) liegt natiirlich i. a. nicht in CV¢(X, E) dicht; es 148t sich aber eine zusatz-
liche Eigenschaft der Funktionen aus EeCVy(X) < CVe(X, E) finden, die es spater er-
laubt zu zeigen, daB E ® CV,(X) stets n E3CV,(X) dicht ist (sofern X lokalkompakt).

9, Lemma. Sei = A@)€EECV(X) < CVe(X, E) bmw. EeCV(X)= CVi(X, E)
und v € V beliebig. Definiere Ay, = {x € X;v(x) = ¢ fir e > 0. Dann bildet f die Menge
A, stetig in E ab.
und wenn gezeigt wird, dal I(4,,) in einer gleich-
X) liegt, folgt die Behauptung, weil u auf jeder
er schwachen Topologie in E ist. In der Be-

Beweis. fl, = idolly,,
stetigen Menge von CV'(X) bzw. CVq(
solchen Menge stetig als Abbildung von d
zeichnungsweise von 4. 2 gilt aber

{0(2)0,; 2 € Ay of = U,
also

[l = b 2 €Ay} < (€ CV(X) baw. CVo(X);br() =

w. Z. b. w.

Ist Z < V, so gibt es eine Funktion v € V mit v(x) =1 fiir alle z € X. Nach 9
bildet [ — A (i) ganz X stetig in E ab. Analog st fur 1V < ¥ die Funktion £ auf jeder
kompakten Teilmenge von X stetig in E, also stetig auf X, wenn dies kg-Raum 1st.
Das liefert einen neuen Beweis von

E:CV(X) = EeCV(X) < CV(X, E) bzw. EiCV(X) = EeCV(X) < CVo(X, E)
unter den Voraussetzungen von 4. 4 (und bei lokalkonvexem E). Von nun an betrachten

wir wieder nur den Fall CV(X).
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10. Satz. Sei V >0, X lokalkompakt, (E,{p,; x € A}y lokalkonvex. Dann liegt
E @ CVy(X) dicht in EECV (X).

Das Argument mit der Zerlegung der Eins muf hier modifiziert werden, weil die
Funktionen aus dem &-Produkt nur auf Teilmengen von X stetig zu sein brauchen.

Zu f€EeCVy(X), v€V, a€A4 und ¢ >0 ist g€ E® CV,(X) zu finden mit
P ((vf — vg) (2)) = ¢ liir jedes z € X. Fiir f€ CV5(X, E) gibt es ein kompaktes K in X
mit p, ((vf) (x)) < e/4 fiir z € X\ K. Es sei v auf der AbschlieBung K’ der offenen relativ-
kompakten Umgebung K’ von K durch M > 0 beschréinkt. Weil f stetig von X in E,
1st, ist f(K) eine in £, kompakte, somit in E beschrinkte Menge: Fiir N > 0 sei
p.(f(z)) £ N (z € K beliebig).

Setze A = A, oy und K=Kn E(E kompakt). f bildet A nach 9 stetig in £ ab;
daher ist fiir € K und mit U:{eEE‘ p.le) < 2M} die Menge S, = f|3'(f(z) + U)
offen in 4, S, =0, A fir geeignetes O, offen in X. Mit U, = O, ~ K’ erhilt man in

U U, eine offene Uberdeckung von K von der U U, (U, = U,,) eine endliche Teiliiber-
(zieelzkung bilde:
K< CJ U, < K,
k=1
U, offenin X, 2, € U, ~ K, so daB
P.(f(@)—f(zy) < 2_11T fiir £€U, ~ 4.

Sei {g.; k=1,...,¢}<C.(X,R) eine dieser Uberdeckung zugeordnete Zerlegung
der Eins und g(z) :ké f(%.)g(x). Zum Beweis, daB g die gesuchte Funktion ist, betrach-
ten wir die Félle 1. x € K, 2. € K\ K, 3. 2 € A\K, 4 2 € X\(K v Z).

1. Es gilt

q
p((of — v8) (@) = p. Lg 2()v(2) (&) — Flzw)

q
< —
:kglé’k(x)M 2M <e

2. Hier ist z ¢ Z, d. h. v(z) < /2N,

Po((0f —29) (9) = v() (. (F@) + .

5’ 2u(@) f(,)

B [N+ Zg@)N|<e.

3. g(@)p.(v(2)f(z) = 0 nur, wenn z € U,\K; dann gilt aber

p.(r@f(x) = p(r(@)f(2)) + v (@) p,(f(z) — f(2) )/£+M»ﬁ=~4—

somit

p.((vf —vg) (x)< j,i—+pa v(z

b p((0f —vg) (@) < + v(@)p,
g.e. d.

11. Theorem. Sei V >0, X lokalkompakt.
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(1) Dann hat CV(X) immer die A. E. im Sinne von L. Schwartz, d. h. die Identitiit
gon E = CVy(X) ist Berithrpunkt von E @ E' tn dem Raum £, (E, E) der stetigen linearen
Operatoren auf E, versehen mut der Topologie der gleichmiiffigen Konvergenz auf absolut-
koneexen kompakten Mengen in E.

(2) Ist CV,(X) quasivollstindig, so erfilll CVo(X) die A. E. im iblichen Sinne.

Beweis. (1) folgt aus 10 nach Schwartz [24], § 1, Proposition 11, withrend fir quasi-
vollstindige Réume allgemein die Approximationsbedingungen von Schwartz und von
Grothendieck identisch sind.

Als Beispiel zu diesem Theorem 11 betrachte man die von W. B. Jones in [13]
eingefithrten lokalkonvexen Raume H(X) und C(X) mit der Topolegie 7,. Dabel
ist X ein Gebiet in der komplexen Ebene, H(X) = holomorphe Funktionen auf X und
74 die Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf dem System & aller kompakten
Teilmengen von X, die nur endlich viele Haufungspunkte besitzen. € (X)[74] ist ein
vollstandiger gewichteter Raum stetiger Funktionen vom Typ CV,(X) fiir

V = {ye; 4 >0, €S}

und besitzt daher nach 11.(2) die A. E. Wegen [13], Corollary 2. 2 stellt C(X) [ty die
Vervollstindigung von H(X) [4] dar. Da ein lokalkonvexer Raum bekanntlich die AL 1.
besitzt, wenn dies fiir seine vollstindige Hille giltt, hat also auch H(X)[1g) die A E.
Weder C(X) [ry] noch H(X) [14] sind iibrigens nukleare Riume (vgl. p. 154 von [13]).

Zusatz bei der Korrektur. In dem Artikel von Per Enflo, A counterexample to the
approximation problem (erscheint in Acta Math.) wurde kiirzlich zum ersten Mal ein
Banachraum angegeben, der die Approximationseigenschaft nicht besitzt.
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