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Eine assoziative Algebra iiber einem Unterraum
der Distributionen

BENNO FUCHSSTEINER

Es wird eine assoziative Algebra, die eine Erweiterung der Algebra der
stetigen Funktionen ist, und fiir welche die Produktregel des Differential-
operators glltig ist, fiir einen Unterraum F der Distributionen gesucht. Man
kann zeigen, daB eine solche Algebra vollstindig definiert ist, wenn man alle
Produkte 6/ (4 e F, o ist eine d-Distribution) so vorgibt, daB die Produkte
0z 4; und 2,64, assoziativ sind. Da die Distributionen stch als formale At?-
leitungen von stetigen Funktionen auffassen lassen, kann man jeder Distri-
bution ~ = D"g (g ist eine stetige Funktion, D der Differentialoperator) durch
die n-fache rechte bzw. linke Derivierte von g einen Wert W i(x) fir jeden
Punkt x der reellen Achse zuordnen. Der Unterraum F 1st so definiert, dal3 dieser
Wert immer existiert.

Indem man

(Z A, d(x — x,,)) 2= (Wilx,) 4, 8(x — x,))
sctzt, erhdlt man eine den obengenannten Forderungen geniigende Algebra;
diese Algebraist nicht kommutativ. Es wird weiterhin gezeigt, daB diese Algebra
die einzige Algebra ist, die den vorgegebenen Bedingungen geniigt.

§ 1. Einfiihrung

Wir betrachten Aquivalenzklassen von Funktionen. Zwei Funktionen sind
aquivalent und gehéren damit zur selben Funktionenklasse, wenn ihre Funk-
tionswerte nur auf einer Teilmenge des Definitionsbereichs, die das Lebes-
guesche Mall Null hat, verschieden sind. Im folgenden wollen wir die einzelnen
Elemente der Funktionenklassen mit Wertfunktionen oder auch Wert be-
zeichnen. Die Funktionenklassen werden, wie dies auch in der Literatur tblich
ist, als Funktionen bezeichnet.

Es werden reelle Distributionen von einer Variablen untersucht. Der Be-
griff Distribution wird im Sinne von Sebastido e Silva [6], [7] gebraucht.
Sebastido e Silva stellte ein kategorisches Axiomensystem der Distributionen
auf. Er zeigt also, daB alle Realisierungen dieses Systems einander isomorph
sind. Das Axiomensystem sei hier kurz wiederholt. f sei die Menge der stetigen
Funktionen, T die Menge der Distributionen.



Eine assoziative Algebra 303

Axiom 1. fCT.

Axiom 2. Es existiert eine lincare Abbildung D von T auf sich,
D:T—T.

welche eine differenzierbare Funktion auf ihre Ableitung abbilder.
{\xmm 3. Fiir jede Distribution 4 existiert eine natiirliche Zahl r und ein
gef, so dafs
+r=D"g.
Axiom 4. Ist r eine natiirliche Zahl und gilt firgef.hef
D'h=D"y,
dann ist h — g ein Polynom vom Grade <r.

Man k'ann nach diesem kategorischen System die Distributionen als for-
male Ableitungen endlicher Ordnung der stetigen Funktionen ansehen.

_Ist gef genau n-mal stetig differenzierbar, ist also D" gefund D" g ¢f.
50 ist die globale Ordnung von g gleich —n. Die globale Ordnung von g wird
mit G(g) bezeichnet.

Glg)= —n.
Mit
G(D):= G2+ 1 fiir alle AeT
ist die globale Ordnung dann fiir alle Distributionen definiert. Da der Begriff
der lokalen Ordnung fiir unsere Zwecke nicht benotigt wird. werden wir die

globale Ordnung kurz mit Ordnung bezeichnen.

§ 2. Fast-beschriinkte Distributionen

‘ Der Unterraum F der Distributionen. fir den wir im folgenden eine asso-
ziative Algebra suchen, wird der Raum der fast-beschrinkten Distributionen
genannt

FCT.
D"y heilt fast-beschrinkt. wenn sie
ktiong (g €f) ist. die fr jede natirliche

T bis auf eine endliche Punktmenge

Definition {. Eine Distribution S
Ableitung endlicher Ordnung einer Fun
Zahl k und in jedem endlichen Intervall
J (k. g). k-fach gleichm@Big stetig differenzierbar ist.

g ist eine Stammfunktion von .

Beispiele fiir fast-beschrinkte Distributionen sind:

Ix],  olx—xy), dx —x3).. e

Das heiBt,mit 4 € F gilt auch D€ F. Weiter
der Definition der fast-beschrinkten Distri-
tetige Funktion ist, die in jedem endlichen

F ist beziiglich D abgeschlossen.
folgt fiir 2 € F und 4 = Dglg € f) aus
butionen, daB / eine stickweise s
Intervall beschrinkt ist.

22 Maih. Ann. 178
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§ 3. Forderungen an eine Algebra der fast-beschriinkten Distributionen

Es soll nun fiir F eine Algebra A gesucht werden.
A:F x F—F.

Und zwar sollen alle Algebren betrachtet werden, die folgenden Bedingungen
genugen.

Al A(G X Ay)=4, Ay, (24, Ay € F)wenn G(7,) €1 und G(i;) £ 1. Dabei ist
iy 7o die Funktion, die durch Multiplikation der Funktionswerte der stiickweise
stetigen Funktionen /.| und 4, entsteht.

A I1. In der Algebra existiert eine Derivation D, die mit dem Differential-
operator identisch ist. Es gilt also

DA(}'I X ;.2): A(D).l X /:2)+A(/:.1 X D/ﬁ..z) .
AnArEF.
A Il1. Die Algebra ist assoziativ
igs Ay, Ay EF .
Die Kommutativitit der Algebra wird nicht gefordert. Der Einfachheit halber
wird im folgenden A(4, x 4,) mit 4, 4, bezeichnet. A Tbedeutet, daB dic Algebra
eine Erweiterung der Funktionenalgebra ist, in der nach A 11 die Produktregel

der Differentiation giiltig sein soll. Es wird also insbesondere die Leibnizsche
Formel giiltig sein

(D)= Y (— 1) ('z) D™ *{;i, D*A,} . (1)
k=0

PRIV IR-Y O
Mit A I sind dann alle Produkte 4, 4, definiert, fiir die gilt
Gir )+ G(ry) =2,

Die so erklirten Produkte sind die schon von L. Schwartz [3], [4]. [5] be-
trachteten «produits multiplicatifs ».
Es sollen nach einigen Vorbereitungen folgende Sitze bewiesen werden.

Satz 1. AL A Il und A 11 sind widerspruchsfrei, d. h. es existiert mindestens
eine Realisierung des Systems.

Satz 2. Keine Realisierung ist kommutativ.

Die Sitze werden durch Angabe aller Realisierungen bewiesen.

§ 4. Der Wert einer Distribution

Die Untermenge der stetigen Funktionen von F wird mit ¢ bezeichnet
(e C f)..D1e ersten Ableitungen D¢ der Elemente von ¢ sind stiickweise stetige
Funktionen. Wir betrachten einen Operator 7

T:-F—-Dep.
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Definition 2. Ist A=D"g (A€ F,ge @), so ist TA(x) einc Funktion aus De
mit dem Funktionswert:
d"g{x)
Ti(x)= dx"
undefiniert sonst.

fir x¢J(n g)

Da die Punktmenge, auf der T/4(x) undefiniert ist, eine Menge vom Mab Nulil
ist, wird durch T4(x) eine Funktionenklasse im Sinne von § 1 bestimmt.

Es ist
Ta=o fiiralle xeDeo.
Also gilt
T°=T. (2)

T ist ein Projektionsoperator.

Es sollen nun den Funktionen T4A(x) («= D" g) auch Funktionswerte in den
Punkten aus J(n, g) zugeordnet werden. Es wird jeder fast-beschrankten Distri-
bution ; eine Wertfunktion zugeordnet, in dem die offenen Mengen, tber
denen T definiert ist, abgeschlossen werden. Dafiir wird die Menge der reellen

Zahlen R in zwei beliebige fremde Punktmengen zerlegt

Der Wert einer Distribution 4, d. h. die der Distribution 4 zugeordnete Wert-
funktion W i(x) wird dann folgendermaBen definiert.
Definition 3.
1iﬂn& Ti(x—lg)) fir xe P,
Wik = lim Ta(x+ e fir xePs

erte immer (s. Definition 1. Die zu

Fiir 2 = D"g e F existieren diese Grenzw
wird definiert durch

Wi(x) komplementire Wertfunktion W A(x)

Definition 4. . )
{ll_{l’(} Ti(x+lg)) fur xe P,

WA= Vtim Tigx—le) fiir xePa.

Fiir stetige Funktionen ¢ gilt
Wy(x) = Wglx).

An den Sprungstellen der Elemente aus D¢ sind jedoch Wert und komple-

mentirer Wert verschieden.

§ 5. Homogene fast-beschriinkte Distributionen

Es wird folgender Projektionsoperator eingefiihrt.
n=1-T. (3)

Wir definieren 4
DTITD, DH'—_-'HD. ( )

22+
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Es gilt:
D:DT+DII' (5)

Da T und II Projektionsoperatoren sind, besitzen D, und D im Gegensatz

zu D keine Rechtsreziproken.
Aus Definition 2 folgt

TDTi(x)=TD/(x).

Also 1st
IDT=TD. (6)
Damit gilt
D;D,=TDU-THD=TDT1—-T)D=0. (7)
Fir D" erhilt man dann
D"=(D; +Dpy'= 5 D} *Dk. (8)
k=0

Den Integraloperator I, fiir fast-beschrinkte Distributionen definieren wir mit
Definition 5. 1,D .= 2 — W i(a).
a 1st cine Konstante,

Es soll nun noch der Begriff der homogenen fast-beschrinkten Distribution
eingefithrt werden,

Definition 6. Eine fast-beschrinkte Distribution 4 ist homogen von der
Ordnung n, wenn folgendes gilt

a) =Dy 'a(xe Do) fir Gi)=n>1.

b) TD*" ", =0 fir G()=n<l.
Die Menge der homogenen Distributionen wird mit h bezeichnet. k" ist die
Menge der homogenen Distributionen von der Ordnung n. Mit Definition 6
ist offensichtlich, daB die Ableitung einer homogenen Distribution wieder
homogen ist. Die Umkehrung gilt auch; ist die n-te Ableitung von A homogen,
so ist auch « homogen. 4-Distributionen sind die homogenen Distributionen
zweiter Ordnung. & ist die Menge der 8-Distributionen.

Mit dem Operator §,

Sn:’:+lD11D;. ”m(), 1,2,3,...
und fie ¢ erhalten wir Distributionen S,f5, die homogen von der Ordnung

1 — n sind.
Damit erhalten wir fiir § € ¢ folgende Zerlegung

ﬁ=(1— zsk)m iskﬁ. 9)
k=0 k=0
Mit GL. (8) erhilt man

m)'(1— Zsk)ﬂ:o fir r<n+1.
k=0
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Daraus folgt, daQ der erste Term in (9) eine Distribution der Ordnung —n ist.
Der zweite Term ist eine Summe von homogenen Distributionen verschiedener
Ordnungen. Wendet man auf Gl. (3) den Operator D™ an, so erhilt man:

Hilfssatz 1. Jede fast-beschrénkte Distribution ;. mit G(4)=m,kann fiir jedes

S () in of : : )
J”E*: 0 in eine Summe zerlegt werden, die aus einer fast-beschrdinkten Distribution
2% mit G(2¥)y=m —n < G(2), und einer Summe von homogenen Distributionen

besteht

).:D'"/)’:D’"(Ia Z Sk)[i+ }: D"S,

}.*:D"‘(if 5 sk)/a.
k=0

Man muB daher fiir eine Algebra der fast-beschrankten Distributionen nur die
P T_Odl_lkte. von homogenen Distributionen betrachten. Denn man kann fiir zwei
Distributionen 4,. 4, mit G(£;}=Kk, G(,) =1 nach Hilfssatz 1 folgende Zer-

legungen wihlen
g =it Yy hek
Gy=iX4 Y hy  hheEl
mit G(;*¥)< — | und G(i$)< — k.

Damit sind die Produkte, bei dene
durch A T und Gl. (1) bestimmt.

1 nicht beide Faktoren homogen sind,

§ 6. D-Algebren

n von fast-beschrankten Distributionen be-
Al und ATl erfiillt sind. Die

Diese Algebren werden wegen

im folgenden sollen Algebre
trachtet werden, fiir welche die Bedingungen
Assoziativitit soll noch nicht gefordert werden.
der Giiltigkeit der Gl. (1) D-Algebren genannt. Es genligt.€ine D-Algebra der
homogenen fast-beschridnkten Distributionen Zu betrachten. Eine solche
D-Algebra erhilt man durch bilineare Abbildungen A,:8x B"—~F. Fur
n=1.2.3. ... kann man diese bilinearen Abbildungen willkiirlich wihlen.
Firn<0ist A, durch Al und Gl (3) definiert. Mit den A, und der Giiltigkeit
von Gl. (1) ist dann eine D-Algebra eindeutig definiert, wenn man

S = A0, % h)

setzt.
Denn es sind dann alle Produkte von homogenen fast-beschrinkten D?str@'
werden. Alle homogenen Distri-

butionen eindeutig bestimmt; dies soll gezeigt st
butionen lassen sich als D™d, bzw. 1"6,(0,.0;€ 3) darstellen. Aus der Leibniz-

schen Formel folgt fir (D"3,) Iy

- "o n k(s .
(D’"ol)h';:k;(—l)"(k)l) k(6,D*hY). (10
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Die Glieder auf der rechten Seite sind aber durch die A, bestimmt. Fiir
(I"3,) K5 folgt aus der Leibnizschen Formel

r

(") =Y (= 1) (k) D (DM ) I

k=0

Wihlt man ein r = Max (m, n + 1), so kann man schreiben

o)=Y (~1 C) D (D'175,) Il
=0 (11)

r

by (—~1)"(k> D" ((D*76,) Ik

Darzn+1und!<m,sind in der ersten Summe die Terme (D'P3,) I'h% durch
A T'und Gl. (1) bestimmt. In der zweiten Summe sind die einzelnen Produkte
mit GI. (10) bestimmt.

Man kann also durch beliebige Vorgabe der Abbildungen A (n=1,2,3,..)

cine D-Algebra konstruieren. Jedoch sind nicht alle so konstruierten Algebren
assoziativ.

§ 7. Assoziative D-Algebren

Wir wollen uns tiberlegen, wann eine D-Algebra assoziativ ist. Offensicht-
lich muf3 bei einer assoziativen Algebra fiir jede §-Distribution gelten

2O 25) —(2.0,) 7% =) (12)

(0y£) 2* =0 (A2%)=0. fir alle ,,7*eF und 0, ED. (13)

Dal die Giiltigkeit von (12) und (13) auch hinreichend fiir dic Assoziativitit

der Algebra ist, werden wir im folgenden zeigen. Wir gehen davon aus, daB (12)
und (13) erfiillt ist. Dann gelten folgende Hilfssiitze.

Hilfssatz 2. Es gibt keine homogene Distribution hy mit G(h))>2, fir die
eine der Ungleichung gilt

i 2y —(2h) 2% %0 (14)
(hyr2)2* —h (Z:%)=0. (15)

Beweisannahme: Es gibt Distributionen h, mit G(h,)> 2,fur die eine der
Ungleichungen (14) oder (15) erfiillt ist, z. B.
/-'(hl;'*) - (;.’11) /-.* :# 0 .
Das Minimum der Ordnungen G(k,) bezeichnen wir mit n. Es muB ein Mini-
mum existieren, da mit n> 2, n nach unten beschrinkt 1st. Wir betrachten ein

hy = Dh¥ mit G(h,)=n.
Aus  A{(Dhy) 2%} — {( Dh,)i*) =D {ilht %) — (iht) 3*)
— (D) (3% + {(DA) h*) i*
— A(h¥ Di*)+ (Ah*) Di*]£0
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und G(h¥)=n—1 folgt, dall es auch homogene Distributionen h; geben
miiBte, mit

Gh)=n—-1
Ufld (;‘lhl);'z—;'l(hl;‘“z):ko'

Dies widerspricht aber der Voraussetzung, daB n minimal ist. Die Beweis-
annahme war also falsch. Fiir (15) ist der Beweis vollig analog.
Hilfssatz 3. Es gibt keine homogene Distribution h, mit Ghy) <2, fir die

eine der Ungleichungen
(Ahy) i*¥—Ah 2%} %0 (16)

(hyA) 2% —hy(AA%) %0 (17)
gilt.
Beweisannahme: Es gibt h, mit G(h,) < 2,fir die (17) erfillt ist. Das Maxi-
mum der Ordnungen der h, bezeichnen wir mit n. Es existiert, da G(h)) nach
oben beschrinkt ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir an-

nehmen, daB3 i oder * von endlicher Ordnung ist, denn wenn beide x — oft

differenzierbar wiiren, wire das Produkt sowieso assoziativ. Wir nehmen an

G(A) > — . o
Weiter zerlegen wir 4 in eine Summe von homogenen Distributionen. Es

muB also eine homogene Distribution h* geben, fiir die gilt:
(h h*) 7% —h(h*25) %0 und G(hy)=n.

h*) nach oben beschrankt. Es gibt

Durch den Hilfssatz 2 ist die Ordnung G( inkt.
lches wir mit m be-

fiir die Ordnungen von h* also auch ein Maximum, we
zeichnen. Wir betrachten nun:

h, (%) — (hy %) % £0 mit G(hy) =n
Gih*)=m.
Mit ;* = D* § geht die Ungleichung tiber in:

I (hD*B) — (h h*) D* = D" th (h* ) — (h h*) B} *+0.

die iibrigen Glieder fallen wegen der Maximaleigenschaft von G(h*) und Gihy)

weg. Mit h, = D"h, geht die Ungleichung tiber n

D*{(D" ho) (h* ) — [(D"ho) h*] B} = [Z (— 1) (?) D+ {ho(h* D" B)
=0
—(hoh*)D"‘ﬁ}]#O.

Wihlen wir nun k und r so, daB
G(D'p =1
G(ho) é 1 ?

so sind die Terme auf der rechten Seite assoziativ.
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Es folgt also entgegen unserer Annahme
hyth* 2%) —(h h*) ;%x = () .

Der Beweis fiir (17) ist wieder analog.

Aus Hilfssatz 2 und 3 folgt, da3 die Giiltigkeit von (12) und (13) notwendig
und hinreichend fiir die Assoziativitit der D-Algebra ist.

§ 8. Angabe einer assoziativen D-Algebra

Fast-beschrinkte o-Distributionen lassen sich darstellen als

Y A 8(x—x,). (18)

wobel an die x, nur die Bedingung gestellt ist, daB sie im Endlichen keinen
Haufungspunkt haben diirfen. Als weiteres Hilfsmittel wollen wir noch das

Produkt von o-Distributionen mit Wertfunktionen definieren.
Defirition 7.

Woly A0(x xn)} = {Z A,8(x — x,,)} Wiz Wilx,)A,d(x—x,)

(m tn) (n)

W, {Z Ané(x—xn)} = {Z A,,é(x—x,,)} Wi=Y Wilx,)A,dx—x,).

() in) (n)

Diese Definition ist kein Vorgriff auf die gesuchte Algebra, da Wertfunktionen
nicht Elemente von F sind. Jedoch ist das Produkt wieder Element von F;

es ist eine 3-Distribution.
Es wird nun eine D-Algebra definiert durch
A0 X I = WIS, hrepr. (19)

Fir n<o genugt diese Produktdefinition A | und Gl.(1). Es sollen nun all-

gemein die Produkte von homogenen Distributionen fiir diese D-Algebra
bestimmt werden.

Aus (19) erhalten wir
d;24=0, wenn T/i=0

oder ol 2)=0 fiir alle 0,€d und ieF. (20

Durch Differentiation von (20)

51DH).+(Dc31)(H),):0,
und mit (19)

(Do) (I1)=0.

Durch weitere Differentiationen

(D"3,) (I13)=0. 1)
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Aus (21) folgt durch Zerlegung von [T/ in homogene Distributionen
(/) (:*)=0.
Wir miissen also nur noch (77) 3, bestimmen, da
(I1:)6,=0.

Mit #(x — x;) bezeichnen wir

+1 fir x>Xxy
nix —xy)i= "
—1 fir x<xy.

Da alle 8-Distributionen sich in der Form (18) ausdriicken lassen und alle
Sprungfunktionen sich als Summe aus einer stetigen Funktion und einer
Y nlx — x,) darstellen lassen. wobei die x, im Endlichen keinen Haufungspunkt

{n)
haben diirfen, geniigt es n{x — x;) 0(x = X,)

28(x — x,)=Dnlx —x3)

7u betrachten. Mit

gilt nach der Produktregel

2n(x — x,) 6(x — X5)= — 20(x — x )l — X2+ D {n{x—x,} nlx —xy) . (23)
Aus
n(x — x,) nlx — X0 = nlx — X)X — x)=nlx—x)—nlx— x)+1, o8
far X, 2 Xk '
folgt mit (23)
dx—x3) fiir x;> X,
S(x — X, nlx— x4} = —d(x—X3) fir x, <X, (25)
— n(x~x2_)(5(,\'—.x2) fiir x,=X;.
Da definitionsgemil
dx — Xl — Xy = W(x — x ) 0x — Xa).
gilt mit (25)
nix — X)) olx — X,)= Wip(x — x ) 0lx = X3
Daraus folgt fiir alle 2 € F.0, €9
(261

204 (W), -
Weiterhin erhilt man mit (19).(22) und (26)
Wi, r)=W2or Wi,
die durch (19) vorgegeben
lso die Algebra assoziativ ist.

Man kann nun priifen, ob fiir D-Algebra die
Gln. (12) und (13) erfiillt sind. oba
() i) = = Wi, Wi 01>
)/ L= W/2 Wi, 0y
£2) = (0,4 NESE

27) und Definition 7.

Es gilt / (
(220
0y (/

Dics folgt unmittelbar aus {
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Die durch (19) definierte D-Algebra ist also assoziativ. Damit ist Satz. 1
bewiesen. AuBerdem ist die Algebra, wie aus (25) ersichtlich, nicht kommutativ.
Dies liegt daran, daB es fiir Sprungfunktionen immer ein X gibt, so dafB3

Im néchsten Kapitel werden wir zeigen, dal} nur dije vorliegende D-Algebra
assoziativ ist, d. h. da assoziative D-Algebren sich nur in der Zerlegung des
Triigers unterscheiden.

Wir wollen noch den allgemeinen Ausdruck fiir das Produkt zweier fast-
beschrinkter Distributionen

AIZDmal, /:2=Dn0(2, al,a2€¢

angeben. Man erhilt durch Anwendung der Derivationsregel und mit (22):

) m k—‘l k-—l ~ ~ b
firg= Y )3 (‘“l)r( , )Dkﬁl "Dy D7 Fay Dyt %x3)
k=1r=90
n k-1 k—‘l -
+ Z Z (__ l)r( . )Dk—l_r(D’Tn+ra1 DHD? k-&‘f)_)
k=1r=0

+ (D7) (Df ) .
Die Produkte in den Klammern sind mit (19) und (26) vollstindig bestimmt.

§ 9. Eindeutigkeit der Algebra

Wir wollen nun zeigen, daB nur die durch 0,4=20,- W, bestimmte D-
Algebra der fast-beschrinkten Distributionen assoziatjv 1st.

Da fiir eine assoziative Algebra 6(x —x ) - n{x — x;) zum Kern, der durch
(X —x,) vermittelten Abbildung, gehort, da also

(x = X,) 0(x —x,) mlx — x,) = 0.
mul} gelten

dx — x,)n(x — X)=Adx—x,).
Weiterhin ist
nlx—x P =1,
alsoist A2= 1, oder 4 = +1.
Aus (24) erhilt man durch Differentiation

nx —x,) d(x — x,) = Ox—x,), fiir x,>x,
O(x =X ) n(x — x,) = n(x—xz)é(x-xl)-———5(X-x1), fir x;,<x, (28)
ﬁé(x—xz)q(x——xl), fiir x=x,.

Beide Losungen von A kommen also nur fir 6(x — x,) n(x — x,) = A4 5(x — x,)
in Betracht. Sie unterscheiden, ob x, e Py oderx, e P,.

Wir wollen nun zwej Hilfssitze beweisen, die fiir eine assoziative Algebra
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Hilfssatz 4. Wenn fiir alle kS N
8®(x — x,)nlx —x5)=Wn(x; — x5} 6W(x — xy)
und n(x — x,) W (x — x;) = Wn(x; — X)) oM(x —x,),
50 ist 5 (x — x,) 0x —x3)=0 fir alle kr=N.

Beweis. Ist x5 = x, so bilden wir

39 (x —x ) (x —x;) 8V (x —x3),  mit x; <X;<X3 oder mit x;>X;>X3.
Fiir diesen Ausdruck erhilt man bei Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes:

OW(x —x,) 87 (x —x3)=— M (x —x,) 8"(x = x3).
Daraus folgt

SH(x — x,) dN(x —x3)=0, fir x;+x;.
Ist x5 = x, so bilden wir
OR(x — x ) n(x —x;) 0 (x —xy)= Wi{x=x,) 6W(x— DoV —xy)

= Wy(x = .\1) SR x — x )0 (x—xy).
Da fiir x = x,, Wy + Wh, ist also auch
§®(x — x,) 6" (x —x,)=0.

Hilfssatz 5. Wenn fiir alle k,r N
sM(x —x,) 6" (x —x3)=0

und IV(x —x )nlx —x;)= Wi(x, — x3) M (x—xy) (29a)
nix —x,) dM(x — rl) Wi(x, —x,) 6M(x = x4}, {29b)

50 ist N TV (x — x ) nlx — Z)ZWU(.\‘I-x2)(5"‘"*”(xwx,) (30a)
nix —x,) 0N T x—xy) = Wh(x; —xy) oV T x—xy). (30b)

erhilt man

Beweis. Durch Differentiation von (29a)
Wr](‘(l-\»)() {X—X:)-

% 1 (x — x, ) p(x — xp) + 0V —xy) 20X — X) =
Da 5“"’(x—xl)c5(x—-‘<z):0~
erhilt man (30a). Der Beweis fur (30 b)ist vollig analog. )

Da die Voraussetzung von Hilfssatz 4 fiir N = 0 erfiilit ist. erhilt man durch
vollstindige Induktion mit Hilfssatz 4 und Hilfssatz 5:

SM(x — x,) 8" (x —x2)=0 fiir alle k.r. (30

Mit (31) und (28) erhélt man: y
O(t—xl)/—W/(\—\l)()(\cFrl) (32)

zige

Diese Algebra ist also bis auf die Willkiir in der Zerlegung von R die ein

assoziative D-Algebra.
Wir haben also somit alle Algebren konstruert, ddxe dﬁn Bed":grl%:;l
Da keine dieser Algebren, die sich nur n -
AL, A Il und A III gentigen. h Satz 2 bewiesen.

]egung yon R unterschelden kommutatlv 1St ESI auc
dieser Arbeit zu Dank

Herrn Prof. Dr. D. Laugwitz bin ich fiir sein forderndes Interesse an

verpilichtet.
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