~viererpuzzle” — Eine Lernsequenz fiir das vierte Schuljahr

zu einem Legespiel
Von Hartmut Spiegel in Worms

1

Kernder Reformdes Mathematik-
unterrichtesinder Grundschule sind
nicht so sehr die neuen Inhalte als vielmehr
neue Ziele und Methoden (vgl. [2],
[41, 151).

Wesentliche Aspekte dieser neuen Ziele werden
in [1] so beschrieben:

— Erfahren, daB eigene Urteile unabhangig von
fremder Autoritat gebildet werden kénnen.

— Die Freude spiiren, die aus dem Entdecken
von Sachverhalten und Zusammenhangen
kommt.

— Mut zum Nachdenken haben, auch wenn kein
Losungsweg in Sicht ist,

Bei der Verwirklichung dieser Ziele spielt das
»Prinzip des aktiven Lernens” ([5]) eine wich-
tige Rolle, das durch die Verwendung geeig-
neter Problemaufgaben und den Einsatz von
Material realisiert werden kann. Dies wird auch
in dem neuen KMK-Entwurf »Mathematikunter-
richt in der Grundschule” betont (vgl. [7]).

In einer friiheren Arbeit ([3]) wurde gezeigt, in-
wiefern der Einsatz des Materials +Quadro-
minosteine” zu den genannten Zielen beitragen
kann.
Auch der im folgenden vorgestelite neue Pro-
blemkreis zu diesem Material, der in einem
4. Schuljahr im Unterricht erprobt wurde, scheint
zur Férderung der oben genannten Ziele sehr
geeignet zu sein. Inhaltlich gesehen werden so-
wohl Lernziele aus der Geometrie
als auch der logisch strukturei-
len Schulun g angesprochen.

2,

Quadrominosteine (im folgenden mit
~Q8" bezeichnet) sind quadratische Papp-
stiicke, die auf einer Seite durch Einzeichnen
der beiden Diagonalen in vier Teildreiecke zer-
legt sind. Jedes dieser Dreiecke ist mit einer
der Farben rot, gelb, blau gefarbt. Alle verschie-
denen Plattchen, die man auf diese Weise her-
steflen kann, bilden die Menge der Qs.

Die QS sind als Puzziespiel (mit den Farben rot,
griin, weiB) im Handel. Die Aufgabe ist, aus allen
24 QS ein 4x6 Rechteck zusammenzulegen,
wobei folgende Bedingungen erfilit sein miis-
sen:

(i) Alle Teildreiecke, die am Rand des Recht-
ecks liegen, besitzen die gleiche Farbe (AuBen-
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regel).

(i) Benachbarte Teildreiecke verschiedener QS
besitzen die gleiche Farbe (Innenregel).

Wer nur eine geringe , Frustrationstoleranz* be-
sitzt, sollte sich an dieser Aufgabe nicht ver-
suchen. (Mehrere Lésungen und interessante
mathematische Betrachtungen zu dem Spiel
findet man in [6]). Legt man jedoch die gleichen
Regeln zugrunde, wihlt eine bestimmte Farbe
als Randfarbe (z. B. gelb) und beschréankt sich
auf ein 2x2 Quadrat (4 QS, daher: ,Vierer-
puzzle“), so kénnen auch Grundsch l{l'
kinder nicht nur eine, sondern alle mdg-
lichen Ldsungen auffinden und auch Argumen
ten folgen, warum es keine weiteren Losungen
mehr gibt — bzw. bei entsprechenden Vorerfah-
rungen diese Argumente selbst finden.

3.

Im Unterricht sollte man den Kindern das
Problem nicht in der beschriebenen Weise stel-
len (z.B. ,Findet alle Figuren, die man nach
folgenden Regeln legen kann...), sondern die
Gelegenheit nutzen, die KinderdieRegel
entdecken zulassen ,indem man ihnep 50-
wohl Figuren vorstellt, die der Regel gentigen.
als auch welche die der Regel nicht geniigen
(Abb.1). Man kann dabei noch trennen nach
~Innenregel“ und ,AuBenregel* (Durch die
Eigenschaften: ,erfiillt die Innenregel® und
~erflllt die AuBenregel* wird eine Zerlggung
der Menge der 2x 2 Quadrate in 4 disjunkté

Folgende Codierung der Farben wird benutzt: :v:ilg
entspricht gelb, punktiert entspricht blau, gestr
entspricht rot.

a

d} e)

Abb. 1

Teilmengen induziert, so wie es far strukturlel_'-
les Material z. B. fir die Eigenschaften ,drei-
eckig® und ,,rot” bekannt ist.) _ ‘

Wenn man als Grundmengen ohnedies nicht nur
die QS verwendet, die fiir die Lésungnder Auf-
gaben in Frage kommen, ist die nachste
Autgabe klar: Man suche die QS heraus, die

“zum Legen einer Lésung (bei festgelegter Rand-

larbe gelb) benutzt werden kdnnen. Es sind die
sieben auf dem Arbeitsblatt in Abb. 5 dargestell-
ten und mit den Buchstaben A, B, G, D, E, F be-
wichneten QS, die die Eigenschaft haben, daf
mindestens zwei benachbarte Dreiecke gelb
sind.

Auch die Aufforderung, in Worte zu fassen, was
diese QS gemeinsam haben, sollte im Unter-
ficht nicht fehlen.

Sind die 7 bendtigten QS gefunden, kann man
die Kinder auffordern, selbst Figuren nach der
Regel zu legen und aufzumalen.

4
Gezielte Aufgabenstellungen zum

‘Vertrautwerden mit den Regeln sind z.B. ,Er-

Yanzungsaufgaben”, wobei die reizvqll;ten die
sind, bei denen eine vorgegebene Teilfigur aus
2Q8 darauf untersucht werden soll, ob und ggf.
auf wie viele Arten sie sich zu einer Losung er-
9anzen iaBt. Beispiele zeigt die Abb. 2: o
Diese Aufgaben erfillen auch zwei wichtige
Kriterien, denen mdglichst viele Auf“gaben |r|n
Grundschuimathematikunterricht genugen soll-
ten: )
- die Offenheit beziiglich der Anzahl der LO-
sungen (d. h. es gibt Aufgaben mit keiner, genau
einer, mehreren Losungen), ) )
~ die Méglichkeit, die Aufgaben mit untael:f
Schiedlich anspruchsvollen Strategien bzw.

X

24

A

verschiedenen Représentationsebepen zu losen.
L5st man die Aufgaben ohne Material, d h. z B.
durch zeichnerisches Ergénzen,' SO ube(smht
man leicht, daB jeder der 7 Steine nur emma!
vorhanden ist, und produiier’( It_osungen, bei
in Stein doppelt vorkommt. o
dHZr;)zr;edie Kinder geniigend Erfahrung (mt d|e';
sen Aufgaben gesammelt, kann man sie aucl
auffordern, selbst Ergénzungsaufqaben (evtl.
mit einer vorgegebenen Zah! von Ldsungen) zu
erfinden.

5.
i i hderZahl
inblick auf die Fragenac rZah
Idmel:”r_ ésungen des ,,Viererppzzlgzs ist die
Situation zunachst etwas uniibersichtlich.

i i dglichkeiten
Da es 35<=(4)> verschiedene Maglichkei

ahlen, und vier sol-
ibt, 4 aus den 7 QS auszuwa s i
g’rl'lts’: noch auf mindestens sechs vefsch|ed§ng
Arten so zusammengelegt werden :szi’;q’l dz;r
i ilit ist, scheint die
die AuBenregel erfillt ist, sC :
4 i ¥ fen muB, bis man
Einzelialle, die man ub?rpru
sicher ist, ob man alle Losunger:j h;t},:zzr:;:ogihé
licksichtigt, daB Fi ,
ei ist schon berucksich C F
gl?:ﬂ’l Drehung ineinander Ubergefthrt werqig
kdnnen, nicht unterschieden werden — €l °
Vereint;arung die von Kindern selb?t r;/or%«:,j
’ i kzeptiert wird,
der ohne weiteres a otie /
;ﬁtf%:gn: sie im Einzelfall Schwnengk@ten
naben, durch bloBes Hinsehen zu entscheldgn:
ob zwéi Lésungsfiguren durch e'ljr)e Dre!;t:ggl;r:n
f (i den. Dieses
einander iibergefihrt wer Dieses oblem
in Fa hwierigkeiten ber!
ber in Fallen, die Sc _ T -
:(:r?ndirch Benutzen des Materla!s gelost wetr
der,u zur Ubung dieser Fahigkeit virtmegdgee
) i a ie das in . -
utor Arbeitsbiatter wie d '
(zj:irgt/:a auf denen die Kinder FIQUF;BI';;:IG grudr:?]
) d T ! °
i ung ineinander ul?er'geu i
l?én:ne%regurcgh eine Linie miteinander verban

den (Abb. 4).

il-un stellt man aber sehr schnell fegt, da&gﬁwﬁ;
i i 7 QS zu einer
j Viererteilmenge der ' osung
Jz?.xdsilmmengesetzt werden kann. Eine Molgzlg:?t
keit, iiber die Zusammensetzbg;h o
ir;er Vierermenge §ystemat|s L
E(intscheiden wire, zwei Steine auszhu:;a o
' i zu madl :
ine Fallunterscheidung i
zg:n:n ja nur nebeneinander oder gegeniiber

liegen.

ViertklaBler,
wurde, ob man aus
Losung zusammen
anderes Kriterium: S

i tellt

denen die Frage gesie
den Steinen C. D, F, G eine
legen kann, entdeckten ein
owoh! die Gesamtzah! der
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\t/)iI::JeSrle?Lz aucr;3 die der roten Teildreiecke der
i muB gerade sein (immer zwei
e ei an-
E;nanderstoﬁgnde gehdren zusammen). Dahgr
nanar) bei den Steinen C, D, F, G ohne lan-
Egz robieren sehen, daB sie sich nicht zu einer
o~y ung zusammgnsetzen lassen. (Anmerkung:
hinﬁg::ggte P_(nt;zrium ist notwendig aber nich’;
, wie ispiel:
ik as Gegenbeispiel: A, E, F, G

E!ne Au_fgabenstellung, bei der die
mder dieses Kriterium benutzen und auch
;Al/jeelltlere entdecke.m kénnen, die bei einer even
versgl:]' sgstematn_gchen Zusammenstellung aller
- ie -en.en Lésungen hilfreich sind, ist die
o] gende. Elpe Menge von zwei bzw. drei ge-
?ei enen Stemen.ergénze man so zu einer Vie-
l_'Bmenge, ng s_lch eine Losung daraus legen
aBt. Auch hier gibt es Aufgaben mit keiner, ge-

In jeder Zeile (1—10

h ) sind zwei Stei
vier : eine angekr —
angekreuzten ein Quadrat nach der gRegeiuTé-geKr:e;az:nzwel weitere Steine so an, daB man aus den

nau einer, mehreren Ldsungen. Eine Realisie-
nng zeigt das in Abb.5 dargestellte Arbeits-
biatt. (Bei den Antworten der Kinder auf die
frage nach der Begriindung fiir die Unldsbarkeit
fiel auf, daB meist Anderungsvorschlage ge-
macht wurden, die eine Losbarkeit zur Folge
haben, Z. B. Aufgabe 12: ,Denn da fehit ein
rtes und das ganz gelbe miifte dann weg”“.)
Eine starke Motivation (bte das zu die-
ser Aufgabenstellung konstruierte Spiel aus:
Auf dem Protokoliblatt (so wie das Arbeitsblatt
in Abb. 5 jedoch ohne Text und Ankreuzungen)
kreuzt ein Kind drei Steine an. Das zweite mubB
dann versuchen, einen weiteren Stein so zu
wihlen, daB es aus den vier Steinen eine L6~
sunq zusammenlegen kann. Gelingt ihm das,
gewinnt es einen Punkt, andernfalls der Ankreu-

A
B C ‘D E F G
1 X X
2
X X
3 X X
) | :
X X |
5 X X ]
GM X X I
7 X X .
. | |
X X
9 X ]
X
10 X ]
1 X
1 X B B
X
N X X
12 X X ]
X X
13 :
X X X X
14 |
X
Abb. 5: " " !
Arbeitsblatt 15 ]
X X
In Zeile 11-15 sind jewei j - :
e Jeweils 4 Steine angekreuzt. j g
ont sch::ibga?r]l gﬁi :?r?el legen kann. Wenn ezs g[e:':te rI:&erejiebdesmal, O N A e e i
und auf der Rickseite des B'Iattes eini, nggsﬁnrgmts wJat in. wenn €2 "
ung.
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zer (das erste Kind). Dann werden die Rollen

vertauscht etc. Im Laufe dieses Spiels entdeck-

ten die Kinder auch Teile der unten aufgefihr-

- fen Zusammenhange.

1.
Das oben angefiihrte _Geradzahligkeitskrite-

: ”Um_“ ist nicht so gut geeignet, mit moglichst
' wenig Aufwand eine Ubersicht iber alle mog-

lichen Lésungen zu erhalten, da man immer
Noch alle 35 Viererteilmengen darauf unter-
Slfchen miBte. Hilfreicher sind folgende Be-
Z' ehungen, die von den Kindern wahrend
es Umganges mit den Aufgabenstellungen
entdeckt werden kénnen:

~ Gehdrt A zu einer Losung, miissen auch B
und C dazugehéren.

~B und C kénnen nur gemeinsam in einer Lo-
sung auftreten (also nicht nur B oder nur C)
;ei!Venn D oder E dabei ist, kann A nicht dabei
- Sind D und E dabei, so miissen auch F und
G dabei sein und umgekehrt.

Aufgrund dieser Bedingungen sind die Vierer-
mengen, aus denen man eine LOSUNG legen
kann, schnell bestimmt (und aus jeder kann man
nur eine Losung legen): {A,B,C, F}, {A,B,C.G};
{8,C, D, F}; B, C, D, G); B, C, E. F;
{8,C,E,G}; {D,E, F, G).

Ist die Menge aller Losungen des viererpuzzles
erarbeitet, bieten sich auch Betrac htun-
gen von Beziehungen der Losun-
gen untereinander an: Spiegelungen
Farbvertauschungen.

8.
AbschlieBend soll folgendes noch einmal fest-
gehalten werden: Der didaktische Wert
dieses und ahnlich strukturierter Problemkreise
liegt m. E. darin, daB Kinder (und ubrigens auch
Studenten) bei der Bearbeitung dieser — wie
sich aus Erfahrung gezeigt hat — AuBerst moti-
vierenden Fragesteliung, die Maglichkeit haben,
Mathematik als Tétigkeit, als ProzeB zu erleben

und nicht als Fertigprodukt.

Von den vorhin erwahnten Lernzielen werden
hauptsichlich die Argu mentationsféa-
higkeit unddie Kreativitat {und dabei
insbesondere die Offenheit gegenuber Proble-
men, fir die keine Standardidsungsmethoden
zur Hand sind), angesprochen. Ich meine auch,
daB es im Zusammenhang mit der vielfach ge-
nannten logischen Schulung, die ja
unter die Argumentationsféhigkeit subsumiert
werden kann, fiir die Kinder interessanter ist,
Zusammenhinge der o. g. Art zu entdecken und
fiir SchluBfolgerungen auszunutzen, als dazu
angehalten zu werden, zu konstatieren, daB ein
Klotz, wenn er klein und rund ist, auch rund ist.

AuBerdem zeigt sich, daB der o. g. Problem-
kreis im Hinblick auf Differenzierung
und Individualisierung im Unterricht
viele Aufgabensteilungen erméglicht, die offen

sind in dem Sinne, daB

1. mehrere, eine oder keine Losung existieren,
2. verschieden anspruchsvolle Ldsungswege
existieren, und die zur Erfindung ahnlicher oder
eigener anderer Aufgaben anregen.
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