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EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Effektivitit, Flexibilitit, Bedienkomfort, Zuverldssigkeit, Robustheit und auch Umwelt-
freundlichkeit bilden heutzutage die Anforderungen, die immer haufiger durch die Benutzer
und auch durch die Gesetzgebung an neue Produkte gestellt werden. Um diesen steigenden
Anforderungen gerecht zu werden, miissen Produkte immer mehr Funktionen erfiillen. Die
Mechatronik bietet durch Integration verschiedener Fachdisziplinen vielféltige Mdglichkeiten
und ausgezeichnete Potenziale fiir derartige Innovationen. Das synergetische Zusammenspiel
der Disziplinen Maschinenbau, Elektrotechnik und Informatik fiihrt dazu, dass neue me-
chatronische Produkte immer komplexer werden. Diese zunehmende Komplexitét, gepaart
mit wachsendem Kostendruck und vom Markt bzw. Wettbewerb geforderter kiirzerer
Produkteinfiihrungszeit, stellt einen besonderen Anspruch an die Entwicklung dieser Produkte
dar. Der Entwurf und Aufbau eines mechatronischen Produktes erfordert die Beriicksichti-
gung der Anforderungen aller beteiligten Fachdisziplinen in der frithen konzeptionellen
Phase. Geeignete Simulationsmodelle spielen hierbei eine zentrale Rolle und unterstiitzen die
richtige und zielgerichtete Integration von allen Teilsystemen zu einem optimal wirkenden
Gesamtsystem.

Bei der Entwicklung mechatronischer Produkte nehmen numerische Simulationen einen
festen Platz im Entwicklungsvorgehen ein. In den frithen Phasen des Entwicklungsprozesses
werden numerische Simulationen verwendet, um das Systemverhalten und die Einfliisse der
Umgebung auf die Systemeigenschaften zu erfassen. Insbesondere beim Aufbau von Syste-
men, in denen Schwingungen von Strukturkomponenten eine wesentliche Rolle spielen, wie
z.B. in der Ultraschalltechnik, werden dazu Modelle benétigt, mit denen die Dynamik dieser
Komponenten beschrieben werden kann. Die numerischen Simulationen mit geeigneten
Modellen erginzen die aufwindigen, messtechnischen Experimente und koénnen unter
Umsténden sogar in der Lage sein, diese Experimente zu ersetzen.

Als Standard-Werkzeug zur Simulation und Analyse von Modellen hat sich die Methode der
Finiten Elemente herausgebildet, mit der eine detaillierte Modellierung moglich ist. Mit Hilfe
der Finite-Elemente-Methode konnen kontinuumsmechanische Modelle aufgestellt werden,
die das Verhalten der Systeme unter Beriicksichtigung der Wechselwirkungen verschiedener
physikalischer Disziplinen beschreiben. Diese Modelle konnen auch benutzt werden, um z.B.
eine Bauteiloptimierung durchzufiihren. In Anbetracht der groBen Dimension und der hohen
strukturellen Komplexitdt von Finite-Elemente-Modellen, welche mit grofem Rechenauf-
wand verbunden sind, ist es in der Regel nicht moglich, diese Modelle direkt fiir die Regler-
auslegung oder Online-Uberwachung, zu benutzen. Es ist deshalb oftmals erforderlich, eine
Modellreduktion durchzufiihren, die zu vereinfachten Modellen mit wenigen Freiheitsgraden
fiihrt. Trotz ihrer kleinen Dimensionen sollen diese vereinfachten Modelle relevante Aspekte
des originalen iibergeordneten Modells widerspiegeln.
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Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Methodik zu erarbeiten, mit der dquivalente
vereinfachte Modelle zur Beschreibung der Dynamik eines komplexen Systems mit dazuge-
horigen Modellparametern direkt aus Finite Elemente Simulationen ermittelt werden konnen.
Die Modellreduktion sollte dabei so vorgenommen werden, dass die zur Ein-
gangs-/Ausgangsbeschreibung erforderlichen Ubertragungsfunktionen des Systems innerhalb
eines vorwéhlbaren Frequenzbereiches mit hinreichender Genauigkeit approximiert werden.

Der Fokus der vorliegenden Arbeit liegt auf der Modellierung von piezoelektrischen Materia-
lien, die wegen ihrer Eigenschaften in mechatronischen Produkten als Aktoren und Sensoren
verwendet werden konnen. Die Grundlagen des piezoelektrischen Effektes, ein historischer
Uberblick und andere wichtige Informationen zu piezoelektrischen Keramik werden in
Kapitel 2 beschrieben. Im Kapitel 3 wird die mathematische Beschreibung des linearen
piezoelektrischen Systemverhaltens dargestellt. Zudem werden die konstitutiven Gleichungen
hergeleitet. Die 1-dimensionalen Modelle zur Beschreibung des Verhaltens piezoelektrischer
Komponenten werden in Kapitel 4 vorgestellt. Dazu werden dquivalente elektromechanische
Ersatzmodelle sowie die messtechnische Parameteridentifikation beschrieben. Die Finite-
Elemente-Methode, welche eine Grundlage dieser Arbeit bildet, wird in Kapitel 5 vorgestellt.
Nach einer Einfilhrung in die allgemeine Theorie der Finiten Elemente Methode wird,
basierend auf den zuvor dargestellten Grundgleichungen, die FE-Formulierung zur Beschrei-
bung piezoelektrischer Elemente hergeleitet. AnschlieBend werden die kondensierte Darstel-
lungsform und die wichtigsten Analysenarten der FEM vorgestellt. Dazu werden auch die
Reduktionsmethoden fir FE-Modelle beschrieben, die auf der Element-Ebene bzw. auf
der Struktur-Ebene durchgefiihrt werden. Eine andere Mdglichkeit, die Ordnung von linearen
FE-Modellen zu reduzieren, bietet das Verfahren der modalen Superposition, das in Kapitel 6
vorgestellt wird. Dabei werden die urspriinglichen Systemgleichungen auf modale Koordina-
ten transformiert, und anschlieBend wird durch Superposition der mit den modalen Koordina-
ten multiplizierten Eigenvektoren eine neue Beschreibungsform des Systemverhaltens
abgeleitet. Diese Beschreibung wird in Kapitel 7 verwendet, um ein einfaches kompaktes
Ersatzmodell des piezoelektrischen Systems zu bilden und die dazugehorigen Ersatzparameter
zu bestimmen. Im Gegensatz zu dem klassischen Ersatzschaltbild beschrinkt sich das hier
vorgestellte Modell nicht nur auf einen Frequenzbereich in der Néhe einer Resonanzstelle,
sondern ist in der Lage das Systemverhalten in einem breiten Frequenzbereich abzubilden.
Kapitel 8 stellt ein praxisrelevantes Anwendungsbeispiel vor. Es handelt sich bei diesem
Beispiel um einen piezoelektrischen Ultraschall-Transducer, der in einer Draht-Bondmaschine
eingesetzt wird. Hierzu wird dargestellt, wie ausgehend von einem sehr komplexen FE-
Modell mittels der Modalanalyse eine einfache Beschreibung des dynamischen Verhaltens
des Ultraschall-Transducers abgeleitet werden kann. AbschlieBend wird im Kapitel 9 eine
Zusammenfassung der in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse gegeben und es werden
Ausblicke beziiglich weiterer Entwicklungen auf diesem Gebiet diskutiert.
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2 Grundlagen der Piezoelektrizitat

Die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Methodik wird auf Systeme angewendet, die
piezoelektrische Komponenten enthalten. In diesem Kapitel werden die innerhalb dieser
Arbeit benétigten Grundlagen der Piezoelektrizitit behandelt. Dabei wird insbesondere auf
die speziellen Eigenschaften von piezoelektrischen Materialien und deren mathematische
Beschreibung eingegangen.

2.1 Piezoelektrisches Materialverhalten

Piezoelektrizitét stellt eine elektromechanische Wechselwirkung zwischen den mechanischen
und den elektrischen Zustinden in bestimmten Kristallen dar [Jen 95]. Da dieser Prozess
dhnlich wie die meisten physikalischen Effekte umkehrbar ist, unterscheidet man den direkten
piezoelektrischen Effekt und den inversen piezoelektrischen Effekt.

Als direkten piezoelektrischen Effekt bezeichnet man die Tatsache, dass eine mechanische
Deformation des Kristalls von einer hierzu proportionalen Anderung der elektrischen
Polarisation und einer entsprechende Ladungsverschiebung begleitet wird. Dieser Effekt wird
vor allem in der Sensorik genutzt.

Der inverse bzw. reziproke piezoelektrische Effekt beschreibt die Umkehrung des direkten
piezoelektrischen Effektes, ndmlich das Auftreten innerer mechanischer Spannungen, die zu
einem &dulleren elektrischen Feld proportional sind und eine Deformation des Kristalls
verursachen. Diese Eigenschaft von piezoelektrischen Materialien wird beispielsweise in der
Aktorik verwendet.

Die beiden Effekte sind nicht unabhingig voneinander. Die erzeugte Ladungsverschiebung
durch mechanische Spannungen beim direkten piezoelektrischen Effekt kann ihrerseits
wiederum infolge des inversen Effektes mechanische Spannungen induzieren, die den
urspriinglichen mechanischen Spannungen entgegenwirken.

Eine ausfiihrliche und detaillierte Darstellung kann [NeuBri 97] oder z.B. [Jan 92], [Wal 00a]
entnommen werden.

2.2 Allgemeiner historischer Uberblick

Das Phidnomen des direkten piezoelektrischen Effekts wurde von den Briidern Curie im Jahre
1880 entdeckt und beschrieben. Dieser Effekt wurde erstmals bei Untersuchungen an
natiirlich vorkommenden Turmalinkristallen beobachtet, obwohl die elektrischen Eigenschaf-
ten des Turmalins (die erhitzten Turmalinkristalle ziehen an einer Seite Ascheteilchen an und



4 KAPITEL 2

stolen diese an der gegeniiberliegenden Seite ab) schon seit ldngerem in Indien und Ceylon
bekannt waren [TicGau 80].

Im 18. Jahrhundert brachten die holldndischen Seefahrer diese Kristalle als sogenannte
Ceylonmagnete nach Europa. 1756 beschreibt der deutsche Physiker Aepenius die entgegen-
gesetzte elektrische Polaritdt erhitzter Turmalinkristalle. Dieses Phdnomen wurde 1824 durch
schottischen Physiker Brewster auch an anderen Kristallen beobachtet und als Pyroelektrizitat
bezeichnet. 1877 begriindet Lord Kelvin den Zusammenhang zwischen Pyroelektrizitdt und
Piezoelektrizitét. Es stellte sich heraus, dass der GroBteil der pyroelektrischen Aufladung des
Turmalins auf dem piezoelektrischen Effekt beruht, der durch die elastischen Beanspruchun-
gen des Kristalls bei Temperaturdnderungen hervorgerufen wird. Basierend auf den Aussagen
Lord Kelvins fanden die Briider Pierre und Jacques Curie heraus, dass die Turmalinkristallen
bei mechanischer Deformation eine proportionale elektrische Ladung erzeugen. Im Experi-
ment konnten sie nachweisen, dass eine elektrische Oberflachenspannung entstand, sobald der
Kristall mechanischem Druck ausgesetzt wurde. Dieses Phinomen wurde nach dem griechi-
schen Wort ,,piezo* (Druck) benannt [Wag 05].

Kurze Zeit nach der Entdeckung des piezoelektrischen Effekts gelang es, durch Anlegen eines
elektrischen Feldes an einem Kristall eine mechanische Verformung zu erzeugen. Dieser
Effekt, allgemein als reziproker bzw. inverser piezoelektrischer Effekt bekannt, wurde von
Lippmann aufgrund von thermodynamischen Zusammenhingen zunéchst in 1881 vorausge-
sagt und kurz darauf wieder von den Briidern Curie im Experiment nachgewiesen. Damals
konnten sie nicht ahnen, welche technischen Mdglichkeiten diese Entdeckung nach sich
ziehen wurde.

Uber die nichsten 25 Jahre zihlte der piezoelektrische Effekt eher zu den Kuriosititen der
Wissenschaft. Dies dnderte sich erst ab 1910 als Voigt, dessen Hauptinteresse die Eigenschaf-
ten der Kristalle im Zusammenhang mit ihren Symmetrieeigenschaften waren, das Buch
,Lehrbuch der Kristallphysik" veroffentlichte. In diesem grundlegenden Werk der Kristallo-
graphie wurde der damalige Wissensstand {iber Piezoelektrizitit dokumentiert [NeuBri 97].

Auf die erste technische Anwendung des piezoelektrischen Effektes musste man bis Ende des
1. Weltkriegs warten: die Erfindung piezoelektrischer Resonatoren durch Paul Langevin.
Ausloser fiir diese Erfindung war die Untersuchung der Nachrichteniibermittlung unter
Wasser mit Hilfe von Ultraschallwellen. Dabei wurde eine Methode zur Bestimmung der
Wassertiefe und zur Lokalisierung von Objekten im Wasser entwickelt. Den Kern bildete
hierbei ein piezoelektrischer Wandler, der aus diinnen Quarzkristallen bestand, die zwischen
zwei Stahlplittchen befestigt wurden. Dieser Wandler war in der Lage Ultraschall zu senden
sowie zu empfangen. Mit diesem sogenannten SONAR (Sound Navigation and Ranging)
konnte man eine Resonanzfrequenz von 50 kHz erreichen. In diesem Zusammenhang wurde
erstmals das Phdnomen der Resonanz beschrieben[NeuBri 97].
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Im Jahre 1919 verwendet Cady einen Quarzschwinger mit zwei Elektrodenpaaren zur
Stabilisierung der Frequenz eines Oszillators. Als erste zivile Anwendung des Piezoeffekts
wurden Piezoresonatoren als frequenzbestimmende Elemente in Rundfunksendern eingesetzt.
Damit konnten in der immer dichter werdenden Rundfunksenderlandschaft die Sendefrequen-
zen stabil gehalten werden.

In 1925 zeichnet van Dyke das Ersatzschaltbild fiir den Zweielektrodenquarz bestehend aus
einem dynamischen Serienkreis und einer parallelgeschalteten statischen Kapazitit [VDy 25].
In diesen Zeiten haben Quarzkristalle eine groBBe Rolle unter piezoelektrischen Materialien
gespielt. Ihre Eigenschaften, besonders stabile periodische Schwingungen bei Verbindung mit
einer Spannungsquelle, ermdglichten in 1927 die Entwicklung der Quarzuhr.

Nach dem 2. Weltkrieg wurden, neben den bereits bekannten natiirlich vorkommenden
Kristallen von Quarz, Turmalin und Seignettesalz, weitere Materialien entdeckt, die piezo-
elektrische Eigenschaften besitzen. Besonders der Einsatz piezoelektrischer Keramiken, der
mit der Entdeckung der piezoelektrischen Eigenschaften von Bariumtitanat und der Syntheti-
sierung der ersten PZT-Verbindungen (Blei-Zirkonat-Titanat) begann, trug wohl mafigeblich
dazu bei, dass der Piezoeffekt eine solch grofle Verbreitung erfuhr [BCJ 64]. Im Gegensatz zu
den piezoelektrischen Einkristallen konnen die piezoelektrischen Keramiken sehr leicht
hergestellt werden, und dartiber hinaus konnen ihre piezoelektrischen Eigenschaften durch das
Mischungsverhiltnis ihrer Rohkomponenten gezielt beeinflusst werden.

In den letzten fiinfzig Jahren beschiftigten sich die Forscher vor allem mit den synthetisch
hergestellten Piezokeramiken, die mdglichst viele optimale Eigenschaften wie zum Beispiel
gute zeitliche Effektstabilitdt, minimaler Temperaturkoeffizient, hoher Curiepunkt, tempera-
turstabile Frequenzeigenschaften oder Herstellung aus einfachen preiswerten Rohstoffen
besitzen sollen.

Nach dem Krieg kam man auch in der Theorie zu neuen Entdeckungen, die in den zahlreichen
Verdffentlichungen erschienen. In der Fachliteratur wurden Schriften publiziert, in denen die
neu entwickelten Methoden zur Messung der dielektrischen, elastischen und piezoelektrischen
Konstanten dargestellt wurden, und in denen auch die Koeffizienten der verschiedenen
Materialien aufgefiihrt wurden. Das fiihrte dazu, dass viele analytische Methoden und
Modelle entwickelt wurden, die in der Lage waren das statische sowie dynamische Verhalten
der Piezomaterialien zu beschreiben. In den 70er Jahren wurden erste Arbeiten vorgestellt, die
sich mit der numerischen Berechnung von gekoppelten elektromechanischen Systemen mit
Hilfe der Finite-Elemente-Methode befassten.

Diese Erkenntnisse in der Theorie haben einen grofBen Beitrag zur Erschliefung neuer
Anwendungsgebiete geleistet. Heute gibt es viele Anwendungen des piezoelektrischen
Effektes. Piezoelektrische Komponenten werden nun in Produkten des téglichen Lebens, in
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der Industrie, der Medizintechnik oder der Forschung eingesetzt. Der Effekt wird dabei
sowohl in Sensoren als auch in Aktoren genutzt.

Die Entwicklung auf diesem Gebiet ist heute noch nicht abgeschlossen, und es werden immer
neue Anwendungen und auch neue Piezowerkstoffe entwickelt [Ceramtec, Agilon].

2.3 Piezo-, Pyro- und Ferroelektrizitat

Wie schon erwdhnt wurde, versteht man unter Piezoelektrizitit eine elektromechanische
Wechselwirkung zwischen dem mechanischen und dem elektrischen Zustand in Kristallen.

Der piezoelektrische Effekt kann grundsitzlich nur in Dielektrika mit einem unsymmetrischen
Kristallaufbau auftreten. Von den insgesamt 32 bestehenden Kristallklassen besitzen 21 kein
Symmetriezentrum. Innerhalb dieser 21 Kristallklassen finden sich 20, bei denen der piezo-
elektrische Effekt auftritt.

’ 32 Symmetrie-Klassen ‘

/\

’21 nicht zentro-symmetrisch ‘ ’ 11 zentro-symmetrisch

v

20 Piezoelektrika

(unter Belastung polarisiert)

v

10 Pyroelektrika

(spontan polarisiert)

v

Ferroelektrika

(spontane, reversible
polarisiert)

Bild 2.1: Einteilung der Kristallgruppen nach ihren elektrischen Eigenschaften [GauCon]

Piezoelektrischen Kristalle haben mindestens eine polare Achse. Entlang dieser Achsen fiihrt
eine mechanische Deformation aufgrund des unsymmetrischen Kristallaufbaus zu einer
Trennung und Verschiebung der positiven und negativen Ladungsschwerpunkte in jeder
Elementarzelle und damit zur Polarisation des Kristalls. Diese Polarisation ist mit der
spontanen Ausbildung von Oberfldchenladungen auf der AuBlenflédche des Kristalls verkniipft.
Die gebildete Ladungsmenge ist dabei proportional zu der angelegten mechanischen Defor-
mation (direkter piezoelektrischer Effekt). Umgekehrt kann durch die Einwirkung eines
elektrischen Feldes eine mechanische Deformation des Kristalls erzeugt werden (inverser
piezoelektrischer Effekt).
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Dieser Effekt ist praktisch linear und auBlerdem richtungsabhingig, d.h. die durch dufBeren
Druck erzeugte Oberflichenladung hat das entgegensetzte Vorzeichen wie die durch Zug
erzeugte Ladung.

Pyroelektrische Stoffe sind eine Untergruppe der Piezoelektrika. Pyroelektrische Eigenschaf-
ten besitzen die 10 Kristallklassen, in denen nur eine einzige polare Achse auftritt. Parallel zu
dieser Achse existiert ein permanentes elektrisches Dipolmoment, welches durch die Kristall-
oberflichenladung kompensiert wird. Diese Kristalle zeichnen sich dadurch aus, dass sie
neben der induzierten Polarisation eine sogenannte spontane Polarisation zeigen, die ohne
Einwirkung eines dufleren elektrischen Feldes auftreten kann. Temperaturdnderungen fiihren
bei diesen Kristallen zu einer Verformung entlang der singuldren polaren Achse und damit zu
einer Verinderung des elektrischen Dipolmomentes. Die hieraus resultierende Anderung der
Oberflachenladung aufgrund einer Temperaturdnderung wird als pyroelektrischer Effekt
bezeichnet.

Eine besonders wichtige Untergruppe der pyroelektrischen Kristalle bilden Ferroelektrika. Im
Gegensatz zu reinen Pyroelektrika kann bei den Ferroelektrika die auftretende spontane
Polarisation durch das Anlegen eines duleren Feldes in eine andere stabile Lage ausgelenkt
oder umgepolt werden, so dass die Ferroelektrizitdt als dielektrische Analogie zum Ferromag-
netismus verstanden werden kann. Die Polarisation trifft nicht im ganzen Kristall gleichmiBig
auf, sondern bildet sich aus energetischen Griinden in begrenzten Bereichen, sogenannten
ferroelektrischen Doménen, aus. Innerhalb einer Doméne ist die spontane Polarisation
homogen, d.h. die Polarisationsrichtung ist einheitlich.

Ein weiteres wesentliches Merkmal von Ferroelektrika ist, dass die spontane Polarisation sehr
stark von der Temperatur abhéngt und dass es eine Phasenumwandlungstemperatur (Curie-
Temperatur) gibt, bei der der Ubergang in eine unpolare paraelektrische Phase erfolgt.
Oberhalb dieser materialspezifischen Curie-Temperatur tritt keine spontane Polarisation und
damit auch keine Piezoelektrizitit mehr auf.

2.4 Piezokeramiken

Als Piezokeramiken werden die ferroelektrischen polykristalinen Keramiken bezeichnet. Zu
den wichtigsten Piezokeramiken zdhlen Bariumtitanat BaTiO; und Blei-Zirkonat-Titanat
(PZT). Im Gegensatz zu den natiirlichen Piezokristallen, wie z.B. Quarz und Turmalin,
bestehen diese Werkstoffe aus einer grolen Anzahl kleiner Kristallite. Diese polikristallinen
Strukturen werden synthetisch in einem mehrstufigen Herstellungsprozess erzeugt, bei dem
ausgehend von den pulverisierten Ausgangsstoffen verschiedene Prozesse durchlaufen
werden, deren Abschluss das Sintern bei hoher Temperatur und anschlieBendes Polen bildet.
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Aus kristallografischer Sicht zeigen Piezokeramiken eine sogenannte Perowskit-
Kristallstruktur, deren Bezeichnung von dem in der Natur auftretenden kubischen Mineral
Perowskit stammt. Die allgemeine chemische Formel ist 4°*B**0;”, wobei 4°" ein niedrig
geladenes Kation (wie z. B. Blei oder Barium), B*" ein hoher geladenes Kation (z. B. Titan
oder Zirkon) und O’ ein Sauerstoff-Anion bedeutet.

SAeor ¥ :" ..

O @ @ | @ A¥@b,Ba
« @ o (4 o B* (Ti, Zr)

—— e

a) b)

Bild 2.2: Perowskitstruktur einer piezokeramischen Elementarzelle [Rus 94]:
a) kubisches Gitter (oberhalb der Curie-Temperatur)
b) tetragonales Gitter (unterhalb der Curie-Temperatur)

Oberhalb der materialspezifischen Curie-Temperatur weisen die Elementarzellen eine
kubische Gitterstruktur auf, in der die Ladungsschwerpunkte der Kationen und Anionen im
Raummittelpunkt aufeinander liegen, so dass keine Unsymmetrien in einer Elementarzelle
vorhanden sind und damit keine spontane Polarisation mdglich ist, siehe Bild 2.2a. Bei
Unterschreiten der Curie-Temperatur verzerren sich diese Gitter aus energetischen Griinden in
ein unsymmetrisches thomboedrisches oder auch ein tetragonales Kristallgitter. Die Elemen-
tarzelle ist nun von der paraelektrischen Phase in die ferroelektrische Phase iibergegangen.
Bei diesem Phaseniibergang wird die geometrische Verformung von einer Verschiebung der
Abstdnde zwischen den positiven und negativen Ladungen in der Elementarzelle begleitet,
siche Bild 2.2b. Dabei findet eine spontane Ladungstrennung und eine Ausbildung eines
elektrischen Dipols in der Elementarzelle statt. Dieser Dipol richtet sich entlang der langsten
Kristallachse (beim tetragonalen Gitter) bzw. in Richtung der ldngsten Raumdiagonale
(rhomboedrisches Gitter) aus.

Durch die spontane Verzerrung des Kristallgitters beim Ubergang von der paraelektrischen in
die ferroelektrische Phase entsteht ein Zustand grofer elastischer Energie, die mit den inneren
mechanischen Spannungen zwischen angrenzenden Elementarzellen verbunden ist. Um diese
Spannungen zu minimieren, bilden sich spontan Bereiche einheitlicher Dipolausrichtung und
gleicher spontaner Polarisation aus, sogenannte Weiss’sche Bezirke oder Doménen, wobei ein
Kristallit (Keramikkorn) aus einer oder mehreren Doménen bestehen kann. Bei einer tetrago-
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nalen Kristallgeometrie &ndert sich die spontane Polarisationsrichtung im Ubergangsbereich
zwischen den benachbarten Doménen innerhalb eines Korns um 90° oder 180°.

Die gesamte Keramik weist makroskopisch betrachtet aufgrund der statistischen Verteilung
der Dominen noch keine Polarisation und somit auch keine piezoelektrischen Eigenschaften
auf, obwohl das Material selbst piezoelektrisch ist. Um eine technisch nutzbare Piezoelektrizi-
tdt zu erhalten, miissen die resultierenden Dipolmomente der Kristallite weitestgehend in eine
bestimmte Richtung ausgerichtet werden. Dazu wird die Keramik unterhalb der Curie-
Temperatur einem starken elektrischen Polungsfeld in der gewiinschten Richtung ausgesetzt.

Keramikkarn f Kristallit +e

Korngrenze

Polarisationsachse

|
' Polarisationsspannung

Dipol Domane /‘Ir

Dehnung bei einem
angelegten E-Feld remanents Dehnung elastische Dehnung

a) b) c)

Bild 2.3: Schematische Darstellung der Domdnenstruktur einer polykristallinen Keramik
und Polarisatinsvorgang mit iiberzeichneten Kristalldehnungen [Mel 01]:
a) vor der Polarisation, b)wdihrend der Polarisation, c) nach der Polarisation

Durch die Polung der ferroelektrischen Keramiken erfolgt eine starke Storung des Ordnungs-
zustandes der ferroelektrischen Doménen. Die einzelnen Doménen in den Kristallgittern
werden durch das einwirkende elektrische Feld in den moglichen Polarisationsrichtungen
verschoben und neu positioniert. Dies geschieht derart, dass die Dipole der Doménen
ndherungsweise in Richtung des anliegenden Polungsfeldes umgeklappt werden (Bild 2.3b).
Hierbei konnen 90°- sowie 180°-Umklappprozesse stattfinden.

Die Orientierung der Doménen durch ein elektrisches Gleichfeld resultiert in der Anisotropie
der dielektrischen, elastischen und piezoelektrischen Eigenschaften, und je vollstindiger die
Dominenorietierung ist, desto grofer ist die Anisotropie [BBGHS 76].

Nach diesem Polungsvorgang ergibt sich als Summe der spontanen Polarisation der einzelnen
Dominen eine makroskopische verbleibende remanente Polarisation, die bei Uberschreiten
der mechanischen, thermischen und elektrischen Grenzwerte des Materials wieder abgebaut
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wird. Ein zusitzlich angelegtes elektrisches Feld induziert eine makroskopische Dehnung, die
sich aus einem remanenten und einem elastischen Anteil zusammensetzt, wobei nach dem
Abschalten des dufleren Polungsfeldes nur remanente Dehnung verbleibt (Bild 2.3c).

Die so behandelten Keramiken zeigen nach der Polarisierung einen ausgepragten piezoelektri-
schen Effekt. Im Vergleich zu den natiirlich vorkommenden Einkristallmaterialien besitzen
Piezokeramiken wesentlich hohere piezoelektrische Konstanten, eine relativ freie Formbarkeit
und geringe Herstellkosten [Jen 95].

Am weitesten verbreitet sind heute PZT-Keramiken, die aus festen Losungen von antiferroe-
lektrischem Bleizirkonat PbZrO; und ferroelektrischem Bleititanat PbTiO; bestehen. Diese
Keramiken finden ihren technischen Einsatz meist in modifizierter Form, da durch die
Dotierung mit Fremdkationen die piezoelektrischen Eigenschaften gezielt auf die entspre-
chenden Anforderungen abgestimmt werden konnen. Je nach Ladung des Dotierungskations
unterscheidet man prinzipiell zwei Sorten von Dotierungen, woraus sich auch die Unterschei-
dung in ,,weiche* (donatordotierte) und ,,harte (akzeptordotierte) PZT-Keramiken ergibt.

Weiche PZT-Keramiken erhédlt man durch Substitution von Blei bzw. Zirkon/Titan durch
Kationen mit hoherer Ladung (z. B. Lanthan, Neodym oder Niob), die als Donatoren wirken.
Durch ihre Anwesenheit kommt es zu einer Erhdhung der Bleiliickenkonzentration und
dadurch zu einer Erhohung der Sinterfdhigkeit. Die PZT-Keramiken, die mit Hilfe solcher
Donator-lonen dotiert sind, zeigen ,,weichere* piezoelektrische Eigenschaften, wie z.B.
erhohte Dielektrizititskonstanten. Zusétzlich haben diese Materialien hohere elektromechani-
sche Kopplungsfaktoren und lassen sich leichter polarisieren als unmodifizierte PZT-Kerami-
ken.

Im Gegensatz zu einer Donator-Dotierung konnen durch Akzeptor-Dotierungen sogenannte
nharte PZT-Keramiken hergestellt werden. Meist werden Blei- bzw. Zirkon-/Titan-Ionen
durch Fremdkationen mit niedriger Ladung (z.B. Eisen, Magnesium oder Kalium) substituiert.
Gegeniiber undotierter PZT-Keramik kommt es zu einer Verminderung der Bleiliickenkon-
zentration, und dadurch ergibt sich eine messbare Abnahme der dielektrischen und piezoelekt-
rischen Eigenschaften. Die harten PZT-Keramiken zeigen auch eine schwerere Polarisierbar-
keit und eine hohere Depolarisationsfeldstirke.

Weitere Details zum Aufbau und zur Herstellung von piezoelektrischen Keramiken finden
sich u.a. in [Weh 03], [Boh 99], [Han 03] sowie beispielsweise in [BBGHS 76].
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3 Mathematische Grundgleichungen

Die mathematische Beschreibung des linearen piezoelektrischen Systemverhaltens kann mit
Hilfe von sogenannten konstitutiven Gleichungen fiir piezoelektrische Materialien erfolgen.
Hierhin wird der piezoelektrische Effekt als lineare Relation zwischen den mechanischen
FeldgroBen und den elektrischen Feldgrofen dargestellt.

In diesem Abschnitt werden zuerst die fiir den weiteren Verlauf der Arbeit notwendigen
theoretischen Grundlagen beziiglich der mechanischen und elektrischen Feldgleichungen
formuliert und schlieBlich die konstitutiven Gleichungen hergeleitet, die als Ausgangspunkt
fiir weitere numerische Strukturanalysen dienen.

3.1 Mechanische und elektrische Feldgleichungen

Fiir ein mechanisches Kontinuum erfolgt eine Verkniipfung von Verschiebung und Dehnung
eines Materialpunktes durch die folgende Beziehung, die die elastische Deformation in Form
des Verzerrungstensors der linearen mechanischen Dehnung beschreibt:

]
S, =5 (). @)
wobei
wo= md w2z baw, Gj=123 3.2)
Vo iy, 0 DITHIE AN BIEAS '

die partiellen Ableitungen der Verschiebungen nach den kartesischen Koordinaten beschrei-
ben.

Bei Vernachldssigung der Volumenkréfte lautet der Impulssatz
T, = pii;. (3.3)

Er fiihrt auf die Bewegungsgleichungen des Systems. Hier beschreibt p die Massendichte des
Materials und 7j; die Ableitungen der auftretenden mechanischen Spannungen nach den
einzelnen Koordinaten, wobei diese Ableitungen gemdll der Summenkonvention {iber
doppelte Indizes summiert werden:

T = O O Ty (3.4)
Moox,  ox,  Ox
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Der erste Index des mechanischen Spannungstensors 7j; gibt an, in welcher Schnittebene
x; = const. die Spannung betrachtet wird. Der zweite Index gibt an, welche Richtung die
entsprechende Komponente des Spannungstensors hat [Wall 00a].

In piezoelektrischen Materialien treten neben mechanischen auch elektromagnetische Wellen
auf. Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit mechanischer Wellen etwa um fiinf GréBenordnun-
gen kleiner ist als die elektromagnetischer Wellen, kann der Einfluss von magnetischen
Feldern vernachléssigt und das elektrische Feld als statisch betrachtet werden [Tie 69].

Unter dieser Annahme lassen sich die Maxwell’schen Gleichungen vereinfachen. Das
elektrische Feld wird dann durch den Vektor der elektrischen Feldstarke

E=-22-p, (3.5)

beschrieben, der als Ableitung des skalaren elektrischen Potentials ¢ nach dem Ort berechnet
wird.

Aufgrund ihrer dielektrischen Eigenschaften kdnnen piezoelektrische Materialien keine freien
Ladungen erhalten. Damit gilt, dass die Divergenz der Ladungsdichte innerhalb der Piezoke-
ramiken verschwinden muss [Kro 99]:

5 0D, D, D, _

"oox, oOx, Ox

0. (3.6)

Die beiden FeldgroBen elektrische Feldstirke E; und dielektrische Verschiebung D; sind iiber
die Gleichung

D, =z, E+P, 3.7

miteinander verkniipft, wobei P; die Komponenten des Polarisationsvektors und ¢, die
Permitivitit im freien Raum bezeichnet.

Der oben vorgestellte Impulssatz und die Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen verkniipfen
die mechanischen Feldgroen. Der Zusammenhang der elektrischen FeldgroBen wird durch
die Maxwell’schen Gleichungen beschrieben. Die mechanischen und elektrischen FeldgroBen
werden schlielich liber die Materialgesetzte fiir piezoelektrische Materialien miteinander
verkniipft. Diese konnen aus den thermodynamischen Grundgesetzen mit Hilfe der entspre-
chenden Potentialfunktionen, wie z. B. Enthalpiedichte, hergeleitet oder als Erfahrungstatsa-
che, aufgrund experimenteller Ergebnisse, postuliert werden. Die genaue Beschreibung der
Herleitung der elektrischen Enthalpiedichte, welche die potentielle Energie fiir mechanische
Systeme im Prinzip von Hamilton ersetzt, und die Herleitung einer zugehdrigen virtuellen
Arbeit finden sich in [Wag 03], [Wol 00].
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3.2 Lineare konstitutive Gleichungen

Da eine direkte vollstindige Beschreibung der Kopplung zwischen verschiedenen physikali-
schen Phédnomenen in piezoelektrischen Festkorpern allein durch lokale FeldgroBen nicht
moglich ist, werden Energiebilanzen verwendet, um diese Verkopplung zu analisieren und
anschlieend piezoelektrischen Effekt mathematisch beschreiben zu kénnen. Aus diesem
Grund ist es fiir die weiteren Betrachtungen erforderlich, den energetischen Zustand eines
piezoelektrischen Volumenelementes als Funktion der mechanischen und elektrischen
Feldgrofen anzugeben.

Der energetische Zustand in einem System lédsst sich allgemein als thermodynamisches
Potential auffassen. Aus ihm kann man sehr einfach durch partielle Differentiation auf
ZustandsgrofBen (gesuchten Materialkenndaten) schlieen. Die Zustandgrof8en werden dabei
in intensive und extensive Groflen eingeteilt, die jeweils zusammen paarweise bei der
Beschreibung einer Energieform auftretten [TicGau 80]. Die Beziehungen zwischen diesen
Zustandsgroflen wurden in 1925 von Heckmann anschaulich in einem Diagramm zusammen-
gefasst, siehe Bild 3.1.

Feld-
starke
E,

dichte

» [ Entropie
o \

thermoelastische Eigenschaften

Tem-
peratur

Bild 3.1: Das Heckmann-Diagramm [TicGau 80]

Die intensiven ZustandgroBen stehen in den Ecken des duBleren Dreiecks und die extensiven
ZustandgroBen in den Ecken des inneren Dreiecks. In diesem Diagramm sind neben den
Materialkonstanten des piezoelektrischen Effektes auch die Materialkonstanten der thermo-
elastischen, und pyroelektrischen Effekte enthalten. Die kurzen Verbindungslinien zwischen
den gleichgelegenen Eckpunkten des duBleren und inneren Dreiecks stellen die thermischen,
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die mechanischen und die elektrischen Haupteffekte dar. Die restlichen Verbindungslinien im
Diagramm reprisentieren die Kopplungseftfekte zwischen den drei Feldern. Die Gleichungen
fiir die Beschreibung der Kopplungseffekte lassen sich aus den entsprechenden Gleichge-
wichtbedingungen entwickeln.

Fiir die hier untersuchten piezoelektrischen Materialien werden die Materialbeziechungen
ausgehend von den thermodynamischen Grundgesetzen abgeleitet. Dabei gilt zunédchst der
erste Hauptsatz der Thermodynamik

dU = dW +0 do (3.8)

in dem die Anderung der inneren Energie dU als die Summe der verrichteten Arbeit diW
und Anderung der Wirmemenge, die durch die Temperatur 6 und die Anderung der Entropie
do gegeben ist, definiert wird.

Da fiir die weiteren Betrachtungen der piezoelektrischen Materialbeziehungen ausschlieflich
adiabatische (d.h. wérmeaustauschfreie) Vorginge zu Grunde gelegt werden, wird die
Anderung der Entropie do zu Null gesetzt. Unter dieser Annahme vereinfacht sich die
Anderung der inneren Energie der piezoelektronischen Materialien zu:

dU =dw . (3.9)

Bei piezoelektrischen Materialien entspricht die verrichtete Arbeit dW der Summe der
mechanischen verrichteten Arbeit (mechanische Deformationsenergie) und der elektrischen
Arbeit

dw =dw

mech

+dW, =T, dS,+E,dD,, (3.10)

wobei die mechanisch verrichtete Arbeit durch das Produkt der mechanischen Spannungen 7}
und der Anderungen der Dehnungen dSj; gebildet wird und die elektrische Arbeit durch das
Produkt der elektrischen Feldstiarke £; und der Anderungen der dielektrischen Verschiebun-
gen dD; ausgedriickt wird. Die hier dargestellte Anderung der inneren Energie ist eine
Funktion intensiver Zustandsgroflen 7j;, E; und extensiver Zustandsgrofen S;;, D; .

Unter der Voraussetzung, dass die Gesamtenergie eine eindeutige Zustandsfunktion der
Variablen T}, Sy, E; , D; und dW ein vollstiandiges Differential ist, lassen sich aus der Gesam-
tenergie W weitere Potentialfunktionen ableiten, die ebenfalls die Eigenschaft einer Zustands-
funktion haben. Je nachdem welche zwei GrofBen als unabhingige Variable verwendet
werden, konnen verschiedene Potentialfunktionen aus der inneren Energie durch eine
Legendre Transformation aufgestellt werden.

Eine von diesen Funktionen ist die elektrische Enthalpiedichte, die sich fiir piezoelektrische
Materialien wie folgt angeben lisst [Tie 69]
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H=U-ED.,. (3.11)

Unter Beachtung der vorhergehenden Uberlegungen folgt zunichst das totale Differential der
elektrischen Enthalpiedichte

dH =dU —E,dD,-D, dE,. (3.12)

Setzt man (3.9) und (3.10) in der obigen Gleichung (3.12) ein, so ergibt sich

dH =T,dS, - D, dE,. (3.13)

Da in der folgenden Gleichung eine totale differentielle Beziehung beschrieben wird, lasst
sich die differentielle Form der elektrischen Enthalpiedichte wie folgt angeben
oH oH

dH =22 ds +<dE | (3.14)
s, 7 OE,

ij i
Vergleicht man dies mit Gleichung (3.13), so erhélt man die Beziechungen

=t p-_H (3.15)
' s, oE

Die unabhéngigen Zustandsgroflen werden hier nun durch die mechanische Dehnung S;; und
elektrische Feldstirke E; reprisentiert, so dass sich als abhidngige Variablen, die mechanische
Spannung 7 und die elektrische Verschiebung D;, ergeben.

Werden die Verzerrungen Sy und das elektrische Feld Ej als unabhéngige Gro3en angenom-
men, so konnen konstitutive Gleichungen fiir die Spannungen 7j; und die elektrische Ver-
schiebung D; in Abhéngigkeit dieser Groflen in eine Taylorreihe entwickelt werden

oT, oT,
I, =— Stk (3.16)
708, oE,
D, _ 9D, Skl+—aDi E,, (3.17)
oS, OE,

wobei die beiden Gleichungen nach dem linearen Glied abgebrochen und im Material
eingeprigte Eigenspannungen vernachlédssigt wurden [Sim 02].

Unter Verwendung von Gleichungen (3.15) werden folgende Gleichungen wie folgt umge-
formt
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2 2
T, = o SuT o E, (3.18)
0S8, 0S,, 0S,; OF,
2 2
D= O°H g O°H E (3.19)

" 9EaS, " OEOE, "

Dabei wird vorausgesetzt, dass es sich um reversible Zustandsinderungen handelt. Dies
schlieBt an dieser Stelle ein, dass das Material elastisch, dielektrisch und piezoelektrisch
verlustfrei ist und daher keine Dampfung auftritt, vgl. [Wag 03].

Unter der Voraussetzung, dass die elektrische Enthalpiedichte homogen quadratisch in den
unabhingigen Feldgrofen ist [IEEE 176]

1 1
H:Ec? S; Sy —eu E, Sjk—Ee;T EE,, (3.20)

ijkl ~ij

leiten sich die linearen Zustandsgleichungen mit Hilfe der Gleichungen (3.15) ab. Hieraus
ergeben sich die linearen konstitutiven Gleichungen fiir piezoelektrisches Material, welche die
folgende Form haben

_E
]:'j = Ciw Sy — €k

E, (3.21a)

D, =ey Syte, Ey- (3.21b)

1

Dabei sind cf,d clastische, ¢, , e, piezoelektrische und & dielektrische Konstanten, und sie

stellen den Zusammenhang zwischen abhéngigen und unabhingigen Variablen her. Der hier
eingefiihrte Koeffizient ¢, zeigt beispielsweise, welche mechanische Spannung (Indizes j) in

einem piezoelektrischen Material auftritt, wenn ein elektrisches Feld in A-Richtung angelegt
wird und die Verformung des Materials verhindert wird ($=0). Der in den konstitutiven
Gleichungen hochgestellte Buchstabe £ bzw. S gibt an, dass diese GroBen bei konstanten
elektrischem Feld bzw. konstanter Verzerrung bestimmt werden miissen.

Gleichung (3.21b) beschreibt dabei den direkten piezoelektrischen Effekt und Gleichung
(3.21a) den inversen Effekt.

Vergleicht man die konstitutiven Gleichungen mit Gleichungen (3.18) und (3.19), so erhélt
man die folgenden Beziehungen, welche die Materialeigenschaften beschreiben:

cE = a]:'j _ 82H
moes, os,as,

(3.22)
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2
e = - op, _  oOH (3.23)
OE,  OE, CE,
oT, 2
€y =~ == o (3.24)
OE, 08, 0E,
2
e =D - O (3.25)
as, OE,oS,
wobei
Cijk — Cikt - (3.26)

Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass die erste partielle Ableitung der elektrischen
Entahalpiedichte nach intensiven ZustandsgroBen physikalische extensive Zustandsgrofien
ergibt, und die zweite Ableitung flihrt zu den gesuchten Materialkenndaten, die die mechani-
sche und elektrische FeldgroBen miteinander verkniipfen.

Aufgrund der Vertauschbarkeit der Reihenfolge bei den partiellen Ableitungen von H
beziiglich der unabhéngigen Variablen in Gleichung (3.26) sind die Materialkonstanten
sowohl fiir den direkten als auch den inversen piezoelektrischen Effekt gleich [Mes 04].

Die Materialkenndaten konnen auch ohne Taylorreihenentwicklung der Gleichungen (3.16)
und (3.17) direkt aus der Gleichung (3.20) unter Beriicksichtigung seiner homogen quadrati-
schen Form bestimmt werden, siehe [Ike 96].

Neben der angegebenen Form der konstitutiven Gleichungen existieren noch drei weitere
gleichwertige Darstellungsmoglichkeiten, wobei jeweils zwei andere GroBen als abhdngige
Variablen auftreten und damit bei den partiellen Ableitungen auch entsprechende Potential-
funktionen als Energieausdriicke wie z.B. Gibbs’sche Funktion verwendet werden miissen
[Ike 96].

Die Umformung des Gleichungssystems in die drei anderen Moglichkeiten ergibt die
folgenden Gleichungssysteme [IEEE 176]:
Sy = Sifkl Ty+d

y

E, (3.27a)

ki

D, =d,, T,+¢, E, (3.27b)

Sy = Sij[‘;{l T+ 81y Dy (3.282)

y
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E; =~g,, Ty +Py D, (3.28b)
T, =cb, S, —h, D, (3.292)
E;=~hy S+, D, . (3.29b)

. . . . . E D . . .
Dabei sind 4, , d,;, und g, die piezoelektrischen Konstanten, s;,, und s;, sind die elasti-

schen Nachgiebigkeiten bei konstantem elektrischem Feld bzw. bei konstanter dielektrischer
Verschiebung. Mit S, und S; werden die dielektrischen Impermeabilitéiten bei konstanter
mechanischer Spannung bzw. Dehnung bezeichnet. Diese drei konstitutiven Gleichungspaare
beschreiben jeweils den direkten (Gleichungen mit der Bezeichnung ,,a*) und den inversen
piezoelektrischen Effekt (Bezeichnung ,,b®).

Die elektromechanischen Zusammenhinge des piezoelektrischen Effekts, die mit Hilfe der
oben dargestellten konstitutiven Grundgleichungen beschrieben werden, werden in Bild 3.2

dargestellt.
mech.
Spannung)
T, X

De- Cip 7/ Fluk-

formation ) _ " | dichte

s, /7 D,
gpi

Bild 3.2: Lineare elektromechanische Zustandsgleichungen [TicGau 80]

Die ZustandsgrofBen sind hier mit den Pfeilen iiber entsprechende Materialkonstanten
gekoppelt. Die am Pfeil notierte Materialkonstante ist eine partielle Ableitung der Zustands-
grofe, zu welcher der Pfeil hinzeigt, nach der Zustandsgrofie, von welcher der Pfeil wegzeigt.

In der Praxis wird statt Tensoren hiufig eine Matrixschreibweise verwendet. Der Grund
hierfiir liegt in der Symmetrie des Spannungs- und Dehnungstensors. Dariiber hinaus sind
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drei- und vierstufige Tensoren uniibersichtlich. Hierbei werden die Indizes ij bzw. k/ durch p
bzw. g wie folgt ersetzt:

Tabelle 3.1: Zuordnung der Matrixindizes zu den Tensordoppelindizes

ij oder kI poder g
1] 1
22 2
33 3
23 oder 32 4
31 oder 13 5
12 oder 21 6

[Wol 00]

Damit werden die konstitutiven Gleichungen (3.27a) und (3.27b) in folgende Matrixschreib-

weise uberfiihrt

_ E
Sp_ Spq Tq+dkp £y

D=d, T +e, E,

wobel
I, =T,

S ={‘%

P 2S,.j
s%

S::q = 2Sifkl

4Sl.fk,

dA :{ dikl

: 2dikl

i=j
i1#j
i=j
i=j
I
k=1
k#1

p=123
p=4506

k=1 pqg=123
k1 p=123
k#l pqg=45,6

g=123
q=456

q=45,6

(3.30a)

(3.30b)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Die Indizes / bis 6 werden verwendet, um die Richtungen im kartesischen Raum zu kenn-
zeichnen. Mit den Ziffern /, 2 und 3 werden die Achsen des kartesischen Koordinatensystems
(x, y bzw. z) bezeichnet. Die Ziffern 4, 5 und 6 bezeichnen Scherungen in einer auf der
jeweiligen Achse senkrechten Ebene, siehe Bild 3.3. Der erste Index bei den Materialkonstan-
ten gibt jeweils die Richtung der unabhingigen, der zweite die Richtung der abhingigen

Grofen an.
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Polarisationsachse
.

P")kn

2()
1 (x)
Bild 3.3: Festlegung der Indizes

Als Polarisationsachse bzw. Symmetrieachse wird iiblicherweise die 3-Achse gewdhlt. Der
Vorteil der Matrixschreibweise liegt daran, dass sich die Richtungsabhingigkeit des Piezoef-
fekts aufgrund der anisotropen Natur von Piezoelektrika anschaulicher darstellen ldsst. Diese
Richtungsabhéngigkeit ist besonders in der Aktorik von Bedeutung, weil je nach der Bean-
spruchung, bezogen auf die Polarisationsachse des piezoelektrischen Kristalls, drei Arten des
technisch nutzbaren inversen piezoelektrischen Effektes unterschieden werden kdnnen. Sie
sind schematisch in folgender Abbildung dargestellt:

E 3 T A) 3 [E 3 / S] A‘ 1 S5
< 2 y % oo ;

a) b) ¢)

Bild 3.4: Piezoelektrische (vichtungsabhdngige) Teileffekte: a) Lingseffekt (d33-Effekt);
b) Quereffekt (d31-Effekt); c) Schereffekt (d15-Effekt)

Neben einer klareren Bezeichnung der oben dargestellten Effekten bringt die Matrixschreib-
weise auch die effektive Anzahl der unabhidngigen Tensorkoordinaten, die sich aus der
Tensorsymmetrie ergibt, deutlich zum Ausdruck. Ingesamt ergeben sich im allgemeinen Fall
unter Berlicksichtigung von Symmetriebedingungen fiir piezoelektrische Werkstoffe 21
elastische, 18 piezoelektrische und 6 dielektrische Konstanten.
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Bei der Beschreibung der Materialeigenschaften piezoelektrischer Werkstoffe ist es iiblich,
samtliche Koeffizienten der Gleichungssysteme in einer sogenannten Verkoppelungsmatrix
zusammenzufassen. Die Struktur dieser Matrix nimmt fiir die Gleichungen (3.30a) und
(3.30b) folgende Gestalt an:

S S 5o S1E3 S1E4 Sf5 S1E6 i d, d, dy || T

SZ S1E2 sz SzEs S2E4 52E5 SzEa i d12 dzz d23 TZ

S; Sg SzEs 353 354 555 S;'Eé i dy dy dy || T;

S, 5}54 szz S3E4 3:154 Sf5 Sfé \d,, d,, d, || T,

Ss |= Sf5 555 Sf5 S:IE5 Sf5 S5Eé i ds dy,; dys || T (3.35)
So| | s S si S S Sw s do d || T

D, d, d, d; d, d; dj i e1T1 esz 61T3 E,

D, dy dy dy d, dy dy i e1T2 esz e2T3 E,

_D3_ _d31 dy dy dy dy dy | e]T3 ezT3 e3T3 _E3_

Die Zusammenstellung der elektromechanischen Matrizen simtlicher mdglicher Symmetrie-
gruppen, die piezoelektrische Eigenschaften haben, ist z.B. in [Ike 96] enthalten.

Da die meist technisch bedeutungsvolle Piezoelektrika wie PZT-Keramiken aufgrund der
Polarisation eine Symmetrie eines hexagonalen Kristalls der Kristallklasse 6 mm aufweisen,
sind dadurch nicht alle Elemente der Verkoppelungsmatrix besetzt. In diesem Fall, bei der
angenommenen Z-Achse als Symmetrieachse, ldsst sich die oben dargestellte Matrix (3.35)
folgendermalBlen schreiben:

s [sh sk osho00 0 0 00 dy T
S, sh, shoosh, 000 