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zahlreiche andere, besonders fiir die Funktionentheorie fol-
genreiche Sitze waren nicht zu gewinnen durch eine Rech-
nung, die im Endlichen stehen bleibt; diese hitte fiir alle
diese Fille nur den einen unterschiedslosen Begriff ,des*
Unendlichen zur Verfiigung, welcher dann gleichbedeutend
erscheint mit dem des aller Berechnung und Bestimmung
Entzogenen; mit dem Dunkel, in dem alle Katzen grau
sind.

Die einzige Erweiterung und damit zugleich Berichtigung,
deren die Aufstellungen Cantors in prinzipieller Hinsicht
noch bedurften, war die Ausdehnung der Relativierung, die
Cantor mit dem Begriffi des Unendlichen nach oben hin
in der Reihe seiner ,Alefs* richtig vollzogen hat, auch nach
unten, d. h., die Anerkennung einer jener genau korrespon-
dierenden unendlichen Reihe von Ordnungen des Unend-
lichkleinen. Diese Ergdnzung hat aber, wie wir sahen, be-
reits Veronese vollbracht. Die entscheidenden Sitze
Cantors iiber die Machtigkeiten bleiben dabei alle richtig;
gewonnen aber wird eine gesicherte Grundlage fiir die In-
finitesimalanalysis in ihrem ganzen Umfang. Ganz ab-
gesehen iibrigens von jedem Ertrag an speziellen mathe-
matischen Einsichten erreicht so das ganze System der Un-
endlichkeitsbegriffe der Mathematik eine durchsichtige
Klarheit und innere Folgerichtigkeit, die, einmal errungen,
nicht leichthin wieder preisgegeben werden kann.

Wir haben uns nun zur Infinitesimalanalysis den Uber-
gang zu bahnen durch die Betrachtung der Begriffe der
Veranderlichen und der Funktion.

\ 8. (Die Zakl als Grifie — Verdnderliche — und als Funkiion.)
Mit der Uberordnung ,,der® Zahl tber die bestimmten Zahl-
werte ist ein wichtiger Begriff im Grunde schon eingefiihrt,
unter dem erst die Zahl tauglich wird, nach der Ahnung
der alten Pythagoreer und Platoniker das Sein, oder im
bestimmteren Kantischen Terminus: die Realitit dem
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Denken zu erobern; niamlich der Begriff der Zahl als GroBe,
d. h. als Verinderliche.

Die Zahl, wie sie bis dahin verstanden wurde, als der
blofe Ausdruck des Wieviel, gabe einen durchaus inkom-
pleten Begriff eines Gegenstandes. Jeder Gegenstand
hat Zahl, aber kein Begriff eines Gegenstandes konnte
darin erschopft sein, dafi er Zahl (in diesem beschrinkten
Sinne) ist. Zwar it sich die Methode der Zahl in volliger
Reinheit entwickeln ohne jede Riicksicht auf noch irgend-
wie sonst bestimmte Gegenstinde. Indem die Mathematik
dies tut, schafft sie sich aus der reinen Zahl ein eigenes
Objekt, aus der Gesamtheit der denkbaren Zahlbeziehungen
eine eigene Welt, die um die ganze tibrige Welt der Gegen-
stinde sich nicht zu kiimmern braucht. Die Eifersucht, mit
der sie iiber der Reinheit und Selbstindigkeit dieser in sich
beschlossenen Begriffswelt wacht und alle nicht arithmeti-
schen Begriffe aus der Arithmetik fernhilt, kann vom logi-
schen Standpunkt an sich nur gutgeheifien werden. Aber
gerade je reiner somit die arithmetische Methode durch-
gefiilhrt wurde, um so weniger konnte auf die Linge ver-
kannt werden, dafl diese Methode einer anderen zu ihrer
Erganzung bedarf, ohne die sie sich selbst nicht vollenden
konnte und auch, soweit sie reicht, wie in der Luft stinde,
fiir eine wirkliche Erkenntnis der Gegenstinde ohne Be-
deutung, weil ohne Anwendung bliebe.

Eine Setzung des Denkens, in der nichts gesetzt wire
als — die Setzung selbst, als einzelne, als Reihe einzelner
und Zusammenfassung solcher Reihen allemal zu einem
Ganzen, und was alles weiter daraus folgt, bliebe zuletzt
etwas Unausgedachtes, Unausdenkliches, ein leeres Ge-
dankengespinnst, wie ein System von lauter sorgfiltig ge-
zahlten Nichtsen. Zahl will doch Zahl von Etwas sein; ge-
fordert ist also eine Methode, gemaf welcher das Etwas,
welches gezahlt wird, zu setzen sei. Man kann doch nicht
ins Unendliche nur immer wieder Zahlen zahlen; vielmehr man
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kann es wohl, aber kann es gewissermaBen nicht wollen, es
kann nicht die letzte Absicht des Zahlverfthrens sein. Aber
ebensowenig diirfte man sich dabei beruhigen, dab die zu
zahlenden Gegenstinde eben anderweitig gegeben werden
miissen; daB es, wie durch gliicklichen Zufall, eine Eigen-
schaft sogar jedes irgendwie Gegebenen sei, auch irgendwie
zihlbar zu sein, so daB freilich der Methode der Zihlung
die Gelegenheiten der Anwendung nie mangeln werden.
Man verlangt vielmehr einen inneren Zusammenhang ein-
zusehen zwischen dem Verfahren der Zihlung und einem
anderen, mindestens so urspriinglichen Denkverfahren, in
welchem das zu zdhlende Etwas entspringe; man verlangt
zu erkennen, daB und wie diese verschiedenen Verfahrungs-
weisen des Denkens kraft ihrer eigenen Gesetzlichkeit so
ineinandergreifen, daf notwendig der Zahl auch stets ein
zihlbares Etwas, dem Etwas stets die Zahl zu Gebote steht.

Der Ausdruck dieser wesentlichen Beziehung der Methode
der Zahl auf eine andere, noch verborgene Methode, ein
zihlbares Etwas zu setzen, ist nun wohlbekannt und auch
den Arithmetikern geldufig, ndmlich der Ausdruck der
GréBe. Das Verhiltnis der Begriffe Zahl und GroBe
(rAfiBoc, uévebog — mullitudo, magnitudo) bedarf aber einer
genaueren Bestimmung. Allzu oft werden ohne deutliche
Begriindung, zwar nicht die einzelnen Zahlen, wohl aber
irgendwelche zusammengesetzte Zahlgebilde auf einmal
GroBen genannt; besonders wo Zihlungen mit verschiede-
nen Einheiten in Frage kommen. So sprach man nament-
lich frither gern von komplexen Grofien statt Zahlen; auch
bei der Einfithrung des Irrationalen tritt regelmiBig der
Ausdruck GroBe auf; ja schon das Verhiltnis, auch als
bloB durch die Zahl ausgedriickt, wird Grofie genannt; und
so die Bruchzahl. Fast immer spielt auch eine nihere oder
fernere Erinnerung an rdumliche Anschauung mithinein;
denn das Riumliche vor allem gilt als Grofie, nicht bloB
Zahl.
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Der nichste Grund der Unterscheidung und zugleich
engen Verbindung zwischen den Begriffen Zahl und Grofie
scheint dieser zu sein: Zahl fiir sich besagt nur das Wie-
viel, aber nicht das Wieviel wovon. Zwar ist es stets das
Wieviel einer gedachten Einheit; was aber diese Einheit
sei, braucht solange gar nicht gelragt zu werden, als immer
eine und dieselbe Einheit vorausgesetzt wird; sobald da-
gegen verschiedene Einheiten in Frage kommen, also die
mancherlei Zahlausdriicke nicht mehr das Wieviel von Einem
und Demselben, sondern von Verschiedenem bedeuten,
pflegt man sich des Wortes Grofie zu bedienen. Dieses be-
deutet dann nicht sowohl das Wiegrof (dieses wird stets
ausgedriickt durch das Wieviel der beziiglichen Einheit),
sondern man unterscheidet GroBe von Grobe, sofern die
Einheiten, mit denen gezdhlt wird, verschieden sind. 3, 5,
auch 3 + 5 wirde man nicht Grofen nennen; aber 3a, 56
und, falls die ¢ und ¢ in irgendeinem Sinne addierbar sind,
3a + 56 wird man Grofien nennen. Vergleichungsweise
wird dann auch wohl die Zahl selbst als Grofe bezeichnet;
aber darauf verfiele man schwerlich, wenn nicht die ,un-
benannte* mit der ,,benannten* Zahl irgendwie in Verglei-
chung kime; sondern nur sofern man ihre Einheit mit
anderen Einheiten vergleicht; so besonders in der komplexen
Zahl @+ 47, d. h. a- 1+ -7, wo a und & gewdhnliche Zahlen
sind, 1 und / dagegen verschiedene Einheiten, mit denen
gezihlt wird, unter denen die Beziehung gilt: 2 — — 1.

Nun hat sich uns schon ,,die®“ Zahl als begriffliches Kon-
tinuum, als Gattung den bestimmten Zahlwerten iibergeordnet.
Schon damit wird die Zahl selbst aus dem bloBen Wieviel
einer GroBe selbst zur Grofe; es wird damit dem Wieviel
gleichsam ein Substrat gegeben, oder es wird, ohne Anleihe
bei der ,,Anschauung®, ohne Einfiihrung irgendwelcher Be-
griffe, die aus nicht-arithmetischem Bereich stammten, das
Wieviel zum Wieviel von Etwas. Es ist ersichtlich das
Merkmal der Stetigkeit, welches die Zahl zur GroBie
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macht. Unter den Mathematikern hat dies besonders deut-
lich Hankel gesehen (65; bes. § 12 Anm. und § 13). Das
Irrationale rein formal, durch den Grenzbegriff, dem Ra-
tionalen zu interpolieren, sagt dieser, sei , der Natur der
Sache deshalb ganz unangemessen®, weil eben ein solcher
Grenzbegriff auf der Vorstellung des Kleinen und GroBen
und der Anordnung der Zahlen in einer stetigen Reihe
beruhe, welche schon den Begriff der extensiven (= stetigen)
Grofie involviere. Das Irrationale verlange in der Tat zu
seiner systematischen Fassung den Grofienbegriff. Er er-
klart dann zwar diesen als unmittelbar in der ,,Anschau-
ung* gegeben, einer Definition nicht bediirftig. Weiterhin
aber unterscheidet er: der Begriff der Quantitit sei nicht
zu definieren, wohl aber der des Quantum (er meint:
uéyedog, nicht mocdv); nicht was GroBe sei, sondern viel-
mehr was grof sei, bediirfe der Feststellung. Zu dieser
dient ihm das Axiom des Archimedes: dab eine ,,GroBe*
(ein bestimmter Wertbetrag) vervielfiltigt die andere iber-
treffe; also die Eigenschaft der MeBbarkeit; die freilich nur
die endliche Grofie definieren und gerade die echte, stetige
Grofe (wie wir sahen) nicht begriinden wiirde. Sehr klar
aber heifit es dann (in einer Bemerkung zu § 16): der Be-
griff der unendlichen Reihe, iiberhaupt der Grenze, sei nicht
mehr unzulédssig, nachdem der Begriff der (Zahl als) GroBe
eingefiihrt sei, ,welche schon eine vollendete in sich ist
und nicht erst durch den Summationsprozefl erzeugt
werden soll“. Das deckt sich fast mit der Unterscheidung
Kants: dab bei der intensiven Grofie das Ganze den Teilen,
die Einheit der Mannigfaltigkeit vorhergehend, bei der ex-
tensiven erst aus ihr resultierend gedacht werde; oder mit
der Leibnizschen Erklirung, daB das Intensive das Fun-
dament des Extensiven sei; die Grofie, so wiirden wir vor-
ziehen zu sagen, das Fundament der Zahl, oder der reine
Grundbegriff der Grofie das Fundament der ziahlbaren Grofie.

Die Berufung auf , Anschauung* freilich kann uns auch
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hier nicht fruchten. Man kann nicht Zeit und Raum defi-
nieren, ochne die Gréofie vorauszusetzen; also kann man nicht
umgekehrt die Grofie im Unterschied von der Zahl defi-
nieren wollen, indem man Anschauung von Zeit oder Raum
zugrunde legt. Die Anschauung gibt nicht die Grofe, die
vielmehr ein reiner Begriff ist; und wenn ihr konstituieren-
des Merkmal die Stetigkeit ist, so geben Zeit und Raum
eben auch nicht die Stetigkeit, sondern eben sie muf zu-
vor in reinem Begriff aufgestellt sein, wenn Zeit und Raum
als stetige Gebilde gedacht werden sollen. Die Berufung
auf die Anschauung meint aber (wie schon gesagt) in Wahr-
heit vielmehr die neue Begriffsgrundlage, nach der wir
suchten. Als diese erkannten wir schon die qualitative
Allheit. Durch sie wird, wie besonders an den unend-
lichen Reihen klar wurde, die Zahl selbst zu einem Gebilde,
das stetig, d. h. von irgendeinem gegebenen Betrag zu
irgendeinem anderen durch alle Zwischenwerte hindurch
verinderlich gedacht wird. D.h.: man denkt sich, gegen-
iber den bestimmten Zahlwerten, ,,die‘ Zahl selbst, in jener
singularen Fassung, die den Griechen geldufig war, als ein
und dasselbe Zugrundeliegende, das durch die Reihe
der definiten Werte, und zwar in ausnahmsloser Allheit,
sich entwickle. Es ist die Denksetzung selbst, es ist die-
selbe, nimlich der Funktion nach dieselbe Denkhandlung,
oder, rein objektiv ausgedriickt: die gesetzmiBig bestimmte
Relation, in der die sukzessiven Werte gesetzt werden;
denn irgendein anderes Substrat ist bisher nicht gegeben.
So entsteht die Zahl als einziges, nur einmal vorhandenes
Gebilde, das man sich veranschaulicht unter dem Symbol
einer Linie, und zwar einer unendlichen Geraden, in gleich-
formiger Bewegung durchmeBbar. Die so begriindete stetige
Zahl wird selbst zum Ausdruck des MaBes einer jeden
stetigen GroBfendnderung, indem durch dies gemeinsame
MaB beliebige GroBeninderungen untereinander vergleich-
bar werden.
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Darin liegt nun aber der Hinweis auf ein logisches Moment,
das in der Zahl von Anfang an schlummerte und doch bis
dahin tief versteckt blieb; das in seiner fundamentalen Be-
deutung fiir die Denkschopfung der Zahl tberhaupt von
den Arithmetikern erst verhiltnismafig spit beachtet worden
ist; nimlich jenes logische Moment, dem Kant den Namen
der ,Relation® beilegt, welches in Wahrheit aber vielmehr
eine eigene Relation von Relationen darstellt. Sein
genauer Ausdruck in der Sprache der Arithmetik ist die
Funktion. Die Grofe als Verinderliche enthiillt ihre eigent-
liche Bedeutung erst, sofern dabei mitgedacht wird an eine
gesetzliche Beziehung, gemaf welcher eine Wertreihe einer
anderen von Glied zu Glied korrespondiert. Nicht die
GroBe ist verinderlich; die GroBe als das Wiegroff mufl viel-
mehr fest bleiben, und die Grofe als Kontinuum bedeutet
nur die Allheit der Werte je unter einem gegebenen Gat-
tungsbegriff; sie ist die Bedingung der Verinderlichkeit,
aber ist selbst nicht verinderlich. Sondern nur eine Grobe
kann streng genommen als verinderlich gedacht werden,
gleichzeitig mit der Verinderung einer anderen. Wo-
her hier der Ausdruck der Gleichzeitigkeit? Ist etwa der
Begriff der Zeit hier schon vorauszusetzen? Keineswegs;
aber wohl konnte es sich herausstellen, dafl mit dem Be-
griff der GroBe als verinderlicher man dem Begriff der Zeit
schon sehr nahe gekommen ist. Die Verdnderung der Grofie
wird naturgemiB unter dem Bilde der Zeit vorgestellt.
So redet man von Geschwindigkeit der Funktion, indem die
in groBeren Differenzen fortschreitende Anderung gegeniiber
der in kleineren fortschreitenden, sofern beide an derselben,
gleichsam festen MaBreihe gemessen werden, sich naheliegend
der schnelleren Fortbewegung vergleicht. Aber die Fort-
schreitung ist keine andere als durch die Zahl; das Friher
und Spiter besagt nur das Stellverhiltnis, das Vor und
Nach in der Zihlung; die Bewegung ist nur die des Ge-
dankens, der in gesetzmiBiger Folge von Wert zu Wert
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iibergeht, wihrend die Werte und Wertbeziehungen selbst
nach wie vor feststehen und ewig, zugleich ins Unendliche,
nur sind, nicht werden.

Also nicht der Zeitbegriff gehort etwa schon an diese
Stelle. Das logisch Neue, das hier platzgreift, liegt viel-
mehr darin, daB mit der Funktion, d. h. mit der Gesetz-
miBigkeit, gemiB welcher die Anderungen einer GroBe
denen einer gegebenen anderen korrespondieren, wir in
das logische Gebiet iibergetreten sind, das von der ,,Syn-
thesis der Relation* beherrscht wird. Indem die Quantitat
sich durch die Qualitat vertieft hat, ist sie zugleich zu-
bereitet fiir den Aufbau eines Systemzusammenhanges nach
dem Verfahren der Relation. Die Einzelwerte werden
nicht mehr als einzelne, sondern als Stufen einer einzigen
Wertentwicklung, des Verinderungsganges einer Grofie ge-
dacht, damit eine Wertentwicklung oder die Veranderung
einer GroBe, mit der einer andern verglichen und die Be-
ziehung ihrer beiderseitigen Anderungen einem Gesetz unter-
worfen werden konne. Umgekehrt, nur indem eine Grofien-
anderung durch ihre gesetzmdfige Beziehung zu einer anderen
ausgedriickt wird, also eben durch den neuen Sinn der
Grofe als Funktion, gewinnt man den Gattungsbegriff einer
GroBe, der fortan den sukzessiven Werten dieser Grofie sich
iiberordnet. Die verinderliche Grofle, gegeniiber ihren suk-
zessiven Werten, ist die durch ein bestimmtes Gesetz ibrer
Verinderung definierte, also eben die Grofie als Funktion,
oder beziehungsweise Argument einer Funktion, d. h., nicht
blof als Veridnderliche tiberhaupt, sondern, je nachdem,
abhangig oder unabhingig Verinderliche.

Im Vorausblick auf die Beziehung zweier Verdnder-
lichen in der Funktion kann dann auch wohl von einer
Verinderlichen fiir sich gesprochen werden; d. h. man kann
aus dem Kontinuum der Zahl irgendeine, durch irgendein
Gesetz bestimmte Wertreihe willkiirlich herausheben, als die
Reihe der Werte einer Verianderlichen &, und kann diese
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Wertreihe in mancherlei Beziehungen (z. B. als in einem
bestimmten Intervall stetig oder unstetig) betrachten zu-
nachst ohne Riicksicht auf eine Beziehung zwischen ihr und
einer bestimmten anderen Verdnderlichen y. So mag man
von x und dx reden auch ohne Beziehung auf ein be-
stimmtes y und dy. Indessen ist hierbei die Funktions-
beziehung wenigstens zu einem moglichen y immer mitzu-
denken. Sonst wire es nicht der Begriff einer Grofie, der
Grofle, die der Forderung geniigt, statt bloBer Zahlen ein
zahlbares Etwas zu vertreten. Dafiir bleibt unerldBlich
wenigstens die allgemeine Voraussetzung der moglichen
Beziehung einer Verdnderlichen auf eine andere als deren
Funktion. ;

§ 9. (Das Infinitesimalverfahren)) Wir haben nunmehr die
Voraussetzungen beisammen, um die Methode der Infinite-
simalrechnung uns deuten zu koénnen. Ihre fundamental
wichtige logische Bedeutung erkannt zu haben, ist besonders
das Verdienst H. Cohens [22], dessen Darstellung frei-
lich fir den nicht philosophisch wie mathematisch gleich
vorbereiteten Leser grofie Schwierigkeiten bietet.

Der allgemeine Sinn und die Absicht des Infinitesimal-
verfahrens laBt sich indessen auch dem mathematischen
Laijen unschwer verstindlich machen. Eine verinderliche
GroBe schreitet fort von Wert zu Wert, also in bestimmten,
zunachst endlichen Differenzen. Sofern nun zwei Verinder-
liche (x, y) hinsichtlich des Ganges ihrer Verinderungen
miteinander verglichen und in gesetzmafiger Beziehung er-
kannt werden sollen, so wird die eine von ihnen (die ab-
hingig Veranderliche, y) allemal eine bestimmte Differenz
(Ay) durchmessen, wenn die andere (unabhidngig Verinder-
liche, x) eine bestimmte Differenz (Ax) durchmiBt. Das
Verhiltnis der Differenzen beider GroBen also, das sich als

® .& ! . s & o |
Quotient E-::};'- schreiben laBt, drickt dann demn Gang der
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