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‘Wissenschaft, daB sie vielmehr fast bei jedem ihrer Ver-
treter eine andere und nirgends in auch nur ertriglicher
Strenge begriindet, sondern in der Regel bloB einfach be-
hauptet ist. Gemeinsam ist diesen Behauptungen nur
zweierlei: die im schlechten Sinne apriorische Voraus-
setzung des Empirismus und Realismus iiberhaupt, und,
in seltsamem Kontrast dazu, die Behauptung von Mbg-
lichkeiten als realen, die aller empirischen Entscheidung
ihrer Natur nach entzogen sind.

Einige kritische Bemerkungen iiber die Irrungen der
Metaphysik der nichteuklidischen Rdume mogen denn wohl
hier am Platze sein.

N 7. (Die Melaphysik der nichteuklidischen Rdume. ,,Mela-
geometrie.) Es ist eine bei Mathematikern und Philosophen
noch immer nicht selten begegnende Meinung, daf durch die
nichteuklidische Geometrie Kants Apriorismus der Raum-
anschauung widerlegt, der Empirismus endgiiltig bewiesen
sei. Ich habe zu Anfang gesagt, dal und weshalb ich in
der apriorischen Raumanschauung Kants das letzte Wort
in der Raumfrage nicht sehe. Aber durch das Faktum der
nichteuklidischen Geometrie ware sie nicht widerlegt. Wenn
es des Beweises noch bedurfte, daf die Euklidische Vor-
stellung des Raumes eine absolute Denknotwendigkeit nicht
ist, so ist dieser Beweis durch die Aufzeigung und den
Ausbau widerspruchsloser, also denkmoglicher nichteukli-
scher Raumsysteme freilich erbracht. Aber so wichtig dieser
Beweis sonst sein mag, fir Kant bedurfte es seiner nicht,
da eben der Satz, daB der Euklidische Raum eine ab-
solute Denknotwendigkeit nicht sei, eine der wesentlichen
Voraussetzungen seiner These ist, daB er eine dem Men-
schen eigentiimliche, fir andere denkende Wesen vielleicht
nicht bestehende Anschauungsnotwendigkeit sei. DaB wir
aber die nichteuklidischen Riume uns sogar zur Anschau-
ung zu bringen vermochten, hat zwar Helmholtz beweisen
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wollen, aber dieser Beweis — der mit der Mathematik der
nichteuklidischen Riume nichts zu tun hat, vielmehr eine
rein psychologisch-physiologische Frage betrifit — ist heute
wohl allgemein als miBgliickt erkannt und diirfte kaum noch
ernstliche Verteidigung finden. Die ,,Anschauung* sphi-
rischer und pseudosphirischer Raume, die uns Helmholtz
hat verschaffen wollen, ist ganz ersichtlich nichts als eine
wAbbildung® oder Projektion derselben auf den Eukli-
dischen Raum; und dasselbe gilt ausnahmslos von allen
Veranschaulichungen nichteuklidischer Riume, die je ver-
sucht worden sind oder versucht werden konnten. Daf
solche ,,Abbildungen* moglich sind, hat die groBe Bedeu-
tung, daB die Gesetze der nichteuklidischen Geometrien
einen Wert und eine unzweifelhafte Anwendbarkeit besitzen
fiir viele komplexere Probleme des Euklidischen Raumes;
wie besonders schon und vielseitig Wellstein [787] gezeigt
hat. Damit gewinnt die nichteuklidische Mathematik,
rein als solche, ohne Zweifel eine hohe und sehr reelle
Bedeutung. Nur sind ihre Grundgebilde dann etwas ginz-
lich anderes, als man sonst unter Punkten, Geraden, Ebenen
verstanden hat; es konnen irgendwelche rdaumlichen Ge-
bilde von beliebig hoher Komplexion sein, unter denen nur
(vollstindig oder teilweise) dieselben Beziehungen noch-
mals gelten wie unter den Punkten, Geraden, Ebenen, fiir
die sie urspriinglich aufgestellt wurden. Es ist technisch
zweifellos von sehr groBer Bedeutung, daB auf solche Weise
die ganze Geometrie auf héheren Stufen nochmals und
noch unendlich vielmals gilt. Aber es sind durchaus nur
komplexere Gebilde des Euklidischen Raumes, von denen
sie gilt, nicht solche einer iiberhaupt anders gearteten Rium-
lichkeit. Als alleinige fiir uns anschaubare Raumord-
nung liefe sich darum nicht minder die Euklidische fest-
halten. Also mit dem Sachbestand der Geometrie, nicht blof,
wie er zu seiner Zeit vorlag, sondern auch, wie er heute be-
kannt ist, wire Kants These an sich nicht unvereinbar.




§ 7. Die ,,Melageomelrie”. 31T

Unhaltbar ist diese These, in der soeben ausgesprochenen,
iibrigens noch aus seiner vorkritischen Zeit (der Dissertation
von 1770) stammenden Fassung, vielmehr gerade zufolge
der berichtigten Grundsitze der von demselben Kant ge-
schaffenen transzendentalen Methode. Dafl der Raum
nur die ,subjektive Bedingung der Sinnlichkeit* sei, ,,unter
der allein uns #uBere Anschauung moglich® ist; daB er an
der besonderen ,,Beschaffenheit unserer Sinnlichkeit®, an
der ,,Rezeptivitit des Subjekts, von Gegenstinden affiziert
zu werden* hinge, somit ,a priori im Gemiite gegeben®
sei; daf man daher ,nur aus dem Standpunkte eines Men-
schen* von diesem Raume reden kénne, wahrend wir ,,von
den Anschauungen anderer denkender Wesen gar nicht
urteilen konnen, ob sie an die ndmlichen Bedingungen ge-
bunden seien*!), sind Thesen, die auf dem Wege trans-
zendentaler Begriindung nicht nur nicht erwiesen oder je
erweislich, sondern dem reinen Sinne der transzendentalen
Methode geradezu widersprechend sind, indem die Be-
dingungen zur Mabglichkeit wissenschaftlicher Erfahrung
(Mathematik und mathematischer Naturwissenschaft) nicht
in dieser selbst, als tatsichlich in ihr wirkend und zugrunde
liegend aufgewiesen, in rein inhaltlichen Bestimmungen
festgelegt und auf ihre letzten, nicht minder rein inhalt-
lichen Voraussetzungen reduziert, sondern gleichsam hinter
der Erfahrung, in der eigenartigen Beschaffenheit eines erst
wie auber der Welt stehend, dann in sie eintretend ge-
dachten ,,Subjekts* unserer Anschauungen gesucht werden.
Auch als bloB psychologische Hypothese wire eine solche
Aufstellung nicht brauchbar; wihrend die allgemeine Vor-
anssetzung der Urspriinglichkeit der Raumvorstellung iiber-
haupt sich allerdings auch psychologisch wohl bewahrt.

Dagegen bleiben die begriindenden Sdtze nach unseren
methodischen Voraussetzungen in voller Kraft: 1. Der

1) Kr. d. r. V. § 3. ,,Schliisse aus den obigen Begriffen*’, b.
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Raum ist ,,kein empirischer Begriff, der von #uBeren
Erfahrungen abgezogen®, ,,aus den Verhiltnissen der duBe-
ren Erscheinungen durch Erfahrung erborgt“ wird, son-
dern ,,diese duBere Erfahrung ist selbst nur durch ge-
dachte Vorstellung allererst moglich%; 2. er ist
»kein diskursiver ... Begriff von Verhaltnissen der
Dinge iiberhaupt®, sondern eine ,,wesentlich einige*
Vorstellung und in diesem, rein objektiv bestimmten Sinne
urspriingliche ,,Anschauung%; und 3. die Sitze von ihm
haben nicht blof ,komparative Allgemeinheit“ durch In-
duktion, sondern besitzen eine strenge, obwohl nicht ana-
lytisch, nach dem Satze des Widerspruchs zu begriindende,
sondern synthetische Notwendigkeit — deren transzen-
dentalen Grund aufzuweisen aber nun erst die Aufgabe ist;
eine Aufgabe, die durch alle diese wenn noch so richtigen
tatsichlichen Festsetzungen erst gestellt, nicht gelost ist.
Die Losung, die wir fanden, bestitigt Kants Auffassung
insoweit, als auch nach unserem Ergebnis der Euklidische
Raum weder eine absolute Denknotwendigkeit noch eine
reine Erfahrungstatsache, oder etwa eine Hypothese ist,
deren Wahrheit oder Unwahrheit der Entscheidung der Er-
fahrung unterldge; sondern eine ,notwendige® Voraussetzung
in dem bestimmten Sinne, daB er bedingend ist fiir ,,mog-
liche Erfahrung® bestimmter: fiir die eindeutige gesetz-
mifige Bestimmbarkeit von Existenz in der Erfahrung.
Er beruht also nicht auf einer Notwendigkeit des Denkens
iiberhaupt, wohl aber des Erfahrungsdenkens, des Den-
kens von Existenz. Das Unterscheidende liegt in dem Hin-
zutritt der Bedingung der Einzigkeit, nicht irgendwelcher
besonderer rdumlicher Bestimmungen, sondern des Zu-
sammenhanges aller der Bestimmungen, die mitsammen
die Koexistenz der Dinge gesetzmifBig darstellbar machen.
Sofern in Kants Begriff der ,,Anschauung® oder Gegeben-
heit diese Forderung der Einzigkeit der Bestimmung wesent-
lich zugrunde lag, bleibt auch richtig, daB der Euklidische
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Raum eine notwendige Bedingung nicht des (allgemeinen,
diskursiven) Denkens, sondern der ,Anschauung* sei. Aber
die Forderung der Einzigkeit ist selbst eine Forderung des
Denkens, nur eben nicht des Denkens iiberhaupt, sondern
des bestimmtesten Denkens, des Denkens der Existenz,
welches beruht auf dem Zusammentritt aller in besonderen
Richtungen des Denkens waltenden Grundgesetzlichkeiten,
die je fiir sich nur fiir einen besonderen Bereich von Denk-
gegenstinden, nicht aber, ohne die anderen, fir den Ge-
samtgegenstand des Denkens die zureichenden Voraus-
setzungen bieten. So bleiben wesentliche, man darf viel-
leicht sagen, die wesentlichen Ziige der Kantischen Lehre
bestehen; aber jene urspriingliche — wie gesagt, noch aus
der Zeit vor der Entdeckung der transzendentalen Methode
stammende, nachher von Kant nicht geniigend dieser ge-
mif nachgepriifte und berichtigte — Formulierung der-
selben ist ohne kiinstliche Umdeutung nicht haltbar, wird
also besser ganz aufgegeben.

Dagegen ist die dieser gegeniiberstehende These des
Empirismus und Realismus nicht etwa ein bewiesenes Er-
gebnis der nichteuklidischen Raumtheorien, sondern eine
Voraussetzung — nicht dieser mathematischen Theorien,
sondern einiger der Forscher, die diese Theorien begriindet
haben. Sie konnten es nicht wohl vermeiden, sich auch
iber die Metaphysik des Raumes Gedanken zu machen,
und diese Gedanken bewegten sich zunichst in der Rich-
tung des Empirismus. Nicht das ist sehr zu verwundern;
eher das andere: daf man gerade mit den Argumenten
den nur empirischen Charakter der Euklidischen Raum-
vorstellung hat begriinden wollen, aus denen in Wahrheit
das Gegenteil folgt. Sollten unsere Begriffe vom Raum nur
empirisch sein, so miiBten sie nicht bloB aus der Erfahrung
uns erwachsen, sondern durch Erfahrung zu bestitigen oder
zu widerlegen sein. Nun ist zwar ,daran gar kein Zweifel®,
daB diese, wie iiberbaupt alle unsere theoretischen Grund-
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begriffe allein in der Erfahrung ihren Gebrauch haben und
allein durch diesen Gebrauch sich in uns haben entwickeln
und zu bestimmtem, gesichertem BewubBtsein erheben kénnen.
Aber das gilt ebenso von den letzten Voraussetzungen der
Arithmetik und selbst der allgemeinen Logik, die man doch
darum nicht fiir blof empirisch ansehen kann. Ihre Giiltig-
keit kann offenbar nicht von der Erfahrung abhdngen, weil
die Erfahrung, die sie beweisen oder widerlegen sollte,
selbst ohne sie nicht moglich wire, Es fragt sich aber, ob
nicht ebendies auch von der Gesetzlichkeit der Raumord-
nung gilt.

Wie sollte tiiber die Euklidische oder nichteuklidische
»Beschaffenheit* des Raumes unserer Erfahrung — diese
Erfahrung selbst entscheiden? Die Erfahrungen, welche diese
Entscheidung erbringen sollten, konnten doch nur empirische
Messungen im Raume sein. Solche aber fuBen unver-
meidlich auf Voraussetzungen physikalischer, also selbst
empirischer Art, wie Starrheit der Korper, Geradheit der
Tragheitsbahnen derselben sowie der Bahnen der Licht-
fortpflanzung. Aber diese Voraussetzungen setzen schon
ihrerseits eine bestimmte Geometrie, in ihrer gewohnlichen
Fassung die Euklidische voraus; wie sollten also solche
Messungen entscheiden konnen iiber die Giiltigkeit einer
Geometrie, die ihre eigene Voraussetzung ist? — Man denkt
sich, es sei dies in der Weise maoglich, daBl die Voraus-
setzungen der Euklidischen Geometrie, weil selbst aus
unserer gewohnlichen physikalischen Empirie geschopft, im
Bereiche der gewodhnlichen physikalischen Empirie zwar
sich bewahren, iiber gewisse Grenzen hinaus aber, nament-
lich auf sehr grofie raumliche und zeitliche Entfernungen
sich nicht mehr richtig erweisen konnten, indem, wenn wir
sie auch da noch unserer Theorie der Erscheinungen zu-
grunde legen wiirden, Widerspriiche oder wenigstens Un-
zutraglichkeiten zutage treten wiirden. In der Tat ist der
Fall zwar bisher nicht eingetreten, aber an sich wohl denk-




§ 7. Die ,Metageomelrie”.

315

bar, daB z. B. auf Fixsternweiten die Winkelsumme in Drei-

ecken, die unter den sonst geltenden Voraussetzungen ge-
messen wiirden, sich ungleich zwei Rechten finde. Aber
es wiren dann doch nicht die Eigenschaften des Raumes,
welche die Messung festgestellt hitten, sondern die Eigen-
schaften physikalischer Korper oder ihre Bewegungen. Also
wiren nach cden Ergebnissen solcher Messungen nicht die
Voraussetzungen iber die Raumgesetze zu dndern, sondern
es wiire das einzig richtige Vorgehen, vielmehr iiber die
Bewegungen der physikalischen Kérper andere Aufstellungen
als die bisherigen zu machen. Und zwar wiirde man, da
wiederum die Gesetze der Mechanik fundamentaler sind
als die der Optik, am ehesten die optischen Voraussetzungen
zu andern, etwa die Lichtfortpflanzung als nur annahernd,
nicht exakt geradliniz anzunehmen haben. In jedem
Fall wiirde durch geeignete physikalische Annahmen das
Ergebnis der Messung sich mit den Voraussetzungen
der Euklidischen Geometrie in Einklang bringen
lassen.

Allerdings ist auch der Fall denkbar, daf gewisse durch-
gingig mach bestimmtem Gesetz von den bisherigen An-
nahmen abweichende physikalische Beziehungen sich am
bequemsten durch Modifikation der geometrischen Voraus-
setzungen reprisentieren lieBen. In der Macht der Rech-
nung liegt das eine wie das andere, und wenn der letztere
Weg irgendwelche technischen Vorteile bietet, so wire es
ja toricht, ihn nicht zu benutzen. Aber iiber eine ,wirklich®
nichteuklidische Beschaffenheit des Raumes wire dadurch
dennoch nicht entschieden. Durch blofes Umrechnen kann
einmal iiber Wirklichkeiten nichts ausgemacht werden. Uber
Wirklichkeit entscheidet Beobachtung und Experiment; aber
der reine Raum der Geometrie ist eben keine Wirklichkeit,
an die Beobachtung und Experiment iiberhaupt herankonnten.
Fr selbst unterliegt nicht empirischer Messung; er ist fiir
jede Art empirischer Bestimmung schlechterdings unfind-
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bar’), ein echtes Demokritéisches puf 8v. Aber er ist nur
um so mehr eine reine Denkgrundlegung, welche selbst erst
Beobachtung und Experiment an ihrem Teile méglich macht,
Voraussetzungen dafiir schafft, die eben darum selbst nicht
der Bestitigung oder Widerlegung durch Beobachtung und
Experiment unterliegen konnen. In eben dieser seiner
Funktion muB der Raum selbst nicht bloB iiberhaupt gesetz-
mafig, sondern in dieser GesetzmiBigkeit auch schlechthin
eindeutig konstruiert werden; dieser Forderung aber ge-
niigen, wie gezeigt, nicht die Bestimmungen nichteuklidischer
Riume, die zuletzt alles in unendlicher Unbestimmtheit
zuriicklassen wiirden, sondern ihr geniigt allein, eben kraft
seines Einzigkeitscharakters, der Euklidische Raum.?)

Vermag man von dem selbstindigen Gesetzescharakter
des Raumes sich auch etwa nicht aus allgemeinen, erkennt-
niskritischen Griinden zu iiberzeugen, doch miifite man zu-
geben, daB eine Entscheidung iiber die Raumgesetze durch
Erfahrung aus dem eben besagten allgemeinen Grunde von
Haus aus unméglich ist: weil an sich jede physikalische
‘mpirie mit jeder Geometrie durch geeignete Voraus-
setzungen rechnerisch in Einklang gebracht werden kann.
Ist dem aber so, so muBl hier entweder fiir immer alles un-
entschieden bleiben (wobei vielleicht die Mathematik, nicht

1) Vgl. Poincaré, [747] 86: ,Die Experimente beziehen sich
nicht auf den Raum, sondern auf die Korper.® Vgl oben S. 302,
Anm, I,

2) Dies ist neuerlich wieder durch M. C. Mott-Smith ([z27],
S. 189 u. 6.) betont worden. (Einiges in gleicher Richtung auch
bei Russell [757] 78, 88; vgl. [728] 374.) Ich stimme mit Mott-
Smith in der Kritik der Metaphysik der nichteuklidischen Geome-
trien vielfach iiberein und finde auch in seiner positiven (auf
Kroman gestiitzten) Deutung Richtiges. Nur bleibt daneben die
unhaltbare Hypothese einer auf besonderer subjektiver Organisation
beruhenden ,,Zwangsliufigkeit unserer Anschanung (nach einem Aus-
druck Wellsteins, [787] 143) als miBige und storende Annahme
stehen.
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aber Physik und Philosophie sich beruhigen konnten), oder
die Entscheidung muff irgendwie nach Griinden a priori ge-
troffen werden.

Und hier greift nun die sehr alte Beobachtung ein, daf
es empirische Daten, welche die geometrischen Grund-
gebilde: Punkt, Gerade, Ebene adiquat darstellten, ein fiir
allemal nicht gibt noch geben konnte. Man braucht gar
nicht dem zu widersprechen, daf diese Begriffe dennoch
aus empirischen Gegebenheiten durch einen Prozef ideali-
sierender Abstraktion herausgearbeitet sind; wie namentlich
Benno Erdmann zu zeigen versucht und unter den Mathe-
matikern der nichteuklidischen Geometrie Felix Klein als
seine Ansicht ausgesprochen hat. Aber idealisierende Abs-
traktion ist nmicht Induktion; die Korrektur der Erfahrung,
die sie einschlieft, wiirde in induktiver Wissenschaft schlech-
terdings unzulissig sein.!) Bei den alten Agyptern war die
Geometrie eine induktive Wissenschaft; aber sie war in
wesentlichen Stiicken falsch. Den Grund zur Geometrie als
Wissenschaft haben die Griechen gelegt, indem sie den
induktiven Weg bewuBt verlieBen und ihre Begriindung in
reiner Deduktion suchten. DaB sie dabei gerade die , Eukli-
dischen* Voraussetzungen zugrunde legten, war, so wenig
sie einen Beweis fiir die alleinige Zulissigkeit dieser Vor-
aussetzungen zu fithren auch nur versucht haben und so
wenig dieser Beweis iiberhaupt gefiihrt werden kann, den-
noch nicht bloBe Willkiir. Sondern sie haben in der Sicher-
heit ihres wissenschaftlichen Instinkts gemau die Voraus-
setzungen getroffen, die eine eindeutige Raumbestimmung
allein méglich machen. Sie wufiten ganz wohl, dal die
Gleichheit, Geradheit usw. ihrer Voraussetzungen durch Er-
fahrung nicht gegeben war noch je gegeben werden konnte,
daB es sich dabei vielmehr um echte und rechte Plato-
nische ,,Jdeen* handelte, nach denen vielmehr Erfahrung sich

1) Auch dies betont mit Recht Mott-Smith,
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richten muB, als sie nach der Erfahrung. Man bezeichnet sie
jetzt oft als ,,Grenzbegriffe®!); z. B. der Punkt ist die Grenze
der ins Unendliche abnehmenden Distanz. Aber diese Gren-
zen sind ebensowenig in Erfahrung gegeben wie Cantors
Uberendliches oder Veroneses aktuell Unendlichkleines.
Solche Begriffe an die Stelle der empirischen Daten setzen
und diese vielmehr ihnen unterwerfen, ist das volle Gegen-
teil davon, diese Begriffe aus der Erfahrung zu entnehmen,
sie nach Erfahrung zu richten. Kant war also ganz im
Rechte, wenn er behauptete, daB die Geometrie auf Voraus-
setzungen faktisch fule und zu fuBen gar nicht umhin kénne,
die nicht durch Erfahrung gegeben sind, sondern ihr viel-
mehr zugrunde gelegt werden miissen, indem sie es sind,
welche eine Erfahrung als Wissenschaft iberhaupt nur mog-
lich machen. Nur, wie und in welchem Sinne sie sie ,,aller-
erst moglich machen®, bedurfte einer strengeren Bestimmung,
als Kant sie gegeben hat; fiir welche strengere Bestimmung
tbrigens, wie wir gesehen haben, fast alle Voraussetzungen
bei Kant selbst mehr oder weniger bestimmt vorliegen.

§ 8. (Josef Wellstein diber die Grundlagen der Geomelrie.)
Wenn wir aussprachen, daB an sich jede physikalische
Empirie mit jeder Geometrie durch geeignete Grundan-
nahmen in Einklang gebracht werden kénne, so ist damit
anerkannt, daf}, abstrakt logisch und rechnerisch angesehen,
nicht die Euklidische Geometrie die einzige ist, mit der
eine Naturwissenschaft sich widerspruchslos aufbauen liBt.

Im letzteren Sinne hatte Kants These Wellstein sich
gedeutet, dessen anregungsreiche Darlegung (787, bes.
S. 129 ff.) schon darum unsere Beachtung fordert, weil sie
sich tiefer, als es von Mathematikern sonst zu geschehen
pflegt, in die Untersuchung auch der philosophischen Seite

1) So Max Simon z. B. [762], S. 21, mit ofterer Berufung auf
B. Kerry [92].
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