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Bon ben vollftdndigen cubifhen Gleich, 115

Hug dem Vorhergehenden iff befannt, daf
X? =+ Ax* - Bx 4 C = 0 einerlep ift
. Mitx® 4+ (—p—g—1)x®* +Bx —pqr=o0
€ine quadratife Gleidung, welde die Wurgeln q und r ents
Balten foll, ift Eeine andeee als foigende
. x'-’*-{-(—q-—r)x+qr:o.
Séun abet it A= —p~—q—r, alp Af-p=— q—r unb

=t -+ qr, bdaber Iff jene quadratifche Gleichung einerlep mit
folgenber: ]

A) xz-f-(A-{-p)x—i--gl:o,

b. b, elne Sleidhung x3 - Ax® - Bx - C=o0 , beren TWups
3l p, qundr {ind, glebt mit x — p dividice,  elne qitadratis
fdhe Sleichung von der Form (A), 3 B. in der Gleidhung

: x? — 25x%% 4 206x — 560 =0
ift eine Wuryel werth x =7 = p, alfo muf nach der Gleldyung

(%) xz+("‘25+7)x+_jdi=o

sber x® — I8x -+ 80 = O die Bepden brigen Wurgeln ents
balten. Eben blefe Gleichung haben wiv (§. 171) mit mebyres
ver Ihe durch die: Divifion gefunden.

XIL CQapitel.

Bon der Negel ved Cardani oder Hes Seipionis
Serret,

§. 172,

Wenn eine cubifthe Gleichung auf ganje Sablen
gr‘bmdﬁ wird, wie fchon cben gejeige worden, und
ffmi Theiler ves lesten Gliedes eine Warzel der
@}Ie:d;ung ift, fo ift diefes ein ficheres Seichen, Daf
bie Gileidyung Feine Wurgel in ganzen Sablen Habe
baf aber auch in Brichen Feine @ta-ttﬂi‘istne, Dies
(6Bt fich auf folgende Ast jeigen:
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116 L As{chnite 12fed Capitel.

&3 fey die Gleichung x* — ax® +-bx —e= 4
wo a, b und c ganze Jablen find. Wollte maw
bier 3 B. x =3 fefen, fo Fomme 3 — Ja4-3b—a
$Hier hat nun das erfie Glied allein § jum ennet;
die tbrigen {ind mir durch) 4 und 2 gecheilt obet
gange Sablen, diefe Fonnen alfo mit dem erffen nidf
o ;n:crb-en , welches audy von allen anderts Dride
gult. :

§ 173

~ Da nunin diefen Fallen die Wurgeln der Glir
dhung weder gange Sablen nodh Brirche feyn Fonm,
fo {ind diefelben ivrational, und auch fogar Hft
imaginar, -~ Wie diefe aber ausgedence werden ol
len, und mas davin fir Wurselzeichen vorfomma)
ift cine Sache von groger Wichtigleic, wodd
die Crfindung fchon vor einigen 1oo Jahren Ml
Cardano ober viel mehr dem Scipione Fertt
sugefchrieben ift; fie verdient audy deswegen bit
mit allem Jleifs ecFlave 3u werden,

Anmert, Die in diefem Capitel vom Suler ertlavee Regell
eigentlich nicht von Cardan, tvle man aus der el
nung {chliefien Edante, fondern juetft von dem Sciplolt
Torpen, aus Bologna, erfunden morden, el ot
diefer ein Geheimnifi aus feiner Erfindung madte, i
moutrbe Nicolaus Tartaglia, ebenfalls ein italientfde
Gelehreer, dadurdy veranlafe, felbft 1Wber dlefe Mokt
nadyudenten, e brachte audy diefe Negel gliickiid) hera
und theilte fie dem Catdan mit, jedoch obne Bemwelh
weldien Cardan Hernady in feiner Algebra feferte, bielw)
tev detat Fitel: Artis magnae five de regulis algebrals
liber unus, unb mit feinem Opere novo de. propoti®™
bus numerorum, meotuum &c. ju Bafel 1570 feval
gefommen ift, .

Dle Gefchichte diefer Reqel llefet man mit eben o ¥
Sntereffe als Nugen in U'Hiftoire de Mathematig™
par M. de Montucia.

§, 174
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Bon dev Negel ved Cavdani, 117

S 1744

Man muff su diefemn Cnde bie Matur eines
Cubi, deffen Wuvsel ein Binomium iff, genauer
betrachten:

@:5 fep Daher bie Wurzela-}-b, fo ift der Cu-
bug davon a® -} 3a’b - 3ab® - b3 welche exfilich
ang dem Cubus ci::es ie-’aeu ﬁfgcils beftebe, und
aufiec dem nod) Ddie. gwey IMittelglieder enthale,
nemlidy 3a°b -~ 3ab*, weldhe beybe 3ab jum Facton
baben; der anbere ‘Sf'crm aber ift a +b Denn
3ab mit a -+ b muleiplicive, giebt 3a’b - 3ab%
Diefe bepdern Slieder enthalten alfo das drepfache
Product der beyden Theile a und b mit threr Sumine
mulciplicives

§. 175'.

Man febe niir, e8 fep x=a-+b, und nebme
auf beyden Seiten die Cubicjabl, fo tmrb X3 = ad -
b¥ 4~ 3ab (a+b). Da nuna + b=xift, fobat
man folgende cubifche Gleichung: x3= a3 - b |-
3abx oderx®= 3abx 4 a¥ 4- b3; von bdiefer wiffen
wir, daf eine Wurzel x = a4 b feyn muf, So
oft babev eine foldhe Gleihung vorfomme, o okt
fich jedegmal eine Wurgel davon anzeigen,

8 fen 5. B.a=2und b= 3, o befFomnit man

‘felfgenbe Gleichung: =3 = 18x 4 35, von welder

fidy mit Gerifbeit beffimmen [afe, daf x = 5 cine
Wurgel fen,

§. 176

SJIau fefe nun femer a3 =

Yy pundb= V‘ s folgli d} ab = 1/" pq. Wenn

Daber folgende cubnfdge Gleidhung vorfomme: x*=

3x Va Pq 4+ p = q, fo ift ecine ‘Iﬁurge! davon
V‘ pt v Qs

p und b* =q, fowird

H 3 “FMan
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118 L Ab{chnite, 12ted Capitel,

Man Fann aber p uud q intmer fo bfﬁimmeu,;'

bag fomobl 3 v~ pq alg p -} q einer jeden gegebenen|
Sabl gleicl) merve, modburch man im Sranbde ift, jo
beliebige cubifche Gleichung von diefer vt aufi’
guldfen,

§ 177
€8 fey daber folgende allgemeine cubifdhe Gfe
d)“;‘.‘] gegeben: x3=fx 4 g, Hier muf alfo £mi

3 V" Pq, und g mit p -+ q verglidhen merden; obt

3
han mup p und q fo beftimmen, daf 3~ pq
Dabl £, und p--q der abl g gleich werde, un
algdann wiffen wic, daf eine Warzel unferer Gl

hung x = v P+ V- q feyn werde,

0378,
Man bat alfo folgende sroey Sleichungen aufjy

fofen: L) ';‘s;" pg=fundll)p4q=g. Husht

exflen echalt man v‘ pq = 3f und pg= A3, und
4pq =271%  Die andere Gleidyung quadrire man
fo fomme p*+2pq 4 ¢ = g* Deraus,  SHievvod
fubtrabive man 4pq = A4 £3, fo wird p* — 2pq+
q'= g* — 5% f3; bicraus die Quadratrouriel e
gent, giebtp—q= v~ (g* — 4 f3). Dam
PtTq=g, fo mitd 2p = g 4 v~ (g"— 741
U0 2@ = g — v~ (gt — A f3), Daber echaltel
wirp=ETV (& — 6 q=8 V(" )

2

uje

S 179, |

: TWenn alfo eine folche cubifehe Gleichung mwi
X" =1x -+ o vorfdmme, die Sablen £ und g moges
auch befchaffen fepn mwie fie wollen, foift eine &‘B“’E
3¢
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Bon dee Regel des Cardati, 119

.'j,. g +V(g‘"""2-4-j'f-3)

=

3¢l bérfelben jedbesmal x =

+ v ng\g"#‘fﬁ"'fg}- Hieraus fieht man, daf

diefe ﬂgrratwnalir&t nicht nur dag Quadratwursels
geichent, fondern audy das cubifdhe in ficd) faffe; und
picfe Formel ift bas, was man die Regel des
Cardani ju nennen pflegt.

QO+ 180,
Wir wollen diefelbe jebe nod) mit einigen Beis
fpielen erlaucern.

- Csfenpx*=6x-+ 9, foift bierf 6undg=9,
alfo g* = g1, £3 = 216 und »4f2 = 325 daber
o — 3= 4o und v~ (g* — ufg) 7. Folgs
lich mtrb von der gegebeueu Gleichung eine Wurgel

feyn x —w o v T, bhx=yv B
3
v 1:1/- L-}--p" roderx=2-1=73,  Aloift
x= 3 eine Wurgel Der gegebenen Gleidhung,

§. 181,

E8 fey fermer folgende Sleihung gegeben:
*=3x42, fowitdf=3undg=2, alfog*=4,
f3= a7 und A13= 43 foi;hdg die Quabrarmurgel
aus g* — E’efa =03 daber eine Wurgel feyn wird:

R‘V"2+-—O+V'2—:£‘I+I—3*

§. 182,

Wenn afaer auch rirflich eine {olche Gleidyung
eine rationale Wucgel hat, fo gefdhiebe es doch oft,
Baf fie durech jene NRegel nicht gefunden wird, ob fie
gleich parin ftecfe.

€3 fep diefe Gleichung gegeben: x*= 6x 4~ 40,
o x = 4 ¢ine Wurgel ift.  Hiev iff nun £=6 und

5 4 § =40
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120 L Ab6fchnitt, 12te8 Capitel.

g = 40, ferner @ = 1600 und 455 = 32, all
g — %1% = 1568 und vy~ (g — 24 £3) = v~ 1568
=V 40 44 49. 2= 28 v~ 25 folglich ift eine Wy

3 SR e 2 |
il X008V 2 e do—28V2 . ke ne
z 2

Vo (20 4+ 14 v 2) + v~ (20 — 14 v 1)
weldye Formel wirflich 4 ift, ungeadytet folches nidy
fogleidy daraus erbellet,

Denn:da der Cubus von 2 4+ v~ 2 ift 20+
14 v~ 2, fo ift umgefehre die Cubicrouvsel auf |
20 1+ 14y~ 2 gleidy 2 4y~ 2, und ebén fo auf

V (20— 143y~2) =0 — 42, biecraus wi|

unfere Wurgel x =2 Ly~ a2 —y-2 =4

Anmert.  IMan hat fiir bie Augichung der Cubicrouryel auf
foldyen Binomten teine foldye allgemeine Reaeln, alé fi
die Quadratwuryel; diejenigen Regelns, tweldye verfehiedent
Analyften gegeben Haben, firen fmmer ju einer vermifd
ten Sleichung vom odritten Grade der gegebenen &hnlid
Uebrigens, wenn dle Ausjiehng der Cubicroursel mbgld
ift, fo ritd die Summe der bepden Turjelausdeid
Wweidye die Wuryel der Sleidyung vorfellen, immer ratly
nal wetden, man fann baber foldye unmidttelbar dure M
im §. 160 angegebene Meethode finden,

O 183

Man Fann aber gegen diefe Negel einmwender,
Dafi fid) diefelbe nidse auf alle cubifche Gleichungeh
erfiredfe, weil davin nicht dag Quadrat voh x pov
Eomume, oder weil daritt das sweyte Glied feble. €
ift abet ju mevfen, daf eine jede vollftandige Gl
chung jedesmal in eine atidere verwandelt werdet |
f_ﬂm?; in weldher bas swence Gilied feble, und oratf
fich folglich diefe Regel anwenden (GFe,  Lm diefd
34 geigen, fo fey folgende vollftandige cubifdye Gfei}
hung gegeben: x3 — 6x*~4 11X — G =0, ot
mebme Diev den dricten Zheil der Sabl 6 im 5mﬂ]tt’ﬂ¥
Gilieds
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Bott dev Negel bes Cardani, 1271
@fff‘bt, und fL’gE X =2 ="y, .fo wird x:y—l— 2,
und wenn man uberall y anftate x fest, die vorige
vollftandige Gleichung in eine andere vermanbelt
werdert, worin fein Quadrat von der unbefannten
Orofe vorfdmme, wie folgende Redhnung zeigt s
Dax=y-2, undalfo x* = y* 44y + 4

foift X=yoyi-raytg
— 6x'=  —6y'—o24y—24
+11x = + 11y 4 22
— 6 = — 6

X¥—6x* - 11x— 6

o "rrs

—---}J'.

Daber erhalten wir folgende Gle

idung: y*—y

=0, deven Hufldfung fogleich in bie

Nugen falle,

Denn nady den Factoren bat man y (y* — r)=y
(y+ 1) (y —1)=e; feBe man nun einen jeden
Jactor gleich o, fo beFomme man:

fy:o’. r}'z—-l T}’:I
L I 4 =0
LXZZ, tx:x, ix:.:3

uud dies find die brey FWurgeln, meldhe wir {chon
obext gefunden baben, : -

§ 184,

Solgende allgemeine cubifche Gleichung fey ges
geben: 334 ax® 4 by L o= o, aus welcher man
bag yeyte Glied wegbringen foll, '

Su diefem Ende fese mln ju x den dritsen Lheil
ber 3abl ves sroeyten Glicdes mit ibrem Seichen und
{hreibe dafii einen neueh Budyitaben, 3. B. v.
Nach diefer Regel werden toir Daben: x 4 Za=y
und alfo x =y — Ta, woraus folgende NRedynung
entftehes

X=y—%a, und daber x* = y*— 2ay -+ Ia%,
Setner x3 = y3 — ay? ~+ Faly — 75 a3

H s alfo




122 L Abfcnitt, 12fe8 @:apitel.

alfo. x3=y3—ay'-Ja'y—L¢
ax’z ' - ay*— Fa'y + R
bx = + by — b
G = +C

y3—(Ja—b)y + s — Jab f-o=¢

in welcher @hem‘ym.g bag jocyte Gilicd feblt,

§. 185,

wun (afe fich aud) dee Cardani Regel [eichyt anf
viefen Jall anwenden, Deun da wiv oben die Ol
dyung batten: x3 =fx -+ g oder x* — fx — g =79
fo witd fite unfern Gall £= 1 i*—b, unt g=—
77 d -+ ﬂb-f— ¢ us buten fire die Buchitab
iuub g gefundenen ‘lbeﬂbeu erba’ffeu wit wic obel:

y = .V—» E"ll"l/l'}f_{ fg) + _v_ gHV(U_ﬁ___jj

und da auf diefe Ave y gefunden worben, fo werdel
wiv fiie die gegebene Gleichung baben: x =y — 3

§. 186.

Mt Hulfe diefer Veranderung iff man nun i
Stande, die Wurgeln aller cubtfchen Gleichungd)
ju finden, weldyes wiv durch folgenbes ﬂaeufﬁlg[
aeigen wollen. €8 fey daber die gegebene Gleichuny

- folgenbe: x® — 6x* -} 13X — 12 = o, lm fyiee

dag jwepte Olied wegyubringen, fo fefie mal
X—2=y. 8 wird affo feyn:

x=y+42, X =y + 4y 4 4, ferner x3=y't
6y* + 12y + 8, alfo |
x3=y? 4 6y° + 127+ 8

— 6x*=. — 6y: — 24y -—'ﬂé

+ 13x = +13y+”

— 12 = : :
yity—2=9]

odfl



Bonver Regel ved Cardani, 123

ober 3= — y <~ a2, mwelche mit der Sormel x3 =
fx 4 g verglichen, gicht £ = — I, und g =23
folglich g*= 4, und 4 fi=— 2

Alfo g*— 2413 = 4 4 54 = 5L2; daber erbale
ten wivy~ (g* — =i =y Y= 4‘/“, mworaugs

; o
3 4V 21 3 4V'21
folgty =y~ C“"’ "“5“) + v (2 i Jnber
2

B R e el PR ey D e il

2
3 3
y.—.vm([—}-m’:l)—l-f(r——___m/z_l , poee
0
3 - 3 — o)
y:y—<9i:‘.’“)—!—v‘(9 2V2T), ober

9 o
3 3
- 2746V 21 27—6V/ 21
3«'—‘1/“”( 2?—-)+V“< ) oder
=3V (27 6V I+ TV (27—6y21);
und bernach befomme man x =y - 2,

§ 187,

Bey Auflofung diefes Bey(piels find wir aufeine
doppelte rrationalicde gevathen gleichwobl [afe
ficy bavaus nidht {chliefen, dafi die Wurgel durchaus
terational fey, indem es fich glincflicher Weife firgen
Fonnce, daf die BDinomien 27 T 6y ar ivfliche
Cubi waven. Dicfes erife audy hier i, denn da
det Cubug won 3HV 2L _ 216448V a1 e +

2 g
6 v 21, foift die Cubicroursel qus 27 4~ 6y~ 2x

= ii‘;ﬂ und die Cubicrourgel aus 27 — 6~ a1

= 3_':2_‘1."'_‘. Sieraus wird alfo der obige Wereh fiie

Von y=3(3TV2) 4 3 (A2 o g 4
:=1. Danuny=1, fo beFommen wiv x= 3,
unbd dies ift eine Wurgel der gegebenen Gleichung.
Wollte man die beyden andevn Wurzeln andh finden,

fo




124 L Ybfchnite. x2fe8 Capitel.

fo miifite man die Gleichung duvdy x — 3 folgenden

geftalt bividiven:
x__.3)x~*—61; + 13x— 12 (X* — 3x +4
—==3%’ '
— 3x* 4 13x
— 3x*4 ox
+ 4x—12
—}- AX == 1%
' ©

Milstine man nuw an, daf diefer Quotient x* — 3
4+ 4=0, fo Wit ¥ =3x — 4, und x =4
+V‘(¢ I:ar}‘3+‘v" bI.‘i""“‘"Vj.
Diefes maren alfo die bcgben unberr. SButseln, ILHL[)
beyve imaginar find.

§. 188

&4 war aber Hier ein blofer Jufall, daff ma
aug den gefundenen Binomien wicflidy die Cubi
* wourgel ausyiehen fonnte, welches auch nur in foldd
Sallen Statt findet, wo die Gleichung eine Nai
‘nafwourgel hat, die man daher weit leichrer nad) ol
NRegeln des vorigen Capitels Dbatte finden Fonnem
Wenn aber Feine ﬂiatmnu[mmge[ Statt findet, f
Fanu diefelbe audy nidye anders alg auf viefe At
- nady deg Cardani NRegel ausgedriicfe werden, fo b
alsbann Feine weiteve ADbFuryung moglich 1ﬁ, it
es 5. B. in folgender @{eu!)uug gefchiehe: x3 =08
+ 4, wo f =6 unb = 4. Dabet wird X7

v (212 —1) —]—w/— (2—2y~— 1) gefubtl
weld;eﬁ fich nicht anderg ausbriicfen [af¢.

Anmetl. Man Hat in diefern Bepfolele A 3 Eleiner “wg“
oeldies der untet bem Narmen frrepucible §all bl :

3ten @rades beannter Sof ift, und der um !
toiidigh
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13te3 Cap, Bon déen biquadr, Sleich, 125

wiirdiger iff, da al8dbant alle 3 Wureln veel find. S dies
femm Falle fann man nue Gebrand) von der Cardanis
fdyen Formel maden, tvenn man Naherungsmethoden
auf fie anwenbet, 3 BD. indem man fie in eitte unendlide
Neibe verwandelt. Lambert hat in feinem TWere (Sufite
3u den [ogarithmifden und trigonometrifhen Tabellen ) bes
fondere Tafeln gegeben, mweldye dienen, anf eine leidyte At
den numetifden Werth der Wurgeln der Gleichungen vom
gten Srabe, forwohl im ivveduciblen, ale auch in andern

. Fdllen, gu finden, Nan fann auch dazu die gerdhnlidien
Sinustafeln gebraudhen. &, P'Aftronemie fphérique
de M. Mauduit, Patig 1765.

Wer mehr wber die Nufldfung der Sleidungen, forwob!
bivect, als durd) Naherung, nachjulefen toiinfdit, dem
empfeble ‘ich I'Hiftoire des Mathematiques, Elairauts
Algebra, le Cours de Mathematiques de Mr. Bezoud und
auch dem von Boffut — und meldher Deutfhe der Mas
thematif fich widmendee witd die Kifinerifdhen Sdriften
ungelefenn lafjen?

XIE €apitel,

Bon der Aufidfung der Gleichungen desd vievten
Graved, teldye audh Biquadratifthe Gleis
thungen genannt mecden,

§. 180.

Wenn vie bodyfte Potens der 3ab! x jum vieveen,

Grade pinauf fieige, fo werden folche Gleichungén
vom viercen Grade audy biquadratifhe ge
hanne, und alfo wird von diefen die allgemeine ge}m
feyn: x*axd 4 bx* f cx +d=o,
Bon diefer miiffen wir nun voe allen Dingen die fo
enannten veinen biquadrvatifhen Gleis
dungen becrachten, Ddeven Sovin x4 =£ if, wor
aus
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