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§. 62,
Suiveilen aber ift alle Mube umfonft, eine

Sall su ervatben, in weldem die gegebene Form
ein Quadtat wird, 3. B. 3x* -+ 2, oder wenn nig

anftate x den Bruch “:T feBe, 3t - 2u® wird tip

malg ein Ouadrat, man mag auch fiie t und u Ja
fen annebmen welche man will,  Dergleichen Fov
meln, weldye auf feine Weife ju einem Quadt
gemacht werden Fonnen, giebt es unendlidy viely
und begmwegen wird es der Mibe mwereh fepn, einiff
Rennyeichen anjugeben, woraus die Unmoglidfel
erfannt werden fann, damic man oft der Ml
nberhoben fepn moge, Burd) Rachen folche Falle s |
finden, wo ein Quadvat berausfonme, Wit wib
fen Dievvon im folgenden Capirel qusfilhrlic)-reden

V. Capitel.

Bon ven Fallen, in welhen die Foumd
a - bx 4 cx2 giemals ein Quabdrat werden
fann,

§+ 630
D unfere allgenteine Formel aug drey Gliedett
beftebt, fo ift ju bemerfen, daf fie immer in 6®
anbere vermantelt werden Fann, in welder b
mictleve Slied feble. Diefes gefchiehe, mwenn mal
—— annimme, dadurd beFomme unfere
by—b2 | y2—obyHb’
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—b2 2 ;
ober = c+y o ©Soll diefe Formel ein Duadrat

gz :
werben, fo febe man diefelbe = —.  Hievdurdh eve

balt man 4ac — b* -} y2 = 02?, folglich vy = ez®
+ b* — qac.  Wenn alfo unfere Formel ein Quae
brac fepn foll, fo wird auch die Formel cz? 4 b* —
4ac ein Quadrat, -und umgefebee, wenn diefe ein
Quadrat wird, fo wird auch die obige ein Duadrat,
Solglid) wenn man fite b* — 4ac den Budhftaben ¢
febt, fo Eomume es daraufan, ob eine foldhe Jormel
cz® = t ein Quadrat werden fonne oder nidyt; und
Da Diefe Fovnrel nur aus jwey Slicdern beftebe, fo
ift e8 unfiveitig roeit leicheer, die MNOglichEeit und
UnmoglichEeif derfelben ju beurtheilen, weldyed aus
der Befdpaffenbeic der beyden gegebenen Sablen ¢
und t gefcheben mup. '

§. 64.

Set mant=o, fo ift offenbar, daf die Fors
mel cz? nur algdann ein Quadrat werde, rwehn die
34Dl c ein Quadrat ift.  Denn da ein Duadrat
burc) ein anderes uadrat dividirt, wicder ein
Quavrat wird, o Fann cz? fein Quadrat fepn, wos

g R : i
fern niche - » Das ift ¢, ein Quabdrat iff. Alfo

weni die Jabl c Fein Quadrat ift, fo Fann aud) die
Sormel cz* auf Feine Weife ein Duadrar werden.
St aber ¢ eine Quabdratzabl, fo iff auch cz* ein
Auadrat, man mag fir z annelmen, was man will,

9. 65,

U andere Jalle beurtbeilen ju Fotnen, fo mife

fen wir dagjenige su Hiilfe nebmen, was im fechften
Capitel bes erfien Theils von den Cigenfchaften der
D5 Sablen
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Qablen in Anfebung ibree Theiler gelehre worden

iff.

So find 3. B. in Anfebung des Theilers 3 b
Sablen von dreyerley Are; die erfle begreifc bieje
gen Sablen in fich, weldye fidy durch 3 theilen lop
fen und durdy vie Fovmel 30 vergeftell: wevben.

Qur-der andern Are gebocen diejenigen , weld
burd) 3 dividirt, 1 1ibrig laffen, uud in ver Foum
30 == 1 _entbalten find.

Die dricce Are aber begreife die Sablen in fidh
welche durch 3 dividice, 2 ubrig laffen, und butd)
die Formel 3n - 2 vorgeffelt werden,

Da nun alle Jablen in einer von diefen 3 §oV
meln enthalten find, (1 2h. §. 60), fo rollen vit §
Die Quadrate davon betrachten. :

it die Sabl inder Formel 3n enthalten, 0 i
ibe Quadrat on®, weldyes fich alfo niche nur purd) 3 |
fonbecn auch fo gar durch o theilen [afit.

Nft die Sahl in der Tormel 3n 4 1 enthalteh
fo ift ibe Quatrat on” -+ 6n 4 1, weldyes dutd)3
Dividire, 3n* - am qiebt und v jum NReft afe, wl §
alfo aucy jur ywenten Ave 3n - 1 gebore.

it endlich die Zahl in dev Formel 3n -2 §
balten, fo ift ibr Quadrat on* + 120 -4 4, il
ches durch 3 dividiet, 30° 4= 4n |- 1 gicbr, U
gum JReft 186, und alfo auch ju der jweyren 48
gn4-1 gebore,  Daber ift Har, baf alle Quadt®
sablen in Anfebung des Theilers 3, wur von M
pelter Are {ind.  Denn entweder laffen fie fich OWF
3 theilen, und alsbann muffen fie fidy aud) ot}
wendig durdy o theilen [affen; oder wenn fie 1
nidht duvc) 3 theilen laffen, fo bleibe jebesmal nut b
niemals abet 2 fibrig. Daber Feine Jabl, die ift ¥
Sorm 3012 enthalcen iff, ein Duadrat feyn Fant |

§ 66 |
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§. 66

$Hierans Fonnen wiv nun leidye jeigen, daf die
Kormel 3x* - 2 niemals ein Quadrat werden fanm,
man mag fitr x eine gange Sabl oder einen Brudy
feen, Denn wenn x cine gange Jabl iff, und
man (beilt diefe Fovmel 3x° - 2 durdy 3, fo bleiben
2 ibrig; daber diefe Formel FeinDuadrat feyn Eann.

‘ t
Jft aber x ein Bruch, fo febe man x =—, von
welchem Bruch wiv annehmen Fonnen, daf derfelbe

fthon in feine Eleinfle Form fey gebracht worden, und
alfo t und u Feinen gemeinfdyoftlichen Theiler aufer

2
1 baben, ©ollte nun -;T ~+ 2 ein Quadrat fepn,

fo mugte diefelbe auch mit u* muleiplicive, b, i,
3t* == 2u®, ein Quadrvat feyn, weldyes aber ebens
falls wnumoglidy ift.  Denn die [abl u (3t
fich entroeder durd) 3 theilen, oder niche, Lage fie

Aich dadurch theilen, fo lafe fich t nidye cheilen, weil

fonft t und u einen gemeinfchafelichen Theiler haccen.

an fese daber u=3f, fo wird unfere Formel
3t* + 1817, weldhe dburdy 3 getbeilt, © - 62 giebe.
Diefe lesre Jovmel aber [afe ficdhy niche weiter durch
3 theilen, wie 3u einem Quabdrat ecfordert wird,
weil fich swar 612 theilen 6, t2 aber durch 3 divis
bire, 1 ubrig [aft.

Cafe fich aber u nicht dbued) 3 theilen, fo febe
man wag ubrig bleibe.  TWeil ficdh das erfte Slied
durch 3 theilen (afit, fo Eomme e mit dem Neft blof
auj das pwente Glied 2u2 an.  Da aberu® durch 3
bividire 1 gum NReft Hac, oder eine Jabl vou dev Are
3n~+ 1 iff; fo witd 2u® eine abl von der Are
6n.~- 2 feyn , und - alfo durd) 3 dividive 2 1brig lafe
fen5 Daber unfere Formel 312 - 2u* durdh) 3 divie

dirr,
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bive, = ibrig [aBe, undalfo gewifi Feine Suabub
3ab( feon Fann,

§. 67,

Eben fo Fann nran beweifen, daf aud die Jow
el 3t> - s5u® niemalg ein Quadrat fenpn famn,
und fo gar aud Feine von den folgenden: 3t2-H§
at? - 110%, 3t? 4 r4uu . f,, wo die Jablw
3,8, 11, 14u. f. f. durdy 3 dividire, 2 ubif
laffen.  Denn ware u durch 3 theilbar, folgliat
nicht, und man feee u=3s, fo wurde die Fome
durd) 3, niche aber durd) 9 theilbar fepn, AWare
niche duvch 3 theilbar und alfo u? eine Jabl von W
vt 2n 4 1, fo ware jmwar dag erfte Glicd 362 dud
3 theilbar, bdas anbeve aber su* von ber Hol
x50+ 5, oder gu? von der Form 24n - §, M
r1u® pon dicfer 330 4 11 w.f, fi micte durd 3
ividire, = 1bvig laffen, und alfo Eein Suabrat oM
Ednnen,

§. 68,

Dicfes gilt alfo aud) von der allgemeinen Jv
mel 3t> 4 (3n 4 2) . u?, weldye nie ein Quodit
werden fann, und aud) dann nidyt, wenn furn
gative Sablen gefest wirden.  Mimme man §
no=— 1 a, fo ift es immbglicy, bdie Foro
3t* —u? ju einem Quadrat yu machen. iﬁennlll
u durch 3 theilbar, fo ift die Sadye offenbor; wa
aber u nicht durdy 3 theilbar, fo wivde u? eine Sl
pon der vt 30 -4 1, und alfo unfere ‘Sm‘llﬂf[
3t*—3n—1 feyn, weldye durdy 3 dividire, —
obet utn 3 mebr, 42 ubrig [aft. ~ Man fee e
Daupt n = — m, fo wird unfere Formel 3~
(3m —2) u?, welde audy niemals ein Quodt
werden Fann, '

§. 6
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Vot der Formel a--bx J-cx2, . 223

§. 69:

Hieryu bat uns tun die Beteachtung des Theio
eré 3 gefuibres wir wollen daber aud) 4 alg einen
Rheiler betvacdhten, wo dann alle Sablen in einee
von folgenden vier Formeln enchalten find, alg:

I 4n, 1L 4n--x, UL 4n4-2, IV.404-3; (136.§.61)
Bon den Sablen der erfien e iff das Quadrat 1602
und ot fih alfo durd) 16 theilen,  3ft s eine
Sabl von der soenten Avt 4n 41, fo ift ihr Duas
brat 16n* 4 80 -+ 1, mwelches durch 8§ dividire, «
ubrig [afic und gebort aljo yu der Formel §n - 1.

St e eine Jabl von der dritten et 4n-f- 2,

fo ift ibe Quabrat 1602 4= 16n ~- 4, weldhe durch
16. dividive, 4 ubvig [age, und alfo in der Form
160 4= 4 enthalten ift. -t es endlich eine Zabl
pon Der vievten Ave 4n == 3, fo ift ibe Duadeat
1602 - 240 - 9, weldhes durd) 8 dividies, x
#brig lafe,

§. 7o,

Hievaus lernen wiv guerft, bdaB alle gerade
Duadratgablen in der Jorm 16n, ober in Der 16n+4
enthalten find; folglich alle ubrige gevade Fovmeln,
nemlich 16n 42, 16n46, 16n- 8, 160410,
16n-}-12, 16n 4 14, Fonnen niemals Quadrats
jablen feyn. : .

Jecner ift offenbar, bdaB alle ungerade Duas
deatzablen in der eingigen Forimel 8n 4~ 1 entbalten
find, ober durch g dividire, 1 alg NReft faffens  Da«
ber alle ibrige ungerade Sablen, welde in einervon
Diefen Formeln: 8n -3, 8n -5, gn+- 7, ents
Balten find, miemals Quabrate werden Fonnen.

Oe 7 Ks
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§." 71

Aus diefem Grunde Fonnen wir auch. wiedetun
geigen, Daf die Fovmel 3t2 - 2u2 Fein Quadtal
feyn Eann,  Denn entweder find bepde Jablen tumd
u ungerade, ober die eine ift gerabe und die andew
ift ungevade, meil bepde jugleid) niche gevade o
fonnen, indemn fonft 2 ibr gemeinfchafelicher Theils
fepn wurde. - IWaren bepde ungerade, und folglid
forwobl t2 al8 u? in der Form §n -~ 1 enthalten, f
witrbe dag erfie Slied 3t durd) § dividire -3, M
andere Glied gber 2, und beyde jufammen witdn
5 alg Reft laffen, und alfo Feine Suadeate fom
SBave aber t eine gevade Jabl und u ungerade,
turde fidy bag erfte Glied 3t2 durdy 4 theilen laff
Das andere aber 2u? wiitde durdy 4 dividiee, 2,4 |
beyde jufammen wirden 2 brig laffen und alfo fiv
Duadrat fepn, Wave aber endlid) u gerade, nem
lidy u= 2s, qber t ungerade und folglich t> =
+ 1, fo witrde unfeve Fovmel fepn: 24n = 3+
welche durch g-vividive, 3 ibrig [age, unbd alfofar
Luadrat feyn Fann,

Chen diefer Bemweis 136t ficy audy auf diefiv |
mel 3t + (8n 4 2) u® quebdebnen; ingleid
auch auf diefe (8m - 3) 2 4-2u2, und and foge
auf die (8m-4-3) ¢ - (8n 4-2)u*, wo furm
und n alle gange 3ablen forwobl pofitive als negativt
genomnien werden Fonnen.

Ao
Wir gehen nun reiter jum eilee 5, it Yne
bung deffen alle Sablen in einer von folgenden i |
Sormeln enthalten find.
Lsn, IL sn4-1, 1k gn4-2,1V. gn-f3, V.4n+4
(¢20.§.62). Gehlrdiun eine Iabt 31 der e
th
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Bon der Fovtel a + bx 4 cx2, 223

Art, fo ift ibr Quadrar 250°, weldyes nidyt nue
dburch 5, fondeen auch durdy 25 theilbar iff.

Sit eine 3abl von ber sweyten Are, (o iff ibe -

Duadrat 250° - 1on -+ 1, weldhes durch 5 divia
dee, 1 ubrig lagt und alfo in der Formel sn - 5
entbalten iff,

JSft eine Babl von der dritten Are, fo iff ihe
Duadrat 25n*+ 20n 4 4, telches durch 5 divis
vire, 4 ubrig (aBe.

Jft eine 3abl von der vierten Ave, fo iff ihe
uadeat 25n* 4+ jon - 9, welches durch 5 Divie
vive, 4 ubrig laft.

Sft endlid) eine Jabl von der fitnfren Aee, fo-ifk
it Quadrat 25n* + 4on 4- 16, welches durch
bividive, x ubrig lafe. Wenn daber eine Duadrate
30b! fich niche duedy 5 cheilen (afe, fo ift der NReft
fmumer entiweder x obet 4, niemals aber 2 over 3
daber in diefen Formem sn - 2 ynd sn -+ 3'Fein
Duadrar enehalten feyn Fann.

§. 73

Aug dieferm Srunde Fonnen wir audh beweifen,
daf toeder die Formel 5t 4 2u?, nody diefe 52 4-
3u* ein Quadrat werden fonne, Denn entweder ift
udurd) 5 theilbar oder niche; im erften Salle wirs
Oen fich biefe Formeln durdy 5, nid)e aber burdy 25
theilen laffen, und alfo audh Feine Ouadrate fepn
fonnen, St aber u niche durdy 5 theilbar, fo ift
u* enteder gn -~ 1 gber sn 4+ 4. Sm erftern
Salle wird die evfte Formel ct’ + ron 4 2, weldye
Ourdy 5 gecheilt, 2 ubrig (afe; die andere aber wird
St + 15043, welche durd) 5 getheilt, 3 ubrig
19Bt, und alfo Feine ein Quadrat feyn fann, Kt
Wber vt = sn -1 4, fo wird die erffe Sormel st -}
tont 8, weldye durd) 5 dividire, 3 nibrig 1a6r;
Die
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die andete aber wird 5> 4 150 12, welche durd

3 dividire, = ubrig lafe, und alfo aud) in diefem
Salle Fein Duadrat werden fann,

Aus eben dieferns Srunde fann auch wedet die
Sormel 3t* 4 (50 4 2) u*, nod) diefe 5t +
(sn  3) v ein Quadrat fepn, roeil eben diefelben
NRefte, wie vorber, ubetbleiben; man fann aud)fo
gar im evfterr Gliede smi* flace 5t fdhreiben, wenn
nur m nidhe duvd) 5 cheilbar ift,

§4 74

Wie alle gerabe Duabdrate in diefer Form 41
alfe ungerade aber in diefer Jori 4n - 1. enthalten
find, und alfo weder 4n 42, nedy 4n -3, @
Duabrat feyn Fann, fo folgt daraus, daf die alige
meine Jormel (4m 4 3) £ 4 (40 4 3) u* niemls
ein Quabdrat feyn Fann,  Denn warve ¢ gerade, o
toitede fich ¢ durdy 4 theilen laffen, dag anbere Glit
abe wiirde durd) 4 dividice, 3 brig laffen. v
ven bingegen die Sablen t und u ungerade, o LI
dent die NRefte von t*und v nur 1, alfo von
gangen Jovmel witde 2 dec Neft feyn.  Tun bt
ift Feine Sadl, welde duvcd) 4 dividice, 2 U0t
lafic, ein Quadrat. SHier ift audy ju merfen,
fowobl m alg n-negativ, und audy=o, genomme
werden Fann; daber webder diefe Fovmel 3t 4 30
noch diefe 3t* — u® ein Quadeat feyn Fann.

§e 750
So wie wiv von den bisherigen Theileen gefund
Daben, baf einige Arten der Jablen niemals A
brate find, fo gift diefes auch bey allen andeen e
lecn, dag fid) immer einige Yveen finven, ie fené
Quadeate fepn Fonnen, 61
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Pur&; Es fen 3. B. der Toeiler 7, fo find alle Sablen
iefem £ i einet dev folgenden fieben YAreen entbalten, von
weldhen wir auch) die Duabdrate unterfuchen wollen,

_";m Yrtender Sablen| ibre Quadrate geboven su dev Ave
elben L =11 49n’ -1
i) fo . 70 rlg4on’t14nd- 3 7n - 1
pen f L 7n+ 2 49n'4-2804- 4 70+ 4
IV. 704 3l49n*4-42n4-9 70 -} o
V. 7n+ 4iq0n’4-56n4-16 704 g
VL. 7n+ sl49n*t-7on25 yn 4
v VIl 70 4+ 6|49m2 4840436 7n -1
olten Da nun die Duadrate, die fich nidhe burdy 7

O E  theifen laffen, in einer vondiefen drey Arten 7nt-1,
Mge £ 7042, 704, encbalten feyn muffen, fo wers
mls £ den die beey ibrigen Arren von der Natur der Duas
bl L drate ganglich ansgefchloflen. . Diefe Arten find nun
Bliiﬂ m~-3, 7n- 5, 7n-4 6, und der Srund davon
Wor £ ift offenbar, weil ficd) immer ey Avten finben, von

wils £ welchen die Quabdrate ju einer Satcung geboren,
1 bet :

ot . 6.
by S 7
baf Um diefes nocy deurlicher ju seigen, fo merPe

me | Man, daf die lete Are, 7n < 6, aud) durdh yn— 1
quiy | pusgebriicfe werden Fann,  Denn 7n 4 6 und
70 —1 find um 7 von einander unterfehieden. Aus
eben diefer Urfache ift and) die Gotmel 7n - 5 mis
biefer, 7n— 2, einerley, und 7n 4 4 ift eben fo
viel al8 7n — 3. Gtun aber ift offenbar, daf von
W0 | Biefen proey Urcen der Sablen 7n 4 r und yn — 1
WL bie Quabdrate, buech 7 dividive, einerley iibrig lafs
WAL fen, nemlidy 15 eben fo (ind auch die Quabrate dies
ot - fer beyden Avten 7n 4 2 und 7 —= 2 Yon einerley
.. | Gattung,
& I Eheil, P §. 77

- f
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§. 77.

Ueberhaupt alfo, wie aud) immer bee Theile
befchaffen feyn mag, weldyen wiv mit dem Budfe
ben d andeuten wollen, fo {ind die daber entftehen
dert vevfchiedenen Avcen der Sablen folgende:

dn;

dn41, dn42, dnt+ 3. uf f

dn—1g, dn—2, dn— 3. u. f. fi
wo die Quadrate von dn - r und dn — 1 diefe
gemein Haben, dap fie durdy d dividire, 1 briglaf
fen, unbd alfo beyde 3u einer Are, nemlich ju doth,
geboren. Eben fo verhalt eg fich auch mit den bty
ven Avten dn 4 2 und dn — 2, beren uabitt
3u Der vt dn 4+ 4 geboren,

Und dberbaupe gilt ‘e8 aucy von bdiefen jiod
vten dn -+ a und dn — a, bderen Quabdrate durd
d dividict, einerley abrig laffen, nemlid)a®, oot
fo viel alg 11brig bleibe, wenn man a* duech d eheil

§. 78.

So erhalt man alfo eine unendliche Menge
cher Jormeln, wie at* 4 bu*, weldye auf Feire Ut
Quabrate werden Fonnen.  So fieht man j D. Wb
dem Theiler ~ gar leicht, baf Feine von biefen oee)
Sormeln 76 4 3u?, 7 4 su* und 7t* 4 60 )
mals ein Duadrat werden fann, weil u, durd)]
dividict, entmwebder 1, odee 2, ober 4 ubrig [afit
feener weil bey der ecften entweder 3, oder 6, O
5, Dey der jwenten entreder 5, ober 3, O 6
bey dee dritten enemeder 6, oder 5, over 3 HOM
bleibe, mwelches bey Feinem Duadrat gefchehen fants
Wenn nun dergleidyen Formeln vorfommen, !
wiirde man ficy vergebens bemithen, irgend einth

Sall gu ervatben, wo ein Quadrat {)erausfomg?
mod)t
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6ted Cap, Bon der. Formel ax? 4-b=y2, 227

mochee, unbd deswegen ift diefe Betrachtung von
groper Widyrigheit,

it aber eine gegebene Formel nidht von diefes
Befchaffenbeic, und man Fann einen eingigen Fall
ervathen, wo diefelbe ein Quadrat wicd, fo ift in
dem vovigen Capitel fchon gejeigt worden, roie dars
aus unendlich viele andere Falle gefunden werden
follen.

Die gegebene Formel war eigentlich ax® -+ b,
und weil gerwohulid) fite x Briiche gefunden werden,

fo Baben miv x =-]t; gefese, fo Daf diefe FJormel

at® - bu? ju einem Quadrat gemadht werden foll,

s giebt aber auch oft unendlidy viel Falle, mwo
fo gar x in gangen Jablen gegeben werden fann; wie
nun diefe g finden find, dag foll in dem folgenden
Capitel geseigt werden.

VL GCapirel

Bon den Fallen in ganjen Jahlen, 1o die
Fovmel ax? 4 b ein Ouadrat wird,

§ 79,

Ce ift fchor oben (§.63) bie Methode geseige
worden, bie Formel a ~- bx 4 cx? fo ju vermans
d¢ln, baf das mittlere Glied wegfalle, und daber
begniigen wit ung, die gegenmartige Abhandlung
hue auf dbie Form ax? - b eingufdhranfen; mobey
¢8 darauf anfomme, daf fiie x nur ganze Sablen
gefunden werden, modurch die Formel ein Duadrat
witd, - Vo allen Dingen aber ift es ndehig, daf

P a gine
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