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5 VIIL Capitel.

v | Bon einer Dbefondern Methode die Formel
alf an” - I 31 einem Quadrate in gangen Sahlen

s

et 3
u o machen,
s g h
+ 6‘
1een § ?

SR Die in bem vorigen Capitel geqebenen Vorfchrife
D ten Eonnen nidyt jur Ausfibrung gebracht werden,
mR, wenit man nicht im Seande ift, fiie eine jede Jabl
2R a, eine folche gange abl n gu finden, daf an*4-r1
Regd | #in Quadrac werde, oder daff man m* = an® -1
befomme.

elde AWollte man fich mi¢ gebrochenen Sablen begniis
Do | gen, fo wurde diefe Gleichung leiche aufyuldfen

P e I g
Z1 fepn, indem man nuy m=1 - L annebmen divfee,
q

nu

| I Soanp 2n2

e L Denn dba wird m?2 = g . : - A anz -4 13
Rege[ q*

ieleh wenn man alfo 1 auf Depden Seiten abjiebt,
age | U0 die ubrigen Glieder durd) n dividire, und dann
el mit q* multiplicice, f{o erbalt man 2pq - np® =

~

2pPq
2% —p* gefunben, worais

unendlid) viele Werthe fiir n hergeleitet merden Eone
i nen.  Weil aber n eine gange ab! feyn foll, fo bilfe
au uns diefes nichte; daber jur Creeichung unferer Abs
yqu | bt eine gany andere DMethode gebraucht wevden
enge | BB

o | ang*, Bieraus wicd n =

S 97.
Bor allen Dingen aber ift ju merfen, daf,
o3 wenn an® + ¥ ein Quabrat in gangen Jablen wers
G I Eheil Q deu
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den foll, a mag eine Sabl feyn, was man fie eine
will, foldyes nichye allegeic mdglich fey.

Denn erfilich werden alle Falle, wo a eine ny
gative 3abl ift, auegefchloffen; bernadh aud) alt
diejenigen [alle, wo a felbft eine Duadratjablif
weil algdann an? ein Quadrat feyn wirde, fin
$uadrat aber von etnem andern Duabdrate in ganin
Sablen um 1 uncecfchicven feyn Fann. Dahet
muf unfere Jovinel fo eingefchranfe werden, b
der Budyfiabe a weder eine negative, nody eine Duge
dratzabli fen, So ot aber a eine pofitive Jahl und
Fein Quadrat ift, fo fann jedegmal fiir n eine folde
gonge 3abl gefunden werden, daf an> | 1 ¢
Duadrat werde,

SHat man aber eine foldye Sabl gefunden, fo ift
e8 leicdhe, nach bem vovigen Capitel unendlidy vide
anvere berguleicen.  Su unfeem Borhaben aber i
€8 genug, eine eingige, und jmar die Fleinfte, o
fiudig ju machen.

§. 08,

Hiergu bat vormals ein gelehreer Cnglandey
Jtamens Pell, eine gany finnreiche Methode
funden, weldye wir Dier erflaven wollen. Diefe i
aber nicht fo befhaffen, daf fie auf eine allgemeint
Ave fire eine jede 3abla, fonbern nur fitr einen jeds
Sall befonders gebraudye werden Fann.

Wir wollen daber mit den leidyren Fillen et
Anfang madyen, und fir n eine Japl fuchen, bof
2n* + 1 ¢in Quabdrat, ober daf y~ (20 1)
rational werbe.

Hier fieht man nun leidye, daf diefe Duadiol
wursel grofer alg n, aber Fleiner alg 20 fepn oeedls
Man nebme daer dn, Dbiefelbe fep = n 4P, f
Wite p gewif Fleiner fepn, als n,  Ylfo Haben wF

28
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eine v~.(2n? 4 1) = n4-p, und deber 2n2 1 =
n* = 2np - p?; woraus wir nun o fuchen wollen.
ene | Danun n? = 2np 4+ p? — 1ift, fo witb n=p
yale }  + v (2p* — 1)

il &g fomme alfo davauf an, daf 2p? — 1 ein
fen | Quabdrat werde, welches gefchiehet, wenn p = 1 iff,
e und bieraug findet man n = 2 und v~ (202 4 1)
b | = 3. Wave diefes lebeere nidyt fo gleich in die Aue
bf | 9¢n gefallen, fo batte man foeiter fovtgeben Fonnen,
Duw | umdda v~ (2p® — 1) grofer, alg .p; folglih m
md | gvoer als 2p ift, fo fee man n =2p 4 q, wo
ol dean 2p 4+ q=p~+ v (2p* — 1) oderp4q=
el v (2p% — 1) mird,  Hiervon die Duadrate ges
wonithen, Fdmme p2 - 2pq 4 q* = 2p* — 1 odee
bit | P* =2pqq* 1, folglih p=q+ v~ (29’41
wilk | €8 mug alfo 2q* + 1 ein Quadrac feyn, mwenn
wit | q=o0; daberp=1 undbn=2, Yus diefetn Beys
e | friele Fann man fid) fdhon einen Begriff von diefer
Mechode machen, weldyer aber durd) vag folgende
noch roeiter aufgeflare wicd,

ety - $.. 99,
¢ :
Fe it €8 fey nun a =3, fodaf die Jormel 3n* -} 1

peind gin Quabdrat werden foll. - Man fese v~ (3n* + 1)
o =n <4 p, fo witd 3n* 4 1 = n*+ 2np 4-p* und
2’ = anp - p* — 1, folglid n = P '4“/(:? “‘_‘"_2‘
1 Da nun v (3p* — 2) grofer als p, und alfo o
_1) | 8vdBer als =2 over als p ift, fo febe mann=p-q,
da wird 2p - 2q= p~ v~ (3p*—2) ober p -
yrats 2q=.y~(3p*—2); Dietvon die Quadrate genome
e | Wen, wird p* - 4pq 4 49" = 3p* — 2 ober 2p’ =
| 4pq+aq*+2, b.i p*=2pq 4 2q*-- 1, Daber
wit | PS94 v (394 1), Diefe Jovnel ift ver ges
‘28 L a gebenen
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gebenen. gleldy,  und alfo leiffet = o' ¢in Eenilgy;
davaug witd p=1 und n=1, alfoy~ (3n*41)=1

§. 100,

JNun fepa= 5, um diefe. Formel sn* - 148
einem Duadratju machen, wovon die TWuvsel grof
feralg 2n ifty: SMan fege alfe. 7 (50 4-1) = 20
4+ p, fo wird §n* -1 = 4n® 4~ 4np - p' . b
vacaus n® = 4np -+ p* — 13 Dbaher n o= 2p
V= (5p* ~— 1) Weil nun v~ (5p* — 1) gropeei
alg 2p, foift audy n grofier al8 4p; begmegen fehe
man n = 4p=q, fo-wird 2p - g=y" (spi=ril
eder 4p” - 4pq + q2 = §p? — 1 folglih p?=
4pq +-q% + 1, und alfo p = 2q 4 v~ (5921
Diefer gefchiehe ein Sennge, wenn q=o, folglid
p=rundn=4; dabery~ (sn2 4 1) =09

§0 Iol,

&2 fey ferner a =6, um 6n2-4-r ju einem U
drat ju machen, rwovon die Wursel grofer ift alf
21, INan fefe degmwegen v~ (6n2 1) = 20+
fo witd 6n2 41 = 4n? - 4np + p? oder 20° 3

40p - p* — 1 und daber n=p - 1’__’}__6_32_.‘_'__.3),

gder n :EP+V{6}13—"), ano n gréﬁer alg 2p

2
€8 fey daber n = 2p + g, o wird 4p 4-129= 2
T v (6p* —2) oder2p 4 2q =y~ (6p* — 2
uhd die Quadrate Biervon 4p2? 4 gpq + 49" =
6p* —2, oderap® = 8pq.+ 49> +2, D. i.p’%
4pq =29 - 1, woraus p=2q+ Vv (qu-]-ﬂ
gefunden micd; weldhe Formel der erften gleid il
und alfo q = o gefest werden Fann, woraus fo'gh
bafp=1undbn =2, alfoy (6n> 4 1)=5ilk

§. 162
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ﬁsc; s . ' §o :020

= €8 fey weiter a = 7 und 7n2 =1 =m?, Weil
nun m grofier al8 2n, fo fefe man m = 2n - p;
folglich ift 7n? 4 1= 402 - 4np -}-P?' ober 3n?
I} =4op4p*—1, aIfﬂn:gp'*'V(fP“"g}. D
_grn{- nun n grofer ift ale $p, und alfo groger als p iff,
‘ fo febe man n = p 4-.q; fo witd p 4+ 3q = v~ (7p?
=l = 3), wovon die Duabrate find: p* -+ 6pq -+ 99>
;J:irf 27P° — 35 Oder 6p* = 6pq + 99* 4 3, qder

we | 2*=2pq+ 397+ 1, und alfp p = VLD,

und

:’} Da nun Pier n grdfer ald 21 und alfo grofer als
y= : g ye
) | 9ift, fofege manp=g4-r, wodued) man erbale

Jid q+ ar =y~ (792 - 2), bie Quabdrate genomniett,

giebtiq® 4 4qr 4 41° = 7q* - 2, oder 6> =4qr
+4r* — 2 odber 3q*.= 2qr - 202 — 1, folglich
§= 1--;.1/(21-2—3). Da aber q grofer ift als r, fo
e | feBeman g=r—-s, ba witd ar-3s =y~ (7r2—3).
A8 Die Quadrate biervon find 4r2 - 1215 952 =
by 712 =3, oder 3" = 1215 J-9s* = 3 unbd r* = s
1z | T3 Fijalfor=2s4 v (7> 4+ 1). Da
8 nun diefe Fovinel der exftern gleich, fo fege man
=l 1 %=o0, undda befommt man r=1, q=1, p=2
Ud n=3, davaus m = §,

2P |
2 Diefe Rechmeng Fann auf folgende Ave felir abs
¢ gefivye werden, welches auch in andern Fallen
1. | Statt findet.

)23 Da 7n* + 1 =m?, fo ifft m Eleiner alg 3n.

1) | Man fege deswegen m = 3n —p, ‘fo wird ~7n? -
ift t=on? —6np--p? odet 2n%= Gnp — p? 4 1, und
g | Paraus n =32 V(772 aneif affon Fleiner

=
a8 3p ift, fo fese man fether n =3p — q; 8
0% 2 3 wird
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titd alfo 3p — 2q = v~ (7p2% 4 2 ) unbd die Quw
J brate genommen op% — 12pq -+ 4q9* = 7p? 4,
oder 2p® = 12pg — 492 4 2 und p* = 6pg—
2q* 4 1, davaus wird p =39+ v (79 +1)
Hier Fann-man nun fo gleid) g = o annehmen ug
dannwitdp=1, n= 3, und m = § wie vorher,

§. 103,

Diehmten wiv ferner a=8, fo daf §n2 I3
m? und daber m fleiner al8 3n, fo febe man m=
3n—p, fo witd §n2 4 1 = on? — 6np + P
odet n? = 6np — p2 - 1, darawg n = 3p T
Vv~ (8p2 4 1), mwelhe Formel der ecfien fde
gleich if, daber man p = o fegen Fann, dann Eomt
n=1upd m=3.

§. 1044 .
Auf gleiche Are verfabre man fir eine jede o
bere Jabl a, wenn diefe nur pofitiv und Fein
dracift, und man omme endlich immet ju einel
folchen TBurseleichen, weldyes der gegebenen Fev
mel abnlidy ift, alg 3. D, gu diefer: v~ (at+1)
da man denn nur t = o fesen darf, als in weldew
Jall die Srracionalicar immer wegfalle, und it
auf, wenn man jurad gehe, erhale man el
Wereh fiie n, daf an® 4 1 ein Quabrat witds
Bisweilen gelangt man bald su feinem Bt
bisroeilen aber werden daju viele Operationen wifo?
bert, nad) Befdyaffenbeit der Jahl a, wovon Mk
bod) Feine gemiffe Kenngeichen angeben fann,
3u der 3Bl 13 gebe e nod) giemflich fchnefl; fomm
man aber bis ju dem alle, mwo a— 13, fo B
bie Rechnung viel weitlauftiger, und daber witd (4
gut feyn, diefen Fall bier genauer ju berrachten.

§. 109
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ity §. 105,

B, Es fey bahera=13, fo daf 130 - 1 = m?
e feyn foll.  SWBeil nun m? gudfer ift alg on?,. und
j-uln)b . alfo m gedfer al8 3n, fo feBe man m = 3n - p.
& Nunmebr wird 1302 4 1 = gn® - 6np 4-p%»
5 oder 4n2 = 6np - p2 — 1, und folglih n =
3=V (130 —4); pafern grdfer als $p, und alfo

S12 grofer u?s p?ift. Man fepe alfon=p-q, {0
o witd p + 49 =v" (13p> —4), und die Suadrate
-t | Dieoon x3p? —4 =p> 4 8pq+- 1697, dabet
i+ 12p2 = 8pq + 1692 + 4, ober durch 4 geebeile,

o | 3p2=2pq-F4q2+1, umd alfo p = LFVCBLED,

o

- Hier ift p grofer alg %ﬁ , alfo grofer als q3 man
febe baber p = q - r, fo erbalt man 2q - 3r =
v~ (1392 4+3). Das Quadrat biervon ift 13q*
g e + 3 =49 4 12qr 4 or%, b.i. 992 = 12qr 4=
que | 9r*—3, durdy 3 dividive, 3q* = 4qr r*—13
einedt | folglich q = 2“'*"/’?‘331‘““ 3,  Hier ift q grofer alg

Fow SR
1) ?;1_':_5_‘ , und alfo q grofee a8 r; baber fege man

!ldlfm q=r-ts, fowirdr 4 3s=v" (13r>—3); welde
e Gleidhung quadrive fidy in folgende verrandeles
el 13r> — 3 =r* 4 6rs 4 9s*, odee 121> = 618
| + 0s% 4 3, durdy 3 dividirt, toitd 402 =215 +
;::Fii 352 + 1, -folglich r =S+V(Ifsz+4). $Hier ift *

| gtofier alg $7+3% oder s; daber fefe man r=s—-+t,

4151‘ fo.wird 3s -[—4 4t = v~ (13s® 4+ 4); das Quabdrat
“m?“t genommen 135> - 4 = 9s% = 24st + 16t%, und
B0 L glfp 45* = a4tz 4 166> — 4, burd) 4 bividire,
o = 6ts - 4t* — 1, mithin s= 3ty (13t2—1).
s Ulfo ift s gedfer alg 3t - 3t oder 6t, degwegen febe
10§ 2 4 man
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man s = 6t u, fo wird 3t u = y~ {133 —1),
und daber, wenn man die Quadrate nimme, 130
— 1S ot® -} 6tn 4 u? und daraus 4t = 6tu
u® 41, folglich t = 3“”*'1/03“_""'4), o t geifie

als %}1 und alfo groger alg uiff..  Man febe degs
egen t =u v, fo wird u- 4v=y~(13u2+4);
bas Duadrar genommen r3u? -4 =u> 4 gur+
16V und 1202 = guv -} 16v> — 4, durd) 4 divi
dirt, 3u® = 2uv + 4v2 — 1, Dpdaraus u s

ey i »
V-1V (139 BJ, o u grofer alg -? und alfs

grofer als v, beswegen febe man u = v4-x, ff
Wird 2v 4~ 3x = v~ (13v2 = 3); das Quad
genommen 13v? — 3 = 4v? L 1avx - gx2 ot
9v® = r2vx 4 gx* - 3, durch 3 dividiee, 3v°=
4vx - 3x% ~~ 1, daraus findet man v =

e 2 ¥= o »
2X —F‘V(Iﬁa'\_:‘_*}_), o v groper it alg Sx, und al

grﬁﬁft aais X, besmegen fefe man v = X 4+, fo
wird x 4 3y =y~ (13x> - 3 ), bie Quadrate g
nommen 13x* 4- 3 =x2 L 6xy -}- oy oder 121
= 6xy + 9y* —3, durch 3 dividive, 4x* = axy+
3y*—1, folglidyx = y_,_p/(:?yz“—‘;), 100. X GUofet

ift alg y; Ddeswegen fefe man x = y +z, fo wit
3y -t 4z= v~ (13y% — 4), die Quadrate genot
™en 13y% — 4 = gy2 L 24yz - 1622 oder 47"
= 24yz+- 162> 4 4, burd) 4 dividive, y* = 6ff
+ 42 41, daraug y = 3z 4 v~ (1322 1)
Da diefe Forntel endlidy der erflen gleich ift, fofelf
Manz <o, und dann befomme man ricwarts 3¢
Dend folgende Deftimmungen:
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~1), Z=0 s= 6t+u= 33

13t y=.1 r=s5s4 1= 38

o 4 xz=y+4z=1 1l g=r4 s= 51

i vax+yea I p=qtr=iog

| u=v+x=3 | n=p-4q=180

Ded t=u+4v= g | m=3n-4p=649

F4); Alfo ift. 180 nach o die Fleinfte gange Sabl fily
v | B, Dag 1302 4 1 ein Quadrat werde,

I:Ilb: ¥ 106,

ol Aus diefem Beyfpicle fieht man deuelich, wie

weitlauftig oft eine {oldhe Medynung werden Eonne.
Denn unter den grofern Sablen muf wan oft obhl
W E sehnmal mebe Operationen machen, alg bier bey
0 1 ber 3abl 13 vorgefommen find: man Fann auch
® | niche wobl voraus fehen, bey meldyen Sablen fo
grope Mitbe erfordert witd, Ddaler €8 dienlich iff,
alfe fich die Arbeit anderer ju Nube ju machen, und eine
i abelle bevzufigen, wo ju allen Zablen a big auf
ergt- 100 die Werthe der Budhftaben m und n vorgeftelle
e werden, damit man bey vorfommenven Fallen dars
4 aus fiir eine jede 3abt a die geborigen Budhftaben
m und n nehmen Ednne,

'0fét
itd S 107,
1ot Snbeffen ift su merfen, daf bey einigen rren
4" boi 3ablen vie Werthe fiir m und n allgemein ges
6y funden werden Ennen; diefes gefchieht abee nur bey
~1) foldhen Bdblen, welhe um 1 oder 2 FHeiner odee
feke grdfer{ind alg cine suadratjabl; diefes aber nody
5 gv W erlautern, wird ol der Mibe werth fepn,
§. 108.

- Cefeyalfo a=e*—a; oder um » Fleiner alg

fine Quabraqa@l, und da (e* —2)n* 4 1= m*
=0

s fepns
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foll, {o ift offenbar m Fleiner ald en; Dedregen fefe
man m =en—p, fo wird (e? —2) n* 4131
e’n* — 2enp + p? obz'c 2211’ = 2 el Pt
und baraug n= LV (TRT—22+2) s Gt

a
in bie Augen falle, daf, wenn man p = 1 annimms,
Dag Wurgelzeichen wegfalle, und dann n =2 um
m=e* — 1 feph foerde,

Wavey B.n=23, woec =g, fo wid 230
= 1=m’, wenn n=¢ und m=24. Diefes if
auch an fich offenbar; denn f{est man n=-c, tem
nemliha=e* —2, fowitdan® 4 1= e*—af
- 1, welches dag Quadrat von e — 1 iff,

§. 100,

€8 fey nun andya= e — 1, nemlidy un?
weniger als eine Quadratsabl, fo daf (¢ — 1)¥
~ r=m’ fepn foll. ~ Da nun hier wieder m e
ift a8 cn, fo fee man m = en—p, fo wird (1)
n* - 1 =e¢’n* — 2enp -+ p*, oder n? = 2enp ~
P’ 1 und daraus n =ep - y~ (e'p> — p* 1)
o das Wurseleichen wegfalle, mwean p = 1, W
bavaus beFomme man n=2¢, und m = 28— 1
Diefes ift audy leiche eingufeben; denn daa=ec'—!
undn= 2¢, fo wird an* -} 1 = 46t —a4e*+ 1
welches bag Duavrat von 2e* — 1 ift. €8 Ak
B.a=24, fodafie=g, fomwird n= 10 und 24°
+ 1 = 2401 =(49)* *). gt
' 110

*) Das Wareljeldet in diefem Fall verfehinder w
toenn p = o gefeht wird; baber roir denn unfrelis bl
Eleimten Sablen fiie n und m erhaiten, mwelde n=1"
m=e find. 3 alfo =5, fo wicd die Formel 247,
~ 1 ¢in Quadtot, mwenn n= 1, und de Wurgel e
Quabrats m=¢ =5,
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| fefe - §. “1TO,

&8 fey nun audya = e* 4 1, ober um 1 grofer
t1 al8 eine Quabdratzabl; fo daf (e* 4 1) n* + 1= m?
gleidh feon foll, mwo m augenfheinlich grofer ift ais en,
it besmwegen fefe man m = en—-p, fowird (4 1)
um n*+ 1 =e’n’ 4 2enp 4 p* oder n® = 2enp - p*
— 1, und davaug n =ep 4+ v~ (e’p* 4 p*—1),

2qn' we p=1 genommen werden fann, und dann wicd
o if n=ocundm=2e* - 1; diefes ift auch leiche cins
e pufeben; denn daa=¢€ -+ 1 und n= 2¢, fo iff

i an®* - 1 = qet4 4¢* 4 1, welches das Duadrat
von 2¢* = rift. €8 fey 3. B, a= 17, {6 daf
e=4, und.da witd 170’41 =m*, wenn n = §

mom= 330
O 11X,
i 1 | .
:)n1 €8 fep endlid) a=e* -} 2, oder um 2 grdfier
e al8 eine Quadraigabl, fo foll (¢ 4 2) n* + 1 = m*
) feon, wo m offenbar grofer ift ale en, daber febe
) man m =en -4 p, fowird e*n* 4 2n* 41 = ¢'n

1) =+ 2enp - p*, oder an® = qenp -+ p*— 1, und
Py S s L T
ad | daraus n = PHEVERTHT ) aier pohme

(2]

e marnun p=1, fowird n=c undm= ¢+ 1,
e Diefes falle audy fo gleid) in die Augen, denn da
t1 aze*-2undn=e, foift an®* 4 1 = ¢t -2
fenk =+ 1, welhes das Quadrvaf von e* - ¢ ift. Cs
241 fens. B.a=11, fodafe=73, {o witd 11n* 4 1
=m? fer)u, wenn n=3 und m= 1o, AWollte man
110 2= 83 annehmen, foiff e=9, und es wird §3n?
1 =m?, wenn man n = 9 uRd m = 82 annimnts

audy
tg b
i 1)
o4n"
biefe
Sabefle
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| S ab.e bl e,

weldye fiie ecinen jeden TWerth von ‘2 die Fleinfien
Sablen m und n angiebt, fo daf m* =an? +1

aj n f__m__ al n "
2 2] 3 § 30 2 Ir
3 1 2 8311 2731 1520
51 4 9 £ 32 3 17
6 2 5 4 23
- o 8 6] 35
"E 1 3 1 6
10, 6| 19 12| 73
TI 3 10. 6 37
12 2 7 - 4 25
13| 180] 649 3 19
141 4 15 B 320| 2049
15 i 4.8 2 13
17 8| 33 f 43| 531) 3482
18 4 17 & 30| 199
19| 39| 170 24| 161
20 2 9 3588124335
2If 12 55 Ry e
22| " 42! 197 2o 4
' 23 5 24 '_1; "_'-55
24 AR 7 50
26 10 51 9o 649
27 5 26 910066251
28). 24| 127 66| 4%5-
29.1820| g8olI I2 89




nffen
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” ’ m
2 15
20 151
2564 19603
69 530
4 31
226153980, 1766319049
8 »*-03
I 3
16 129
8 65
5967 48842
4 33
930 7775
30 251
413 3480
2 ]7
2676';10 2281249
430 3699
3 26
6630 57799
40| 351

|
|
i
|

4
78
79
80
g2
83
84
&5
36
87
88
89
90|
91
92
93
94
95
96
97
08

99

n 7]
6 53
9 go
4 9
18! 163
9 82
6 55
30996] 285771
1i22 1040;
3 28
21 197
53000| 50000I
2 19
165 1574
120 1I5E
1260 12151
221064| 2143295
4 39
5 49
6377352/62809633
10 99
1 19

VIL Gae
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