UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Universitatsbibliothek Paderborn

Leonhard Eulers vollstandige Anleitung zur niedern und
hohern Algebra

Euler, Leonhard

Berlin, 1797

VD18 90239571

VIII. Capitel. Von der Art, die Jrrationalformel v(a+bx+cx?+dx3) rational zu
machen.

urn:nbn:de:hbz:466:1-50547

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.de/urn:nbn:de:hbz:466:1-50547

254 1L Abfdmitt, Sted Capitels

VIIL Capitel

Bon der Avf, die Frrationalforme
v~ (2 bx 4 cx? 4 dx3) vational ju
macdhen,

& xres

Wi geben nun weiter ju einer Formel, in foeldyt
x u ber dritieh Poceniy anfeige, um Hertiach b
pieren fore su geben, ungeacheet biefe benden Fole
auf eine abuliche Ave behandelt roerden mitffen.

@3 foif alfo die Fornrel a 4 bx 4 cx? &
su eincin Quabrat gemadit, und davunt gefdist
Werehe -fitr x in Rationalyahlen gefuche werdi:
denn dadiefes fdhon weit grofern ©chierigheis
untevworfen iff, fo erfordece es audy weit Hell
Kunft, nur gebrochene Sabhlen fitr x ju finden, wd
man ift gendibige, {id) damit ju begnigen, W
Feine Auflofung in gangen Sablen zu verlangth
Qum voraus ift aud) bier diefes ju merfen, W
man Feine allgemeine Yufldfung geben fann, B
eben gefcheben, fondern eine jede Operation gitt
ung nur einen eingigen Wereh fiir x, da Hingd
bie oben gebrauchre Methode auf einmal ju uncl
lidy vielen Auflofungen fiibre.

§ 113
Da e8 unter der vorber abgehandelten Form!
a + bx 4 cx? unendlid viele Falle giebe, it M
chen die Aufidfung fchlechrerdings unmoglich ift)
findet folches vielmebr bey der gegenmwartigen Jorm
Statt, wo nicyt einmal an eine Auflsfung s

Fen ift, wofern man wniche {hon eine weip obff[;:l;
val




Vo ber Formel v~ (2 bx+ ex* 4 dx?), 355

vathen Bar; daber man Blog fite diefe Falle Nes
geln ju geben: im Stande ift, durd) welche man
aug einer fchon befannten ufldfung eine neme qugs
findig machen Fanw, aus weldher nadyber auf gleidhe
Weife noch eine andere neue gefunden witd, fo
dag man auf-bdiefe Are imnter weiter fortgeben Fann.

Jnbeflen gefchiebe es dod) oft, dag, wenn
gleich fehon eine Aufldfung befaune ift, aug perfels
ben dod) Feine andere gefthloffent werden fann, fo
baf in foldyen Fallen nur eine eingige Srare findet,
weldyee UmfEand befonders ju bemerfen iff, weil in
bem vorber gebenden Fall aus einer eingigen Anf
ibfung unendlich viele newe gefunden werden Esnnen.

$ 114,

Wenn alfo eine foldhe Formel wie a -+ bx 4-
ex® - dx® ju einem Quadrat gemacht merden oll,

fo muf nothwendig fhon ein Fall voraus gefese

werder, wo diefes gefchieht; ein folcher aber falle

am deutlichften in die Augen, wenn dag erfic Slicd

fthon ein Quabdrac ift und die Formel £2 -+ bx 4=
ex? 4 dx3 ift, weldye offenbar ein Quadrat ird,
tenn tan x = o feht,

Wic wollen alfo diefe Jormel juerft betrachten,
und febent, mie aug dem befanncen Sall x = o nocl
tin andever Werth fiir x gefunden rwerden Fonue.
3 Crreidyung diefer ALfiche Fann nian yen Wege
gebrauchen , von weldhen wir einen jeden befonders
biet erfldren wollen, und wobey es que feyn wird,
it befondern Fallen den Aufang su machen,

§. 115,

€8 fen baber die Fovrel +ox—x2 - 3
§¢Beben, weldye ein Quabdrat werden foll,  Danun

bigw
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bier vas erfle Gflied 1 eéin Duadrae iff; fo nehime
man die WBurgel vou diefem Quadracfo an,
die beyden erften Slieder wegfallen, € fey dafer
die Quabratwurzel 1 4 x, von welcher dag Quadmt |
unferer Formel gleid) feyn foll, und da befommen
wit I -2x — x> 4 x3=1 4 2x 4 x*, wo W
benden erften Glieder einander aufheben, und it
@leichung x* =~ x? - x3 oder x3 = 2x* hetaud
Fomme, weldye durd) x* dividive, fogleidyx =2
gicbt, roraus unfere Fovmel ¢ 4 4 —448=9
wird. ‘

Eben fo, wenn die|Formel 4 4 6x — 5x° F
93 eitv' Quadrat roecden foll, - fo-fese man juerft b
Wurgel = 2 4 nx und fuche n, fo daf die beyded
erften Glieder wegfallen ; “weil nun 4 - 6x — 5K
+ 3x3 = 4 ~ 4nx 4 n2x2 wird, fo muf 48 =6
und alfon =4 fepn, tober die Gle.hung — §e
-} 3}{3 = & x° ober 3x3 T 3{}:2 etltﬁﬁ‘fgt, Dﬂbff

— 29 welcher Werth unfere Fovmel ju einel
Quavrate mache, deffern Warzel 2 - Fx =% [
tird.

' §. 116.

Det jroeyte Weg beftehe darin, Daf mandt
Wuvgel drey Glicver giebt, als f }- gx + b
weldye o befhaffen find, daf in der Gleid)ung o
drey exften Slicver wegfallen.

8 fey g B. die Formel 1 — 4x + 6X°
5x3 gegeben; Diervon feGe man die Wurgel 1 —*
-+ hx?, wo dann 1 — 4x - 6x*> — §x° ==
4% 4 4x2 4 2hx®* — 4hx® 4 h2x fepn {oll; pie
fallen die grwey erften Glieder {chon weg, damit abev
audh) das dritte wegfalle, fo muf 6 —=2h +4 fﬂ?r:
und alfe h=1. Hicvaus beFommen wiv — 5
&= L 4x3 x4, Ing Suidy x3 dividive witd, — )
= —44xund x=— 1,

g 17}
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ehine | § rrye

na?e': Diefe ywey Mechoden Fonnen alfo gebraudhe
wet | fPerven, wenn dag ejie Glied a ein Quadrar ift.
Emrm Der Grund vevfelben berubt davauf, daf man bey

o i | Der erfien SNechode der Wurgel jwey Glieder giebs,
B i als £ + px, mo f die Quadratourel des erfien
Glieves ift, und p fo angenommen wird, daf auch
Das jwente Glied wegfallen, und alfo nur dag dricce
und vierte Glied unfever Formel, nemlich cx* - dx3
mit p*x® verglidyen wecben muf, da denn die Gleis
a4 dung, durdy x bivibirré einen negwen Wereh fiir x
foe | angiebt, mweldher x = s - - feyn wird, Bey dep
. | foepter Metbode giebe man der Wurgel drey Glies
YL ver und fege-diefelben £ - px -+ qx*, wenn nemlich
o | 2=1£%, und beflimme p und q dergeftalt, daf die

brey erften Glieder auf benden Seiten perfchmwinden,

weldhes fo gefchieb: ba £* = bx - cx® 1 dx? =
B ofpx - ofgxr 4 pixt 4 2pqx? ~ q’x*, fo

mup b = 21p fegn, alfo p = :l-}, und c = 2fq -} p2,

eeand

mte | alfo q = 5_—;-% 5 und die ibrige Gleidung di® =

) AP G
by 2pgx® - q*x* (¢ fich theilenn, und davaus wird
1g Wi d—2pq
X = —,
e 4

1 Sndeffen Fann e oft gefcheben, baf, obgleich
fie | a=£, vennod) diefe Mechode Eeinen neuen Werth
rabtt | fut x angebe, wie aug ver Formel £2 =} dx3 fidhy ere
cfeon | feben 1aBe, wo dag jroente und dritce Slied feple.
e Denn {ebt man nadh ver erfien die Wurgel = £
~5 0 +px, fo dap f* 4 dx3 = f2 2fpx - p*x? fepn
foff, fo mug o = 2fp und p=o'fepn, daber beFomme
117 1L Eheil, ) man




258 1L Abfdynitt, Sted Capitel,

man dx3 = o, und dbavaus x = o, welches fdn
neuer Werth ift.

&est man abet nady der anbern lethode dit
Wurgel = £ px -} qx2, fo dag.f? 4 dd=F+
afpx 4 2fqx? < 2pqx® - q2x* feyn foll, fo mif
o = 2fp und p = o feyn, ferner o = 2fp 4 p?, i
alfo g = o, daber man dx® = o und wiederm x=0
befommit,

§. 119,

&n folchen Jallen ift nun nidys ju hun, b
baf man febe, ob man niche einen folchen Wert)
fiiv x exvathen Fonne, wo die Formel ein Duadit
wird, 1o nan dann aus derfelben nady der vorigd
Methode neue Werthe fiiv x finden Fann; welde
auch angebt, renn gleich das evfie Glied Fein D
drat iff. ,

Lim diefes 3u geigen, fo foll die Formel 3-F¥
eint Quadrat feynn; da wun folches gefchiehe, tul
x=1, fo fefe manx = 1 -y, und da befom
man: 4 -3y 4+ 3y% 4 v3, in welcher bas erfe
Glied ein Quadrat ift.  PDan fese alfo nad W
evften Methode die Wurzel davon 2 4 py, fo Wik
4537 2 7 = gbapy o ply?; wolk
Dag jwepte Glied wegjufchaffen feyn muf 3= 4
undalfo y = , algbann mwitd 3 - y = p* ul
y=p?—3= 5 — 8 =— 2, folglidy x=—10
weldyes ein nener Wereh fir x ift, ,

Sebt man weiter nad) der jweyten Methode M
Whurgel = 3 4 py + qy2, fo witd 44 3y T3
+ 'y =4+ 4py + 49y + 2pqy’ + @1 7
piy*, we nun das ywente Glied weggufchaffen
mup 3=4p, odetp =4, und um das Driiﬂ? wey
© yufchafien, 3 = 49 4 p?, alfo g = i:;_?_. = 3%




b Feih

be die
2+
tnuf
, U
X=0

Bon ber Formel v= (a+ bx + cx2 4-dx3), 259

fo Daben wir 1= 2pq -} .q%y, und daraus y =
Lo : .
-:1?@; odery = 1%%, folglidh x = 1§12,

§. 120,

Jtun wollen wir audy seigen, wie man, wenn
man fchon einen folchen Wereh gefunben bat, date
aug weiter einen andern newen finden foll. Wi
wollen diefes auf eine allgemeine e vorjtellen, und
auf-folgende Jormel anwenden: a4 bx & cx?2 ~fa
dx3, von welcher fthon befanut fen, Daf fie cin
Adnadrat werde, wenn x = £, 1nd daf algdann a -
bff-ef# - df = o2 fey,  SHierauf fese man x = £
T, fo erbale man folgende newe Formel :

d
+bf+ by
+ct? + 2cfy - cy?
+ dE2 - 3df 2y -} dy?
82 + (b acf o 3df2)y + (c + 3df) y° - dy?
ih weldyer Formel das erfte Glied ein Quadrar iff,
fo dag die bepben obigen Merhoden angemwenbet wers
ben Eonnen; wobdurd) newe MWerehe fite v und alfe
aneh fite x gefunben werben, nemlich x = £y,

§. 1271,

Oft bilft es aber auch nidyes, wenn man gleich
eitten Wereh file x errathen bac, wie in der Sormel
L x? gefchiehe, weldye ein Duadeat wird, wenn
man x = 2 febt.  Denn fefe man diefem jufolge
X= 2y, fo tamme diefe Sornel o - 12y 4 6y?
Ty beraus, weldye nun ein Duabdrat feyn foll, Es
[y davon, nady dee erfien Negel, die Wurgel = 3 -}
Py, fowitd 9 + 12y 6y2 4= y3 = g + 6py +
PY55 o 12 = Gpundp =2 feyn wuf; alsvann

R 3 wird
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witd 6 4y =p2 =4, und alfo y=— 23 folglig
x = o, aug welchem Wereh aber nichts weiter g
funten toerden Fann,

Nebmen wir aber nadh der gwenten TMethode bi
Wurzel = 3 4 py + qy*,. fo wird 9+ 12y46)°
+ ¥’ = 9 + 6py +69y* +2pqy’ +9°y! T2V
wo erftlich 12 = 6p und p = 2; ferner 6 = 69+
p* = 69 - 4 und aljo g= % feyn muf, Hierans
erBalt man 1 = 2pq +q2y = $ - 5y; dabery:

— 3, folglich x =— 1, und 1 4 x3 = oj ol

melchem niches  weiter gefchloffen werden ot
Denn wollte man x = — 1 -~z annebmen, 0 &
bielte man die Formel 3z — 322 - 23, wo W
erfte Glied gav megfalle, und alfo weder die gine
nod) die andere Methode gebraucht werden Fant.
Hieraus wird (chon febr wabrfcheinlidy, dafdi
Formel 1 4 x3 Fein Quadrat werden Fonne, auft
in Diefen drey Fallen: :
Eix=as)xz0, lE)xa— 1
doch Fann diefes aber andh aus andern Griinen
wiefen werden.

Ve 122,

Buy Lebung wollen wir nody die Formel 143
betradhten, welche in diefen Fallen ein Duadrat mith
Lyx=o, ) x =1, IIL)x % 2, undwit ol
feben, ob fich nod) andere folche Werthe fimdd
laffen 2
Da-nunt befannt ift, daf x = 1 ein Werth iff
fo feBe man x = v -+ y; und da beFdmme man ! +
3¢ = 449y 4 9y* 4 3y%, bavon fey die T
3l 2+ py, fodaf 449y + oy2 + 392 =47
4PY ~+ p2y? fephr folf, wo 9 = 4p und alfo p =4
fepn muf; die dbrigen @lieder geben aber 9"'%3:

3

=p? =8l umdy == 25 folglich x = — 7s/
pan
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(glid banst 1 < 3x3 eint Quabdrat. wird, davon die Wurs
jel — &% oder audh 4+ §F ift; wollte man nun weis

(X :
; fer x =— 5% -} z annebmen, fo wirde man davaus

bedie | Mieder anbere neue Wertbe finden-Fonnen.

-6 Wollte man aber fiir die obige Formel nady dee

2y | veten Sethode Die Wurgel feben: 24=py-qy?,
sqt | fodeB st oy 4-oy® + 3y°=4 + 4py 4= 4qy*
g | P2y 42pqy® 4 ¢y* feyn foll, fo mufice erfl
gz | lidfeon o= 4p, alfop =2; bernady 9 = 4q + p®
af | =499 &5, und alfo g =575 dus den noch inbris
o | 8¢n Gliedern wird 3 = 2pq +q%y = 3¢ + q*y;
o | Ober 567 + 128q%y = 384, oder 128q°y=—183,
) ot bag ift 126, $3y=-—183, oder 42. §Ey =—61,
e | Daber.y = — 1843, folglih x = — %75, aus
: weldyem nach der norher gegebenen Anweifung wies
b derum andere newe gefunden werden Fonnen,

Wt - ' S - E23

Hier haben wir aus dem befannten Fall x= 1
al | toey neue TWerehe bevaus gebracht, - aus weldyent
man, wenn man fic) die Mube geben wollte, wies
berum anbdere neue finden fonnse, wodurdy man abee
auf febr weitlauftige Beicdye gerarhen wicde,
B Daber bat man Urfache fich ju vermundern, daf
i) aus diefem Fall x = 1 nidye audy der andeve x = 2,
offn | devebenfalls leiche in die Hugen fallt, Beraus ges
wben | Bracht worden; weldies daher ohne Queifel ein Qeis
then dev Unvollfommenbeit der bisher-erfundenen
)il Methode ift. TMan Fann gleidyergeftalt aus vem
14+ | Sl x =2 aubdere neue Werebe Herans bringen, mat
due | fe6e g diefems Ende x =2 4=y, fo vaf folgende
i Sormel ein Quadrat feyn foll: 2§ = 36y + 18%7
e} 1+ 3v%; biervon fen die Wuryel rach ver erften Me.
~qr | thede 5 4 py, fo witd 25 -+ 36y + 18y + 3v°
o =25 4 10py -} p2y*, und alfo 36 = 10p oder
yan R 3 p=%3
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P = %5 Dbavaus wird aue den dbrigen Gliedern,
durch y* dividiee, 18 + 3y =p2 =324, und
Bery=—4%2, undx = 7%, Dbieraus wird r 43¢
ein Duadrat, wovon die Wurgel ift § + py==—
T35, oder - 1311, -

Will man-ferner nady der: goeyten Mlechode b
Wurzel fefien: 5 - Py qy”, fo-‘wird 25136
F 18y + 2y} = 25+ ropy - 1oqyt pip
=-2pqy* 4 q%y*; wo, um die ywenten und dri
Glieder l‘lﬁti'g;7,1|fc!}¢:;ﬂ’enr 36 = 16p, ober pE lgg [ﬂ)“
muf; beenachag = 1oq: = p*, und 10q = 1§
5= 20, und q = 5%, ~die ubrigen Glicdd
burdy y3 getheilt, geben 3 = 2pq-—= q°y, " Oder, qy

-~ — — 303 T £y 3 '
2 2pq = — F3%; afoy = — 330§,/
X = — 029

<332a*

Cben fo fdwer tind mibfam wicd diefe Ned
nung-anch infoldhen Fallen, wo aus einem ande
Grunde eg gany leicht ift, fo gav eine allgemeint
Aufiofung su geben ,- wie bey diefer Formel: 1 =4
— X" %3 gefchiche, wo auf eine affgemeine Mt
X=n° o—-1 genommen werden fann, und 100
eine fede beliebige 3abl beveuret.

Deun wennn =2, fo wied x = 3, und unfer
Sormel =1 — 3— 9 27 = 16,  Jlimmt il
n= 3, fowitd x=8 und unfeve Formel =114
— 64512 =941, :

s eveignee fidy aber Bier ein gany befonbet
Umftond, weldem: wiv diefe leichee Auflofung
danfen Baben, und weldyer o gleidy in die Angel
faffen witd, wenn wir unfere Formel in Foctord
aufidfen. - Eg ift leiche eingufeben, daff fich ¥
felbe burd) v — x theilen loffe und dafi der UV

tent 1 —x? feynn werde, teldyer reiter aitd fo
g-;'ub‘fﬂ
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it | genden Factoren befiebt:. (1 4 x) (1. —x), fo
vda | Bof unfere: Formel diefe Seftale erbale:
gt | 1—x—x 4= (—x @+ (1—x) =
ce | (1—x)% (1 x).  Da nun diefelbe ein Duadrat
fen foll, und ein Duadrat durch ein Duadrat divis
i | dire, wieder ein Quabdrat witd, fo muf aud) 1 +-x
16y | ein Quadrat feyn; und umgefebre, wenn -+~ x
dpt | ein Quadrat ift, fo wird auch (1 —x)* (1 4-%) eins
il | Quadrat, man darf alfo nue 1 -Fx=n0" feden, fo
fun §  Defomme man fogleich x=n* — 1.
| Hitte man diefen Umitand niche bemerfe, fo
ey | miiede es fdhwer gefallen feyn, nach den obigen e
| thoden nur ein Halb Dubend Werthe fiie x ausfins

wd | dig ju machen,

§¢ .:['250
Bei einee jeden gegebenen Forinel iff e8 daber
tede | febr que, diefelbe in ibre Factoren aufsulofen, wenn
ben | Diefes nemlich moglich ift.
ine Wie diefes aber anguftellen fey, ift {chon oben
—X geacigt worden; man fese nenlich die gegedene Jors
At mel = o, und fudt von diefer Gleidyung die Wurs
08 | 3¢, wo danu eine jede Wurgel, 3. B, x =1, einent
Factor £ — x giebt, welcdhe Uncerfuchung um fo
ifete viel leichter anjuftellen iff, da bier nur vationale
it | TWurieln gefucht wevden, weldye alle Theiler der
-4 biofen 3abl find,

e §. 126,

L Diefer Umftand friffe auch bey unfever allgemeis
1¢8 ften Formel a - bx 4 ex* -}~ dx® ein, wepa die
oten jwey- eeften Glieder wegfallen, fo daf cx” -} dx3
big | eiRQuadrat feyn foll; denn alsdann mubaud) noths
Y wendig diefe Fornel, durd) bag Quaprat x* DivIdire,
filt §  wemlidy c - dx ein Quadrac {eogn, wo man deun
s R 4 nue
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*—c¢
nue fefen darfc + dx =n*, um x = - Fot | ber

Fommen, welche auf einmalunendlicy viele, undfo
gav alle mogliche Auflofungen in fic) enthalt,

§ 127

Wenn man bey dem Sebraudy der obigen exfien
Mechode den Buchftaben p tidyt beftimuten wollt
um das jwente Slied wegsufchaffen, fo wiirde man
auf eine ‘andere irvationale Sormel falfen, mweld
rational gemacht werden foll.

- €s fey demnad) vie geqebene Formel £* 3 byt
ex’ 1 dx3, und man fege die Wursel davon = f+
PX, fo witd £* 4 bx 4-cx* 4 dx? = 2 4 ofpxt |
Px*, wo fich das erfte. Glied aufbebe, die ubrigen
aber durch x dividive, geben b 4= cx + dx* =2fp
+ p’x, mweldyes eine quadratifdye Sleichung ify
aus welcher x gefunden wird, wie folgts '
P? —c~4-v/(p® — 20p? - §dfp 4~ c® — 4bd)

ad :

et Eomme eg alfo davauf an, dafi man folde
Wertbe fiir p ausfindig mache, wodurdy diefe Fov
el p* — 2cp® gdfp - ¢* — 4bd ein Quabtl
werde. Da nun bier die vierte Poten; der gff"d)EE“
Bab! p vorfomme, fo gehbre viefer Fall in Das fol
gende Capitel,

2 e

1x. G
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