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DIE PRINCIPIEN.

[Der Ueberfef zer mufs die, welche diefes Werk ftudiren wol¬
len, gleich hier darauf aufmerkfam machen , dafs Hr . Le Gendre von
den Principien der Geometrie , und von der Art , wie das Gebäu¬
de der Wiffenfchaft durch fie begründet wird , eine unrichtige
Vorftellung zu haben fcheint . Er lagt in einer der Anmerkungen
am Ende des Werks : „ mein Zweck wird erreicht feyn , wenn
man findet, dafs alles in diefem Werke- uns der einzigen Erklärung
der geraden Linie , ohne weitere Voransfetzuvg und ohne hgeni
«iwe Forderung , ftreng bewiefen ift . " In der That findet fish
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2  BUCH I»

auch unter Hr . U Gendres Principien keine einzige fordernis,

obgleich feit Euküd noch kein Geometcr Poftulate entbehren zu
können glaubte . Allein man wird bald gewahr , dafs der
franzöfifche Geometer fich hierin nur täufcht , und dafs auch er,
wenn gleich nicht ausdrücklich , doch ftillfchweigend vorauslezel
und fordert , dafs man Punkte , Winkel u. d. m, fich vorftellem
gerade Linien und K-reife befchreiben , und •dergleichen .geometri-
(che Grundvorfteilungen mehr müffe eingehen können . Der Ue-
berfetzer fugt deshalb hinter den Erklärungen noch die Fordermr
ge» hinzu , welche man an jemand, der Geometrie ftudicren will, |
gewöhnlich zu machen pflegt . Nicht als wenn er glaubte dafs
diefes die glömetrifehen Forderungen in ihrer wahren Geftait,
und jenes ihre gehörige Stellung fey , fondern weil beydes mit I
dem Herkommen feit Euklids Zeit übereinftimmt . Die Anficht

der Prinejpicn und die Art , wie man das Lehrgebäude durch iie
begründet , fcheint demUeberfetzer der fchwächfteTheil aller bis¬
herigen Syfteme der Geometrie , und fo auch des unfeß Verfaf
fers zufeyn , und nach feiner Ueberzeugung einer gänzlichen Um¬
formung zu bedürfen . Hier war begreiflich nicht der Platz eine
folche Umbildung zu verfuchen ; höciuiens durfte lie in zerltreu-
ten Bemerkungen und Berichtigungen angedeutet werden , indem!
es ganz Zweckwidrig gewefen feyn würde , wenn der Ucberferzetl
fich in eine polcmifche Materie hätte vertiefen wollen , die gebö'l
rig ausgeführt , ein eignes Werkchcn füllen könnte . Er hat fichf
daher bey den Principien mit den unentbehrlichften Bcrichtigim-j
gen, Einfchaltungen und Bemerkungen begnügt , die, wenn er nickt
irrt , hinreichen , den Lefer auf den Standpunkt aufmerlfl
fam zu machen, weichen derUeberfetzer für den richtigen hält, und!
die überdem dem Anfänger mehr Intrelfe für die Principien beyl
bringen , und ihn darin befler orientiren werden , als die kurzen?
Aphorismen Euklids und LeGendres . Auch glaubt der Ueber-
fetzer dadurch , dafs er einige fruchtbare bisher unbenutzte Prin¬
cipien hier nicht blos aufgehellt , fondern auch dem Syfteme
felbft eingewebt hat ,;befonders folche, worauf die Beurtheilung des
Schneidens undBerührens beruht, ) in dem Lehrgebäude des Hr. 1-4
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Gendres eine beträchtliche Lücke ausgefüllt zu haben , von der
auch kein andres ihm bekanntes Syftem , felbft nicht das Syfteifi
Euklids völlig frey zu fprechen ift . Tn der fyftematifohen Fol¬
ge bey unfevm Veifaffcr etwas Wcfcntliches zu ändern , und Ma¬
terien ganz zu verfetzeh , hat der Ueberfetzer fleh übrigens faft
nie erlaubt , fo rathfam ihm diefes auch hin und wieder zur Ver¬
vollkommnung des Syftems dünkte . Vielmehr hat er alle fein
Bemühen darauf gewandt diefes Wifl'enfchaftliche Gebäude , fo
wie es nun einmal da ftand , beffer zu ftützen und zu gründen,
und fich beftrebt ohne im Großen viel umzubauen , (lediglich
dadurch dafs er manches ergänzte , einiges Untaugliche wegliefs,
und im Ausdruck und der Beweisart ofr mehr umarbeitete als

überfetzte) alles noch mejir in einander zu fügen , und abzurun¬
den, womit man freylich bei eigner Begründung eines Syftems
ehr zu ftande kommen kann , als bey einer fremden Arbeit , in
der man manches nicht billigt . Zu allem was in Zeichen wie die-
fen [ 3 eingefchlcfien ift bekennt fich

der Ueberfetzer . ]

I. Erklärungen (Definiticraeii ).
i.

Die jGeovietrie ift eine WiiTenfchaft , welche fich

mit dem Meilen des Ausgedehnten befchä 'ftigt , und

hierin beliebt ihr eigenthümlicher Gegenftand . [ Oder
vielmehr , fie ift die Wiffenfchaft des Räumlichen ; der

Kaum und alle Vorfteliungsarten und Begriffe , die auf

demfelben beruhen , machen ihr eigentümliches Ge-

biethaus , und ihr Gefchäft befteht darin , die Eigen-
fchahen , Beziehungen und VerhältnifTe des Räumli¬

chen durch allgemein gültige Schiüfle zu erforfchen,
d. U. ]
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2.

Alles was ausgedehnt iftjiat dreyHimmßomn, [und
nicht mehr,] nemlich Länge, Breite und HöAe oder Dicke.

[Diele drey Dimenfionen füllen fich nach der gewöhnlichen
Behauptung von einem Körper nur durch Abfträktion abiondern
und für (ich betrachten laffen. Allein die Abfträktion ift in der
That weder der einzige noch der au fieb ei lte und urfprünghehe
Weg , wie wir zu- der Vorftellung -der drey Dimenfionen des
Ausgedehnten gelangeil. Um uns einen Körper vorzustellen,
iiiüfien wir die Körperliche Geftalt erzeugen , den Körper be-
fchreiben , und diefe Ranmbefcbreibting ift ein zweyter Weg
wie wir zu der Vorftellung der einzelneu Dimenfionen gelangen,
den aber die Geometer bey Aufftellung der Principi'eri gewöhn¬
lich Überfehn. Und zwar geht auf diefem Wege die Vorftellung
der einzelnen Dimenfionen der Vorftellung des Körpers' vorher,
[indem wir bey der Raumbefchreibung vom Punkte an¬
fangen , durch Fortbewegung deffelben Linien erzeugen , durch
Bewegung der Linien Flächen , und durch Bewegung der Flä¬
chen , Körper . Diefe Unabhängigkeit und Priorität der Vorftel¬
lung des Punktes , der Linie und der Fläche fcheint fchon Euklid
eingefehn zu haben , wie man aus der Stellung feiner Erklärun¬
gen urtheilen mufs.

. Das Vermögen der Raumbefchreibung mufs der Geometer
von- jedem , der fich mit feiner Wiflenfchaft befchäftigen wilb
fordern , mithin auch die Vorftellungsarten , welche fie be<nün-
det , und die Begriffe die fich darauf unmittelbar beziehn . Sol¬
che Begriffe find die der drey Dimenfionen , und die Vorftellun-
gen, welche die folgenden Erklärungen ausfagen , über die eben
deshalb der Geometer fich in keinen Beweis einläfst . d . U.l

3-
Die Linie ift eine Länge ohne Breite.

„Man erhält die Vorftellung derfelben , fagt van Swinden,
wenn man das Ausgedehnte lediglich in Rückficht feiner Länge
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betrachtet, ohne auf deflen Breite und Dicke zu fehn , alfo von.

liefen Heyden Dimenfionen abltrahirt . Andre ftellen fich die Li¬

nie als durch den fietigen Fortgang eines Funkts erzengt vor j

oder als die Spur eines fortbewegten Punktes . " [ Diefe Vor-

ftellungsarten finsl beyde richtig , und man kann beyde Wege

einfchlagen, um zur Vorltellung der Linie zu gelangen , nur dals

der letzte Weg , durch Raumbefchreibung , wie wir fchon bemer¬

ket haben , an fich der erftc und urfprüngliche ift. Er führt

nicht nur zu einer jcht geomctrifchen , fondern felbft zu der

urfprünglicheri und fundamentalen Vorftellungs - und Erklärungs-

art der Linie , indefs man auf dem erftern Wege ("durch Abftrac-

tion) nur zu einer abgeleiteten Vorftelhmg der Linie gelangt.

Wollen*wir uns eine Linie vörftellen , fo müflen wir fie ziehn,1

und das Vermögen dazu fordert der Geometer , daher die letzte

Erklärung' der Linie , die fich auf .den eigentlichen Weg bezieht,

wie wir zur Vorltellung der Linie gelangen , in derThat die vor¬

züglichere und fruchtbarere ift , wenn gleich viele Geometer zu

glauben fcheinen , dafs fie höchltens fo mit unter laufen dürfe,
d. U.J

Die Gränren oder das Aeufserfte einer Linie , daS

worin eine Linie fich endigt , nennt man Punkte. —

Ein Punkt ift alfo nach keiner Dimenfion , folglich gair

nicht ausgedehnt , aind hat keine Theile.

[Der Anfchein von Unbegreiflichkeit welchen der Punkt

durch diefe an fich richtige und fruchtbare Erklärung bekömmt,

an den fich unter andefn mehrere Scholaftiker geftofsen haben,

fällt fort , fobald man fich den Punkt als einen Ort im Raums

vorftellt. Ehr wir eine Linie ziehn können , müll'en wir uns ir¬

gend einen Ort vorftellen , von welchem aus wir fie ziehn ; folg¬

lich einen Punkt . Und endigen wir die Linie , fo gefchieht das

wieder in irgend einem Punkte , Man fieht hieraus dafs die Fähig¬

keit fich Punkte vorzuftellen , fo gut wie die , Linien zu ziehn ,
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zu dem gehören muffe , was der Geomerer von feinem Lehrlitt»fordert , bey ihm vorausfetzt.

Man bezeichnet•gew hnlich ' einzelne Punkte durch einzelneBuchftaben , Linien durch die Buchftaben ihrer Endpunkte , oderwenn diefes zu "Deutlichkeit nicht hinreicht , durch die Buchftaben
einiger Punkte in ihnen und der Endpunkte , und Flachen und
Korper durch die Buchftaben ihrer Eckpunkte , aller oder einiger»fig , t* So fpneht er Geometer von den Punkten A , C , D , von denLinien Aß , AC , AEB, von der Fliehe ACDB u. f. f. oft fclbftohne ausdrücklich zu erinnern dafs diefe Buchftaben , Punkte >
Linien , etc. bezeichnen , welches fich dann von felbft verftehr,

d. U.]

Die grade Linie ift der küriefte Weg von einem
Punkt iura andern.

Eine Linie , welche keinen graden Theil hat,nennt man eine krumme Linie oder eine Curvc.
fig . t . So z . ß ift AB . eine grade , AEB eine krumme^

dagegen ACö § weder eine grade , noch eine krumme,
fondern eine fogenannte gebrdchni Linie , weil fie aus
lauter graden Linien zufammengefetzt ift.

[Die Eigenfchaft der graden Linie, -djtfs fie von allen Linienzwifchen zwey Punkten die kürzeße ift , hat zuerft Archimed als
frineip geometrifcher Beweife aufgehellt und gebraucht . Hr . LeGr. 6. Gendrc vervollftändigt im ' folgenden ' den darauf fich gründen¬den Begriff der gradenLinic dahin , dafs zwifchen zwey Punk¬ten nur eine einzige grade Linie möglich ift , und focht auf die-
fen Begriff das Syftem der Geometrie vorzüglich zu gründen.Die Einwendung , welche einige ( unter ander van SivinAen) ge¬gen die Archiraedeifche Erklärung machen , als fetze fie den Satz
voraus , dafs zwey Seiten im Dreyeck ttets grofser als die drittefind , ift nichtig. Das würde nur der Eall feyn , wann es darauf
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Jgkam« diefe Definition zu beweifen , welches aber jemand , der

fie unter den Principien auffeilt , nicht Willens feyn kann.

Die Erklärung welche Euklid von der graden Linie giebt,.

und die nach der gewöhnlichen Ueberfetzung fo lautet ; „ eine

Linie die den auf ihr befindlichen Punkten gleichförmig liegt"

ift fo dunkel, dafs unfer Verfaffer fie als nichtsfagend und ohne

Bedeutung gänzlich aüfgiebt . Verftändiicher wird fie, wenn man

fie mit van Swinden folgendermaisen ausdrückt : „ eine grade Li¬

nie ift die , welche überall auf eineiley Art oder gleichförmig

(gelyklyk) Zwilchen, ihren Punkten liegt , indefs die krumme Li-

Biezwifchen ihren Punkten ungleichförmig liegt ;" oder mitSimp-

lon; „ eine Linie welche überall gleichmäfig (eveul y) zwifchen ihren

Endpunkten liegt , oder welche überall ' einerley Richtung hat (which

«very Where tends the fame wfjj . " Durch einige Erörterungen

liefsc fich das Dunkel wohl noch vermindern , das auf diefen

Erklärungen ruht , und welches der holländifche Geometer der

Einfachheit des Begriffs der graden Linie zufchreibt . Eine gra¬

de Linie ziehn zu können , ift eine Forderung welche derGeome?

Kr an jeden thut , der freh mit feiner Wiflenfchaft befch.'aftigen

will. Er fetzt alfo voraus , dafs jedermann imBefitz des dazu ng<

thigen Verfahrens ift , mithin auch derVorftellung , die fich dar¬

auf gründet , und es kömmt ihm nur (krauTäTf ^ri « fruchtbares

Merkmal heraus zu . beben , wodurch fich diefe Vorftellung von

allen ähnlichen unterfcheidet . Ein fokhes Merkmal ift allerdings

das, welches unfer VerMer nach Archimeds Vorbild in feiner

Erklärung der graden Linie aufftellt . Nur dafs diefes Merkmal

nicht fo unmittelbar indem urfprünglichen Verfahren beym Ziehn

einer graden Linie zu liegen fcheint , dafs man fich nicht nach

eineniBeweife deflelben fehnen follte, welcher darthäte , dafs jenes

Merkmal in diefem urfprünglichen Verfahren gegründet ift,

und wie es daraus folgt . Unmittelbar aus diefem Verfahren , ift

das zulezt von Simpfon angeführte Merkmal gefchöprf , Einerley.

heit der Richtung im Ziehn der graden Linie , und zunächft hier¬

auf fcheint fich Euklids Definition zu beziehn , welcher der Ue-

ierfetzer deshalb den Vorzug geben würde , liefse fie fich nur

eben fo klar , fafslich und fruchtbar als jene Archimedeifche



8 I U C B I,

machen. Das haben aber die Geometer bisher noch nicht ge-
leiftet, und wir muffen daher Hr. Le Gendre loben , dafs er die
ArchimedeifcheErklärung der graden Linie zum Grunde legt*aus welcher er manche Sätze leichter und kürzer beweift, als es
bisher gefchehn ift , gründet (ich gleich nicht darauf , wie er
fagt, einzig und allein {ein ganzes Syftem. d. U. }

6 ......
Eine Fläche ift etwas , das Länge und Breite , aber

keine Höhe oder Dicke hat ; oder , nach van Swinden
„ eine Ausdehnung , in der man fich lediglich Länge
und Breite vorftellt , von der dritten Dimenfion , der
Dicke , aber ganz abftrahirt . "

Die Griinzen , das Aeufserfte der Fläche, das worin
die Fläche fich endigt , find Limen , entweder grade
oder krumme.

„Man ficht auch wohl, bemerkt van Swinden , die Fläche
als durch ftetige Fortbewegung einer Linie erzeugt , oder als
Spur einer fich bewegenden Linie an ; " und diefes ift wiederum
nicht nur eine äebt geometrifche, fondern auch die urfprüngliche
und fundamentale Vorftellung der Ebene, von der daflelbe gilt,
was wir bey der analogen Vorftellungsart der Linie bemerkt

3, haben * d. U,

' 7. "t ; "̂
Eine Ebene ift eine Fläche , welche in allen ihren

Theilen vollkommen eben ift , d. hj in welcher jede
grade Linie , die durch irgend zwey in der Fläche be¬
findliche Punkte gezogen wird , ganz hineinfällt.

[Kein Theil einer folchen Linie fällt aufserhalb der unbe.
gramsten Ebne, Diefes drückt Simpfön auf ein uneigentliche, nicht
zu billigende Art fo aus : die Linie b&nhrt die Ebene in allen
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ihren Theilen ; ein Ausdruck der keine Nachahmung verdient,
obgleich er von mehreren Mathematikern in einem ahnlichen Sinn
gebraucht worden ift, Euklid und mit ihm van Swinden erklä¬
ren die Ebne durch „ eine Fläche , welche überall gleichförmig
zwifchen ihren Gränzen und zwifchen den auf ihr befindlichen
Linien liegt . " Auch hiervon gilt , was mir oben * bemerkt hä- * E, J,
ben. £}_ U.

8.
Flächen , worin kein Theil eben ift , find krum¬

me Flächen,

Ein Körper Iii nach allen drey Dimeniionen ausge¬
dehnt , [ und jede Ausdehnung , welche Länge , Brei¬
te,und Dicke ioder Höhe hat , ift ein Körper , ein körper'
hoher Raunt.

Die Gränzen , das Aeufserfte eines Körpers , das wo¬
rin der Körper fich ej[idig,t , jind Flächen , entweder ebene
oder krumme .]

Der körperliche Raum wird Befchrieben , und ein Körper
«rzeugt durch ftetige Fortbewegung einer Fläche , fo dafs man fich
den Körper als die Spur einer bewerten Fläche vorftellen kann.
Und diefes ift wiederum die urfpriingliche Vorftellungsart des
Körpers, *

Eine Ausdehnung von mehr Dimenfionen als im Körper ver¬
einigt find , giebt es nicht . d. U,

10.

[Eine grade Linie wird durch jeden Punkt in ihr
(d . h. der zwifchen ihren Endpunkten liegt ) in zwey
Stücke getheilt , welche zu den entgegengefetzten Seiten

}ztxzs Punktes liegen und in Rückfieht denselben eine
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2. enigigengefetzWtage haben , z. B. AB durch den Punkt
C in die Stücke AC , CB , welche zu den entgeaenge-

fezten Seiten des Punktes C liegen , und die grade Li¬

nie DE durch denfelben Punkt in die entgegengefetzt

liegenden Stücke DC , CE.

Grade fo wird eine Ebne durch jede grade Linie

In ihr in zwey Theile getheilt , die zu den entgegen-

gefetzten Seiten der Linie liegen , und ein Körper durch

jede Ebnein demfelben in zwey Theile , die zu den
gntgegengefetzten Sehen der Ebne liegen .]

• ' II . : ' I

[Zwey Linien , welche einen Punkt gemein ha¬

ben , treffen einander , und ßofsen in diefein Punkte zu-

3. fammea , z. B. CA , BA. Genugfam verlängert fchnei-
de-n oder berühren fie fich. — Sie fchneijen einämer %

2. wenn der einer . Linie AB Theile , AC , Cü , welche zu

entgegengefetzten Seiten 'des gemeinfcliäftfichen Punk¬
tes C liegen , zugleich auch zu den entgegengefetzten

Seiten der andern Linie DE liegen . — Lägen lie auf

einerley Seite der Linie DE , fo würden beyde Linien

fich berühren , wie MN und AEB in Fig . 1.

Eine ähnliche Bewandnifs hat es mit dem Zufam-

tuentrelFen , Schneiden und Berühren zweyer Flächen,

oder einer graden Linie und einer . Fläche . ]

Die Vinter to . und u . aufgeftcllten Erklärungen fehlen faß
in allen geouietrifchen Syftemen, auch bey Le Gendre, und find
als die uncntbelulichftenunter vielen andern mangelnden von
mir eir.gefchoben worden. £}. u.
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12.

Wenn zwey grade Linien AB , AC ( oder EF , ED ) pi
einander treffen , fo nennt man die Gröfse um weiche

fie von einander entfernt find feinen Winkel. Die bey-
den Linien ! AB , AC felbft , heifse .n die Schenkel des

Winkels, der Punkt A in welchem fie zufammenftofsen

oder einander fchneiden , die Spitze oder der Scheitel des
Winkels. — Man bezeichnet eitlen Winkel entweder al.

lein durch den Buchftaben feines Scheltelpunkts , z. B.

Z-A, Z.E, oder , wo das zu ZAveydeutigkeiten Anlafs

gäbe , fetzt man zu beyden Seiten dlefes Buchftabens

noch Eu &hfrabeh zweyer Punkte in beyden , u enkeln
hinzu , z . B. Z_BAC , Z. DEF , doch fo dafs der Buch-
flabe am Scheitel immer In der Mitte flehet . Auch be¬

zeichnet man einen Winkel durch einen Buchftaben»

der , zwifchen feinen Schenkeln hinein gefchrieberi
wird , l . B. Z_a.

[Da man gewöhnt ift Entfernungen durch Linien zu ber
ftimmen, und bey Entfernungen an Linien zu denken, fo mufs
man Meli durch Le Gendves Erklärung zu keinem falfchcn Be¬
griff vom Winke! verführen laffe», Ein Winkel , oder beftimm-
**i ein ebner Winkel, wie man ihn zum Ivnterfchiede von Fla-

chenwinkeln und körperlichen Winkeln nennt , ift keineAusdeh-
n"ng, weder eine Linie , noch cineFläche (wofür ihn wühl eini;

£2 durch Mifsverfland genommen haben, ) fondern die gtgenfei-
t 'ge Lage zweyer fich durchfcn,leidender grader Linien , oder wie
man gewöhnlich fagt, die Neigtnig zweyer folchcr Linien ; wie¬
wohl diefer letztere Ausdruck auf rechte, ftumpfe und hineinge¬
hende Winkel nicht recht zu paffert fcheint.

« , Die Grifte eines Winkels hiingt daher lediglich von de?
Gröfse-in der Neigung oder vielmehr in der Lage, der bey»
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den Schenkel ab , worauf die Lange diefer Linien keinen
Eiaflufs hat.

• ß , Die Gleichheit oder Ungleichheit %-weyey Winkel kann man
unmittelbar danach beurtheilen , ob fie einander decken oder
nicht . Wenn man ftch vorteilt der Scheitel und zwey \ der

Schenkel beyder Winkel würden auf einander gelegt ; fo fal¬
len die beyden andern Schenkel entweder auch auf einander,
oder nicht . Im erftern Fall decken fich beyie Winkel und

9, find gleich. * Im zweyten Fall decken fie einander nicht,
und find deshalb ungleich. Und zwar itt der Winkel den
griifstre , deffen Schenkel die Schenkel des andern einfchlie-
fsen , wie z. B. Z..DE1' gröfser ift als Z_GEF . Der ein-

' fchliefsende Winkel DliF ift um den Winkel DEG größer
als der eingefchlofsne GEF , und diefen beyden eingefchlofs«
nen Winkeln zufammengenommen gleich.

7 , Ueberhaupt idjeder einfchliefsende Winkel ACE , alsGan-
4. ' zes, eilen von ihm eingefchlojsnen um feine Spitze C aneinan¬

der liegenden Winkeln AGB, ECD , DCE aus feinen Thei-
$• len zufammengenommen gleich, * ,J, U.

13.

3- [ Wenn eine ' grade Linie AB , von einer andern

DE in einem Punkte z- B. in C durchfehnitten wird , fo
bildet ein abgefchnittnes Stück der einen Linie , z . B, 1
CE mit den entgegengefetzt liegenden Stücken CA » ;

2, CB der andern gracien Linie * zwey Winkel ACE,
ECB , welche man Nebenwinkel nennt.

Nebenwinkel find alfo folche Winkel , deren Schei'
tel C und einer der Schenkel CE zufammenfallen,

indefs die beyden andern Schenkel AC , Cß in grader
Linie liegen . (j< y
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14.

Steht eine grade Linie GH auf eine ' andre EF fo p;g. If .

auf, dafs die beyden Nebenwinkel , welche fie mit EF

bildet gleich find , fo wird jeder diefer beyden glei¬

chen Nebenwinkel HG'E , HGF ein rechter Winkel ge¬

nannt . Die Linie GH fleht dann auf EF im Punkte G

ftnkrecht ; ift ein Perpendikel auf EF im Punkte G.

Ein rechter Winkel ift alfo einer von zwey gleichen

Nebenwinkeln , und eine fenkrechte Linie eine grade

Linie , welche auf eine andre unter rechten Winkeln

auffleht.

Winkel kleiner als ein rechter , z . B. BAC , nennt Fig. j.

manfpitze , Winkel grö'fser als ein rechter , z . B. DEF,

fiumpfe Winkel,

[Im erftenLehrfatze wird dargethan werden, dafs alle rechte

Winkel einander gleich-find. Wegen der Winkel welche grö¬

ßer als zwey rechte Winket zufammenwenommen find, und die
man mit unferm Verfafferhineingehende Winkel fimgles rentrants)

oder mit andern erhabene Winkel im Gegenlatz der hohlen Win-

üe/nennen kann , vergleiche man die Anm. zu Edd . 16.] — -

[ Alle bis hierher aufgeftellten Erklärungen , ( hö'chftens die

letzte ausgenommen) gehören zu den wahren Principien der Geo¬

metrie, da fie Vorftellungsarten betreffen, welche unmittelbar

aus der Raumbefchreibung gefchöpft find, und die daher der Geo-

rneter grade fo , wie wir fie in diefen Erklärungen ausfagen, bey

jedem, der Geometrie treiben [will , vorausletzt und fordert. * * E. 3.

Die folgenden Erklärungen Hellen dagegen Begriffe auf , deren

Gültigkeit trfl zu beweifen ift. Denn fie find nicht wie jene un¬

mittelbar aus der urfprüngüchen Vorftellungsart des Ausgedehnten,
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aus derRaumbefchreibung , gefchöpft , die derGeometer poftulirt,
fondern verbinden Merkmale mit einander , von denen es die Fr *- \
ge iftj ob fie fich auch mit einander verbinden lafl'en, und ob fie
nicht in diefer Verbindung einander , oder jener urfprünglichen <
Vorftellungsart widerfprechen . Sie gehören zu den abgeleiteten !
Vorftellungen , deren Möglichkeit und Gültigkeit erft dann gegen
Einiprüche gefiebert ift , wenn man fie auf die urfprünglichen
VörftcUungsarten zurückgeführt oder daraus abgeleitet , d. h. aus
den wahren l' rincipien bewiefen hat . Sie" Hehn daher hier in der
That an ihrer unrechten Stelle, nnd würden fchicklicher im Fort¬
gang des Syftems, da, wo man die Möglichkeit der Gegenltände,die fie erklären darthut , aufgeftellt werden , wie diefes unfer

19, Verlaffer fclbft bemerkt , * Man hat fie daher hier für blafse
Wort - Erklärungen zu nehmen,die insgefammt nichts anders aus-
fagen , als -, „ gefetzt ein lolcher Gegenftand als z. B. Parallelli¬
nien , Dreyecke u. f. w ) fey,möglich , fo will man ihn mit dem
angegebnen Namen bezeichnen . " Dagegen gehören äizKreisbc-
(thrtibtmg und die darauf fich beziehenden Erklärungen des'zivey-
fe.n Buchs zu den urfprünglichen Vorftellungsarten des Ausge¬
dehnten , die der Geometer von jedem fordert , alfo zu den wall¬
ten Principien der Geometrie , und follten deshalb hier als an üir-
tem eigentlichen Platze ftehn, von welchem fie unfer VerfafTer
Jiicht ohne Nachtheil für das Syftem fortgehoben hat.

d. U.]

IS-
Wenn twey grade Linien in einer Ebne fo liegen,

dafs fie nie zufammenftofsen , fo weit man fie auch

^ verlängert , fo find fie gleichlaufend oder parallel,
Diefe Erklärung der Parallellinien ftimmt mit der Euklids

überein , gegen die van Swinden , wie uns dünkt mit Unrecht,jk
denZweifel erhebt , ob wohl darin ' die Begriffe vom Verlängern
ohne Ende und vom Nie zusammentreffen , deutlich genug
für ein Princip find. Die Frage , welche von den mancherley
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Erklärungen, nuf die man die Sätze über parallel « Linien zu

grünä«n gefacht hatden Vorzug verdiene, gehört , fo wie die
ganze Erklärung;, nicht hierher , fondern zur Theorie der Paral¬
lellinien. Man findet einiges darüber in den Anmerkungen am
Ende diefes Werks. d. U.

16.

[Jeder völlig begra 'nzte Raum wird eine Figur ge*
nannt ; doch bezeichnet man mit diefem Namen vor-

lugsweife begra 'nzte Flächenräume , felbft folche , wel¬

che nur zum Theil , nicht ganz , begränzt find . ]

Eine Ebne , welclie nach allen Seiten zu begränzt

ift , bildet eine ebne Figur , und zwar , wenn fie nichts

als grade Linien zu Glänzen hat , eine gradelinige

Figur , die man auch vorzugsweife eine vielfeitige Figur,

oder ein Vieleck (Polygon') nennt , [ wiewohl dieferNa¬

me manchmal ausfchliefslich gradelinige Figuren von

mehr als vier Seiten bezeichnet . ]

Jede Gränziinie macht eine Seite , alle zufammen.
den Umfang*der Figur (die Peripherie des Vielecks) , und

der Flachenraum den fie rings um glänzen , den Inhalt

oder den Fläckenraum der Figur aus.

[Eine Diagonale jft ' eine grade Linie , die quer

durch die Figur von einem Winkelpunkt zum andern

geht . So z. B. ftelltFig . 5 eine ebne gradelinige Figur
vor , AB , BC , CD u . f. find ihre Seiten , die zufam-

mengenommen ihren Umfang ausmachen , AC eine

Diagonale, ' A , B, C, etc . dieWinkeipunkfe oder Ecken

der Figur .]
Anmerkung . Um Verwirrung zu verhindern betrachtet

man in der Geomeuie nur Vkleeks, weiche lauter iiekk , herum-
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gehende Winkel (angles fäillants) und keine erhabne oder hinein¬
gehende Winkel ( angles rentrants ) enthalten , obgleich auch die
letztem Winkel zur Eeftimmung der Lage zweyer fich durch-
fchneidender Linier, gcfchickt find , und in Figuren vorkom-

.6 . men können. Ein Vieleck mit lauter herausgehenden Winkeln
5, 7. ift gänzlich convex , -nirgends hohl. Es kann von einer graden

Linie nur in zwey , nicht in mehr Punkten , gefchnitten werden,
welches bey Vielecken mit hineingehenden Winkeln nicht der Fall
ift . (Ueberdcm fallt jede Verlängerung der Seiten eines convextn
Vielecks ganz aufser der Figur , durchfehneidet diefe nirgends
weiter , indefs die Schenke eines hineingehenden Winkels , wenn
fie über ihren Scheitelpunkt hinaus verlängert werden den Um¬
fang der Figur nochmals durchfehneiden . Bey de Eigenfchaften
kann man zu Erklärungen des convexen Vielecks nutzen . Viele
Sätze gelten blos für die convexen Vielecke, würden alfo, {chlöfse
man die Vielecke mit hineingehenden Winkeln nicht ganz aus,
unrichtig feyn ., wenigftens befondre Modifikationen heilchen,
und dadurch zu fehr überladen werden .']

In den vier erften Büchern diefer Elemente haben wir es
allein mit ebnen Figuren , und überhaupt nur mit Ausdehnungen
die in einerley Ebne gedacht werden , zu thun , [ Sie bilden den
erften Haupttheil der Geometrie , die Planimetrie , deren Name
darauf hindeutet,}

*7-
Das dreyfeit 'tge Vieleck , (diejenige von allen Fi-

6M guren , welche die geringfte Zahl ;Von Reiten hat wird
ein Dreyeck, das vierfeitige ein Vierek, das fünffeitige
ein Fünfeck , das fechsfeitige ein Sechsecku . f. f. ge¬
nannt , [indem in jeder gradelinigen Figur die Menge
der Winkel (Ecken) mit der Zahl der Seiten überein-
itimmt .]

Von
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Von den Seiten dlefer Vielecke , welche als Schen¬
kel zu einem Winkel gehören , fagt man dafs fie den
Winkel einfchliefsen, ihn umfpannm ; von den Winkeln
felbft , dafs fie an diefen Seiten anliegen. Im Dreyeck,
■wo an jeder Seite xwey Winkel anliegen , fagt man
vom dritten nicht anliegenden Winkel dafs er und die
Seite einander gegenüber ßebn.

So z. B. ftehn im Dreyeck ABCvdie Seite AB und der Win. pjg ^
WC , ferner BC undA , undACundB einander gegenüber. Die
Seiten AB, AG fcbliefien den Winkel A ein , und A und B find
die an der Seite AB anliegenden Winkel. ]

*t<
Ein Dreyeck ift gleich/eilig , wenn es lauter gleiche

Seiten hat , gkickfiheiiklig (ifofcele ) wenn es zwey Fig. %,
gleiche Seiten , unglerchfiittg (fealene ) wenn es lauter Fig. 2$.
ungleiche Seiten hat . p.

Ein rechtwinkliges Dreyeck hat einen rechten Win¬
kel. Die Seite deffelben , welche dem rechten Winkel

gegenüberfteht , nennt man die Hyp&tmtfj 'e , [ die bey.
den an dem rechten Winkel anliegenden Seiten , wel¬
che die Schenkel des rechten Winkels ausmachen , die
Ktitketett des rechtwinkligen Dreyecks . ] So z, B. ift

DEF ein bey E rechtwinkliges Dreyeck , DF deffen Fig 3Q
Hypotenufe , und ED , EF find deffen Katheten.

Ein Dreyeck worin ein ftumpfer Winkel vor - r--J Fig . 2a.
kömmt , ift fiumpfwinklig . Enthält das Dreyeck F
nichts als fpitze Winkel , fo ift es fpitzimnklig.

Man pflegt irgend eine Seite des Dreyecks als Grundliine )
ttnd den ihr gegenüberftehenden (nicht in ihr liegenden) Wiiv-

B
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kelpunkt , als Spitze des Dreiecks anzufehn. Welche', das ifl

gleichgültig. Nur nimmt man im gleichfchenkligenDreyeck
mehrentheils die ungleiche Seite für die Grundlinie.

19.

Unter den Vierecken find folgende zu bemerken:

Fig. 9- Das Quadrat , welches lauter gleiche Seiten und
lauter rechte Winkel hat;

Fig. 11. Der Rhombus (löfange , die Raute ') deffen Seiten

gleich , deffen Winkel aber keine rechte find;

Fig. 10. Das Rechteck , deffen Winkel insgefammt rechte,
deffen Seiten aber nicht gleich find;

Das Parallelogramm , deffen gegenüberftehende

Seiten parallel laufen [ und das , wenn es weder glei-

TSlg. 13- cne S elten n °ch rechte Winkel hat , ein Rhomboides
genannt wird . ]

Das Trapezoid , welches zwey gleichlaufende und

F 'S- x3- z,wey nicht parallele Seiten hat ; unel das JrapeziamA

mit welchem Namen man alle Vierecke mit ungleichen

Selten , wovon kein Paar paralleil läuft , belegt ; ein:

Sprachgebrauch von dem unfer Verfaffer zwar ab¬

weicht , indem er das jTrapezoid ein Trapezium nennt,
und für diefes kein Kunftwort aufflellt , den ich aber

der Bequemlichkeit halber beybehalte.
* ' 1

Anmerkung . Le Gendrebemerkt hierbey, dafs man in
den Erklärungen des Quadrats und des Rechtecks ftatt vier reckt
eigentlich vier gleiche IVinkelfetzen follte. Denn , lagt er , dais
die Winkel eines Vierecks insgefammt rechte feyn können , und '
dafs alle rechte Winkel gleich find , ift etwas, dafs man nicht:
vorausfer.-'.en, fondern beweifen müfste. Diefen und ähnlichere

Mifsftand würde man vermeiden, wenn man die Erklärungen,
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»ichr, wie es gewöhnlich ift , [und wozu Euklid vielleicht nur
durch die ünbehülfiiche Form der damaligen Bücher veranlafsc
wurde,] an die Spitze jedes Buchs , fondern unter die andern
Sätze, wo das , was fie vorausfetzen , fchon dargethan ift,
(teilte.

Auch fchlägt unfer VerfaiTer noch vor , die gar zu langen
Kunftwörter Faxnlhlograinm , und Paralklepipedum , die ihrer
Etymologie nach ohnedem jede Eigur mit parallelen gegenüber-
ftehende Seiten oderSeitenflächen , ihre Zahl fey welche fie wolle'
bezeichnen, mit anderen zu venvechfeln , wozu ei-Rhombus und
Rfombciifcsfür fchicklich hält . Aber diefer Vorfchlag kann wohl
nicht ernftlich gemeint feyn , denn zu was für einer Verwirrung
Würde das mehr fuhren , da diefe letztein Kunftwörter fehon ei¬
ne ganz andre Bedeutung haben . d. U.

20«

a , Ein Vieleck ghickfittig , wenn es lauter gleiche
Seiten , glehhwitiküg , wenn es lauter gleiche Win¬
kel hat.

ß , Zwey Vieleckefind dagegen untereinander gfcicfifei-
tig (equilateraux entre eux ) , wenn die Seiten des
einen , den Seiten des andern , in derfelben Folge
gleich find ; d. h . fo , dafs wenn man in beyden.
Vielecken die Seiten von zwey die einander gleich
find an, der Ordnung nach zählt , in beyden auch
die zweyten , die dritten , die vierten Seiten u . f. w,
gleich find . — Grade fo find zwey Vielecke unter
pch gleichwinklig , wenn die Winkel des einen den
Winkeln des andern in derfelben .Folge gleich
find. [Diefe abkürzenden Kunftwörter find zwar
c «y Uns ungewöhnlich , dem Geift unfrer Sprach «.

Ii 2
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aber nicht entgegen , daher ich glaubte fie beibe¬
halten xu dürfen .] ftu
Key zwey Vielecken vp- diefer Befchaffenheit ;.

werden nicht nur im erften Fall die gleichen .Sei- rast
ten , fondern auch die von gleichen Seiten einge-
fchlofsnen Winkel , und im zweyten Fall nicht
nur die gleichen Winkel , fondern auch die an
gleichen Winkeln in beyden anliegenden Seiten,
ähnlickliegtnde , gleichnamige oder homohge Stucks
genannt . Da!

Irac

(de
Seil
fet!

21. raji

ich
[Wenn alle Punkte in einer Linie einer oder meli - mfj

reren gegebnen Bedingungen entfprechen , (und zwar
nur die Punkte in ihr , kein Punkt aufser ihr, ) fo
nennt man diefe Linie in fo fern den geometrifeben Ort
für diefe Bedingungen , oder für die Aufgabe in welcher </;(
diefe Bedingunge vorkommenn ; auch wohl den geome-
trifchen Ort des Punktes , der den Bedingungen oder der ael
Aufgabe entfpricht . So z. B. ift die Kreislinie , ihrem

«II.E.i . Begriff gemä 'fs , * der geometrifche Ort eines Punkts , kls
Fig. 45. der von einem gegebnen Punkt C um die gegebne gra¬

de Linie CA abfteht , oder der geometrifche Ort für
die Aufgabe , welche nach einem folchen Punkte fragt . '
Denn jeder Punkt in ihr ift der gefuchte Punkt , und
kein Punkt aufser ihr thut der aufgefteilten Bedingung
genüge . Man lieht hieraus leicht in wie fern auch ei-

t . .

mc

tio
ne Fläche oder ein Körper ein geometrifcher Ort feyn A-
kann . Nemlich nur in fo fern alle Punkte in ihnen , t«r
und kein Punkt aufser ihnen , gegebnen Bedingungen d«,
entfprechen.

vi
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?che

Die grade Linie und der Kreifs werden ausfchlie-

fsungsweife ebne Oerter genannt.

Ueber diefe ebnen Oerter hatte einer der vorzviglichften Gto-

mcter des AlterthumsApolloniasvon Pergä ein befondres Werk

gefchrieben, wovon aber nur einzelne Sätze auf uns gekommen
find. Aus diefen hat ein Schottifcher Mathematiker KciiTtÄin/im
(der mit unferm Thomas Simpfon nicht zu verwechfeln ift ) die

Schrift des Griechen wieder hergeftellr. Die deutfehe Ueber-
fetzung diefer Wiederherftellung durch Hrn. C*merer (Leipzig
179/1.) ift gemeint, fo oft ich Apollonius ebne Oerter erwähne*
Dafs ich aber diefe Begrifte mit in die Elemente einwebe, wird
mm bey einer kleinen Ueberlegung nicht mifsbilligen, obgleich
ich fie in keinem der Lehrbücher, die mir vor Augen liegen , mit
aufgenommen finde, d. U.

22.

Erklärung der abkürzenden arithmetlfchen Zeichen,

die im folgenden gebraucht werden.
Das Zeichen der Gleichheit ift = daher A = B be.

deutet, dafs die Grö'fse A der Grö'fse B gleich ift.

Durch das Zeichen A < B zeigt man an , dafs A

kleiner als B , durch A > B , dafs A gröfser als B ift.

Das Additions - oder Summenzeichen ift -f-

Das Subtractions - oder Differenzzeichen — . So

1. 15. bedeutet A -}- B — C dafs man A und B zufam-

mennehmen , und von diefer Summe C abziehn foll.

Ein blofser Punkt . oder ein X ift das Multiplica.

fions - oder Produktenzeichen . So z . B. bedeutet

A-f- B) . ( A — C ) das Produkt aus der eingeklammer¬

ten Summe und Differenz , und AB X BC das Protlukt aus

ä«n beyden Linien AB , BC. [ Was dies aber fagen
will, und in wiefern diefes letztre Zeichen den Inhalt
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des Rechtecks aus den beyden Linien AB, BC- bedeutet,
wird im dritten Buche auseinander gefetzt werden,]
Zahlen als Muitiplicatoren fetzt man häufig vor andern
Zeichen ohne Zwifcheri7 .eichen . Soz . B. bereutet 3AB dali
man die Linie AB dreimal nehmen Ibll , und I AB oder* Idafs man die Hälfte diefer Linie fetzen mufs.

2
•!■\

[Ein Produkt von lauter gleichen Faktoren , heilst
eine Potenz ; die An7.ahl der gleichen Faktoren gieb;
den Grad der Potenz , Das Zeichen äfl bedeutet dil
xweyte Potenz oder die Quadratzahl von a ; a3 die drit<
te Potenz , oder die Kubikzahl von a , u . f. Auf die-
fclbe Art bedeutet AB3 das Produkt aus zwey gleichen
Linien , nemlich ABXAB oder die zweyte Potenz dei
Linie AE ; AB 3 das Produkt aus drey gleichen Linie«
Al 'XABXAB oder die dritte Potenz von AB ' u . f. i

Was diefes aber für einen Sinn hat , und in \vi|
fein AB2 den Inhalt des Quadrats und Ali 3 den Inhalt
des Kubus über die Linien AB bedeutet , das weiden
wir in der Folge felin,

. Das Zeichen -yf bedeutet eine Quadratwurzel;
die Quadratwurzel aus 2 , [ d, h. die Zahl die mit fiel
ftlbft muitiplicirt 2 zum Produkt giebt ] Eben fo Ü
V~ A . B die Quadratwurzel aus dem Produkte A . E
oder die mittlere Proportionalzahl zwifchen A und 5
[und -fh die Kubikwurzel aus A , das heifst eine Gröl
fse wovon drey in einander muitiplicirt , zum Produkt!
A geben .]

[DasZeichen Z. , einem oder mehreren Buchftabcn
vorgefetzt , bedeutet einen Winkel ; ein einzelnes R
einen rechten Winkel]
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23.

[ Erinnerung an die wicht igfien arhhnietifchen Sätze

Tther Verhältniffe und Proportionen.

Der Ucberfetzer fchaltet diefe Sätze welche Le Gendre als

bekannt ans der Arithmetik vorausfetzr , hier ein , um das Stu¬

dium dief'es Werks fo viel , wie möglich , zu erleichtern , und

Wird in der Folge ftets durch das Marginal V. auf' fie verwiefeti

Sollte ein Lefer , bey der Kürze , womit fie abgeleitet werden

anftofsen, fo verfpare er diefe Erinnerung bis zu den letzten

Sätzen des zweyten Buchs , wo zuerft von Verhältniffen gehan¬

delt wird, und wo man durch den Gebranch derfelben und durch

das, was dort fteht , (ich die Sätze geläufig machen , und fleh

in den Geilt der Sache gehörig einweihen wird . Uebrigens werden

überall in diefero Werke , wo, von Veihälmifien und Proportio¬

nen die Rede ift , fogenannte geömetrifche Yethältnifle und Pro¬

portionen erftanden , ' Das Zeichen diefer Verbältvijfe find zwey

fenkrechc übereinanderftebende Punkte : , welche man zwifenen die

Zeichen des Vorderglides und des Hintergliedes eines Verhält,

niffes fetzt , z , B. 4 ; g.

I . Das Ferhältn 'ifs zvoeyer Größen azu b beruht auf

cKe Vorftellung wie oft die erftere a (das Vordergüed ),

oder ein beftimmter Theil derfelben , in der iweyten

b (dem H.intergliede ) enthalten ift.

Die Zahl, welche diefes angiebt , wird der Exponent

det Verhiltnijfes genannt . Sie macht das Wefen des

Verhältniffes aus ; man erhält fie allemal , wenn man

das Hinterglied durch das Vordergüed dividirt ; ( fo

ift der Exponent des vorigen Verhältniffes ) und fie*J
kann fowohl eine ganze Zahl , als ein Bruch , als auch'

eine Irrationalzahl feyn , d. h, eine Grö'fse die lieh durch

die Einheit und deren Theile nicht genau ausdrücken
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lä'fst , In welchem Fall das Verhä 'ltnifs ein irrationales.
Verkältttiß genannt wird.

Bey 4 : %mufs man alfo das Verhältnifs der Zahl 4 zur Zahl
8 (ich vorftellen, d. h. fieli denken, wie oft das Vorderglied 4_oder ein beftimmtev Theil defielbcn, im Hintergliede 8 enthalten
ift. Die Zahl welche diefes ausfagt, 2 , ift der Exßnent diefes
Verhältniffcs, Eevm Verhältnifs6 : 10 ift der Exponent —■= -

6 3und diefes zeigt an, dafs der dritte Theil des Vorderglieds5 mal
gsfctzt , das HintergHed giebt. Beym Verhältnifs2 X ift der

Exponent ~ und zeigt an , dafs die Hälfte des Vorderglieds fo
geletzt , wie in die Einheit gefetzt ift , das Hintergliedgiebt.

Grade fo bedeutet AB : BC oder Z_A : Z_B das Verhältnifs
der Linie AB zur Link BC, oder des Winkels A zum Winkel B,
und diefes Verhältnifs beruht auf die Vorftellung der Zahl, wel¬
che angiebt, wie oft die Linie AB, oder der Winkel A, oder
wie oft ein beflrimmter Theil derfelben, in derLinieBC oder dem
Winkel B enthalten ift , das heifst auf die Vorftellung des Expo¬
nenten.

k , Nur zwifchen gleichartigen Größen findet ein Ver¬
hältnifs ftatt , alfo nur zwifchen Zahl und Zahl,
Linie und Linie , Winkel und Winkel u . f. f.

§ , der Werth einesVerhaltniffes a : h wird nicht ver¬
ändert , wenn beyde Glieder durch einerley Grö-
fse multlplicirt , oder beyde durch fie dividirt wer¬
den . Denn der Exponent bleibt nach wie vor der-

bm b ,
fclbe , da ■— = — ift.' am a

2. Alle Vergleichtmg' der VerhHltniffe untereinander
beruht auf die Vergleichung ihrer Exponenten , indem
diefe das Wefen der Verhältniffe ausmachen . Zwey
Verhältnifle a : b und c : d. find gleich oder ungleich,
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.und das erftere gröfser oder kleiner als das andre , je
b c

nachdem ihre Exponenten — ' — S leich » oder  j enerr  ad
gröfser oder kleiner als diefer lind.

Gleichheit der Verhältniffe wird Proportionalität ge.

nannt , und durch das Gleichheitszeichen = , welches

man zwifchen die gleichen Verhältniffe fetzt , bezeich¬

net. Gröfsen , deren Verhältniffe gleich find , find

mander proportional , bilden Proportionalgröfien.

Ift alfo a : b = c : d = e : f , fo find die fechs Gröfsen a bis £

Proportionalgröfsen, und e, f finci den Gröfsen c,d und a, b (oder

nach Uinftänden auch die Hinterglieder b , d , f , denVordcrglie-

dema, c , e ) proportional . Diefe find dann gleich oft in jenen

tnthalten , indem die Exponenten diefer gleichen Verhältniffe
b d f

— — — =s - , o-leich find, oder , fo oft a in b enthalten ift,
a c - e

iit c in d und e in f enthalten , und fo wie b aus a durch Multi-

ptication entfteht , fo entfteht d aus c und f aus e. Auf fo ver-
fchiedne Art läfst fich diefes eine Zeichen überfetzen,

(Eine unmittelbare Folge hieraus ift , dafs wenn ,a : b =

,a: c =  a J d, die Gröfsen b , c , d , gleich feyn muffen , indem

v% als Hinterglieder gleicher Verhältniffe diefelbe Gröfse gleich
oft in fich enthalten * j und dafs eben fo, falls a : b = c ; b = d : b

ift, die Gröfsen a, c, d, welche in derfelben Gröfse dgleieh oft ent¬

halten find , gleich feyn müffen.)
Grade fo bedeutet AB :BC = Z_A : Z. B, dafs die Linien AB,

BC und die Winkel A , B , einerley Verhältnifs unter êinander

haben, oder proportional find, das heifst^ dafs der Winkel A oder
ein beftimmter Theil diefes Winkels eben fo oft imWinkelB ent¬

halten ift, als die Linie AB oder derfelbe Theil diefer Linie in der

Linie BC. Gewöhnlich wird ein folches Zeichen fo in Worten.

' Zerfetzt : „ die Linie AB verhält fich zur Linie BC , wie der

Winkel ^ zum Winkel B."

Le Gendre bedient fich um die Proportionalität oder die

Gleichheit der Verhältniffe zu bezeichnen des unter den Englän.-.
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dem gebräuchlicheu Zeichens : ; . Allein ich bin bey dem ge-
WohnlichenGleichheitszeichen= geblieben/weil diefes den wah- I
ien Begriff der Proportionalität, Gleichheit der Verhältnifle, uns
immer vor Augen hält, und dadurch die richtige Vorftellung er¬
leichtert.

3 . Zwey gleiche Verliältniffe werden ins befondre
eine Proportion genannt , wie zum Beyfpiel a : b == c : d.
In jeder Proportion find alfo die Exponenten beyder

; b d
Verliältniffe gleich oder — = — '6 a -q v

•' - ■ ; "■ b .
k , Folglich ilt auch in jeder Proportion ~ [,~' c I.

*Gr.2,«' ^= (J * , welches die Regeln arigiebt , wie man
in drey gegebnen Zahlen a , b , c , die vierte Pro-
portionalzahl d finden kann . Sind in zwey Pro¬
portionen die drey erßen Proportionalgröfsen
gleich , fo mufs es auch die vierte feyn.

*Gr,3.y )3 , Ferner ift in jeder Proportion b . c = a . d * oder
das Produkt dar jnnemülieder b , c , dem Produkt der
ätifsem Glieder a , d gleich . Auf diefe Art lä'fst fich
alfo ans jeder Propör ' *on eine Gleichung zwifchen
den proportionalen C ifsen ableiten.

7 , Sind umgekehrt zwey Produkte , deren jedes aui
zwey Faktoren befteht , gleich , b . c = a . d , fo
bilden die vier Faktoren eine richtige Proportion,
a : b = c : d , wozu das eine Produkt die ..äufsern,
das andre die innern Glieder hergiebt .; Denn aus

•Gr.s. i ^ er Gleichung folgt dafs — ~ ~ * ' dafs folg"
lieh beyder Verhältniffe Exponent gleich -, alfo die
Proportion richtig ift.
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S, Ift a> b und c < d , fo kann nicht ' a : b = c : d

r 0 ^ *
leyn . Denn dann ift — und i < — > bevde *Gr.

_1 . ' ä - ■ c ?. j.

Verhältniffe a : b und c : d haben alfo ungleiche

Exponenten . Führt mithin irgend ein Satz zur

Behauptung des Gegentheils , fo ift er ungereimt.

«i Ift a : b == c : d fo mufs , wenn a = b gefetzt wird 4

auch c = d feyn . Die beyden erften und die .bey-

den letzten Grqfsen (lehn dann beyde im Verhält -?

nifs der Gleichheit.

4 . Auf die Eigenfcliaft der Proportionen , dafs das

Produkt der Innern Glieder dem Produkt der . äufsern

Glieder gleich ift , beruht die leichtefte Methode die

Richtigkeit einer Proportion zu prüfen , und lieh von

der Gültigkeit der Ableitung einer Propartion von einer

oder mehreren richtigen Proportionen zu überzeugen,

a , Aus jeder Proportion laffen (ich durch blofse Ver-

fetzungeii , oder auch durch homologe Addition

und Subtraction der Glieder , andre Proportionen

ableiten , von denen ich hier nur einige die am

liäufigften vorkommen anführe.
" Ift a : b = c : d mithin bc = ad

fo ift auch a : c = b : d indem dann cb = ad;

b : a = d : c indem ad — bc;
etc . '

fo dafs es alfo erlaubt ift in jeder Proportion un*

befchadet der Proportionalität die mittlem Glieder

mit einander zu vertauschen , die Verhältniffe umzu¬

kehren etc.
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)5, Ferner ift dann (we .il bc = ad ift)

a -j- b : b = c -f - d : d indem bc -f bd = ad -f-bd
a — b ; b — c — d : d indem bc — bd = .ad — bd
a : a + b = c : c + d indem ac -j- bc == ac -j- ad
a : a — b — c : c — d indem ac — bc == ac — ad

a : b = a -J- c : b —|- d indem ab -f- bc = ab -f ad
a : b = a — c : b — d indem ab — bc = ab — ad
a : b = c — a : d — b indem bc — ab == ad — ab

lllip ^ -*f?.-" ■ i -
7 , Hat man mehrere gleiche Verhältniffe

a :b = c : d = e : f etc . * mithin fr = adc}be = af- -'.' -̂ ~y ■-X--. . -: :' ' ■ - ' - _ "
fo ift das Verhältniß der Summe der Vorderglieder zur
Summe der Umterglieder ebenfalls jedem dlefer Ver.
hältniffe einzeln genommen gleich , z . B.
a -j- c - j- e :b -f d + f = a : b
Indem ab -f- cb -f eb == ab -f ad + af ift.

i , Sind mehrere richtige Proportionen gegeben,
a : b = c : d mithin bc == ad
e : f = g h mithin fg == eh
f : k = k : g mithin kk = fg
fo folgt durch Zusammenfitzung diefer Proportionen
(d . h . indem man dve Produkte der erften , zwey.
ten , dritten , vierten Glieder , wie fie unter einan¬
der ftehn , nimmt , und dabey die Faktoren fortläßt,
die zugleich im erften und zweyten , ' oder zu¬
gleich im dritten und vierten Produkte vorkom¬
men ), aufs neue eine richtige Proportion ae : bk =
ek : dh indem dann bc . fg . kk = ad . eh , fg * alfo
bk . ck = ae . dh ift *.
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Auch 'folgt umgekehrt aus der Tremor ig zweyer

Proportionen (indem man die erften , zweiten , drit¬

ten , vierten Glieder in einander dividirt ) aufs neue

eine richtige Proportion . So folgt ans den bey-

den erften der gegebnen die richtige : Proportion
a b c d - - bc ad , '

— •: -~ - — — • —— indem dann -p~ = —r ift * *Gr.
e f g h % eh

£, Eine Proportion bleibt alfb auch richtig '-, wenn

- man alle Glieder derfelben zu einfrky Potenzen er¬

hebt , oder aus den Gliedern Wurzeln von gkichea
Graäeu zieht . !Ift

a : b = c : d mithin bc — ad , fo ift auch

an ; bn = cn : d « da b« . cn = an . dft * und *Gr,i

»/a : nyrb = 'nVrc: r,v'"a da"/b . "/c = V *. "/d.

£ , Sind die Vorderglieder -einer Proportion , den Vor¬

dergliedern einer andern Proportion gleich , fo find

die Hinterglieder proportional ;

Ift a : b = c : d mithin ' bc — ad

und a : e = c : f mithin ec = af

fo ift b : e = d : f indem ed = bf

weil ec . ad — bc . at *
' *Gr 3

auch a : b + e = cid + f indem bc T ec — ad + af.

Grade fo find die Vorderglieder proportional , wenn *

die Hinterglieder ' untereinander gleich find.

Sind dagegen die ä'ufsern oder die mittlem Glie¬

der untereinander gleich fo find die nichtgleichen

Glieder verkehrt proportional:

ift äib = c : d mithin bc = ad

und a : e = f : d mithin ef = ad

foiftb ; e = f : c indem bc = ef*
•Gr,
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, >3, Endlich find gleiche Vielfache der Vorderglieder
und irgend andre der Hinterglieder einer richti¬
gen Proportion , wiederum proportional -, oder
Iff a : b = c : d mithin bc = ad fo ift auch
am : bn = cm : dn indem bn . cm = am ,.dn

5. In einex fletigm Proportion find die mittlem Glie¬
der einander gleich a :b = b : c. Das letzte Glied wird
die dritte , das y,w eye die mittlere Proportioxakahl g-e-

* ß narint . Da b'i — ac * , ib ift die mittlere Proportional'
*G. 3. zwifchen a und c , dafs heifst b = -yTac*

Bey drey gleichen ftetigen Verha 'ltniffen a :b =
b : c = cid lind zwifchen den äufsern Gliedern a und d
zivey mittlere Prcportionalgröfsefi ; bey vieren drey u . f. f.
Von zwey mittleren Proportionalgröfsen i ift die elfte
b *= fai . Denn da -L = JL = -ifo ift £ .= i.\ a u* a b c aJ a
c d _ _d_ t
b ' c a

6 . VerhShnijfe werden aufatumengeßtzt wenn man
(ich die Produkte ihrer Vorderglieder und ihrer Hin¬
terglieder im Veriiä'itnifle denkt . Die Zeichen A : B =
(a : b ) + ( cid ) -j- ( e : f ) bedeuten das Verhältnifs
A zu B fey zufammengefetzt aus den drey eingeklam¬
merten durch -f verbundnep Verhälniflen , folglichAiBfeaceiDdf,

Ift umgekehrt ein Verhältnifs A : B dem Verhält*
nlffe zweyer Produkte ace : bdf von gleich viel Fakto¬ren gleich , fo läfst jenes Verhältnifs fich aus dem Ver¬
hältnifs der einzelnen Faktoren zufammen fetzen.

Ein Verhältnifs A : B , welches aus zwey gleichen
Verhältniffen ( a : b ) zufammengefetzt ift » ift noefr eh-
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ml fi hoch als diefes Verhältnifs , welches man fo be¬
zeichnet,A : B = 2 ( a : b ) , da denn A : B = aa : bb.

Eben fo fagt man das Verhältnifs A : B fey dreymal*

viermal, , . fi hoch als das Verhältnifs a : b , wenn es
aus drey , vier . . . fokhen gleichen Verhältniffen z,u-

fnmmengefetzt ift . Dann ift A : B = 3 ( a : b ) == a3 : b?
oderA ;B = 4 (a : b ) = a* : b« etc.

7. Wenn fich von drey Grofsen a , b , c , die eilte
zur dritten , wie der Unterfchied Jst beyden erfteit
zum Unterfchied der beyden letzten verhält , das heifst
a ;c —b — a : c — b , fo lagt man , dais diefe Grofsen

harmanifch' proportional find . Diefe Benennung ftammt
von den Griechen her , und hat ihren Grund darin , dafs

die Längen drey gleich dicker und . gleich gefpannter,
Seiten, welche in der grüfsten Harmonie , ( derOktave,
Quinte und Quarte ) tönen follen , fich wie : die Zahlen g
3, 4 , 6 verhalten muffen . . Diefe Zahlen find weder
in arithmetifcher , noch in geometrifcher Proportion,

fondern haben die hier erklärte Abhängigkeit , 3 : 6 —

4— 3 : 6 — 4 ; daher man umgekehrt diefes Verhalte»
das hannonifche genannt hat.

Von drey harmonifch proportionalen Grofsen mufä
die mittlere b , grofser als. die eine der ä'ufsern unci

kleiner als die andre feyn.

Da fie fo von einander abhängen , dafs c . (b ~ a)
= a ( c — b ) ift , und diefe Abhängigkeit , auch zwi-
fdien den Produkten drey fo Icher Grofsen in derfelber»
Zahl d , (oder zwifchen ihren Quotienten durch d ftatfc

findet ; fo find auch alle fokhe Producte oderQuotietv
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ten harmonifch proportionaler Grö'fsen , harmonifch
proportional.

Ift B das Mittel zwifchen A und C ( alfo B — A;
= C — B ) fo find die Produkte A . B , A . C , B . C
harmonifch - proportional . Und nimmt man zwifchen
zwey Zahlen m , n das arithmetifcheMittel a , und die
mittlere harmonifch - proportionale Zahlh , fo bilden
diele vier Zahlen eine richtige Proportion , oder es ift
Di : a = h : n.

Diefe wenigen Sätze reichen völlig hin , um das
■was in diefem Werke auf die Lehre von den Verhält-
nifl 'en und Proportionen gebaut wird , ohne Anftofs m
verftehn . Die ganze Materie ift arithmetifch und lin¬
ier Verfaffer verweift nicht mit Unrecht wegen ihrei
auf die Lehrbücher der Arithmetik . Bequem ift es i»

* defs die Qulntefienz jener Lehren hier beyfammen zu
haben , und diefe Einfchaltung wird dem Lefer bej
der Befchäftigung mit dem drittenBuche , von grofsera
Mutzen feyn . d. U.

II . Grundsätze (Axiome)
i.

Zwey Grdfsen die einer dritten gleich find , find
untereinander felbft gleich . Auch find zivey Verhält- •

nijfe untereinander gleich, , wenn beyde einem dritten
Verhältnilie gleich find , indem ihre Gleichheit vonj

* V- i < der Gleichheit der Exponenten abhängt . *

. . . 3»I
'
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2.

« , Wenn zu gleichen Gröfsen gleiche hinzugefügt wer¬
den , fo find die Summen gleich . Ift z. B. A =a
B + C und D = B - C , fo iftA - |- D = 2 B.

ß', Wenn von gleichen Gröfsen gleiche hinweggenom¬
men werden , fo bleiben die Reite gleich . So x. B
ift im vorigen Fall A — D = 2 C.

X, Gleiche Grüften mit gleichen mukiplicirt , oder
durch gleiche dividirt bleiben gleich . Ift %mß,
A ^ B -fC , fo bleibt auch A . M = B . M +
C . M

o, Alfo find auch Potenzen von gleichem Grade aus
gleichen Gröfsen , gleich ; und eben fo ^ «»ze/» von
gleichen Graden aus gleichen Gröfsen . III z. B.
A = B , fo ift auch A * = M und ŷ A = / B.

j , Wenn A > B ift , fo ift auch A + C > B -f- C und
A B

A — C > B — C , auch A . M > B . M und — > — ♦
M M

""; ...3' .. - ''Z
Zwey Gröfsen , welche einerley dritte gleich oft

enthalten , oder in einer dritten gleich oft enthalten
find, find gleich

.. 4-
Das Ganze ift grö'fser als fein Theil,

5-
Das Ganze ift der Summe aller feiner , zufammen-

gehörigen Theile gleich.
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[Di «fes find insgefammt arithmetifche Gnmdfätze , deren
Zahl fi* nocn beträchtlich vermehren liefse. Von den folgenden
eigentlichen geometrifchen rinden fich bey Le Gendre nur der
fechtte und neunte , die, wie er behauptet , hinreichen, das fol- .
gende Syftem zu begründen. Die übrigen, fo wie dis unmittel¬
baren Folgerungen aus dem fruchtbaren fechften Grundfatze,
liabe ich, weil fie für das Syftem unentbehrlich find, hinzu¬
gefügt.] d. U

. : & -

Von einem Punkt läfst fich zu einem andern nur'

eine einzige grade Linie ziehn.

[Daraus fiiefsen unmittelbar folgende Satze , die
bey unferm Verfaffer völlig fehlen :

i ) Durch zwey Punkte wird die Loge einer graden Li¬
nie völlig befiimmt , und eine grade Linie in der zvitn
punkte bekannt find , ift ihrer Lage nach gegeben,!
Sind ihre Endpunkte bekannt , fo ift fie auch derGr 'öfn
nach gegeben.

2. Zwey grade Linien , welche zwey Punkte gemein;
haben , fallen in einander , haben alle ihre Punkte mitl

einander gemein , und bilden nur eine einzige gradt
Linie . Dafs diefes in ihrer ganzen unbegrenzten Aus¬
dehnung gefchehen müffe , beweilt unfer Verfaffer inl

dritten Lehrfatz , — Sind die beyden gemeinfehaffil

chen Punkte ihre Endpunkte , fo decken fich beyiitf
grade Linien völlig . Daraus folgt:

3. Dafs zwey gleiche grade Linien fich decken , d.M

wenn man fie fo aufeinander legt , dafs zwey ihr«
Endpunkte zufammen fallen , fo fallen auch die beyde«!
andern Endpunkte aufeinander.
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4 . Zwey grade Linien die lieh fchneiden , kön¬
nen aufser dem einzigen Punkte , worin fie zufam.
mentreffen , ( ihrem Durchfchnittspunkte, ) nichts
weiter mit einander gemein haben.

5. Zwey grade Linien können keinen Raum e 'wfcktie-
fttn . Denn foliten fie einen Raum einfchliefsen , fo
müfsten fie fich felbfl begränzen , alfo zwey Punkte ge¬
mein haben . Dann aber fallen fie Folg . 2 gemäfs zu-
fammen , ohne einen Raum einzufchliefsen . Allb ift
kein giadelinigtes Zweyeck möglich , wohl aber ein
Dreyeck , und die übrigen Vielecke.

6. Zwey grade Linien, könnenfieh nicht berühren . Denn p ;g 17.
gefetzt zwey grade Linien wie z. B. AB , DC könnten
fich berühren , fo müfsten beyde Stücke der einen
Linie, die durch 'den Berührungspunkt C abgefchnir-
tenwerden , zu einerley Seite -der graden Linie AB lie¬
gen. Dann müften fie aber nothwendig zufammea
fallen, weil fonft zwil 'chen je zwey Punkten folcher gra¬
den Linie zwey verfchiedne grade Linien DCG , DG,
vorhanden wären , gegen unfern Grundfatz . Folglich
können zwey grade Linien fich nicht berühren,

'Zwey grade Linien , welche zufammentrefFen,
muffen alfo verlängert einander fchneiden , d . U.

[ « , Es ift möglich jede grade Linie , welche der
Gröfse nach gegeben ift , in zwey gleiche Theit'e zu
tkeilcn , und es läßt fich in einer folchen Linie
allemal ein Punkt denken , welcher in ihrer Mitte
Hegt, durch welchen fie halbirt wird-

C 2
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i¥v:

h

E. I3<

J3, Es ift möglich durch jeden Punkt einer gradett
Linie , eine andre grade Linie auf ihr fenkreckt zu
ziehn . *

7 , Auch ift es möglich durch jeden Punkt einer gra-
den Linie , eine zweyte grade Linie zu ziehn,
•welche mit der 1 erftern einen , gegebnen Winkl

bildet . ]

WU das , was diefe Grundfätze als möglich ausfagen, zu
fjewerltfteuigenfey , lehrt Hr. LeGendre in den Aufgaben, die
dem zweyten Buche angehängt find. Dofs es gefchehen könne,
fetzt er gleich bey den erlten Lehrsätzen''voraus, daher diefe
Grundfätze bey feiner Anordnung des Syftems unentbehrlich
find. In der That kann man fie als Grundfätze vertheidigen, in¬
dem die Möglichkeit der Halbirung einer graden Linie von be-
ftimmter Grölse , die Möglichkeit fenkrechter Linien und rechter
Winkel , und die Möglichkeit der Nachbildung eines WinkeJi
unmittelbar darauf beruhen , dafs die grade Linie und der Win¬
kel ßetige Gröfsenfind, folglich keine abfoluten, keine kleinfteg
Theile haben, und daher Theile von- jeder Grölse und jedem!.
Verhältnifs darin denkbar feyn mi'ißen. Die beyden Theile,
worin eine Linie durch einen Punkt in ihr getheilt wird, können
alfo gegen einander jedes Verhältnifs, folglich auch das der;
Gleichheit haben; eben fo zwey Nebenwinkel, und fo auch zwey
\Vinkel  an verfchiedenen Scheitelpunkten; und nichts anders ra¬
gen diefe Grundfätze aus. ^ ^

8-
[Wenn eine Ebne durch eine grade Linie in zwey

Stücke getheilt wird , die zu entgegengefetzten Seiten

jener Linie liegen , und man zieht durch zwey Punkte
in den entgegengefetzt liegenden Stücken eine ftetig
zufaminenhSngende Linie , f0 tiift diele Linie mit de'

r*11
\

z^ S^BI

■■■;i §i
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eifern in irgend einem Punkte zufammen , und durch - ,
fchncidet fie in dieiem Punkte . *

Diefer Satz , tler gewöhnlich nicht unter den Principien auf-
va- geführt wird , ift in Verbindung mit der zehnten und eilften Er-
n klarung fo evident , wie irgend einer der andern Grundfätze,

und es Mützen fich am Ende auf ihn und auf einen analogen
Gvundfatz beym ICreife faft alle unfere Urtheile über das Durch-
fchneiden der Linien . d. U.

zu |
die 9.

Zwey Ausdehnungen , es mögen Linien , Flächen
oder Körper feyn , find gleich [ und ähnlich , folglich
innerlich einerley ] wenn fie fich decken , das heilst,
wenn fie , indem man die eine auf die andre legt , [ in¬
dem man ihre Ortsverfchiedenheit 'aufhebt , und eine

ganz im Ort der anderen denkt ] in ihrer Ausdehnung,
[und deren Begränzung ] zufammenfallen.

■[ Umgekehrt muffen xwey Ausdehnungen einander
dWe», c eng nitre n , wenn fie innerlich einerley,
d.h>gleich und ähnlich lind , indem fie fich dann blos
in ihrem Ort unferfcheiden . ]

n 1 Flächen und Körper , welche fich decken , haben nicht blofs
gleiche Ausdehnung , oder gleichen Inhalt fondern auch alle
Gränzen(Seiten fovyohl als Seitenflächen ) und alle Winkel der
«inen, find den Gränzen und Winkeln der andern nicht nur in

einerley Folge ¥ fondem auch nach einerley Richtung hin gleich
(worauf die Symmetrie und Aehnlichkeit , folglieh die innere Ei-
"erleyheit, die Congruenz folcher Figuren beruht .) Le Gendre
giebt diefen Flächen und Körpern den Nanien figures und folidec
t&auxj nennt dagegen die , welche Gleichheit ohne Aehnlichkei t
haben, die .fich alfo zwar in der Ausdehnung oder dem Inhalte
nach gleich find , fich aber nicht decken , figures und folides equi.
vtkntes und fcheint auf diefe Unterfcheidung und den fo be-
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$ ftimmtcn Sprachgebrauch einen befondern Werth zu legen. Al¬
lein da Gleichheit {egatiti ) doch eigentlich nur Einerleyheit der
Gröfse bedeutet , fo fcheint das erfte Kunftwort , welches Figuren t
bezeichnen foll , die auch einerley Befchaffenheit oder Aehrilich. |
fceit haben , nicht recht fchicklich gewählt zu feyn. Ich verde« ,
fche figures egaitx , durch fieb dickende Figuren oder congrnirevil
Figuren , dagegen Figures eqnivalentes durch gleiche Figuren , oder,
WO ein befondres Gewicht darauf gelegt •wird , durch , dem In¬
halt nach gleiche Figuren . Gleich geltende Figuren , würde' ein
etwas fremdartiger , auch kein fo paffender Ausdruck feyn ; beffer
gleichhaltige Figuren , ein Ausdruck den ich zum Bürgerrecht in
unfrer Sprache empfehlen mochte. d. U.

ß , Bey Körpern und krummen Flächen die gleich find,
fagt unfer VerfafTer, giebt es noch eine dritte Art von Verfchie¬
denheit , die man nicht Überfehn darf . Sie können einerley,
Glänzen und Winkel in einerley Folge haben , ohne dafs fie fiel
tieshalb decken , [ wenn neinlich die gleichen Stücke nicht auch
•nach einerley Richtung hin auf einander folgen , wie das z. B.
bey der rechten und der linken Hand der Fall ift , die, wären fie
auch im Einzelnen völlig gleich , fo dafs Finger mit Finger con-
gruirte , üch doch beyde nicht decken können , man lege fie, wie
raan wolle , oder bey zwey übrigens gleichen Schnekeri , deren
eine rechts die andre links gewunden ift. Daffelbe kann bey
{Shiefen Prismen , Pyramiden , körperlichen Winkeln , fphärifchen
Dreyecken ' u. f. ftatt finden. Eine folche Verfchiedenheit in def
Zufammenfetzung ausgleichen Stücken hat zwar auch bey ebnen

1$. Figuren ftatt , wie die Dreyecke ABC , ABD zeigen , in welchen
' 'Z' ■ die Winkel C = D , CAB = ÜI1A, CBA = DAB und die Sei

ten CA. = DB , CS — DA find. Allein man braucht nur die
eine diefer Figuren im Gedanken umzukehren , fo deckt fie die
erltere , daher bey ebnen Figuren durch diefe Verfchiedenheit in
der Zufammenfetzung keine wesentliche Verfchiedenheit bewirkt
wird , und man von ihr abftrahirr .] Aber bey krummen Fläche»
und Körpern , beruht darauf eine wesentliche Verfchiedenheit,
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«■eiche man , faft in allen Elementen der Geometrie überfehn hat,

obfehon mehrere Eeweife, die fleh auf das Decken , von gewitTe*

Körpern oder krummen Flachen gründen , dadurch , dafs man die-

fen Fall überfah , mangelhaft und in fo fern fehlerhaft werden.

Dahin gehören unter andern die Sätze über das Decken fphäri-

fcher Dreyccke , welche mehrere glaubten lediglich unter den Be¬
dingungen und grade auf die Art, wie bey den ebnenDreyecken
beweifen zu können . Ja , um noch ein auffallenderes Beyfpiel zu
erwähnenRohert Simfon , der in feiner Ausgabe Euklids den Be¬

weis des 28ften Satzes im Uten Buche unzuläffig findet , fallt
felbft in den Fehler , dafs er feinen Beweifs auf 'eine. Congrucnz

ftützt, die nicht allgemein ftatt findet.

7 i Ich habe daher , fährt unfer Verfaffer fort , geglaubt

für diefe dritte eigentümliche Art von Gleichheit in Flächen und
körperlichen Räumen ein neues Kunftwort bilden zu müffen,

nehmlichGleichheit durch Symmetrie (egalite par fymmetrie ^, und

nenne hinfüro Figuren denen diefe Art von Gleichheit zukömmt,

fimmitrifclit Figuren (figures fymmetriques ) .

Auf diefen Unterfchied zwifchen gleicht Figuren die es blofs

itm Inhalt nach find , fymmetrifche Figuren , und congruirende oder

fich ieckende Figuren , mufs man aufmerkfam feyn , da durch die¬

fe Kimltwoite Begriffe bezeichnet werden , die wefentlich ver-
fchieden find.

10.

[Gleiche Winkel decken einander ; d. h. wenn

man die Spitxe und einen der Schenkel des einen Win¬
kels, auf die Spitze und einen der Schenkel des andern
Winkels legt , und die beyden anderen Schenkel in der
Ebne auf einerley Seite des erftern fich denkt , fo fal¬
len auch diefe Schenkel zufammen.

Eafs umgekehrt Winkel , die einander decken,
£Wch find , iß; fchon oben bemerkt worden . * »e , tl .

m
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[III . Forderungen (Poftulate ) ]
Man fetzt die Möglichkeit folgender drey Dinge

voraus , oder fordert vielmehr , dafs jedermann , der
fich mit der Georaetiie befchaftlgen will , folgende ur-
fprüngliche Vorftellungsarten muffe eingehn können.

''̂ OSKMSäŜ ^:̂ ■'
Von jedem gegebnen Punkte aus , eine grade Li-

nie zu >zlehn , die durch irgend einen zweyten gegeb¬
nen Punkt geht , und zwar fowohl bis an dielen Punkt,
als über ihn hinaus.

2.

Jede grade Linie fo weit man will zu verlängern,
nach eint . Tder nach beyden entgegengefetzten Seiten
eines Punktes in ihr , und fie fich endlich grö'fser als
jede gegebne Linie vorzuftellen.

Wem fällt hierbey nicht ein , dafs der Geometer etwas ähnli¬
ches auch für das Verkleinern der graden Linie vörausfetzt, und
dafs er alles diefes nicht blofs bey graden Linien , fonderri bey
Linien überhaupt auch etwas Analoges bey Flächen und bey
körperlichen Räumen fordert. Schon hieraus kann man fich übet-
zeugen, wie mangelhaft das ift , was Euklid und die mehrftefi
Geometer als Forderungen ihrer Wiffenfchaft aufführen, und wie
es mit diefen Forderungen und mit der ganzen Grundlage det
Geometrie wohl eine andre Bewandtnifs haben muffe, als man das
gewöhnlich vorftellt. Vielleicht hat grade diefes unfern Verfaf-
fer befthmnt, die Forderungen gänzlicft zu Übergehn. Doch ift
es wohl auf jeden Fall beffer, die wichtigften mangelhaft, wie
es hier gefchehn ift , als fie gar nicht aufzuteilen.
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Um jeden gegebnen Punkt , mit 'jeder gegebnen

graden Linie , als Halbaieffer , einen Kreis zu be-
fchreiben.

Diefe Fordrung fcheint zwar evft zum zweyten Buch zu g«.

hören, an deffen Spitze Le Gcndre die Erklärungen , welche

denKreis betreffen, aufftellt , und wohin ich die venveifen mufs,
die mit dem Namen Kreis und Halbmeficr noch keinen deutlichen

Begriff verbinden . Allein man kann in derThat die Conftruction
des Kreifes bey den Sätzen des eilten Buches nicht entbehren,

orne in logifchc Kreife zu gerathen , da das , was wir hier als

unmittelbare Folgerungen diefes Poftulats aufführen , zum Bewei-

fe vieler jener Sätze gebraucht wird . Auch (teilen Euklid,
Simpfan und van Swinden , die fo gut wie unler Vetfiflur die
Satze über den Kreis in einem befondern Buche vortragen , die

Conftruction des Kreifes mit in die Spitze der Geometrie.

Diefe dritte Forderung begründet zugleich die Möglichkeit
folgender drey Conftructionen , welche weiter nicht» vorausfetzen,
«ls die Befehreibüng des Kreifes , und die erften Keglifte über
<bs Schneiden der Kreislinien , welche B. II , Erkl . it . unabhän¬

gig von allen Lehrsätzen des erften Buchs aufgeftellt werden , in¬

dem fich die Erklärungen des zweyten Buchs unmittelbar an die
des eilten anfehiiefsen.

k , Auf einer gegebnen graden Linie AB , (und,

wenn es 'nöthig ift , auf deren Verlängerung ) , von Fig. r+.

dein Punkte A ein Stück zu nehmen , weiche 's ei -,

ner gegebnen graden Linie CD gleich :ift . Zu
dem Ende bel 'chreibe man mit CD als Halbmefler um

den Punkt A einen Kreis . Dieter trifft entweder

mit der Linie All lelbft , oder Jmit ihrer Verlänge¬

rung in irgend einem Punkte £ zulammen, * und MI . E.

ichneidet denn in beyden Fällen auf ihrAE = CD " *

ab, * *" -E.2.
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ß , Aus einem gegebnen Punkte A eine 'grade Linie
von gegebner Lange CD fo zu zhhn , dafs fie oder
ihre Verlängerung durch einen xweyten gegebnen
Punkt B geht . Zu dem Ende liehe AB' * , und
fchneide ( nach k ) aus A davon ein Stück gleich
CD ab.

7 , Dreyecke , gleichfeitige , gleichfchenklige und
ungleichfeilige zu belchreiben , wie das B. H-
Erkl . II . Zuf . gelehrt wird.

Eben fo giebt die Befchreibung des Kreifes Mittel an die
Hand , vermöge der Eigenfchaften der fenkrechten Linien , der
Dreyecke u . f. f. , die im erftenBueh dargethan ' werden , Perpen¬
dikel auf gegebne Linien durch gegebne Funkte zu ziebn , grai'
Lini «n und Winkel zu halbiren , gleiche Winkel zu bilden u . d. w
Diefe Conftructionen muffen billig bey den Sätzen gelehrt wer¬

den, ' auf weiche fie fich gründen , und vor denen , deren Beweis
die Möglichkeit folcher Conftructionen vorausfetzt ; To thut das
Euklid . Unfer Verfaffer , Simpfon und van Swieden , reifsen fie

dagegen aus dem Syftem hinaus , und {teilen fie , die letztern @eo-
meter am Ende der Planimetrie , unfer Verfaffer am Ende einzel¬
ner Bücher , beyfammen . Ihr Zweck fcheint zu feyn , durch di8
bev einander flehenden Aufgaben den Erfindungsgeift derer , die
das Werk ftudiren , anzuregen ; und ' in der That möchte diefer
Voitheil wohl die Unbequemlichkeit aufwiegen , die daraus in dein
Syftem entfteht , und die ich durch das Hinweifen auf die Pro¬
bleme im Lauf des Syftems zu vermindern hoffe. d. U.

[Auch das wird von dem Lefer noch gefordert,
dafs er fich bey den planimetrifcken Bückern * alle Con-

ßruetionen in evierley Ebne vollführt denkt , wenn das I
gleich der Kiirie halber nicht ausdrücklich bey f

jedem Satze wieder erinnert wird . Er darf alfo bey I



\

DIE PRINCIJIEN. 43

keinem Sätze diefer Bücher in der Vorftellnng aus der
Ebne heraustreten . Alle Punkte die man denkt , alle
Linien die gezogen , alle Kreife die befchrieben wer¬
den,mufs man fo denksn und ziehn , dafs alles in el-
nerley Ebne bleibt , und das wird feiten bey einem
Satze ausdrücklich gefagt , auch wenn er nur, .unter
diefer Bedingung wahr ift.

DIE GRADE LINIE , DAS DREYE CK
UND DAS VIERECK.

■Tillerechte Winkel ßrtd einander gleich.
Die grade Linie DC flehe fenkrecht auf AB , und Fig. iS.

GH lenkrecht auf EF, (fo dafs die Winkel ACD , DGB,
«benfoEGH , HGF gleiche Nebenwinkel find * ) fo * E> *4*
behaupte ich , mufs der Winkel ACD dem Winkel EGH
gleich feyn.

Man mache CA , CB , GE , GF einander gleich * ; *£o.$.ixt
fo ift auch AB gleich EF , und diefe beyden Linien
decken einander , wenn man EF fo auf AB legt , dafs
E auf A und F auf B fällt . * Dann muffen auch die •Gr.ß.f.
Heyden Punkte G , C , welche in der Mitte diefer Li- *<
ßien liegen , zufammenfallen , Gefetzt nun , die in die-

der Ueberfetzer.

LEHRS ATZ I.
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Ten Punkten fenkrecht aufftehenden Linien GH , CD
decken fich einander nicht , fo würde GH auf eine von

der CD ' verfchiednen graden Linie z . ß . auf CK fallen.
Da nach der Vorausfetzung der Winkel EGH — H6F
ift , fo müfste dann auch ACK — KCB feyn . Nun aber
ili der Winkel ACK ' gröfser als ACD , der Winkel KCB

EVl2»/3 kleiner als DCB * , und der Vorausfetzung nach ACD
gleich DGB : folglich mufs der Winkel ACK , wel¬
cher gröfser als ACD , mithin auch als DCB ift , noch
vielmehr gröfser ais der Winkel KCB feyn . Es ift alfo
unmöglich dafs diefe beyden Winkel ACK und KCB
gleich feyn können , folglich unmöglich daf* das Per¬
pendikel GH auf CK , d. h . auf irgend eine von CD
verschiedene grade Linie falle ; alio nothwendig daii
es auf das Perpendikel CD liege , da denn der Winkel
ACD lieh mit EGH und der Winkel DCB mit HGF

*I n . ß deckt . * Alio find nothwendig alle rechte Winkel ein-
*Gr.io . an j cl- &ieich . *

[Znfatx I . Weil alle rechte Winkel gleich find,
fo haben iie eine völlig beftimmte , unveränderliche
GrÖiäc. Deshalb machen iie das natürliche und be-
ftim .inte Maafs aller Wniketgröj 'sen aus , und der Geome-
ter bezieht diefe insgefammt auf den rechten Winkel)
und drückt he in Theilen deffelben .aus.

Z u f a t % 11. Durch jeden Punkt einer graden Linie
iß nur eine einzige auf ihr fenkreebte grade Linie möglich'
Denn gefetzt ' durch den Punkt C der graden Linie AB,
wären auf ihr zwey verfchiedne fenkrechte Linien CD>

CK möglich , fo müfscen die Winkel ACD , ACK al»



B IE G R A P I ' L I K I E etC. 45

rechte, * dem; Lehrfatz zu Folge einander gleich , folg - * & 14»
lieh der Theil dem Ganzen gleich feyn , welches un"
gereimt ift . * Daher ift es unmöglich dafs durch ir - " Gr. 4.
gend einen Punkt auf einer graden Linie mehr als eine
grade Linie fenk -recht flehe,]

Anmerkung . Euklid nimmt den Lehrfatz als Grundlatz
«n. Wir haben ihn hier bewiefen, weil er fich aus dem achten
Grundfatz ftreng beweifen Iafst, und man die Grundfätze nicht
ohne Noch vervielfältigen mufs. [Dafs er bewiefen, werden könne
und rinifTe, bemerkt fc.hon Prokhis in feinem Commemar über das
erfte Buch Euklids. Den zweyten Zufatz bat unfer Vertäflet gani
Überfehn, obgleich er ihn häufig braucht,]

LEHRSATZ 2.

Jede grade Linie CD , welche mit einer andern
AB zufammetitrifft , bildet mit die/er Linie zwey Ne- Fig. 17.
benwinhel ACD , BCD , * 'deren Summe zwey rechten *E,u.ij-
Winkeln gleich iß.

Sind die beyden Nebenwinkel gleich , fo find fie
rechte Winkel , alfo der Lehrfatz wahr . Sind fie un¬
gleich, fo ft-elie CG auf AB im Punkte C fenkrecht . * * Gr- 7-
Durch diefes Perpendikel wird ,der greisere der beyden
Nebenwinkel ACD in zwey Theile AGG , GCD ge-
theilt, ' fq dafs die..Summe der beyden Nebenwinkel
ACD und DCB , den drey Winkeln AGG , GCD , DCß
lufammengenommen gleich ift . * Der Erfte diefer "E.ia .y.
Winkel ift ein rechter * , und die beyden andern xu - * £_ ^
fammengenommen bilden den rechten Winkel BCG:
folglich ift die Summe der beyden Nebenwinkel ACD,
DCB zwey rechten Winkeln gleich.
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Folgerung j , Ift eitler von zweyNebenwinkeln
ein rechter Winkel , fo Ift es auch der andre . — Ein

flumpfer Winkel ACD hat dagegen einen fpitzen ; ein
fpitzer ECD einen ßttmpfen Nebenwinkel.

£ . Folgerung 2. Wem die Linie DE fenkrecht auf
AB fleht , fo fleht umgekehrt auch AB fenkrecht auf DE,
Penn ift DE ein Perpendikel auf AB , fo ift ACD ein
rechter Winkel ; folglich auch der Nebenwinkel ACE

»Folg.i ' äiefes Winkels ein rechter * ; folglich s ACD gleich
ACE , folglich AC fenkrecht auf DE.

Folgerung 3. Die Summe aller Winkel , die um
einen Punkt einer graden Linie , an einerley Seite dlefer

Fig. *7<g ra den Linie , von noch fo viel graden Linien gebildet
werden , (weiche lieh in einerley Ebne befinden ) und
insgefammt in diefem Punkte C fchneiden , (z. B. der
Winkel AGG , GCD DGB) iß zwey rechten Winkel«

*E.I2.7, gleich . * ]

Fig- 17

LEHRSATZ 3.

Zwey grade Linien , welche zwey . Punkte A , F
mit einander gemein haben , fallen in -.ihfter" ganzen
Äusdehhuflg zufammen , und bilden nur eine einzig)
grade Linie.

Dafs Ire zwifchen den ] beyden gemelnfchaftlichen
Punkten A , F zufammenfallen , erhellet aus Grund-
fatz 6. Folg . 1. Fielen fie in ihrer Verlängerung über
diefe Punkte hinaus nicht auch zufammen , fo würde es i
Irgendwo einen Punkt C geben , wo fie fich von einan- I
derftrennten , fo dafs die eine Linie CB , die andreCD
würde . Nun fey CG eine in C auf BC fenkrecht fl«-
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hende grade Linie * ; fp ift fowohl GCB als GCD ein ' Gr.7,
rechter Winkel , indem fowohl AGB als ACD eine •
grade Linie ift , folglich GCD = GCD * , d. i. dasGan - * r,
ze dem Theile gleich , welches unmöglich ift. Folg¬
lich ift es unmöglich dafs die beyden graden Linien,
welche zwey Punkte A , F gemein haben , lieh in ih¬
rer Verlängerung irgendwo trennen können . Sie bil¬
den alfo nur eine einzige grade Linie.

LEHRSATZ 4.

Wenn eine grade Linie CD auf den Durchfchitts-
funkt ztveyer andrer graden Linien AC , CB fo auf¬
fleht, daß ße mit ihnen zitxey Winkel bückt , deren
Summe ziaeij rechte Winkel beträgt , fo liegen AC,
CB in einer graden Linie.o .

Denn gefetzt fie lägen nicht in einer graden Linie,
fo fey CE die gradelinigte Verlängerung Tön AC. * «p0 a
Dann wäre die Summe der beyden Nebenwinkel ACD,
DCE zwey rechten Winkeln gleich ; folglich , 'da nach
der Vorausfetzung auch die Summe von ACD , DGB
iwey rechten Winkeln gleich ift , ACD + DCB =
ACD-f >DCE * , folglich DCB = DCE * , folglich der » Gr. 1.
Theil dem Ganzen gleich , welches unmöglich ift * ***r«3ß
Alfo ift CB felbft die Verlängerung von AC , und liegt *
ro 't AC in grader Linie.

Lehrsatz " 5,

Wenn zwey _grade Linien AB , DE einander Fig, 3,
Schneiden, fo find die Winkel , welche am Durch-
fihnittspunkt einander gegenüberflehen , und die man
Scheitelwinkel nennt , einander gleich.
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* Gr . i.
* Gr . :

Denn weil erftens DE eine gradeLinie ift , fo find

die beyden Winkel ACD , ACE zufammengenommen

■zwey rechten gleich . Weiiä zweytens AB eine grade

Linie iftv find die Winkel ACE , BCE zufammengs-

nommen zwey rechten gleich . Folglich ift ACD -}-

ACE - ACE + BCE * , folglich ACD = BCE . *

Grade fb beweift man die Gleichheit der beyden

andern Scheitelwinkel ACE , DCB.

Zufatz I . Die vier Winkel , welche zwey gra¬
de fich durchfchneidende Linien um ihren Durch-

fchnittspunkt bilden , find zufammengenommen vier

rechten Winkeln gleich . Denn die Summe der bey¬

den Nebenwinkel ACE , BCF. beträgt zwey rechte Win'

kel , und eben fo viel die Summe der beyden andern

Nebenwinkel ACD , BCD.

Zufatz II . Ueberhaupt mögen noch fo viel in

einer Ebne befindliche grade Linien CA , CB , CD etc,

fämmtlich in einem Punkte C zufammen treffen , fo

beträgt die Summe aller Winkel , welche je zwey zu-;

nächftliegende .Schenkel bilden , ( ACE , BCD , DCE, |

ECF , FCG , GCA ) vier rechte Winkel . Denn wenn!

man durch den Punkt C zwey grade Linien zöge , fc

entftünden um C vier Winkel , welche vier rechten:

Winkel , und dabey allen jenen Winkeln zufammenge -i

*E. ii ..y nommen gleieh wären *.

Fig.
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Fif . 2. Zufatz III . Wenn von einem Punkte C vier

o-i-ade Linien ausgehn , und je zwey der einander g?

genüberftehenden Winkel , find gleich , fo liegen dit

Schenkel CA , CB , und CD , CE in grader Link
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Denn da alle vier Winkel zufammengenornnien vier
rechten, und je zwey aneinander liegende Winkel den
kyden andern , mithin zwey rechten Winkeln gleich
find, fo find fie Nebenwinkel *, und zwey ihrerSchen * »
kel liegen in grader Linie.

LEHRSATZ 6,

Zwey Brey ecke decken ßch, wenn ein Winkel und
iit beyden ihn einfchließenden Seiten in beyden Drey-
tcktn gleich find.

Esfey der Winkel A dem Winkel D , die Seite % , i 9,
AB ider DE und die Seite AC der DF gleich ; fo be¬
haupte ich , daß das Dreyeck DEF fich mit dem Drey¬
eck ABC deckt.

Denn zwey lolche Dreyecke läffen fich fo über
einander legen , dafs fie völlig zulammenfallen . Und
iwat eift die Seite DE auf die ihr gleiche AB , fo dafs
DaufA undE auf B(fallt. * Dann muffen , weil D Und *Qr g,
A gleiche Winkel find , und gleiche Winkel einander f' 2-

. decken, auch die Seiten DF und AC *, und weil über * ^
• dem DF gleich AC ift , auch die Punkte F und C auf
. einander fallen . Folglich müden auch .die dritten Sei-
I ten zufammen fallen * , alfo b.eyde Dreyecke einander «Gr, 6.
I decken.

Folgerung I . Folglich find in folchen Drey-
ecken auch die Winkel B , E , die Winkel C , F , und
die Seiten BC, EF ( d. h. die Winkel welche gleichen

[ Seiten, und die Seiten welche gleichen Winkeln ge¬
genüber fiehn) fo wie die Flächenräume beyder Drey-

D
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ecke, ' einander ' gleich . Und diefe Gleichheit wit|
durch die Gleichheit dreyer Stücke , nemlich einesf

Winkels und de^ beyden einfchliefsenden Seiten be-l
ftimmt.

Folgerung 2. Zwey rechtwinklige Drcyech dfrl
cken fich , wenn die Katheten in beyden gleich find.*'

Folgerung 3. Durch xwey Seiten mit dem ein-}

gefchlofsnen Winkel wird jedes Dreyeck charaeteriiiit
und völlig beftimmt . Wie aus zwey gegebnen Lwial
und dem Winkel den fie einfchliefsen follen , lieh eiil

Dreyeck wirklich conftruiren Mst , lehrt Aufg . g. tt\
Ende des zweyten Buchs.

Anmerkung . Wenn in zwey Dreyeckcn zwey S»
und einer der Winkel, welche fie nicht einfchliefsetiy gleich Co:,
fo liifbC fich daraus nur bey rechtwinkligen Dreyeckcn iillgefflÄS

2^ auf ihre Congruenz fchliefsen*; bey fchiefwihkligen ledijjliä!
unter den Bedingungen welche Lehrfatz 20. ausiagt.

LEHRSATZ 7.

Zwey Brey ecke deckenßch, wenn eine Seite udl
die beyden Winkel, welche an ihr liegen, in bvjm
Breyecken gleich find.

Es fey die Seite BC der Seite EF , der Winkel»3
dem Winkel E , und der Winkel C dem Winkelf

1

gleich , fo behaupte ich , dafs das Dreyeck D£ F
mit dem Dreyeck ABC deckt.

Um die Deckung zu bewerkftelligen , lege m

EF auf die ihr gleiche Seite BC , fo dafs dieEndpua ■

Gti6t E auf B und F auf C fallen *. Weil der Winkel £ ¥\
• Winkel B gleich ift , und gleiche Winkel fich decken,?

fo fällt dann auch die Seite ED auf BA , und foJgli-
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der Punkt D auf irgend einen Punkt in der Linie . BA.
Eben fo , weil der Winkel F dem Winkel C gleich
ift, fällt FD auf CA , und der Punkt D auf irgend ei-

nen Punkt der Linie CA , Da folglich D fowohl ia
der Linie BA , als in der - Linie CA liegt , fo mufs es
auf den Durchfchnittspunkt A diefer beyden Linien
liegen, als den einzigen Punkt , den diefe Linien mit

einander gemein haben Folglich fallen alle drey "^ 1
Winkelpunkte , und alfo auch die Seiten des eincji

Dreyecks mit denen des andern zufammen 3 und alfo
deckw lieh beyde Dreyecke.

Folgerung . Folglich find ' in folchen Dreyeckea
auch die Winkel A , D und die Seiten AS , DE und
AC, DF (d. i. die Winkel die den . gleichen Selten , und

die Seiten die den gleichen Winkein gegenüberitahn)
fo wie die Fiä'cirämauine einander gleich . Und diele
Gleichheit wird durch die Gleichheit dreyer Stücke,
einer Seite und iweyer anliegender Winkel beftimmt.

[Anmerkung . Auch wenn zwey Winkel und eine Seite,
die nicht zwifchen ihnen liegt , in zwey Drcytcken gleich find,
fo decken fich diefe Dreyecke. Doch ift das ein Satz der fleh
«ft weiterhin* darthun läSfst. Hierher gehört Au%. 9.]

LEHRSATZ g.

In einem Dreyecke ift jede Seite kleiner als die
Summe der beyden andern Seiten.

Denn jede Seite , 2. JB. BC , ift als grade Linie der * 1
kürzefte Weg zwifchen den beyden Wifikelpunktefi
B> C, alfo noch wendig kleiner als die Summe der ge-
brochrien Linien BA + AC.

D 3
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Folgerung . Daraus folgt dafs im Dreyecke jedt
Seite AC grofser als der Unterfchied zweyer Seiten

Gr.2.7 BC — BÄ ift *. Wegen beyder Sätze fehe man B. 11
Erkl . 11. Zuf.

LEHRSATZ 9.

'S-so. Nimmt man innerhalb eines Dreyecks ABC ||
gend einen Funkt 0 , und zieht von demselben mm
den Endpunkten einer der Seiten z. B. der BC , gram
Linien OB , OC , fo ifi die Summe diefer beyden Li-|
nien kleiner als die Summe der beyden andern Seitn
des Dreyecks , d. h. als AB -H AC.

Man verlängere die Linie BO bis wo fie die Seilt
AC im Punkte D triff ; fo ifl: im Dreyecke ODC die

g f Seite OC < OD -f- DC * , folglich wenn man beyder-
feits BO hinzufügr BO + OC < BO + OD -f DC
d, i. BO + OC < BD + DC-

Nun aber ifl: auch im Dreyecke ABD die Seite BD
< BA-f- AD, folglich wenn man beyderfeits DChinin-
fügt , BD+ DC < BA -f AC, Folglich ifl noch vielmehr
BO -f- OC < BA + AC.

Anmerkung , Dagegen ifl; der Winkel O den die b»
den Linien im Dreyecke umfchliefsen, grölser als der Winkel
A an der Spitze des Dreyecks. Der Beweis diefes Satzes berät!
darauf , dafs der äufsere Winkel am Dreyecke grölser ift , als je¬
der der gegenüberftehendeninnernWinkel. Folglich0 > D > V
Diefe unmittelbare Folge-aus Lehrfatz 30 beweift Euklid be-j
fonders, ehe er an den gegenwärtigen Satz kömmt. Bey( unfernj
Verfaßer müfte er ein Zufatz zu Lehrfatz 30. werden,

LEHRSATZ IO.

Wenn zwey Seiten AB , AC eines Dreyecks ABL
'S,2i zweyen Seiten DE , DF eines andern Dreyecks Dil \
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. / gleich find , und der Winkel BAC den die erßern ein-

l ßießen , iß großer als der Winkel EDF , den die

g jl andern ehifchließen , fo muß die dritte Seite BC , im
trßen Dreyeck, gr 'öfser feyn als die dritte Seite EF im

andern Dreyeck, \_und  iß unigekehrt BC > EF , fo

muß auch der Winkel BAC > EDF feyn . ]
Cir
nacl
Tis.

<t Li-
'eitu

Seilt

: &

y&
■DC

Man denke fich die Linie AG durch,A fo gezogen,

dafs der Winkel CAG dem Winkel D gleich fey * , " Gr. 7.

mache AG gleich DE * und ziehe GC , fo decken fich *Fo.3.*

dieDreyecke GAC und EDF , weil in ihnen der Con-

ftruction gemäfs zwey Seiten mit dem eingefchlofse-
nen Winkel gleich find *. Folglich find die dritten * f'

Seiten GC, EF einander gleich . Nun aber find in Ab-

£j licht der Lage des Punktes G drey Fälle möglich , in¬
dem diefer Punkt entweder aufserhalb des Dreyecks

ABC, oder auf die Linie BC, oder innerhalb des Drey¬

ecks liegen kann.

nMf Fall i . Wenn G aufserhalb des Dreyecks ABC

nelir liegt . Als dritte Seite im Dreyeck ift GC < Gl -f

IC* ; eben fo AB < IA + IB ; folglich auch GC * 8-

b£! 4- AB< Gl + IC + IA + IB-, d. h. < GA -f - BC.

Nun aber ift der Conftruction gemäfs AB= GA. Alfo

GC< BC * , und da GC gleich EF ift , EF < BC. *G. s y

ini«!
:ruln

iersi

Fall 2. Wenn G auf BC liegt . Dann ift GC ein F>g- 22.

Tlieil der BC, folglich die der GC gleiche EF , < BC.

> Fall 3. Wenn G innerhalb des Dreyecks ABC Fig. 23'

Ms*- Dann ift nach dem vorigen Lehrfitz GA -f- GC

% < 8A -f BC , folglich , da GA = BA gemacht ift , GC

!# < EC, alfo auch die der GC gleiche EF < BC.
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Der Satz gilt alfo für jeden möglichen Fall , d, i,
allgemein.

Wollte man den umgekehrten Satz leugnen , foj
müfte man behaupten , dafs , wenn BC > EF ift , der!
WinkelBAC kleiner oder glcichD feyn könnte . Im er-j
ftenFall müfte , nach dem eben bewiefenen , BC < EF>

im xweyten Fall , dem folgenden Lehrfatx gemäl 's, BC
= EF feyn , welches beydes der Vorausfetxung wider-
fpricht . Alfo rriufs der Winkel BAC größer alsD feyn.

Anmerkung . In Simpfons Elementen folgt auf dkfa
Satz ein ähnlicher LehrfatZ , deflen Beweis die Theorie der hl

jalleliinien vorausfetzt , und den Lc Gendre übergeht , der 'A'j
doch gekannt zu werden verdient . Denn obgleich er auch Ityj
Euklid fehlt , fo ift er doch , wie Simpfon bemerkt , zur georat-I
.tiüchen Beftimmung grölter und kleinfter Wevthe, von grofe«!
Kutzen . Dieler Satz lautet wie folgt : Wenn in ebej Dreyids

Fig 24. tili Winkel fammt der gegenuberftehenden Seite gleich , ein «tty
ter- Winkel aber in beydeu ungleich ift , fo flehtßem , unter ditfa
Winkeln , welcher dem rechten am niichften kömmt , eine grsfitfX

* Cf. II . Seile gegenüber *.
7 . 34. 2.

. Wenn z. B. zwey Dreyccke ( man nehme in unfrer Figur'fil
beyden fpitzwinkligen ABC und DEt , oder die beyden ftumptl
%inUligen ABC' und DEF , oder ein fpiezwinkliges und eil!
ftumpt'wmkliges, ) wenn in diefen Dreyeckcn der Winkel A = Hl
die gegenüberftchctide Seite BC = EF ift , und dabey derWiH

kel C einem rechten Winkel näher kömmt , als der Winkel Fij
fo mufs die Seite AB >̂ DE feyn.

Ich theüc hier nur Simpfons Vorbereitung znmKeweifcflAf
tla fie für den geübtem den Beweis zu führen hinreicht , derH
Weis feibft aber hier nicht an feinem Ort liehen würde, AiSl

den Winkelpunkten B , E fälle man auf die gegenuberftehentoj
Seiten Perpendikel , nehme auf die Verlängerung - diefer Perpe»-[
dikel Punkte I und K welche von den Seiten eben , fo weit'1'

I*

i
h
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eli*. Punkte B, E abftehn , und ziehe IC , KF , fo wird mittelft

le 'nrfatz 6 und 10 bewiefen , dafs IB > ICE, folglich das Perpen¬

dikel BG im erfterfl Dreyeck größer als das im zweyten EH iffi'

Vom grüfsern fchneide man ein Stück BM, dem kleinern gleich,

ab, und ziehe durch den Endpunkt diefesStücks eine Parällellfc

nie mit AC , fo fchneidet diele von der Seite AB ein Stück BN

ab»welches deich ' DE iit , woraus erhellet , dafs DE kleiner
r ö » *

als AB ift.

Haben ttlfo zviey rechtwinklige Dreyecke gleiche Hypoteuufeir ,

fo'fteht dem Winkel , welcher in Heyden der gröfsert ifi , auch eins

gtifitn Seite gegenüber,

LEHRSATZ II.

Zwey Dreyecke die untereinander gleichjeitig ^'g^ ^-

[md, find auch untereinander gleichwinklig, * und ' i . zv.

decken[ich,
- Es fey AB, == DE , AC = DF , EC == EF, fo be¬

haupte ich , dafs auch die den gleichen Seiten gegen-

überftehenden Winkel gleich find , A — D , B = E,

C = F , und dafs iicli beyde Dreyecke EDF , ABC

einander decken.

Denn gefetzt der Winkel A fey dem Win¬

kel D nicht gleich , fo mufs er • entweder grö.

fscr oder kleiner als der,' Winkel D feyn . •Da die

Seiten welche diefe Winkel einfchliefsenier Voraus-

fetiung nach in beyden Dreyecken gleich find ; fo

müfee, wäre A > D , dem vorigen Lehrfaft . geinäfs,

auch die dritte Seite BC > EF , wäre dagegen A < D,

auch BC"< EF feyn , welches der Bedingung dafs BC

— EF ift , widerfpricht . Alfo kann der Winkel Awe¬

der gröfser noch kleiner als D feyn , mufs folglich
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dem Winkel D gleich feyn . — Eben fo kann man die
Gleichheit der beyden andern Winkel beweifen, . die
jndefs noch kürzer daraus folgt , dafs, weil dann xwey
Seiten mit dem eingefchlofsnen Winkel A , D in bey¬
den Dreyecken gleich find , diefe Dreyecke einander^' decken * , folglich die den gleichen Seiten gegenüber,
flehenden Winkel B, E und C,F fo wie dieFlächemi 'u-
me beyder Dreyecke gleich feyn milffen. Und jd'iefe
Gleicheit folgt wiederum aus der Gleichheit dreyer
Stücke , nemlich der drey Seiten in beyden Drey.ecken,

[Aus drey gegebnen Linien ein Dreyeck zu bil¬
den , lehrt Buch II . Erklärung n -Zufatz .]

LEHRSATZ 12.

Fig. 25. In jedem gleichschenkligen Drey eck find die Win-*£• i?>kel an der Grundlinie * , welche den gleichen Seiten
gegenilberflehn , gleich.

Wenn AB = AC ift , fo behaupte ich mufsB = C
feyn,

Es fey B der Punkt , welcher auf der Grundlinie in
der Mitte xwifchen den beyden Endpunkten B und C♦Gr. jr. liegt . * z; ehe AD » fo entftehn dadurch 7.wey Drey¬
ecke ARD, ACD, welche untereinander gleichfeitigfind,indem AD beyden gemein , ferner nach der Vorausfetz-
ung AB = AC , und der Conftruction gemäfs AB =
DC ift. Folglich find die der gemeinfchaftlichen Seite

u , AD gegenüberftehenden , Winkel einander gleichB = C,
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Folg erung . Das gletchfeitige Dreyeck ift für jede FiS> 8.
Seite als Grundlinie gleichfchenklig , und hat deshalb

lauter gleiche Winkel , ift gleichwinklig.
Zufatz . Daraus dafs die beyden Dreyecke ABD,Fig . sfj

ACD fich decken , folgt auch noch die Gleichheit der
übrigen Winkel BAD = DAC und BDA = ADC.

Letztere find , daBC eine grade Linie ift , Nebenwinkel,
und folglich , als gleiche Nebenwinkel , rechte Winkel * ; * E- ' 4;
folglich, thtilt in jedem gleichfchenkligen Dreyeck eine von
Atr Spitze nach dem -funkte in der Mitte der Grundlinie

gezogne grade Linie den Winkel an der Spitze in zwey glei¬
che Theile, und fiebt zugleich auf der Grundlinie fenkrecht.

[Eben fo theilt eine grade Linie welche den Win - -

kel an der Spitze im gleichfchenkligen Dreyeck hal¬

birt, das Dreyeck in zwey fich deckende Dreyecke * : » 6,
folglich fteht auch diefe Linie fenkrecht auf der Grund¬
linie und halbirt fie.

Dafs endlich auch dss aus der Spitze des gleich¬

fchenkligen Dreyecks auf die Grundlinie gefällte Per¬
pendikel die Grundlinie und den Winkel an der Spitze

halbirt, erhellt aus Lehrfatz 18. Folg . 2-

Stets find alfo diefe drey Eigenfchaften in derfel-

ben Linie im gleichfchenkligen Dreyeck verbunden.
Findet folglich eine derfelben in einem Dreyecke

ABC ohne die andre ftatt , fo find die beyden Schenkel des

Winkels ungleich durch deffen Spitze die halbirende

Linie oder das Perpendikel auf die gegenüberftehenrje

Seite gezogen ift . ]
[Anmerkung . Hierher gehören die fünf erften Aufgaben

am Ende des zweyten Buchs, und Aufg. 8 bis II . über dieCon^
fcuetion der Dreyecke.]
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LEHRSATZ 13.

6.

Hat umgekehrt ein Dreyeck zwey gleiche Witt
kel, jb find auch die Seiten welche den gleichen Wi4
kehl gegenüberflehen gleich, und das Dreyeckf.

• GlfiehfehciikJio'.ta.

Tis - 2fi. Es fey ABC = AGB , fo behaupte ich mufs AC=

AB feyn . _ ,
Denn wären diefe beyden Seiten nicht gleich ; f«

imifsie eins derfelben , z. B. AB , die gröfsere feya:

folglich iiefse fich auf ihr ein Stück BD = AC nehraa
Zieht man dann DC , fo erhält man ein Dreyeck BDCi
■welches (ich mit dem Dreyeck BAC decken mtifsttl

weil in beyden die Seite BC gemeinfehaftlich, ' fein«
der Annahme gernäfs AD = AC , und nach der Von»

fetzung der Winkel B — AGB ift * : folglich wäre
Theil demGanzen gleich , welches ungereimt ift . AI'
können die Seiten AC , AB nicht ungleich feyn , fo

her das Dreyeck ABC gleichfchenklig feyn muls.

Folgerung . Ein Dreyeck welches lauter gleicht
Winkel hat , ift auch gleichfeitig.

f§Hp£-" ' ' , ■
Ein Dreyeck deffen Seiten alle ungleich find , W

lauter ungleiche Winkel,

LEHRSATZ 14.

rig. 27: Von zwey Seiten eines Dreyecks iß flets
größere, welche einem großem Winkel gegen'&l*
fleht. — Umgekehrt iß von zwey Winkeln eis?
Dreyecks flets der der größere, welcher einer grofsui
Seite gegenüber fleht,
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1. Es fey ' der Winkel C > B , fo behaupte ich,

dafs die dem Winkel C gegenüberstehendeSeite AB >

ACift , welche dem Winkel B gegenüBer 'Sieht.

Denn man denke Sich durch den Winkclpunkt des

gröfsern Winkels eine grade Linie CD Cogezogen , dafs

der Winkel BCD = B fey * , fo Iii dafs Dreyeck BPC * Gr. 7.

gleichfchenklig und BD = DC *. Da nun AC < " 1?,

AD + DC * , fo ISt auch AC < AD + BD , d. h. * 8.

< AB , folglich AB greiser als AC.

2. Es fey die Seite AB > AC , fo behaupte ich

dafs der Winkel C , welcher der Seite AB gegenüber¬

stellt, gröfser als der Winkel B iit , welcher der Seite

AC gegonüberfteht.
Denn wäre C nicht größer als B , fo müfte jener

Winkel entweder kleiner als B , oder gleich B feyn.

Wäre C < B fo müßte , wie eben bewiel 'en worden)

AB < AC gegen die VorausfetJung , feyn . Wäre
C'= B fo müiste AB — AC gleichfalls gegpn die Vor . * i 3.

ausfetiang feyn . Al .fo Iix nothwendig C > B.

LEHRSATZ I5.

Von einem Punkte A außerhalb einer gradcHF;s< Jgt
Linie DE, laßt (ich nach die/er Linie nur eine einzige
fenkvechte Linie zielin.

Gefetzt man könnte ihrer 7,wey AB und AC lie .hn ;

•fo verlängere man die eine AB, nehme auf diefer Ver¬
längerung BF = AB und zieiie tu

Dann deckten Sich die beyden bey B rechtwinkli.

gen Dreyecke ABC und FBC , weil die eine Kathete

CB , beyden  Dreyeck .cn gemein Iii , und die zweyten
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Katheten AB , BF der Conftruction gemäfs gleich
*6.Fs1g, find * : folglich wäre der Winkel BCF gleich dem Win¬

kel BGA , welcher der Annahme nach ein rechter ift.
Alfo müfste auch der Winkel BCF ein rechter l'eyn:

folglich , weil die Summe der beyden aneinander lie¬
genden Winkel BCA -f- BCF zwey rechte Winkel be-

* 4. trüge , müfsten CA , CF in eirier gradenLinie liegen *,
folglich waren zwifchen den beyden Punkten A , F
zwey verfchiedne grade Linien ABF , ACF möglich,
welehes Grundfatz 6 widerfpricht . Alfoifind zwey ver¬
fchiedne fenkrechte Linien von einem Punkte außer¬

halb einer graden Linie , auf diefe Linie unmöglich.

[Folgerung . Alfo ift kein Dreyeck mit zwey
rechten Winkeln möglich .]

[Anmerkung . Dafs auf eine grade Linie durch einen j
Punkt in ihr nur ein einziges Perpendikel möglich ift , haben
wir tchon Lehifatz 1. Zufatz 3. bewiefen. Wie diefe Perpendi¬
kel zu eonttruiren fmd, lehrt Aufg. s , 3. ]

LEHRSATZ IÖ.

„. * Man denke[ich von einem Punkte A nach einer
Fig . j $" ■>

graden Linie DE die fenkrechte Linie AB, und meh¬
rere fchiefoiuffiehende grade Linien AE, AC, AD etc. j
gezogen, fo iß:

1) die fenkrechte AB unter allen diefen Linien \
die kilrzefle.

2 ) Unter den fchiefßekenden Linien find ji j
zwey, z. B. AC, AE, welche auf entgegengefetzten
Seiten der fenkrechten Linie AB gleich iveit von B \
(d , hfo dafsBC = BE ift) auffiehn, gleich. '
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3) Von allen andern fekiefflehenden Linien ( z . B,

AC, AI) oder AC , AE ) ift fiets die die größere,

welche weiter von der fenkrechten auffleht.

Man verlängere die fenkrechte Lmie AB um BF

= AB, und ziehe FC , FD.

1. Da nach der Conftruction die Winkel ABC , CBF

rechte, folglich - gleich , und auch die Seiten AB, ' BF

gleich find , fo decken fich die beyden über die ge«

memfchaftliche Seite BC befchriebnen Dreyecke ABC

undFBC *. Folglich find die dritten Seiten AC , CF " 6.

einander gleich . Nun aber ift die grade Linie ABF

kürzer als die gebrochne Linie ACF * , folglich auch * E<
AB die Hälfte der ABF kürxer als AC die Hälfte der

ACF. ' Mio iit die fenkrechte Linie kürzer als jede

fchiefaufuehende.

2. Wenn BE = BC ift , fo decken fich die bey¬

den über AB befchrieben bey B rechtwinkligen Drey¬

ecke ABE, ABC * : folglich find die dritten Seiten AC , *6.FoIg.
AE, und folglich je zwey fchiefftehende Linien , wel¬

che gleich weit von B aufftehn , gleich . — Diefe Li¬

nien müden aber zu entgegengel 'etzteri Seiten des Per¬

pendikels AB aufftehn , weil fie fonft zwey Punkte A

und B gemein hätten , folglich zufammenfielen , und

nur Eine , nicht zwey verlchiedne grade Linien aus¬

machten * *Gr> 6

3. Im DreyeckADF ift die Summe der beyden Sei* F- ?-

ten AD und DF grö'fser als die Summe der beyden Ei¬

men CA und CF , die von einem Punkte innerhalb des

Dreyecks nach den Endpunkten der dritten Seite gezo¬

gen fad * Alfo . ift auch AD , die Hälft ©von AD + * ?r
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DF grö'fser als AC ./ die Hälfte von AC + CF : folglich
find die fchiefilehendenLinien länger , die weiter vom
Perpendikel .ab aufltehn.

Folgerung I . Die fenkrechie Linie ift das wahrt
Manfs des Abftamls eines Punkts von einer graden Unit)
weil fie nur auf eine einzige Art 1 vorbanden (2) , und
zugleich die kürzefte unter allen luö'g lieben Linien ift)
die lieh vom Punkte zur .graden Linie ziehn lallen,
[Daher werden wir binfüro den Abjiand eitles Punkts von
einer graden Linie , und umgekehrt den Abf and eimt
graden Linie von einem Punkte ltets durch das Perpendi¬
kel , welches vorn Punkte auf die Linie gefällt wird,
beilimmen . Wenn wir .von der Gröfse eines johhen m>

fimids reden , müfs man darunter die Gröfse diefes Per«
pendikels Zwilchen Punkt undLinie verftehn .J

[Der Abßand z*veyer Linien AB , CD von einanitl
hängt vorn Abitande der Punkte in der einen , von de!
andeniLinie , ab . Folglich mufs dieler Abftand .durch!
die .Gröfse der Perpendikel BA , FE , DC , die mani
von den Punkten in der einen ED , auf die andere ACj*u - :' . 1 .-. ■, I
ziebt , beßimmt werden . Sind diefe Perpendikel ins-l
gelammt gleich , fo find die beyden Linien gleich ti>eit\
glßehtnd (lineae aequidißantes )' , wo nicht , ib findftl
ungleich weit abßehend,]

Folgerung 2. Von einem Punkte laßen ßch nm
einer und deijelben graden Linie nickt - drey gleiche gradt
Linien zielin. Denn fonft mülte es auf eineriey Seite

des Perpendikels zwey gleiche (nicht zulammenfallen . j
de ) .fchief aufüehende grade Linien geben , welche!
nach 2 unmöglich ift.
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[Zufatx I . Aus der Deckung der beyden D-rey-

ecke ABC, ÄßE in (2) folgt die Gleichheit der Win¬

kele = E und derWinkelCAB == BAE ; lb wie umge -'

■ahrt\ 'ie'u't aus ^ er Gleichest diefer Winkel und der Seiten

•m\t AC= AE , oder der Seiten BC — BE die Deckung

und derbeyden Dreyecke . Daraus ergeben ficht folgend«

Säbe: '■■ ■ >v .!. t ;s: .
«, Die fchiefen Linien AC , AE welche gleich weit

von der ßnkveckten Linie AB abßehtt (d . h . fo dafs

CB.= BE ift ) lind fuwohl gegen die Linie DE'

als auch gegen die fenkrechte AB beyde unter glei¬

chen Winkeln geneigt.

/3, Zwey fchlefe Linien AC , AE , die unter gleichen

Winkeln C == E auf die grade LIriie DE aufftehn,

lind gleich ; und überdem gleich weit vom Per¬

pendikel AB entfernt, " d. h. fo , dals -föwohl SC '

= CE , als auch Her Winkel CAD = BAE IfE',

fallen folglich , wenn fie auf einerley Seite des Per¬

pendikels liegen zufammen (2) .

7 , Zwey fehlet ' - auftte .he .nde  Linien AC , AE die

gleiche Winkel mit dem Perpendikel AB machen,

find gleich , und flehn von demfelben gleich

weitab .] ■ . ■ ;

[Zufatfc . II . Jede der fchiefftehende .n Linien

AE, AC , AD etc . fleht auf DE unter ungleichen Ne¬

benwinkeln *, einem fpitzen und einem fiumpfen auf . * E, 13,

Und zwar liegt der fpitze Winkel mit dem Perpendikel

fitts auf einerley , dir ßunspfe Winkel hitigegen mit dem

Perpendikel auf entgegengefetzter Seite der fcbiefßebenaen

lm >e- Denn jede tchiefltehende Linie 2, ß . AC biidst
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_ .. . . .' - . " . . , , .. ' '
mit dem Perpendikel AB und dem zwifchen beyden
liegenden Stück der graden Linie DE ein rechtwink-j,
liges Dreyeck , worin der Winkel der fchiefftelien.
den Linie vorkömmt , der mit dem Perpendikel auf ei-!
lierley Seite der Ichieffleh enden Linie liegt . Nun ift
das Perpendikel AB ftets kleiner als AC ( 1) , folglich
auch der Winkel C kleiner als der rechte Winkel B *,
folglich jener Winkel ein fpitzer , dagegen fein Ne¬
benwinkel ACD , der mit dem Perpendikel 'auf entge¬
gengefetzter Seite der fchieffiehenden Linie AC liegt,

. ein ftumpfer . ]

[Folgerung x. Wenn zweyer fehiefftehenderLi¬
nien AC , AD fpitze Winkel ( oder auch ihre llumpfe
Winkel ) beyde nach einerley Seite jener Linien zu lie¬
gen , fo liegen diefe Linien felbft beyde auf einer¬
ley Seite des Perpendikels AB . Wenn dagegen , wie
bey AC , AE die fpitzen (oder auch die ftumpfenWin-
Jtel auf entgegengefet %ten Seiten jener Linien , ( folg¬
lich gegeneinander gekehrt ) liegen , fo liegen diefe
Linien beyde auf entgegengefetzter Seite des Perpen¬
dikels AB.]

[Folgerung 2. Folglich fallt das Perpendikel,
welches aus der Spitze eines Dreyecks auf die gegen --
überftehende Grundlinie gefällt wird , wenn beyde Win¬
kel an der Grundlinie fpitz find , innerhalb , wenn ei¬
ner diefer Winkelfpitz der andre ftumpf ift , außerhalb
des Dreyecks . — Ift keiner der Winel an derGrund-
linie ein rechter , fo fällt das Perpendikel in die eine

Kathete
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Kathete des rechtwinkligen Dreyecks , weil aus einem
Punkt auf eine grade Linie nur ein einziges Perpendi¬
kel möglich ift, da U,

LEHRSATZ I7.

Es feyEF eine auf der graden Linie AB,in derenTig . 2%
Mitte C , aufflehendes Perpendikel , Jb iß 1) jeder
Punkt in diefem Perpendikel von den beyden Endpunk-
tmdir graden Linie AB gleich weit entfernt ; 2) jeder
funkt außerhalb des Perpendikels hingegen vondiejen
Endpunkten ungleich weit entfernt.

f. Da der Vorausfetzung gemäfs AC = Cß ift,
foftehn zwey aus irgend einem Punkte D des Perpen¬
dikels nach A und B gezogene grade Linien DA , DB,

vom Perpendikel gleich weit ab , find alfo gleich . ** Ifi
Und folglich fleht jeder Punkt im Perpendikel von den
beyden Endpunkten A , B gleich weit ab.

2. Es fey I ein Punkt aufserhalb des Perpendikels.
Zieht man IA, IB , Co mufs eine diefer beyden Linien
2. B IA das Perpendikel in irgend einem Punkte D
durchfehneiden. Man ziehe DB. Nun ift 113< ID
-f- DB* , und , da D ein Punkt im Perpendikel ift,
nach(1) DB = DA ; folglich IB < ID + DA d. i.
<IA,folglich jeder Punkt , aufserhalb des Perpendikels
vor. den Endpunkten A , B ungleich weit entfernt.

Folgerung 1. Umgekehrt mufs jeder Punkt,
welcher von zwey Punkten A , B gleich weit abfteht,
m dem Perpendikel auf AB liegen , jwelches in der
Mitte Zwilchen dielen Punkten auffteht . Denn aul'ser-

* 8.
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halb diefes Perpendikels kann ein folcher Punkt nach
(2 ) [nicht liegen . Eine grade Linie , welche durch &w.:j
von A and B gleich weit ahflehende Punkte D , P gezogen
iß , wiifi alfo diefes Perpendikel feyn,

Folgerung 2. Das Perpendikel dttreh die Sptiu
eines gleichfchenkligen Dreyecks muß die Grundlinie , and
folglich auch den Winkel an der Spitze halbiren . Denn
die Spitze ift. von den beyden Endpunkten gleichweit
entfernt , und durch jeden Punkt ift nur ein Perpen- I

* dikel nuf eine grade Linie möglich *.
Fig, .a8. Folgerung 3, Wenn man von zwey gegebnen!

Punkten C , E noch fo viel Paare fich durchfehneiden - f
der Linien CA , EA fo zieht , dafs je zwey , weicht I

-lieh fchneiden , gleich find , ( mithin im Verhältnis der
Gleichheit ftehn ) fo müfien die Durchfchnittspunkte j
diefer Linien insgefatnmt in einem Perpendikel auf
CE , das in der Mitte zwifchen C undE auffteht , liegen,
Diefes Perpendikel ift daher der gtonietrifcbe Ort des
Durchfchnittspunkts oder der Spitzen gleichfchenkli-
ger Dreyecke , welche über diefelbe Grundlinie be-

•I , 2i . fchrieben werden *.

[LEHRSATZ Ig . ]
I

3 Zivey Breyecke DEF , NBL decken ßch , mw \
in ihnen zwey Winkel und irgend eine Seite gleich find. {

Liegen die gleichen Winkel beyde an der glei¬
chen Seite an , fo ift diefer Satz kein andrer , als der
fchon bewiefene 7te Lehrfatz , Wo nicht , fo fey die
Seite NB = DE , der Winkel N = D und der Winkel' , t = fc
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Aus der Spitze des dritten ' Winkels B , E , fey
auf die gegenüberftehende Seite NL , DF , das Perpen¬
dikel EM , EH gefällt . Weil DE = NB ift , decken
lieh diefe beyde Linien , fo dafs die Endpunkte E , B
undD , N zufammenfalien . Weil ferner ' die Winkel

D, N gleich find , fo fällt auch die Seite DF auf NL *. *Gl
Nun ift von Einem Punkte ( den zufammenfallenden
E,B) nach Einer graden Linie (den zufammenfallenden .'
DF, NL ) nur ein einziges Perpendikel möglich *
folglich muffen auch die Perpendikel EH , BM einan¬
der decken . In dieferLage gehn die dritten Seiten EF»

BCbeyde durch denfelben Punkt ( E , B ) , und ftthn
auf diefelbe grade Linie DF , NL , zu einerfey Seite des

Perpendikels EH , BM , und zwar der Vorausfetzung
nach unter gleichen Winkeln L = F auf . Folglich
müffe'n fie zufammenfalien * , alfo eile beydari Dre .y » *l5 z
ecke einander decken . ß

Folgerung i . Aus der Gleichheit «Weyer Win¬
kel und einer Seite -in zwey Dreyecken , folgt alfo die
Gleichheit des Flächenraums beyder Dreyecke , der drit¬
ten Winkel B,E und . der beyden andern , den gleichen
Winkeln gegenüberftehenden Seiten , NL = DF und
EL = EF.

Folgerung 2. ' Zwey rechtwinklige Dreyecke
decken einander , wenn in ihnen aufser dem rechten
noch ein andrer Winkel , und irgend eine der Seiten
gleich find.

Anmerkung . Diefer Satz fehlt bey te Gendre. Eey En-
ift er der sßfteSatz des erflenBuchs, wird dort aber ander,

iewiefen als hier , wo ich den Beweis gewählt habe , den man ia
Itijhm Geometrie findet, d, Ut

E 2
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LEHRSATZ I9.

Zivey rechtwinklige Brey ecke decken[ich, warn\
die Hypotenufe und eine der Katheten in bey den gleichJ
iß-

ft $,$ o. Es fey die Hypotenufe AC == DF und die Kathe¬
te AB $= DE , fo wird die Deckung der beyden recht¬

winkligen Dreyecke ABC , DEF dargethan feyn , wennj

bewiefen wird , dafs die beyden andern Katheten BC, |
EF gleich feyn muffen . Gefetzt fie könnten ungleich , |
und BC gröfser alsEF feyn , fo nehme man aufBC ein[
Stück BG = ■EF und ziehe AG . Dann hätten die bey-
den rechtwinkligen Dreyecke ABG , DEF gleiche Ks-;

theten , AB == DE und BG = EF ; fie müften fich al- !
*S. f,j . f° decken * , und auch ihre dritten,Seiten AG , DI

gleich feyn . Es ift aber nach der Vorausfetzung DF
= AC . Alfo wäre AG = AC , und wir hätten hier

xwey gleiche , durch den Punkt A gezogne , aufBC
fchiefaufftehende grade Linien , in ungleichem Abitand

* r6. j . vom Perpendikel , welches unmöglich ift *. Alfo iß ;
es unmöglich dafs BC und EF ungleich wären , alfo

* ii . nothwendig , dafs beyde Dreyecke fich decken *.

[Anmerkung . Auch hieraus folgt , dafs das Perpendikelj
aus der Spitze des gleichfchenkligenDreyecks. auf die Grundlinie,
die Grundlinie und den Winkel an der Spitze halbirr. ]

[LEHRSATZ 20 .]

Zwey fchiefimnklige Dreyecke decken fich, wenn
in ihnen zwey Seiten und einer der Winkel, weichet\
diejhi Seiten gegemiberßeht, gleich find3 und dabfjI
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die zitryten gegenüberflekenden Winkel beyde fpitz,

Esfey NB = DE , BL = EF und der Winkel Fig. 34.

N = D, fo weiden die beyden Dreyecke NBL , DEFfich

unter der Bedingung decken ', dafs die beyden andern,

den gleichen Seiten gegeniiberftehenden Winkel , bey¬

de fpitz , oder beyde ftutnpf find , Welche Fälle die

Figur beyde darfteilt.

Man ziehe aus der Spitze der von dergleichen

Seiten eingefchlofsnen Winkel B , E auf die gegen-

übeiftehende Grundlinie oder deren Verlängerung die

fenkrechten Linien BM , EH * , fo decken fich die »Aufg.j

rechtwinkligen Dreyecke NMB , DHE weil in ihnen

einer der fpitzen Winkel N , D und eine Seite NB , DE

gleich find *. Alfo fallen die Seiten NM,DH , die *ig. f, a,

funkte B , E , und zugleich die Perpendikel BM , EH

lufammen. Folglich find dann BL , EF > wey von Ei¬

nem Punkte eines Perpendikels , nach Einer graden Li¬

nie , ( den zufammenfallenden NL , DF ) gezogne

fchiefaufftehende Linien . Da nun * der Voraussetzung'

gema'fs, erftens die Winkel L , F , welche den zufam¬

menfallenden Linien NB , DE gegenüberftehn und da¬

her auf einerley Seite der fchiefaufftehenden Linie BL,

EF liegen , entweder beyde fpitz , oder beyde ftumpf

find, fo muffen diefe fchiefftehenden Linien BL , EF

lieh auf einerley Seite des Perpendikels befinden *, und ' 16.Z.3,

Und da fie zweytens der .Vornusfetzung nach gleich

lind, fo müiTen fie zufammenfallen *. — Folglich fal - * ^ 3,

]«i alle drey Seiten der Dreyecke NBL , DEF zufam-

meni und beyde Dreyecke decken fich.
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Anm 'srkung . Diefcn Satz der bey Euklid und Le Gm-
in fehlt, habe ich aus Simffan entlehnt , den Beweis aber fclbft
gefühlt, , da Simpfon die Hauptfac 'he , 'Ms BC , EF auf einerley |
Seite des Perpendikels fallen muffen , nicht darthut , wozu ihm |
Sätze , wie die beym löten Lehrfatz nachgetragnen , fehlten . Dafs I
dicler Satz übrigens allein unter der beygefügten Bedingung gilt, I
erhellt aus dem Beweife. Denn nur unter diefer Bedingung ift es I
nothwendig dafs die Ichiefftehenden Linien BL , EF , beyde auf £
einerley Seite des Perpendikels Hegen und fich decken . Ohnedem
könnten fie wieBL , E'F auf entgegengefetzten Seiten des Per¬
pendikels liegen , und dann würden fie ihrer Gleichheit ungeach¬
tet nicht zuümmenfnllen . Die Deckung blieoe alfo ohne jene'
Bedingung zweifelhaft . — Wie , wenn zwey Linien als Seiten
eines Dreyecks , und ein ihnen gegenüberstehender Winkel gegd
ben find, dasDreycck zu finden ift , lehrt Aufg . io.

d. U.

L E H RS A T Z ' 2Ii

Eig.jr . Zwey grade Linien AC, BD, welche auf cum
*E.14. dritten AB Jenkreckt flehn*, find parallel, d. h. tref-
*E 15f m " ie zuj ammm ■> fi wert ifcwtfie auch verlängert*.

Denn gefetzt de träfen in irgend einem Punkte 0
*E, 10. oberhalb oder unterhalb der Linie AB zufaaimen * ; fo

hatte man einen Punkt O , von welchem zwey ver-
fchiedne Perpendikel OA , OB noch derfeiben graden

* 1?. Lini 2 AB giengen , welches unmöglich jfi *.

[Hieraus - erhellt die Möglichkeit patallaler Lfc
Kien . — Die 15t* Erklärung gehörte alfo hierher .] ;

LEHRSATZ 22.

Tig. js. Wenn auf der graden Linie AB, eine andere SD
finkrecht und eine zweijte AC fchief aujfieht, fo daß
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der fpitze Winkel BAC nach der Seite jenes Perpendi¬
kels zu liegt, fo miiJJ'eiiBD, AC genug[am verlängert
[an der Seite der AB, auf welcher der fpitze Winkel
liegt] zvfammen treffen.

Aus verfchiednen Punkten F , C , P , der fchief-

■flehenden Linie AC feyen auf AB die Linien FG , CM,

PN fenkreclit gezogen.

Diefe Perpendikel fallen insgefammt auf die Seite

der AC , auf welcher der fpitze Winkel liegt * , d. u ^ .Z.e.

der Vorausfetzung nach insgefammt nach der Seite

desPerpendikels BU . Die Punkte G, M , N in welchen

fie auf die AB aufftehn , können nicht mit dem Punkte

A zufammenfailen , weil BAC kein rechter Winkel ift.

Eben fo wenig können fie in der entgegengefetzten

Verlängerung AL der Linie AB liegen . Denn fonft

müfste das im Punkte , A auf AB errichtete Perpendikel

AE von diefen Perpendikeln durchfehnitten werden,

(wiez. B. von FH in K) * , und dann waten von dem «Gr, 8.

Durchfchnittspunkte ( K) zwey veri 'chiedne Perpendi¬

kel auf AL vorhanden ( KA , KH ) welches unmöglich

ift * : folglich muffen die Punkte G , M , N in der Li- IS
nie AB von A nach B zu liegen.

Grade aus denfelben Gründen mufs , wenn AC

gröfser als AF ift , auch der Punkt M von G nachB zu

in der Linie AB liegen . Sollte er mit G zusammen¬

fallen , fo ftünden in G auf AB zwey verfchiedne gra¬

de Linien GF , GC fenkrecht , welches unmöglich ift * . *l Z s _

Sollte er in die entgegengefetzte Seite der AB fallen,

fo würde das Perpendikel aus C das Perpendikel FG

durchfehneiden , und aus einem Punkte aufserhalb der
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AB auf ihr zwey verfchiedne Perpendikel vorhanden
feyn , welches eben fo wenig möglich ift . Folglich
mufs der Punkt M von G nach B zu fallen , fo dafs
AM gröfsfir als AG ift.

Wenn man alfo auf AC ftets in gröfsern Entfernun¬
gen Punkte nimmt , und aus ihnen . fenkrechte Linien
auf AB zieht , fo fällt der Punkt wo lie auf AB aufftehn, I. Iimmer weiter und weiter von A ab . In diefem Wachs.
thum der Entfernungen AG , AM , AN Gränzen an¬
nehmen zu wollen , würde ungereimt feyn . Denn
gefetzt man wollte behaupten irgend eine der fenkrech-
ten Linien z. B. CM fey die letzte , folglich die , deren
Fufspunkt M am weiteften von A abftünde , fo liefse
lieh allemal , auf die Art , wie es hier gefchehn ift , dar-

*5q . 3. fehun, dafs wenn man die AB verlängert * , ein aus ir¬
gend einem Punkte P der Verlängerung auf AB gefäll¬
tes Perpendikel PN in einer Entfernung AN , die gro-
fser ais AM ift , aufftehn miifste ; einKeiultat , welches
der Annahme , dafs CM die letzte am weiteften von A
entfernte fenkrechte Linie fey , widerfpricht.

Folglich ftehn auf AB in jeder beliebigen , noch
fo grofsen Entfernung von Punkte A Perpendikel , die
aus einem Punkte der AC gefällt find , auf : folglich
auch in der En tfernung -AB , und hier mufs das Perpen¬
dikel mit der fenkrechten Linie BD zufammenfallen,
da in einem Punkte B einer graden Linie nur ein ein-

'I . Z.2. ^ S« Perpendikel auf diefe Linie möglich ift * : folg¬
lich müffen die Linen AC , BD genugfarn verlängert,
in irgend einem Punkte zufammentreffen , und zwar
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in der Seite der AI! , auf welcher der fpitze Winkel

BAC liegt.
[Anmerkung . Diefes ift der Fundamentalfatz in der Lehre

m dtnl'arallellinien , dcfl'en Beweis, wie ihn Le Gendre führt , ich

«fdas Vorfheilhaftefte darzuftellen,und , (wie man aus den Citatert

fehn kann) durch FJnfchaltung früherer von Le Gendre übergange¬

ner Sätze in das Syftem, ich noch beffer zu begründen gefucht habe.

Aus diefem Satz« folgt der £4ite Lehrfarz , deffen Beweis , wie

esfcheint, Euklid für unmöglich hielt , und den in der That noch nie¬

mand, fo viele Wege man auch eingefchlagen hat , elenientärifch und

völlig bindend dargethan hat. Hr . Le Genirc würde frch daher

ein bleibendes Verdienft um die Geometrie erworben haben , wenn

der hier mitgetheilte Beweis biedend und ohne Lücke wäre , und

fleh dagegen nichts anders einwenden liefse , als was Le Gendre

lelbft in einer Anmerkung erinnert , dafs die Idee des Unendli¬

chen dabey mit ins Spiel komme ( welches , wenn es nur auf ge¬

hörige geometrifche Art gefchieht , nicht tadelnswürdig feyn,

könnte). Ich glaube aber an Hr . Lt Geudres Beweis zweyerley

ausfetzen zu muffen.

Erßens wird im indirecten Beweife im Erden Abfatz unbe-

wiefen behauptet , dafs die als fenkrecht angenommene FH das

Perpendikel AE durchfehneiden müffe ; eine Lücke die jedoch

'eicht auszufüllen ift , wenn man nur die von unferm Verfaffcr

Vergangnere.Sätze vom Schneiden der Linien den Principien der

Geometrie zufügt , wie ich das zu thun verfucht , und deshalb

äutGvundfatz8 verwiefen habe.

Zmytens, und das ift die Hauptfache , fhut diefer Beweis

zwav überzeugend dar , dafs , falls es in der Verlängerung einer

graden Linie keine Grarizen giebt , (und dafs es die nicht gebe

liegt in Forderung sj es auch kein letztes Perpendikel aus Punk¬

ten der AC auf AB geben könne. Allein daraus folgt keineswegs,

wie im dritten Abfatz ftillfchweigend angenommen wird , dafs es

» dw Entfernung jener Perpendikel vom Punkte A keine Grämt

geben könne. Denn es wäre vielleicht doch denkbar , dafs bey
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gleich weit entfernten Punkten auf der AC , die Perpendikel aufM
immer weniger von einander abftünden , und ihre Entfernung»
vielleicht in einer geometrifchen oder andern unendlichen Reibe dit
e\nc endliche Summe hat , abnehmen könnten , da denn für gewili
Entfernungen der BD, die ACfich Ihr affymptotifch nähern würdt,
ohne fie je zu erreichen . In diefem Fall wärejcivar eine Grans
in der Entfernung jener Perpendikel vom Punkte A auf der Iii*
AB vorhanden , über die heraus für jede Entfernung von A keil
Perpendikel aus einemPunkte <in der AC die AB mehr duchfes":
te , allein dem ungeachtet gäbe es kein letztes Perpendikel,weis
bey allen Annäherungen ohne Ende keinen letzten Zuftand giebt.
Es fcheint daher etwas übereilt zu feyn , wenn Hr . Le Gen«1«• 4
im vierten Abfatz aus dem was dargethan ift ( d. h. daraus
es kein letztes Perpendikel giebt ) unmittelbar folgert , dafs i«
jeder noch fo grofsen Entfernung von A ein Perpendikel auffiele;
eine Folgerung die nur dann gültig wäre , wenn er dai'gcd»
hätte , dafs es in der Entfernung der Durchfchnittspunktc derPer-
pcndikel auf der Linie AB , vom Punkte A an gerechnet , fei«
Griinze giebt . So lange er uns diefes nicht beweift (und Ali
möchte auf dem Wege , den er einfehlägt , kaum möglich feyn)
können wir feinen Beweis nicht als bindend erkennen , fondem
muffen ihn , fo viel Scharffinn er übrigens verräth , den nid]
ganz geglückten Verfuchen die Schwierigkeit in der Theorie dtf
ParaUellinien zu heben , beyzählen . Unfcrm Lefer wird er w-
mgfteivs dazu dienen , dafs er einfieht , worauf die Schwierigkeit
bey diefem Satze beruht , welches mehreren , die fich mit diel«
Theorie befchäftigt haben , nicht fcheint recht deutlich gewefeti
zu iV/n. —- Ueber die Verfuchc die Theorie der ParaUellinienI
tuf einem andern Wege zu begründen , fehe man die erfte untert
den Bemerkungen , welche dielen Elementen angehängt find.

d. V,
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LEHRSATZ 23 . k
•Fig.js.-. Wenn ziuey grade Linien AC, BD mit ein»

hnj ritten AB zweij innere Winkel *" CAB, Jß *
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, denn Summe zwey rechten Winkeln gleich iß,

ja find ße parallel . '
Aus!dem Punkt G in der Mitte zwifchen AundB

fey fenkrecht auf AC die grade Linie EGF gebogen *. *AUiIj j,'

DetVorausfetzung näclrfind GBD + GAE zwey rech¬

ten Winkeln gleich . Nun find auch , .als Nebenwin¬

kel, GBD-f GBF zwey rechten Winkeln , alfo der

Summe jener beyden Winkel gleich *. Folglich GAE * Gr. r>

= GBF.* Üeb'erdem find als Scheitelwinkel AGE, *Gr. s»

EGF, und der Conftruction geraäfs die Seiten GA , GB

gleich. Folglich decken fich die beyden Dreyecke

AEG, BFG * , und auch die Winkel GFB ', GEA . 6f

find gleich. Nun ift GEA der Conftruction gern als

ein rechter Winkel , alfo auch GFß. Folglich ftehn

die beyden Linien AC, BD auf einer drittem fenkrecht,

Und alfo parallel *. * ' « t

[Folgerung . Sollen alfo zwey grade Linieh zu-

fammentreffen, fo muffen fie mit jeder dritten , wel¬

che fie durchfehneiden , zwey innere Winkel bil¬

den, die zufammen genommen grö'fser oder kleiner

als zwey rechte find.]

LEHRSATZ 24.

Wenn zwey grade Linien AI y BD , mit einer

dritten AB zwey innere Winkel BAI , ABD bilden ,

deren Stimme kleiner als zwey rechte Winkel iß , Jb

treffen fie genugflvn verlängert zufammen , und zwar

ander Seite der AB, an welcher die beyden innern Wiii*

H die kleiner als zieey rechte find , liegen.}

Man ziehe durch A die grade Linie AC , [ unter

tinem Winkel , welcher dem Nebenwinkel von ABD
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*Aufg4 gleich ift * ] fo dafs die beyden . innern Winkel CA!,
Aiii ) zufammengenommen zwey rechten Winkeln
gleich werden , und nehme dann diefelbe Conftructk
als beym vorigen Satze vor , — Da dann AE das Pei-
pendikel und AK eine fchiefftehende Linie auf EGil,
die beyde durch denfelben Punkt A gehn , fo ift da
Winkel AKE , weicher mit dem Perpendikel auf einer

♦ifiZ .2. lcy Seite der fchiefftehenden AK liegt , fpitz * , folg-
* , lieh auch fein Scheitelwinkel FKI *. Daher müden

KI , FD genugfam verlängert oberhalb EF zulammentrei
* 22, fen *. [ Nun aber können fie nicht in dem Stück BF

zufammentreffen ; weil fonft die Winkel BAI , ABD,
gegen die Vorausfetzung nicht auf einerley Seite k
AB liegen würden . Folglich muffen fie in dem Stück
BD , alfo oberhalb AB zufammentreffen , d. i. ander
Seite der AB , an welcher die beyden innern WinkelJ
die kleiner als zwey rechte lind , liegen . ]

Zufatz I . Daffelbe findet auch ftatt , wenn zwejf
Linien AM , BD mit der dritten AB zwey innere Win¬
kel BAM , ABD bilden , deren Summe größer ah zit-tj
rechte Winkel iß . Denn da die Summe der Nebenwin¬
kel BAM , BAN und ABD , Ai-jF vier rechten Winkelt

•j . Z. j . gleich ift * , und der Vorausfetzung nach BAMt f
ABD grö'fser als zwey rechte Winkel ift ; fo mufs dii I
Summe der beyden andern Winkel BAN + ABFklf
ner als zwey rechte Winkel feyn , alfo AN dem vo- i
rigen Beweife zu folge mit BF zufammentreffen , fjetit {
aber unterhalb AB , da in diefem Fall die innern Win- j
kel , die kleiner als zwey rechte find , unterhalb AB /
liegen .]
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Zufatz II . Durch jeden Punkt A iß mit einer

psden Linie BD nur eine einzige Paralkllinie AC mög¬
lich. Denn jede von AC verfchiedne grade Linie
AI oder AM , bildet mit AB einen kleinem oder einen

grpfsern Winkel alsAC , folglich zweyinnere Winkel,

deren Summe kleiner oder grö'fser als zwey rechte iftj
durchfchneidetalfo BD.

[Anmerkung . Die Beftimmung zu welcher Seite der AB,
diebeyden graden Linien zufammentrerTen, fehlte bey unfeim
Vefftffer mit Unrecht , da fie von vielem Gebrauch ilt. — Der
Lehrfatz felbft ift Euklidscilfer Gvundfatz, über den man einige
Bemerkungen am Ende diefes Werks findet , wo auch unter
VerMfer eine überrafchende analytifche Methode angiebt , wie
lieh die Häuptfätze der Geometrie unabhängig von der Theorie
der Parallellinien darthun latTen, ]

LEHRSATZ 25.

Wenn zwey ParaHellinien AB , CD von einer gm - Fig. 34,

dm Linie EF gefchnitten werden , Jo iß die Summe

dir beißen inneru Winkel AG0 , GßC zwey rechten

Winkeln gleich.

Denn gefetzt fie fey kleiner oder gröfser als zwey
»echte Winkel , fo müften , dem vorigen Lehrfatz za
folge,bey de Linien zufammentreffen , wären alfo nicht
parallel.

Folgerung j . Wenn AGQ ein rechter Winkel
fo mufs es auch der zweyte innere Winkel GOC

%n . Folglich fleht jede grade Linie , die auf einer von

zwty Parallellinien fetih ;echt fleht , auch auf der andern
fabeckt,
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Folgerung 2 . Da AGO + GÖC zwey rectal
Winkeln gleich ift ., überdem auch die Summe der»
benwinkcl GOD + GOC zwey rechte Winkel betiägt,
fo ift AGO gleich GOD , alfo auch gleich demScheittl
winkel des letzternCOF . Alfo iinclfowohl die vierfpiw
WinkelEGB , AGO , GOD , COF einander gleich,ili w
auch die vier ftumpfen Winkel EGA , EGO , GOC! Ae
DQt ; und jeder der fpitzen macht mit jedem e *e
ftumpfen Winkel zufammengenoinmen awey recht!
Winkel aus . — Umgekehrt ift , wenn AGO gleÜ

.1 d»'
GOD oder COF ift , auch AGO + GOC gleich GODl,.

I Ölt
-f - GOC d . h . zwey rechten Winkeln gleich . i ^

Anmerkung . Diefe Winkel liegen um zwey vcrfchieäsl oe:
DurchfchnittspunkteG , O. Ein Winkel an einem Durchfclioiisj
puukt in Verbindung mit einem Winkel am andern Dulxhfclrf
punkt betrachtet , geben Paare von Winkeln , denen man cf)
Namen gegeben hat.. Die Winkel zwifchen beyden Paraltf
nien , welche zu einerley Seite der durchfehneidenden Linie liege,
nennt man vorzugswejfe innen Winkel ( angles internes) i I
AGO , GOC auch BGO , GOD ; die Winkel zwifchen bcytel"
P'aralleilinien , welche auf entgegengefetzter Seite der durchl'ch"» t,;
denden Linie liegen , Wecbfilsainkel (angles akernes oder alteinö| fo
internes ) z, B. AGO , GOD auch BGO , GOC ; endlich «inPuj
Winkel auf einerley Seite der durchfehneidenden Linie , wow
einer zwifchen , der .andere aufserhalb der beyden Parailellina
liegt , äußere Winkel t( angles internes - externes ) , dergieidwj
EOD , F.G3 , auch EGA , EOG ; FGB , FOD , und FGA , FCC &
find. ("Die Winkel aufseihalb beyder,Parallellinien , auf entf n
gengefetzter §eite der durchfehneidenden Linie , z. E. EGBrf
COF nennt Le Gencin alterncs - externes ; im Deutfchen wür¬
den wir fie am fehicküchften äußere Wecbfelswinkel nennen.) - r.
In diefe Benennungen ubewrägen , fagt uafer Lehrfatz und &
vorhergehenden folgendes aus.

in
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1, Jfejnj ParalUlHuitn von einer dritten graclen Linie

Mßmhteu werden , fi find *} die inner «. Winkel t,nfaium<n
Ißaimen zweyrechten Winkeln gleich ; ß) die Wechfelswinkel und
'/) mich die ««/»er» Winkel untereinander gleich.

2. Wenn umgekehrt zwey grade Linien fo von einer dritten

dmehfehnirten werden , dafs die Summe der Innern Winkel zwey

rechte beträgt , oder dafs die Wechfelswinkel , oder dafs die
Aeafsern-Winkel gleich find ; fo find die Linien parallel *. Eins * 33»
diefer Merkmale zieht ftets die beyden andern nach (ich , wie aus
Folgerung2 erhellt.

[3. Werden dagegen zwey grade Linien von einer dritten fo
durchTchfiitren, dafs die innern Winkel nicht zwey rechten:, und Fig. 33

dieWechfelswinkel, fo wie die äufsern Winkel , nicht untereinan¬

der gleich find , fo treffen diefe Linien znfammen , und zwar an
der Seite- der durchfehneidenden Linie , an welcher die innern

WinkelIAB-f- ABD < s R find * ; folglich an der . Seite , wo • 24,

itt fefemtw der Wechfelswinkel Hegt IAB < ABB' oder ABD <C

JAL, oder an der Seite an welcher der kleinere von zwey au¬
fsein Winkeln zwifchen den Parallellinien liegt. ]

[4. Auf die Sätze unter 2 beruht die Conflruction der Faral-

W/imra, in Aufgabe 6 , und daher auch die Möglichkeit des l a-
nßäigrmms*, welches entlieht , wenn man von zwey Punkten » vti . i cj

einer Parallellinie nach der andern gleichlautende Linien zieht , jjg , ^
folglich Parallelen zwifchen Parallelen bildet . ]

LEHRSATZ 0,6.

Zwei] grade Linien AB , CD , welche mit einer Kg*31

dritten EF parallel ßnd , find untereinander felbfi pa¬
rallel, .

Es fey RP ein Perpendikel auf EF. Weil nun AB
m't EF parallel iß , fo fleht RP auch auf AB fenkrecht *. -J5 ,f ?
Weil zweytens CD mit EF parallel ift , fo fleht Rp

auf CD ftukrecht , Alfo flehn AB , CD beyde
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auf einer grade n Linie RP fenkrecht ; folglich findti

> * si . untereinander parallel *.

LEHR SATZ

Tie . 36. Zwey Parailellinien ficht überall gleich weit »
einander ab , d. h. Perpendikel , die v ou Punkten in ii

einen auf die andre gefällt werden , find überall g!o»|

Es mögen BA, DC zwey Perpendikel feyn , wii

che aus Punkten in der einen Parallellinie BD s.

die andre Parallellinie AC gefällt find . Fem;

fey F ein Punkt in der Mitte von ! BD , und H

dfrs Perpendikel aus diefem Punkt auf AC . Alle inj'

Perpendikel ftehn auf beyden Parailellinien zugleS

*iS. f. r. fenkrecht * , daher die Winkel um A , E , C , D, F,l

insgefammt rechte find . Diefes vorausgefetzt beliacps
ich , dafs das Viereck AHFB fich mit dem Viertel

CEFD deckt . Beyden ift die Seite FE gemein . Däfern«

die Winkel hey beyden rechte find , folglich einas«
decken , und der Conftruction gemäfs BF = FD«
fo fällt der Punkt B aufD , und da die Winkel b?

B und D beyde rechte , alfo ebenfalls gleich find,in

auch BA auf DC , Ueberdem fällt , weil bey E recl:

Winkel find , EA auf EC , folglich auch A auf C,i\
Durchfchnittspunkte zweyer zufammenfallender Ii

nien . Alfo decken fich die beyden Vierecke,

die Perpendikel AB , CD find gleich . [ Da dieferBêl

weis für alle Perpendikel gilt , io ftehn folglich im

Parailellinien durchgängig gleich weit von einanJs fer

*iö f. 1. a^ * » find ün e a e a eq ui d iftan t e s ; eine Eis* m
fchaft , woraus mehrere die Definition und die ga»i: H(

Theonil
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find Ii

>lt Hl

, j»m

l gldil
[1, *ll
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indff
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.Ugltit!
),tV
ehatpi
Viertel
a fem«
inani
FD»
«i k

Theorie der Paralleüinien zu gründen geflieht haben,
yma diefe Eigenfchaft jedoch eift vermöge des folgen¬
den Lehrfatzes tüchtig wird . Siehe Bemerkung u am
Ende diefes Bandes . ]

Zufatz . Grade auf diefelbe Art wird der tiwge-
bkrte Satz bewiefen , dafs eine Linie , welche von ei¬
ner graden Linie in allen ihren Punkten gleich weit
»Mteht, auch eine grade Linie , und zwar eine Paral¬
lellinie mit der erftern fefyn mufs . Daraus folgt dafs
eine Linie die mit einer gegebnen Linie parallel läuft,
dergeometrifciie Ort aller Punkte ift , welche von der
gegebnen graden Linie gleich weit abftehn , oder der
georaetriiehe Ort für die Aufgabe , einen Punkt anzuge¬
ben, der von einer gegebnen graden Linie um eine
gegebne Linie abfteht . Alle Punkte in der Parallelli¬
lie und keiner aufser ihr , thun dieler Aufgabe ge¬
nüge*. * E

id,

; reck;
C. ij

ler Li
*

[LEHRSATZ 2 .8 .]

Zwey grade Linien in einer Ebne , welche nicht Fig.
pmMfind , flehn überall ungleich weit von einander
»f>, und zwar wird ihr Abfand nach der Seite zu,
w> ße einander durchfehneiden , immer kleiner , nach
kr entgegeugefetzten immer gruj 'ser.

.fetfc Es mögen AC , BH , zwey grade Linien feyn,
i iv;; "eiche nach .der Seite vonC und H hin zufammentref - ,
nan-' ^n Von zwey Punktenß undH der einen , fälle man
Eig* auf die andere die Perpendikel BA und HC , fo mufs '
g# HC <BA feyn .

:w p
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1

Denn man errichte auf der Mitte von AC ein;
dritte fenkrechte Linie EG ; fo mufs , weil beydeLi
nien fich nach C und H zu , durchfchneiden foikn

» 23. f. diefer Vorausfetzung gemäfs EGH 4" GEC < 2 Ri|
folglich EGH < R alfo fpitz feyn . Nun aber IsTi!
das Viereck GECH fich wie im vorigen Beweife foJ
das Viereck GEAB legen , dafs GE , EC , CH , aufGf,
EA , AB , fallen . Gefetzt nun erftens CH fey gleä
AB , fo würden beyde Vierecke völlig einander äi,
cken ', alfo EGH ein rechter Winkel feyn , weiches
Vorausfetzung widerfpricht . Gefetzt zweytens CHI
fey gröfser als AB , fo würde , indem CH auf ABW

der Punkt H in der Verlängerung von 'AB , überlj
hinaus fallen ; folglich müften die Schenkel EG , Gfc

*E.ia. j3 den Winkel EGB einfchliefsen , alfo EGH > EGE'
d. i. der fpitze Winkel gröfser als der fiumpfe fey:
welches ungereimt wäre . Alfo mufs nothwendigE

kleiner als BA feyn , alfo der Abftand zweyer foki
Linien nach Ider Seite des Durehfchnittspunktes t
immer kleiner , nach der entgegengefetzten ließ P
fser werden.

Die beyden Linien alfo nähern fich einander im*
mehr auf der Seite des Perpendikels , auf welcher ja
Durchfchnittspunkt liegt , oder convergiren nach M
Durchfchnittspunkte zu , entfernen fich dagegen w»*f
ander immer weiter oder divergiren auf der entgegen?!]
fetzten Seite des Perpendikels . Und zwar nimmt m
ihr Abftand ohne Glänzen zu , und kann des»
gröfser - als jede angebliche Gröfse weiden.

d- Ü. f
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LEHRSATZ 2 $ .

Zwey Winkel BAC , DBF find gleich, wenn ihre ^ S- 38/

Schenkel nach einerley Seite zu untereinander parallel

laufen, d. h. Jo , dafs je zwey der parallelen auf ei¬
nerlei) Seite der andern Schenkel liegen.

Man verlängere , falls es nothig ift , den Schenkel
DE des einen Winkels , bis er einen Schenkel des an¬
dern Winkels in einem Punkte G durchfehneider.

Dann werden Jie beyden Paraüellinien EF, AC von ei¬

ner gvaden Linie DG durchfehnitten , folglich find,

alsäufsere Winkel , DEF , DGC gleich *. Ueberdem * 25 .A;

find auch DGC , BAC , als äufsere Winkel an den

Paralhliinisn GD , AB gleich ; folglich auch die Win¬

kel DEF, BAC. :
Anmerkung . Daraus , dafs die Schenkel zweyer Winkel

untereinander parallel find , lä.fst fich auf die Gleichheit beyder

Winkel nur unter der Bedingung fchliefsen , dafs die parallelen

Schenkel EE , AC nach einerley Seite der andern parallelen Schen¬

kels ED, AB, und diefe nach ' einerley Seite von jenen zu liegen

[qu'ils foyent diriges dans le intme fans ; -ein Wort dem im

Eeutfchen keins eutfprichr .] Auch lind die Winkel gleich , wenn

die parallelen Schenkel bsyäe auf entgegengefetzten Seiten der -

andern liegen. Zwey Winkel wie DE'H, BAC, in welchen zwey
der parallelen Schenkel E'D , AB diele Lage haben , die beyden

andernE'H , AC . aber auf entgegengefetzren Seiten der andern

Schenkel liegen , find nicht gleich , fondern ergänzen einander

M zwey rechten Winkeln,

LEHRSATZ SO.

Wenn man die Seite CA eines Dreyecks verlan-
êrt )fo .ifl der von der Verlängerung AD und der $ig. 39,

F 2
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andern nicht verlängerten Seite AB eingefcMofsne h

fsere Winkel am Dreyeck BAD der Summe der beyia
innern ihm entgegenflehenden Winkel Bund Cgleickl

Ziehe durch den Winkelpunkt A parallel mit der!

¥Aufg,6 gegenüberftehenden Seite BC die Linie AE *. Ändert
die Parallelen durchfchneidenden gvaden Linie AB finit

die Wechfelswinkel B , BAE , an der andern fie durcM

fchneidenden graden Linie CD die äufseren Winkel C,|

EAD gleich . Folglich ift B + C gleich ' BAE -}- HAßI

d. h , gleich dem ä'ufsern Winkel BAD.

[ l; o Igerung . Der äufsere Winkel ift alfo greifst!f

als jeder der beyden Innern die ihm gegenüberftehn .]J

LEHRSATZ 3 I.

Die drey Winkel eines Dreyecks find zufamn»
genommen zwey rechten Winkeln gleich.

Denn da nach dem vorigen Lehrfatz B ~f- C = BAD

ift , fo wird wenn man beyderfeits den dritten Winkelf

A hinzufügt , A + B + C == A + BAD = zwey rech-1
* 2. ten Winkeln . *

Fo Igerung t . Wenn zwey Winke! eines Dreyeck\

oder ihre Summe gegeben wird , fo iß auch der dritte U'i«' \

kel (als der Unterfchied xwifchen zwey rechten Win- 1

/ ' kein und diefer Summe ) bekannt. Ihn zu finden lehrt
Aufgabe 7.

Sind folglich in zwey Dreyecken zwty Winkel gleich, i

foßnd es auch die dritten Winkel , und beyde Dreyecke j
gleichwinklig.

Folgerung 2. Kein Dreyeck kann mehr als Emen

reckten oder Einen ßtimpfen Winkel haben. Denn hätte j
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es deren zwey , fa müften die drey Winkel züfammen-

genommen gröfset als zwey rechte leyn.

In jedem rechtwinkligen oder ftumpfwinkligen

Dreyeck find zwey Winkel fpitz . Im rechtwinkligen .

beträgt die Summe der fpitzen Winkel einen rechten

Winkel, und im rechtwinkligen gleichfchenkligen Dreyeck

\ ift jeder der fpitzen Winkel einem halben rechten

gleich*. Die Winkel an der Grundlinie,eines gleich- * u.

fclmkügen Dreyecks find allemal fpitz.

Folgerung 3. Im gleichzeitigen Dreyeck betragt

jtder Winkel zwey Drittel eines rechten *. * I2. f.

[Folgerung 4 . Nimmt man folglich auf dem ei- Fig. 17.

nenSthenkel eines rechten Winkels GCB ein beliebiges

Stück CG und befchreibt darüber ein gleichfeitiges

Dreyeck * , fo wird dadurch der rechte Winkel in *IL̂ 11,

Wey Stücke gefchnitten , weiche f R und f überragen

und lialbirt man den Winkel im gleichzeitigen Dreyeck

GCD* , fo wird der rechte Winkel in drey gleiche Theile 'Aufg .j

Itheät.)

LEHRSATZ %2.

Die Summe aller hinern Winkel eines gradeliiiig-

tm Vielecks beträgt fo vielmal zwey rechte Winkel ,

als das Fieleck Seiten , weniger zwey , hat.

Es fey Fig . 5 . ein Vieleck von beliebig viel Sei-

ten- Zieht man die Diagonale AC fo , ddfs fie ein Drey¬

eck ABC abfehneidet , fo bleibt ein Vieleck ACDEFG

ül) rig, welches eine Seite weniger als das erfte Vieleck

l'ät , und deffen Winkel zufammengenommen , ver¬

tritt um die Summe der Winkel des Dreyecks ABC,
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■d. h . umzwey rechte Winkel der Summe "der Winkel dt!
erften Vielecks gleich find . — Folglich ift die Summe al¬
ler Winüei eines Vierecks der Summe der Winkel ein«

Dreyecksundzwey rechten Winkeln , d. h . vier rechten
Winkeln gleich ; die Summe aller Winkel eines Fünfeck
dereines Vierecks und zwey rechten Winkeln , d. h. lecki
rechten Winkeln , und fo ferner , indem die Summ
aller Winkel für jede hinzukommende Seite um we)i
rechte Winkel grofser wird . Da nun unter Satz von
Dreyeck , Viereck , Fünfeck gilt , foigilt er auch vom
Sechseck u . f. w . Folglich betragt in jedem Viereckk
Summe aller Winkel fo vielmal zvvey rechte Winkt!
als das Vieleck Seiten , weniger zwey , hat . [ Gefell
alfo es habe n Seiten , fo ilt die Summe aller Win«'
diefes n Ecks gleich ( h — 2 ) X2R . ]

Folgerung 1. .In , einem gleichwinkligen Vu$
erhält man die Grö'fse jedes Winkels , wenn man äs
Summe alier , durch die Zahl , der Winkel di'/Äj
Daher ift jeder Winkel im gleichwinkligen Viereck ein rett|
ter , Im gleichwinkligen Fünfeck * R ; im gleickvinktm
Sechseck -|- R oder f Ru . f. f ; [überhaupt im gleich»'«
Jdigen nEc ^ , ( <; — 2 ) X 2 /?. ]
" ~ n . , I

Will man alfo lauter gleichwinklige Figuren vMe
einer gleichen Anzahl von Seiten fo um einen Pn»'1
in einer Ebne zufammen legen , dafs fie ringsumher H
einander fchliefsen , und keine Lücke laden , fo laß»
das nur mit 6 gleichwinkligen Dreyecken , oder fflij
4 gleichwinkligen Vierecken , oder mit 5 Sechseck«]
und mit keiner andern gleichwinkligen Figur bewe*|
Welligen,]



DIE GRADE LINIE etC,

[Folgerung 2. Verlängert man eine Seite des

Vielecks, fo entfloht ein äüfserer Winkel , der als Ne¬

benwinkel des innern , diefen zu zwey rechten Win¬

kln ergänzt . Verlängert man daher an jedem der

Winkelpunkte eines n Ecks eine der Seiten , fo find

iien 'dufsern Winkel des Vielecks, die dadurch entftehn,

mtfornmengenommen gleich dem , was der Summe aller

innern Winkel des Vielecks an n rechten Winkeln

fehlt, mithin allemal gleich zwey rechten Winkeln.

Doch gilt diefes nicht bey Vielecken mit erhabnen

Winkeln*, wiewohl für diefe die Ausfage des Lehrfatzes « e . jg.

wahr bleibt , Bey ihnen nimmt für jeden erhabnen

Winkel die Summe der äußern Winkel mit zwey

rechten Winkeln zu .]

[Anmerkung , Der hier geführte Beweis des Lehrfatzes

ift unferm Yerfaffer eigen. Zieht man aus einemjwillkührliih im

Vieleck angenommenen Punkte C nach den Eckpunkten grade jjr , .«j

Linien, fo entftehn fo viel Dreyecke als die Figur Seiten hat,

imn Eck alfo n Dreyecke, de;e'n Winkel zufammenginomroer»

n X 2 R befragen. Die Stimme diefer Winkel übertrifft die

Summe aller Winkel des n Ecks um die Winkel welche am Punk¬

teCliegen, d, h. um vier Rechte *, oder 2 X 2 R , daher alle*5:. Z 2,

Winkel des nEcks znfammengenommen(n —2) X 2 Rbetragen.

Das ift der gewöhnliche Weg diefen Satz zu beweifen.]

[LEHRSATZ 33 .]

Wenn man auf den Schenkeln eines WinkelsAVig^

zwey Perpendikel BD, CE, errichtet, fo durchfehnci-
dm fich diefe unter einen WinkelG, welcher dem Win¬

kelA gleich iß.
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Dafs beyde Perpendikel fich in irgend einenfUnkte G durchfchneiden müffen , folgt daraus , weil E:
fonft parallel leyn , alfo beyde fowohl auf dem eines■als dem andern Schenkel des Winkels A fenkrecht ftebii ' inüften * , da denn diefe Schenkel felbft , gegen die
Voraussetzung , parallel wären . Hierbey giebt es nmiwey Fälle , je nachdem der Durchfchnittspunkt 6 an-
fserhalb der beyden Schenkel des Winkels A , oder:xwifchen ihnen tällt.

Liegt G aufserkalb der beyden Schenkel , fo enH
ftehn zwey Dreyecke GFB , ACF , worin B und Call!rechte Winkel , und überdem die Scheitelwinkel bey\f gleich find . Folglich find auch ihre dritten Winkelt-A und G gleich , welches zu erweifen war.

f ' -V'-v̂ flLiegt der Durchfchnittspunkt g der PerpendikelBg , cg zwifiheti den Schenkeln des Winkels A , foentfteht ein Viereck ABgc , worin die Winkel beyB und c rechte find . Da nun die Summe aller vier
Winkel des Vierecks nach dem vorigen Lehrfatz vierrechte beträgt , fo ift A + Bgc = 2 R. Es find aber auch
als Nebenwinkel Bge Bgc ~ 2 R , folglich ift A= . Bge , welches zu erweifen war.

An rae vk u n g. Im erften Fall ift alfo der Winkel denÄiibeyden Perpendikel BG , CG felbft tinfcbliefsen, dem Winkel4gleich. Im ztuey'tfn ift es hingegen der Nebenwinkel des Winkel!Bgc, den die beyden Perpendikel felbft einfchliefsen, oder derWinkel den eins der Perpendikel und die Verlängerung des an¬dern umfpannt. Auf diefe Eeftimmung mufs man bey der Anwen¬dung diefes Satzes, den ich in keinem Syftem der Geometriefinde , forgfähig fehn. ,3 tj.
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LEHRSATZ ^ 4.

Jedes Parallelogramm iMrA1) durch eine Dia¬
gonale in ziccy fich deckende Brey ecke getheilt; und
i ) find die gegeniiberßehenden Seiten und WinkelFig. 4t
deffclben einander gleich.

Es fey ABCD ein Parallelogramm * , und .AC eine 25,A,y"
Diagonale deflelben . Diefe bildet mit den beyden Paa¬
ren gegenübertlehender paralleler Seiten gleiche Wech-
felswipkel DAG = BGA undDCA = BAC *, folglich * sy.
Twey Dreyecke ADC , ABC , die , da fie über die ge-
meinfchafiliche Linie AG belchrieben find , einander
decken*, * 7'

Deshalb find zweytens die fich deckenden Seiten
AD, BC, und AB, DG welche im Parallelogramm ein¬
ander gegenüberftehn , gleich '; ferner die gegenuber-
ftehenden Winkel B = ' D und endlich auch , als Sum¬
men der gleichen Winkel DAG -f BAC und BCA -f-
DCA, die gegcnübci (lebenden Winkel A = • C.

[Folgerung 1. Folglich ßnd überhaupt Paralle.
Im zwifclicn Parallele » ( nicht blos rechtwinklige * ) « «- * 27-
»tidcr gleich. Wenn i . B AB , CD , und zugleich EF , Fig. 34,.
HI, parallel find , fo ift GH = Ol und GO = HI.

Daraus folgt dals der geometrische Ort des End¬
punkts G einer gegebnen graden Linie OG , welche
auf einer zweyten CD unter einer gegebnen Lage,
*>B- parallel mit HI auffleht , eine . Parallellinie AB mit /
in «llem ift . (Apoll , eb . Öert . I . 20) i-teht fie auf ei¬
nem Kreife unter einer gegebnen Lage auf , fo ift ihr
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Ort ein Kreis , wie aus dem folgenden Buche erhell«
wird

Fig. 37'

* 2J,

Folgerang , 2» Werden umgekehrt Parallelen m
«Wey andern Linien fo durchfchnitten daß der Abfchnin cij
der einen kleiner als auf der andern iß , fo convergirm b
durehfchneif 'enden Linien nach der Seite des kleinem AI-
fchnitts zu einander , und treffen hier , gehörig verlän¬

gert , zufammen .]

[Zufatz I . Ein Parallelogramm wird äffe durchki
Stücke völlig beßimmt , nemlich durch zwey aneinanäuj
liegenden Sehen, AB, AD , denen die gegenüberftehtn-
den gleich feyti muffen , und durch einen Winke! ii
den von AB , AD , eingefchlofsnen Winkel A. Dem
der Winkel C , der diefem gegenüberfteht , ift
gleich , und die beyden Winkel , welche mit ihm an
derfelben Seite anliegen , ergänzen ihn wegen des Pf■ v
rallelismus der gegenüberftehenden Seiten zu . xwj
rechten Winkeln *.

Hat folglich ein Parallelogramm einen rechten W'dh
fo find ße alle recht und die Figur iß ein Rechteck.

T*̂ 5i!f| | ^ ^ i !l V y ■ .̂ ::
Das Parallelogramm aus drey gegebnen Stücken

wirklich zu befchreiben , lehrt mit Hülfe des folgen«1
Satzes Aufg . 11 , wo überdem die Möglichkeit &!
in Erkl . 19 erwähn 4' n Arten der Parallelogramme ¥
gethan wird.

Zufatz II . Unter allen Parallelogrammen Ii
das Rechteck das einzige das völlig beftimmt ilt,
zwey Seiten gegeben werden ; bey den übrigen koO*
es noch auf den Winkel an , unter welchem diefe f
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ten gegen einander geneigt find . Hierauf gründet fich

der Sprachgebrauch ABCD ein Rechteck aus der, bey-dftn Big.' 43

Linien AB, SC , oder « » Rechteck unter (liefen Linie» zu

nennen, und es lediglich durch diefe beyden Linien

zu1 bezeichnen , z . B. durch ABBC oder ABC » So be¬

deutet alfo das Rechteck ABE ein Rechteck , weiches

jus den beyden Linien AB und BE befchrieben ilt.

Die Alten dehnten diefen Sprachgebrauch feibft fo weit

aus, dafs fie ein folches Rechteck durch den Ausdruck:

dasivas zwifchen den beyden Linien AB undBE eingefchlos-

fmiß , bezeichneten.

EinQuadrat wird durch eine Seite völlig beiHmmt,

dalier man die Quadrate durch ihre Seiten ehatacteri-

firt. So ift Fig . 44 . ein Quadrat aus AB belchrieben , oder

dasQuadrat der Linie AB.

Zufatz III . Zivey Rechtecke aus gleichen Seile»

decken fich , denn fie find , nach dem was hier geiagt .

ifti innerlich einerley , nur In ihrem Ort vcricineden,
und müden deshalb congruiren ■*. Hie haben alibauch . „

*Gr . 5.
flets einen gleichen f läcbenrauttfi

Grade fo decken Jicb ziaey Quadrate welche iibei' lghh

chin Seiten befchrieben find.

Die Sätze in diefen Zufätzen werden uns im dritten

Buche von grofsera Nutzen feyn . d, U .J

LEHRSATZ 35.

Umgekehrt iß jedes Viereck, worin die gegen- F; ^
täerfiehendiu Seiten[oder die gegeniiberfielienden Win-

kd] einander gleich ßnd , ein Parallelogramm.
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T. Ift Sri Viereck ABCD , AB = CD , und AD=
BC ; fo thellt die Diagonale AC das Viereck in xwey
Dreyecke , welche gleiche Seiten haben , folglich ein-

• ii , ander decken * , worin alfo die Winkel ACD , CAB
und ACB , CAD , die gleichen Seiten gegenüberste¬
hen , gleich find . Sind aber diefe Winkel gleich , fc
muffen die einander gegenüberftehenden Seiten des
Vierecks parallel feyn . Folglich ift das Viereck ABCD
ein Parallelogramm,

[2 . Sind im Viereck ABCD die Winkel A = G,
und B = D , fo find auch A + B == C + D. Alle
Winkel des Vierecks find aber zufammengenommen

• 33, vier rechten gleich '*. . Mithin muffen A + B , folg¬
lich auch A -f- D , zwey rechten Winkeln gleich i'eyn,
und daher die Seiten AD , BC , und AB , DC , paral-

• 2j. lel laufen * Alfo ift das Viereck ABCD ein "Paralle¬
logramm . ]

[Folgerung . Jedes Viereck mit vier rechten Win¬
keln ift alfo ein Parallelogramm , folglich nothwendig

* E 19. e' n ß ecntec k *-

Auch ift jeder Rhombus und jedes Quadrat notlv
wendig ein Parallelogramm . ]

[Anmerkung . Sind in einem Viereck zwey der gegen¬
überftehenden Winkel gleich , die beyden andern ungleich, '»
könnm nicht beyde Paar der gegenüberftehenden Seiten paralM
Hufen ; das Viereck ift alfo ein Trapezium . Und doch wird
es durch eine der Diagonalen halbirt . Diefes Merkmal reicht
alfo bey einem Viereck nicht hin es zu einem Parallelogramm z«
machen . Dazu wird das Merkmal erfordert , welches Lehnta
37 ausfagt . ]
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LEH RSÄTZ 3<?•

Wenn zwey Seiten AB, CD eines Vierecks, wel¬
ch'einander gegemiherflehn, gleich und parallel find;
Jüfind auch die beyden andern Seiten AD , BC
gleich und parallel, und das Viereck iß ein Paralle¬
logramm.

Ziehe die Diagonale AC . Diefe bildet mit den Pa-
rallelenAB, CD gleiche Wechfelswinkel BAC , DCA * " aJ*
Da überdem der Vorausfetzung nach die Seiten Aß,
DC gleich lind und den Dreyecken ABC , DAC die
Diagonale AC gemeinfehaftiieh ift , fo decken fich
diefe beyden Dreyecke . * ' Allo find auch die Seiten *
AD, BC gleich , folglich ift das Viereck ABCD ein Pa¬
rallelogramm. *

[Zufatz . Dagegen iß ei» Viereck kern Parallelo¬
gramm, wenn zwar zwey gegenüberßebende Seiten gleich ,
über nicht zugleich parallel * , oder wenn fie parallel aber
nicht gleich //«</, Denn gefetzt ein folches Viereck
wäre ein Parallelogramm , fo wären beyde Paar der ge-
geniiberftehenden Seiten gleich und parallel * , gegen
die Vorausfetzung . ] * 34>

34-

LEHRSATZ 37.

Die beyden Diagonalen AC, BD eines Paralle- Fig. 4a
hgrmums theilen einander ivechfelfeitig in zwey glei-
c'« Theüe.

[Umgekehrt iß jedes Viereck, dejjen Diagonalen
M wechfiifiitig in gleiche Theile zerfchneiden, ein
^rallelogramm.}
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In den bcyden Dreyecken ADO , CBO find die
Seiten AD , BC , nicht nur gleich , fondern auch pa-

rallel , folglich ebenfalls die Wechfelswin !; el A , C unl

D , B gleich . Alfo decken lieh beyde Dreyecke , und

die den gleichen Winkein A , C und D , B gegen-

übersehenden Seiten find gleich BO = OD , AO

7" = OC *. Es halbiren lieh alfo beyde Diagonalen wect.

felfeitig.

[Halbiren lieh umgekehrt die beyden Diagonalen
«iries Vierecks im Punkte O, fo decken lieh die Dreyecke

welche an ihrem Durchfchnittspunkt einander gegen-

* ^ ' über liegen * , alfo auch die gegenüberftchenden Sei¬
ten , dahtr das Viereck ein Parallelogramm ift,

Folgerung . Ein Punkt 0 welcher in der Mittel

einen Diagonale eines Parallelogramms liegt , mufi foltj®
■auch in der andern Diagonale , und zwar in deren Mit«

liegen. Man kann ihn den Mittelpunkt des Parallelo¬

gramms nennen . Jede grade Linien , weiche durch
ihn gezogen wird , theilt das Parallelogramm in i« j
iich deckende Figuren , und zwar , wenn es keineDiä-

gonale ift , in zwey fich deckende Vierecke , wie Ö

ohne Schwierigkeit , aus den lieh deckenden D«f

ecken , die dann gebildet werden , zeigt . ]

[Zufatx . Da im Parallelogramm je zwey W*

kel von Seiten , die untereinander gleich find , einge-
lchloffen werden , fo mufs im fchiefwinkligen Paralle¬
logramm die Diagonale BD , welche den kleine™

Winkeln gegenüberfteht , kleiner als die Diag°n!li{
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AC feyn, welche den gröfsern Winkeln gegenüber-

lleht*. Im Rechteckfind dagegen die beyden DIago - * ig,

Halen gleich folglich auch die Theile die fi* auf. 6 f-
einanderabichneiden, daher das gleichzeitige Rechteck,
d, h. das Quadrat durch feine beyden/Diagonalen in Fig. 45.

vier untereinander gleichzeitige , folglich fich decken¬

de, gkichfchenklige Dreyecke getheilt wird. ] 44»

:äi

M

aä
Iii/

Di;'

fr
nge-
alle-l
itrn


	Seite [1]
	Seite 2
	Seite 3
	I. Erklärungen (Definitionen).
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	Seite 29
	Seite 30
	Seite 31
	Seite 32

	II. Grundsätze (Axiome).
	Seite 32
	Seite 33
	Seite 34
	Seite 35
	Seite 36
	Seite 37
	Seite 38
	Seite 39

	[III. Forderungen (Postulate)]
	Seite 40
	Seite 41
	Seite 42
	Seite 43

	Die Gerade Linie, Das Dreyeck Und Das Viereck.
	Lehrsatz 1. Alle rechte Winkel sind einander gleich.
	Seite 43
	Seite 44
	Seite 45

	Lehrsatz 2. Jede grade Linie CD, welche mit einer andern AB zusammentrifft, bildet mit dieser Linie zwey Nebenwinkel ACD, BCD, * deren Summe zwey rechten Winkeln gleich ist.
	Seite 45
	Seite 46

	Lehrsatz 3. Zwey grade Linien, welche zwey Punkte A, F mit einander gemein haben, fallen in ihrer ganzen Ausdehnung zusammen, und bilden nur eine einzige grade Linie.
	Seite 46
	Seite 47

	Lehrsatz 4. Wenn eine grade Linie CD auf den Durchschnittspunkt zweyer andrer graden Linien AC, CB so aufsteht, dass sie mit ihnen zwey Winkel bildet, deren Summe zwey rechte Winkel beträgt, so liegen AC, CB in einer graden Linie.
	Seite 47

	Lehrsatz 5. Wenn zwey grade Linien AB, DE einander schneiden, so sind die Winkel, welche am Durchschnittspunkt einander gegenüberstehen, und die man Scheitelwinkel nennt, einander gleich.
	Seite 47
	Seite 48
	Seite 49

	Lehrsatz 6. Zwey Dreyecke decken sich, wenn ein Winkel die beyden ihn einschliessenden Seiten in beyden Dreyecken gleich sind.
	Seite 49
	Seite 50

	Lehrsatz 7. Zwey Dreyecke decken sich, wenn eine Seite und die beyden Winkel, welche an ihr liegen, in beyden Dreyecken gleich sind.
	Seite 50
	Seite 51

	Lehrsatz 8. In einem Dreyecke ist jede Seite kleiner als die Summe der beyden andern Seiten.
	Seite 51
	Seite 52

	Lehrsatz 9. Nimmt man innerhalb eines Dreyecks ABC irgend einen Punkt O, und zieht von demselben nach den Endpunkten einer der Seiten z.B. der BC, grade Linien OB, OC, so ist die Summe dieser beyden Linien kleiner als die Summe der beyden andern Seiten des Dreyecks, d.h. als AB + AC.
	Seite 52

	Lehrsatz 10. Wenn zwey Seiten AB, AC eines Dreyecks ABC zweyen Seiten DE, DF eines andern Dreyecks DEF gleich sind, und der Winkel BAC den die erstern einschliessen, ist größer als der Winkel EDF, den die andern einschliessen, so muss die dritte Seite BC, im ersten Dreyeck, grösser seyn als die dritte Seite EF im andern Dreyeck, [und ist umgekehrt BC>EF, so muss auch der Winkel BAC>EDF seyn.]
	Seite 52
	Seite 53
	Seite 54
	Seite 55

	Lehrsatz 11. Zwey Dreyecke die untereinander gleichseitig sind, sind auch untereinander gleichwinklig, * und decken sich.
	Seite 55
	Seite 56

	Lehrsatz 12. In jedem gleichschenkligen Dreyeck sind die Winkel an der Grundlinie *, welche den gleichen Seiten gegenüberstehn, gleich.
	Seite 56
	Seite 57
	Seite 58

	Lehrsatz 13. Hat umgekehrt ein Dreyeck zwey gleiche Winkel, so sind auch die Seiten welche den gleichen Winkeln gegenüberstehen gleich, und das Dreyeck ist gleichschenklig.
	Seite 58

	Lehrsatz 14. Von zwey Seiten eines Dreyecks ist stets die die grössere, welche einem grösseren Winkel gegenübersteht. - Umgekehrt ist von zwey Winkeln eines Dreyecks stets der der grössere, welcher einer grössern Seite gegenüber steht.
	Seite 58
	Seite 59

	Lehrsatz 15. Von einem Punkte A ausserhalb einer graden Linie DE, lässt sich nach dieser Linie nur eine einzige senkrechte Linie ziehn.
	Seite 59
	Seite 60

	Lehrsatz 16. Man denke sich von einem Punkte A nach einer graden Linie DE die senkrechte Linie AB, und mehrere schiefaufstehende grade Linien AE, AC, AD etc. gezogen, so ist:
1) die senkrechte AB unter allen diesen Linien die kürzeste.
2) Unter den schiefstehenden Linien sind je zwey, z.B. AC AE, welche auf entgegengesetzten Seiten derselben....
	Seite 60
	Seite 61
	Seite 62
	Seite 63
	Seite 64
	Seite 65

	Lehrsatz 17. Es sey EF eine auf der graden Linie AB, in deren Mitte C, aufstehendes Perpendikel, so ist 1) jeder Punkt in diesem Perpendikel von den beyden Endpunkten der geraden Linie AB gleich weit entfernt; 2) jeder Punkt ausserhalb des Perpendikels hingegen von diesen Endpunkten ungleich weit entfernt.
	Seite 65
	Seite 66

	[Lehrsatz 18.] Zwey Dreyecke DEF, NBL decken sich, wenn in ihnen zwey Winkel und irgend eine Seite gleich sind.
	Seite 66
	Seite 67

	Lehrsatz 19. Zwey rechtwinklige Dreyecke decken sich, wenn die Hypotenuse und eine der Katheten in beyden gleich ist.
	Seite 68

	[Lehrsatz 20.] Zwey schiefwinklige Dreyecke decken sich, wenn in ihnen zwey Seiten und einer der Winkel, welcher diesen Seiten gegenübersteht, gleich sind, und dabey die zweyten gegenüberstehenden Winkel beyde spitz, oder beyde stumpf sind.
	Seite 68
	Seite 69
	Seite 70

	Lehrsatz 21. Zwey grade Linien AC, BD, welche auf einer dritten AB senkrecht stehn*, sind parallel, d.h. treffen nie zusammen, so weit man sie auch verlängert*.
	Seite 70

	Lehrsatz 22. Wenn auf der geraden Linie AB, eine andere BD senkrecht und eine zweyte AC schief aufsteht, so dass der spitze Winkel BAC nach der Seite jenes Perpendikels zu liegt, so müssen BD, AC genugsam verlängert [an der Seite der AB, auf welcher der spitze Winkel liegt] zusammen treffen.
	Seite 70
	Seite 71
	Seite 72
	Seite 73
	Seite 74

	Lehrsatz 23. Wenn zwey grade Linien AC, BD mit einer dritten AB zwey innere Winkel* CAB, ABD bilden, deren Summe zwey rechte Winkeln gleich ist, so sind sie parallel.
	Seite 74
	Seite 75

	Lehrsatz 24. Wenn zwey grade Linien AI, BD, mit einer dritten AB zwey innere Winkel BAI, ABD bilden, deren Summe kleiner als zwey rechte Winkel ist, so treffen sie genugsam verlängert zusammen, und zwar an der Seite der AB, an welcher die beyden innern Winkel, die kleiner als zwey rechte sind, liegen.
	Seite 75
	Seite 76
	Seite 77

	Lehrsatz 25. Wenn zwey Parallellinien AB, CD von einer graden Linie EF geschnitten werden, so ist die Summe der beyden innern Winkel AGO, GOC zwey rechten Winkeln gleich.
	Seite 77
	Seite 78
	Seite 79

	Lehrsatz 26. Zwey grade Linien AB, CD, welche mit einer dritten EF parallel sind, sind untereinander selbst parallel.
	Seite 79
	Seite 80

	Lehrsatz 27. Zwey Parallellinien stehn überall gleich weit von einander ab, d.h. Perpendikel, die von Punkten in der einen auf die andre gefällt werden, sind überall gleich.
	Seite 80
	Seite 81

	[Lehrsatz 28.] Zwey grade Linien in einer Ebne, welche nicht parallel sind, stehn überall ungleich weit von einander ab, und zwar wird ihr Abstand nach der Seite zu, wo sie einander durchschneiden, immer kleiner, nach der entgegengesetzten immer grösser.
	Seite 81
	Seite 82
	Seite 83

	Lehrsatz 29. Zwey Winkel BAC, DEF sind geich, wenn ihre Schenkel nach einerley Seite zu untereinander parallel laufen, d.h. so, dass je zwey der parallelen auf einerley Seite der andern Schenkel liegen.
	Seite 83

	Lehrsatz 30. Wenn man die Seite CA eines Dreyecks verlängert, so ist der von der Verlängerung AD und der andern nicht verlängerten Seite AB eingeschlossne äussere Winkel am Dreyeck BAD der Summe der beyden innern ihm entgegenstehenden Winkeln B und C gleich.
	Seite 83
	Seite 84

	Lehrsatz 31. Die drey Winkel eines Dreyecks sind zusammengenommen zwey rechten Winkeln gleich.
	Seite 84
	Seite 85

	Lehrsatz 32. Die Summe aller innern Winkel eines gradelinigen Vielecks beträgt so vielmal zwey rechte Winkel, als das Vieleck Seiten, weniger zwey, hat.
	Seite 85
	Seite 86
	Seite 87

	[Lehrsatz 33. ] Wenn man auf den Schenkeln eines Winkels zwey Perpendikel BD, CE, errichtet, so durchschneiden sich diese unter einen Winkel G, welcher dem Winkel A gleich ist.
	Seite 87
	Seite 88

	Lehrsatz 34. Jedes Parallelogramm wird 1) durch eine Diagonale in zwey sich deckende Dreyecke gehteilt; und 2) sind die sich gegenüberstehenden Seiten und Winkel derselben einander gleich.
	Seite 89
	Seite 90
	Seite 91

	Lehrsatz 35. Umgekehrt ist jedes Viereck, worin die gegenüberstehenden Seiten [oder die genüberstehenden Winkel] einander gleich sind, ein Parallelogramm.
	Seite 91
	Seite 92

	Lehrsatz 36. Wenn zwey Seite AB, CD, eines Vierecks, welche einander gegenüberstehn, gleich und parallel sind; so sind auch die beyden andern Seiten AD, BC gleich und parallel, und das Viereck ist ein Parallelogramm.
	Seite 93

	Lehrsatz 37. Die beyen Diagonalen AC, BD eines Parallelogramms theilen einander wechselseitig in zwey gleiche Theile.
	Seite 93
	Seite 94
	Seite 95



