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/ [Diefes Buch belchiftior fich mit Unterfuchungen {iber den
(g5 1

15 i
Ithale der gradelinigen¥ iguren, worauf fich allesAusmeflen und

id ek B Ausrech nen diefer Figuren gritnder, und mit Ve -gleichungen des

) mi Inalis von Figuren

befoniders von Rechtecken und (;\‘i;ldjl':-}[{l{l:

reiehe i lvas T oo . - e R i 3%
eleh B Yoehe tber Linien von einer gewiflen Eintheilung, oder iiber

en bef:

ft]l'] tmmeer Figuren, oder {iher Linitn im Kreife befchrie-
B= B find Vergleichungen aus denen fich nicht- nur. manche in-
Eigenichaft diefer Figuren und -des “Kreifes ergiebt

= L S et i - - g
die-guch fiyr die folgenden Materien von grofser Wich-

jof |

find.  Le Gendre trigt U

rdem’” imy  dritten Fuch

Eira LN, T TR s B Lo
Lehre von der ;‘f‘\tl'.-n;;gn'nc.lt det Flichenriume vor; allein da

Is die in
N vorigen Biichein {r,-i-,; zum Drey

chen’) an

wallen find ; fo verweife ich die letzte Materie ganz in das

DERT
viere Buch,

tsﬁ"'

Im Ganzen konnte ich zwar hier die Ordnung

|1.-. T 47 B L | - ' I
b b Le Gendres beybehalten, (nur dafs er die Sirze tiber den Kreis :

: Wwelche s Ende diefes Buchs ftehn, und won denen bey
o jo' =S ;

nitein Paar vorkommen) aus der Lehre von ‘der Achnli T
citer 5 allein fein Vorerag ift fo mangelbaft, fo vollet {4
und ibergeht fo viele wich und zur feinern Kenntaifs der IS Y
Gtometrie umentbehiliche Sitze, die zwar in Compendien, aber I:_
inem vollft: indigen L(:i;rlmf:i'irf der Wiflenfchate fehlen diir- +
vdals ich diefes Buch grofser ntheils habe umfchmelzen mufien,
L'"ﬁ idels micht die Gleich formigkeit der Behandlung zu ftoren; :Z';-r'
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werde ich die Rolle des Ueberferzers beybehalten, und was ri
allein gehort, wie in den verigen Biichern noch ferner mi diske
Zeichen'[ ] umklammern

G-l boeart

Erklairungen

T,

[Die Hohe einer Figur wird durch den v
ftand zweyer Parallellinien beftimmt, wovon die &l
durch irgend eine Seite der Figur (ibre Grunding
die andere durch den Punkt, oder durch die Punkt
der Figur geht, die am weiteften von diefer Linie et
fernt find,  Die Hobe einer Figur wivd mithin duch

Perpendikel gegeben, welches man aus einem gener Casih

*L16.fxauf die Grandlinie oder deven Verlingerung fillt X,

th 37

o) Sind alfo zwey Figuren fo befchaffen, &,
wenn man ihre Grundlinien in grader Linie fellt,
ve Spitzen, oder ihre der Grundlinie g‘egenﬂberﬂr-
liende Seiten, in derfelben Parellellinie fallen, fo bi
fie gleiche Hibe.

B) Umgekehrt laffen Figuren von gleicher Hik
fich immer zwifchen einerley Parallellinien fo lg
dafs ihre Grundlinien in die eine, ihre Spitzen &
hochften Seiten in die andre fallen,

Wendet man diefe Sitze insbefondere auf ©

Dreyeck und auf das Parallelogramm an, fo ergeh

fich daraus die folgenden Erklirungen. ]
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INHALT GRAPEL: FIGUREN. 229
Was. mit o,
W Nimmt man irgend eine Seite AB eines Dreyecks Fige Te
: ABC 2ur Grundlinie an ¥, fo ift das Perpendikel CD, *I.E.18.
* | welches aus der Spitze, das heifst aus dem gegenii-
berltechenden  Winkelpunkt C, auf die Grundlinie
oder deren Verlingerung gefillt wird , die Hihe des
Dreyecks, F
[«) Legt man die Grundlinien zweyer Dreyecke
_E'“ ‘TLI} ingrader Linie, und zieht durch ihre Spitzen eine
b gmd'e Linie, fo find beyde Dreyecke von gleicher oder
ndink mgleicher Hobe ; je nachdem diefe Linie mit der Grundlinie
‘uakl parailel linft , oder nicht *. ¥E. 1,
::;;: £) Ift im rechtwinkligen Dreyeck die eine Kathets
Pyl Grundlinie, f{o ftellt die andere die Hohe dar. ]
3e .
daj,i' Nimmt man eine Seite eines Parellelogramms :
E;lé:;r&:: ABEC, z, B, AB zur Grundlinie *, fo wird der Abftind e g .
;Lzafaet Ger gegeniiberfichenden Seite CE von diefer Grundli-
nie, (mithin das Perpendikel CD oder EF zwifchen ]
diefon beyden paralielen Seiten oder deren Verldnge- Bl
¢ Bk} mng) die Hibe des Parallelogramms genannt,  Eben ik Lgdiih
g} Do ik die Hihe eimes Trapezoid* das Pcr[;en- ¥.E.r9. :
n ok} kel EF zwifchen den beyden: parallelen Seiten def: rig 14, i CHHEE 8
fclhen, deren eine man ftets fiir die Grundlinie an- it i
Tk nimmt. |
2rgebl [Legt man die Grundlinien zweyer Parallelogramme pis, . :
in grader Linie, {o liegen, ift die Hohe diefer Paral. :
lelogramme gleich , die gegeniiberfichenden Seiten 4
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auch in grader Linie, und zwar in einer graden Lij,

Auk PR S R ST sty ‘
weicine mit der erftern parallel lauft; und i umg:

' kehrt diefes bey zwey Parallelogrammen der Fall
fo haben fie gleiche Hohe, Wo niclit fo ift thre Hils

ung! eun._}

Fig, a [In jedem Rechteck ABCD ftellen zwey an ein

ander’ liegende Seiten z.B. AB, BC die Grundiinie u

il

die fobe dar; " denn je zwey Seiten deflellien fiehn

L] - - - 1
LE19. gufeinander fenkrecht *. Im s?lc:cufc,tlg;cn Rechtack,

d. h. im Quadrar ftellt allo jede Seite zugleic

“‘AI- 34 Grandlinie und Hthe dar. — Dem im erften Buch?
* 77 erklirten Kunffausdruck zu folge, ift- alfo jedes Reci
eck aus feiner Grundlinie und Hihe befchvieben 5 unter

ner Grundlinie und Hohe enthalten,
«) Rechtecke aus gleicherGrundlinie und gleiche

Hohe belchriehen decken fich , ‘und haben gleichen In-
¥ I 34 halt * - Sind a[ﬁ; aie Guyndlinien AB, EF und die Hiln

s -
BC, FG zweyer Rechtecke gleichy foif es anch der It
halt, und fie decken fich,

Fig.' 3. E) Eben fo haben Quadrate iiber gleiche Linien A

EF 45{jﬁ;,fwier5m pleicken I#halz,

. 7

2) Haben um aekehrt zoey Quadrate gleichen Tnbhalt
fo haben fte anch gleiche Seiten und decken fich, Denn it
fie bevde ECCI‘H'R'\.-'E:h'ilg {ind, {5 kann man fie {o sk

einander legen, dafs 2wey Seiten auf einander fallen,

Wiren nun die Seiten ungleich, wie z. B. AB, AKD

wire das eine Quadiat iiber AK = EFGH, nur ¢

e
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Linie e : ” = a
= T:]Ell des andern ACDE, und al{o wiren beyde nicht
3 4
umge | oleich, gegen die Vorausfetzung.
Fall, §
. 4. U
Hohe { ]
2\
-t

-~
o7

[) Rechtecke von gleicher Hihe haben zufammenge- Tig.

mommien g’vrrcﬂ Iuhale mit einem Reci hieek AG ven devrs

 eine

iwud | [eben Hohe 4B, deffen Grundlinie AH allen ihren Grund-
lizien zufamuicugencmmin gleich 1ft,

l] |P

hteck, Denn jene Rechtecke decken fich zufammenge,

gleich§ fommen mit diefem einen Rechteck, weil fich deflen
wch*l Gundiinie AH aus den Grundlinien jener Re chtecke,
Ret} .3, aus AD, DE, EH, der Vorausfetzung gemifs
¢rloie ] sulammenletzen ldfst. Errichtet man nemlich Perpen-
dlkel auf AH durch D und E, fo theilen diefe das
Rechteck AG, in kleinere AC, DF, IG *, ~welche mit YII.A 11

eiches
den geoebnen gleiche Grundlinien und Hohen haben
en In- 575 g . ]
Hilis fich alfo mit ihnen decken ¥, daher auch das ganze ¥ 4 o, ¢
Rechteck AG fich mit ihnen zulammengenomimen
br I &
deckt, und folglich mit ihnen gleichen Inhalt hat.
t Abs ") Befteht iiberdem die zw eyte Seite eines Recht-
ecks aus mehteren Abichnitten AL, IB etc, und man
il errichtet auch auf thein den Theilpunkten Perpendi. =
dafrit : 3 ; el !
A kel IM etc.; fo laufen auch diefe mit dem Seiten AH,
1 &
- BG, parallel *, durchfchneiden die parallelen Linien’ T. ar FEopE G RIAE S
5 gult 3 P b s
ol DC, EF, HG insgefammt rechtwinklig * und zerthei- »g, 25 6.1 8
Al 3 A
P len deshalb jedes der vorigen Rechtecke AC, DF, EG '
4 & L, v : i 4
4 i kleinere Rechtecke*, welche die Abfchnitte der Sei- #1,5.19- :

te AB zur Grundlinie, und die exftern AD, die zwey= : i
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*~34 ten DE ete, zur gemeinfchaftlichen Hohe haben*; dahe,
das Recliteck aus zwey graden Linien AB, A, die beyde
aus mehveren Abfthnitten beflebn | gleichen Iuhalt hag yi
allen den Recbtechen zufammengenommen, welche aus I

zwey Abfchnitten dev einen und dev andern befehricn
fend,

v) Aus denfelben Griinden it dey Unter [ehied
zweyer Rechtecke von gleicher Hibe AF, AC einem Recht
eck DF von derfelben Hohe gleich, deflen Grundlini

ED dem Unterfchiede ihres Grundlinien AC, AD
gleich ift.

Fig. 4. o) Und beftekt eine grade Linie AB ans zwey Thee

len AC, €D, (6 find die Rechtecke aus der ganzen Line
und jedem der beyden \Theile, d. |, Rechteck aus ARy
AC und Rechteck aus AB’,* CB, mit dem Rechteck
aus AB’, und (AC +-CB") d. h. mit:dem Rechteck

aus AB" und AB, alfo mit dewm Quadrat aus der ganun
Linie AB, von gleichesn Inbaly.

¢) Hingegen ift das Rechtect aus einer Linie 4By
die aus den beyden Theilen AC, CB befleht

s und aus o
nem dev beyden Theile, 7. B. aus AL,

gleich dem Recht
eck aus AC’, CB und dem Rechteck aus AC, AC,
d. h. gleich dem Rechteck gus den beyden, Theilen AG, G
Jamme dem Quadrar des Theiles AC,

It umgekehrt die Erganzung eines RechtecksCC;
welches tiber einem Abfehnite AC einer 'graden Linit
fteht, zum (gleich hohen) Rechteck siber
Linie ein Quadrat :  fo it das
den beyden Abfchnitten AC, CB
befchrieben,

der ganzn
erftere Rechteck aus
der gegebnen Linit
(Euklid Lemma 7 X, 18.)
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INHALT SRADEL., FIGUREN 133

ﬁhh Anmerkulng. Die Sitze unter %, o, & machen diedrey
beyde | erften Lehrlitze in Eaklids zweyrem Buch aus, wo fie mit um=
¢ it | tindlichern Beweifen , als es nothig war, verfchen find. Le
s j¢ § Cadre iibergeht fie und die Sdtze unter 4 ganz und gar, und
vicw | s fehr mitUnreche, da fie die Fundamentalfatze tiber die Ver-

pleic

L

wng"des Inhales gradeliniger Piguren enthalten, Threr gro-

iy fien Einfachheic wegen , habe “ich fie hierher, und miche unte#
1M e Lehrfitze géftellr. Dafs man fie mit einer kleinen Maodifica-
teche | ion auf alle Parallelogramme iibertragen konne, fieht jeder, Sie
flinie | frd den einfachiten Sétzen der Buchffabenrechnung analog, und

AD | wir werden in den Zufirzen zum vierten Lehrfatze zeigen,

wie fern fie auf diefe hinauslanfen; nemlich die in Erklarang 4

il auf die Sitze, dafs, falls a =cund b=—d ift, ab = <d und
i *
T 2= ¢2; und umgelehre, wenn a% = c=, auch a = ¢ leyn
i

mils, Die in Erklirnug § hingegen auf die Sitde, dals- ab
AB F whad,i=a (b+ ¢¥d...); ferner ab — ac = a
htek | (b= c); und falls a.= b ¥ ¢ ift, a% = ab + ac und-ac =
bieck | Betc2: nnd dafs endlich (a £ bde-. ekt J=e ¥

e | 2T e taf F b cf . iy d. Ul

4B 1 - 7 : :

: [Evklirung iiber die Verhiiltniffe und Proportioncn zwi-
I o ; = - pria

i Jehen ansgedelinten Grifsen, und uber dem wwabren Sin
I : -

tues Produkes aus Linien.

A, i
G5 Wir haben in den beyden letzten Aufgzaben des ‘

weyten Buchs Methoden kennen gelernt, wie fich je- : g

I o o s Cm - &
ce, des Verrm.kmfg zwifchen zwey Linien, zwey Kreishogen, oder

—
e e S b P

Linie TWU“'LW‘ zwey Winkeln, auf ein gleichgeltendes Zahlver
nze ""fﬂffs bringen lifit. Da nun ein Verhaltols, 7. B.
i wwilchen 2wey Linien A, B, auf der Vorftellung be-
Linie nht, wie oft die eine A, oder ein beftimmter Theil

derfelben, in der andern B enthalten ift *, alfo,euf *V. 1,
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Vorftel -!1110‘ durch einen Zahlansdruck y (der‘nat';

¥11 A.16 Umftinden felbft irrational {eyn kann*)y fo fieht ma

-~
-

leicht ‘dafs es jenes Zablverhaltnifs ift, an dafs man Ji
balzen mufs , wenn man iber Verlbilenif[e und Propovin
wwifchen ausgedebnren Grofseny fich richtige Begriffe me
ff;ff.f 1eill.

Darauf macht such Le Gendre aufmerkfam, als au
etwas, das zur Einficht in den wahren Sinn det fol

genden Sitze fehr wichtig iff. s Bey allen Verin

drungen, fagt er, die man in dIei’-::-'. und dem folgen

den :Buche mit PiO?OLthIIEI‘L zwilchen ausgedehnte

Grafsen vornimme, mufls man flets die Glieder diel

Pmparti{mrzn als Zahien betrachten, deren jede fid
auf ilire eigenthiimliche  Einheit bezieht, = Thut mu
das, {o'wird man bey keinem ‘diefer Verfahren, und
Bej; keinzrFoleeruny’ die wir daraus ziehn, anftofsen”

Bey jeder richtigen Proportion A : B= : Dl

wie bekanut, das Produkt der #Fufsern Glieder A.D
dem Produkt der innern Glieder B, C geu.h. Dss
mufs alfo auch der Fall feyn, wenn diefe proportiont
len Grifsen alle vier Linien oder A und B Linien, Cund
D Flichen, oder andre Ausdchnungen find, vorauf
feszt dafs man fich beyde Verhaltniffe in gleichgelt®
de Zahlverhiltniffe verwandelt denkt. So kommt mift
dann auf Produkte aus Linien oder auf Produkte aus i
piear in Flichen u, d. m., doch imuier snur snter der Vire
ausfetzung, dafs die Linien, Flichen u. f. durch Zahien 03
gedviickt find, indem man fie anf ein beftimmtes Madh
als Finheit. bezieht. Aufser diefer Riickficht hates
jene Begriffe keinen Sinn, Duas Produke aus zwe) L

i

Wl

e

f
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Dt | tiew 4 tind D it allo nichts anders als ein Zalhlproduke,
st | und zwar das Produkt aus den Zahlen, welche angeberts

an fil wie viel Lineareinheiten in A und wie viel deren in B
#tima § enthalten find,

B
¢ e : : Esa ATY
! Eben {o ift das Produke aus eincr Linte A in eine

Mliche B nichts anders als das Produkt der Zahlen,
alsui| yelche angeben, wie viel Lineareinheiten in A und

et o] wie viel Flicheneinheiten in B enthalten find, u. f. £]

Verin-
olee Anmerknng. Die wichtigften atithmetifchen Sitze iber
Sl S : . = 7
Vethilniffe und Proportienen, find Brch 1. Evkl. 23 beylammen gas
shnten : doe &

felle, nnd man wird fich miteelft ihrer leieht helfen konnen,

diele
e fich

t manf i Ge auch hier derch das Mavginagl ¥, 2. B. V. 4, %, worun-

Wenn man bey einer avichmetifchen Voiftellung iiber vdie Ver-

el i - 4 at 2 s T 5 3
hilmiffe in den foleenden Sitzen anftofsen folite, Ich wverweife

; ud | trman einen der Sitze tiber die Verhilwniffe zn verftehn hat

fen | B L Eikl 23, unter 4, @ aufgeftellt find, Welchen? das

ot wird jeder leicht herausfinden. Rl B
i :

AD i
Das

‘bionte [[}e Seiten 5y reyer .i".‘g:’if'u’.'ﬂ, z. B. die Seiten J‘\ﬂ, Fig, I,
Cund § AD und AF, AE der beyden Rechtecke von gleichem
auge Inhalt ABCD, AFGE, find verkebre proportional, wenn e

1

elee § fie in einer {olchen ;\'Ljh‘iﬂgigktit von einander {tehn,

tmt § difs in eben dem Verhiltnils als die eine Seite der ei-
ule | M0 Figur gegen die eine Seite der andern grafser ift,
f i

‘Vir | 2B AB gecen AF, die zweyte Scite der exflen Figur,

gaie | AD, gegen die zweyte Seite AE der andern Klemner ift,
1

e s AR

m
Rl

£ aafs Jaw -0 i a :
Magh | oder dafs, wenn AB = m . AF ift, AD,
tten

¥ .Lf-

leyn mufs.




Fig. 16.

. handen find. So z, B. die

L}
tha
L=
=)
]
4]
o
i
=
-
.

f

=
==
L=
(']
e
[+
et §
—
(1 ]
-
|
o
n
o
e

Dann wverhilt § B : AF = AE:AD
(indem dic o gefteliten Verhzltniffe sisdann bevés
gleiche Er;p:arfn:en m haben *) und mithin gl

ren dann die Yordergiicder, i‘-:: w‘ze die Hintergle
en

verfchie u*]I;vmen.

Grade {o konnen die beyden A&ﬁ-.-"m.?ftc ZIeyer Loty
tbef;’fgz:; Linien verkebre-proportional feyn

Anmerkung DieferBegriffilt in der Arichmetik currenb
und witd in der hier erklirten ECL'.".u:'.:;]g auch fchon von Euklid
gebraucht, wiewohl vun ibm {o wenig als von Le Gendre tnd
den (brigen Geometern befonders erklire. Eben {o mangeln b
ihnen die fruchtbaren Begriffe der folgenden Erklirung, dit

gleichfalls aus arithmetifchem Boden lierftammen, d. U]

f_'Zfr:‘_', orade Linien f; d proportional '-'erfz.ﬂ.f'fr wenn
in der einen die Theile nach demflelben Verhiltnifs und
in derfelben Anzshl und Folee wie 1n der andern vor

zweytheiligen Lints

o o
(4]
=)
=1
g
-

AB, AC, in deren jeder die beyden Theile in gleicia
Verhaltnifs unter {ich und zur ganzen Linie {teliny
CAD :DB : AB = AE : EC : AC); oder die be}’éii
drc_}ftr:frf:'rm Linien AB, AC, in deren jeder die &
Theile in gleichem Verhidltnifs unter fich und zur g
zen Lir‘.ic, und zwar in beyden in derfelben Folgh
gedacht werden (Ab : bD : DB : AB= Ac: ¢E: EC:
AC)

@) Ueberhaupt nennt man die erften Theile zweye
eingetheilten Linien, und die, welche von den efitt

=

=

ey . Tl et
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= o
"

1AD | om oleich viel Stellen abftehn, alfo die zweyten, drit-

o

beyde | enu. L f. dibereinflimmende Theile, und eben fo die

Grinzpunkte beyder Linien, und die welche von ih-
qolie § nen um gleich viel Stellen abftehn, dbereinflimmende
enu | Theilpunkze, £) Diefe liegen entweder in gleicher Folge,

oder th verkelirter (gr::‘:jfgrngrﬁ.rzte;-) Folge wic 2. B, wenn

man in der einen Linie die Theilpunkte ven der Lin- \
Lty . .
ken zur Rechten, 1n der andern von der Rechiten zur
Linken zihlt, 4) Zwey grade Linien find elfo unferer
urten - - 3 ¥ -
"L Erkldrang zu Folge proportional getheilt ;- wenn
Euklich .0 .. T e = : % i
| die Ubereinftimmenden Theile in der einen daffelbe
e Und =
1 Verhiltnifs untereinander und zur ganzen Linie, als
= 1 . . — . )
i @l inder andern haben. &) Liegen die tibereinftimmenden
| % ¥

v, | Theile in verkehrter Folge, fo pflegt man auch wohl
2 faw daf folche Linil 7 o -
agen, dais zwey ‘lolcne Linlen i erz,-b.:'seygeﬁtuzer

Vilge proportional find.

wenn Aumerkung Ein Zeichen wie diefesa:b:c = d:e:f

% und £ G licks vom Gleichheitszeichen

¢ beyden Gro-

..I“.; en Stellen ftehn,

= dritteni und die

L Die obigen eingekiamme Zeichen

i tirakzerifiren slfo- die proportionaten Eintheilungen zweyer Li.

E}'-J:f-‘ pien fehr gut. In fo fern eine Propomion in der Gleichheis

i tweyer Verhileniffe beftehe, find in diefen Zeichen eine Menge g

: g E;;'_"f'ifgifiﬂn\’:il :‘:il‘.sc'.\'ii.}ieIT:, von denen man die herausheben kann,

iz St man zu der jedesmaligen Abficht, braucht, f
15 Da ferner die erften Grifsen a, din den zweyten b, e, und Fi-g o
EC: b ehey f0in den'dritten ¢, f, u. £ beyde (dem Begriff der Gleich- : 1

heit unter, Verhaleniffen gerniifs) gleich oft, ganz oder Theilwei-
B e ¥
veyet & enthalten 'fing ,und z. B. wenn b= maund ¢ =na.ift, auch

t= o : e & i3
ool Md und £ == nd feyn mufs; (o ftehn dana auch die exften Gliga LT
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238 R vien 1L
der, die zweyten Glieder, u. f: unterginander in ‘degfulben Ver.

hiltifs a:d = b :c == e: f etc; und it das ‘der Fall, fy

Y- arArlh-drd Summen rFwelrar irever oder aller {ibereindt;
find. atich die Sunimen Zwe Ver, arevyer oduer aller ubereinitimme

der Gheder Iinks vom Gleichheitszeichen und rechts von didem
&T7
V. 4.7.

Zewchen in demfelben Verhilmifs *

N r v o '
& ) Diefes auf proportionale Tinien angewandt, ficht man ¢l
s

dafs in ihinen je zwey
i

ttberein{tiimende Theile in gicichem Ve

hilenifs &t o auch die Summe je zweyer ;- dreyer, kin

beliebig vieler, und folglich auch die Summe aller, d. b, d

ganzen Linien; ein Satz den ich der Anwendung helber g
mit in die Erklarung pl‘UPUE'tiGﬂ.‘ll getheileer Linien .1ui.'°gr.'r-.ml'.::-:2
habe.
f:! . = - - - . I‘
[) Sind umgelehrt zwey Linien AB, AC fo einserheilt, dib
je zwey ubereinflimmende Theile in demfsiben Verhaltnifs ftem,

Ab : Ac = LbD: cE = DB : EC, fo find fie proportionl g

lten ' fich die Vorderglieder aller disi

Verhiltnitiezu cinander, wie die Hinterglieder, und das mack
das Welen einer proportionalen-T heilung aus, d, U]
—— I e ————

L ERAR RS KT 72 ¥

Parallelogramme von gleicher Grundlinie W

gleicher Hohe haben gleichen Inhalt,

Fig. &, [Man lege beyde Pardllelogramme fo aufeinandst
dafs ihre Grundlinien fich decken, Dann ftehn bey®
tiber’ der ;ga.-mtfnfchufaliche:n Grundlinie AB, und wl
fie gleiche Hohe haben, fallen die Seiten DC, FE,
welche der AB gegeniibezflehn, in einesley Paralle!

¥ E 32 linien mit dex Grundlinie AB *. Und zwar liegen i

ia;

pea

tle

]
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entweder gdnz. auseinander , - oder fallen zum Theil

sufeinander, welche Fille die Fig

In jedem der 11&1:’{':211 Parsllclogramme: find die

. e { T s

'-‘El"Esu.. erfte !]Ci den Seit 11 1] leich - AD = BC P ==
iund DC = AB=FE; Lm-.l da auch das {:-LT h feyn

muls, was-iibrig bleibt, wenn man die cleichen Li-
nien DC, FE beyde von der Linie DE abziebt, fo

itauch CE = DF * Mithin find die jen Drey-

ke ADF, BCE untereinander i;le]-_'nitfi?g, miflen
fich alfo’ decken *, und haben gleichen Inhalt; daher
such ithr Unterfchied vom Trapez ABED gleich {eyn
mafs, Zieht man aber von diefem Trapez das Drey-
i ADF ab, {o bieibt das Parallelogramm. ABCD,
wd 2ieht-man das Dreyeck BCE ab, fo bleibt dag
Mullelogramny ABED iibrig. - Folglich haben diefe
btyden Parallelogrammey weil ihre Grundlinién und

iire Hohen gleich find, auch gleichen Inhalt,

Folgerung 1. Fedes Parallelogramm ALED),
g alfo :r.r_r{; J’m,f’“ gleichen Inkalt mit cinem  Rebteck
CEED, weiches mit demfelben voy gleicher Grandlime und
gicher Hibe if?.

Folgeyung 2, Haben zwey Parallelogiamme
’g,{*icheﬂﬁhc, aber ungleiche Grundiinie, fo aft das
d’=‘§ Grofsere , welches tiber der gréfsern Gruncllinie
&3  Denn ein Theil deflelben , ift dann dem er-
ftern gleich. :

[Anmerk ung; Diefer Lehifatz lifst ﬁLh auch auf Tra-
Ly ¥
““'“Wnﬂlcrch@ Hohe *, deren parallele Seiten in beyden

deich F s v
. hind, ausdebnen , und fir diefe grade auf dieleibe At
ui\\'i‘ii‘cn\\l

o r.I'E
¥lar oo
i

+ 1, 11,
2 Lo,y
Y

LB
E. 3
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Fig. T Der Inhalt eines Dreyecks ABC, ift halb fo g
als dev Inhalt éines Parallelogramans, welches it du

Dreyecke g.-'c:'che Grundlinie wund gleiche Hohe hat.

[ Man ziche durch zwey Winkelpunkte des Drty
ecks B, C Parallellinien mit den gegeniiberfiehends
Seiten, CE parallel mit ABy; und BE parallel m

C, fo entfteht ein Parallelogramm ABEC, weldhs
mit dem Dreyeck ABC einerley Grundlinie AB; uml
gleiche Hohe hat, da beyde zwifchen denfelben P

* E. % gallellinien AB, CE liegen *,  In diefem Parallel
grammy ift BC eine Diagonale, Alfo find die Dre

* 1. 34 ecke ABC, BCE gleich *, und mithin das Dreyei
ABC die Hilfte des Parallelogramm  ABEC, I
gber mit diefem Parallelogramm ein jedes andese Vb
gleicher Hohe und gleicher Grundlinie gleichen i
halt hat, fo gilt unfer Satz allgemein.}

Folgerung. V. Der Inhalt eines Dreyecks ABCH
alfo ins befondre halb fo grofs als der Inbalt et Rech
ecks CDFE, welches mit Dreyeck gleiche Grundiinie 48
und gleiche Hibe CD bhat,

[Folgerung 2. Alle Dreyecke wvon gleicher Grs
linie und gleicher Hobe haben gleichen Inhaly,  Del it

Gnd die Hilften von Parallelogrammen, die nach Lebw

1. gleichen Inhalt haben miiffen.

[Zufatz, Haben utngekehst zwey Dreyeckt AB{,‘

DBC gleiche Grundlinie und g:’ei‘:bm Inkale, Ja uabe ‘m
i

b

al
Ul
¢l

@
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aich gleiche Hibe. Denn gefetzt fie hiitten ungleiche,
und zwar ABC die grofsere Héhe, {o nehme man in
einem der Schenkel des hohern einen Punkt G, der {o
weity als im andern Dreyeck die Spitze, von der
Grundlinie abfteht ,  und ziehe von demfelben nach
em gegeniiberftehenden Erndpunkte der Grundlinie
tive grade Linie GC, fo entftiinde dadurch ein Drey.

ek GBC , welches mit dem Dreyeck DBC gleiche
Grundlinie und gleiche Huhe, alfo gliichen Inhalt,
mithin euch mit dem Dreyeck DBC, wovon es doch
nur ein Theil ift, gleichen Flachenraum hiltte; wel.

ches ungereime ift.

Die Spitzen aller Dreyecke von gleichem Inhalt,
welche tiber derfelben Grundlinie BC flehn, liegen
lolglich in eincr Parallellinie mit der Grundlinie, und
i filche Parallellinie AE iff der geowetrifche Qrz fiir
diefe Spitzen oder fiir die Aufgﬂhe; von zwey gegeba
nn Punkten B, C aus; zwey grade Linien zn zikhn,
die fich fo durchichneiden, dals das Dreyeck zwifchen
Gm Durchichnittspunkt und den beyden gegebnen
Punkten, eine ' geégebne Grofse habe.  Alle Punkte
der Paraileliinie, und keiner der Punkte aufser ihr,

un diefer Aufgabe geniige *, (Apollonius |, L P TR A
LLE B R 55T 3
Die Fiichenviiume  zweyer Rechterke von glei-
?ml Hohe, verhalten fich zu einander wie thvé Grund-
s,

Q
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1]

Wenn die Rechtecke ABCD, AEFD beyde die Li
o AD zur Hohe haben, [ih];lia;h fich beyde zwilcha
AB, DC legen lafien, deren Ab

¥ E. 3, fland AD ift*, ] {o, behaupte ich, verhalt fich derle

halt diefer beyden Rechtecke,. wie

' Fig. 8
zwey Parallellinien
ihre Grunglinin
Grundlinicn AB, AEfnt

thr Verhaltnids ¢
* Dida

Denn gefetat evffens die
commenfurabel , 10 Lifst fich
'llc.,cllrrelthdc.s Zahlverhilenifs verwan iLl|
2. B. das Verhiltnifs 7 ¢ 45 fo- muls, WeH it
AE genat .J, {olche i.

211 A9 B
Fall 1,

. 1L'\r
AB in 7 gleiche Theile thmlt :
Theile enthalten, Errichtet man in jedem d

lungspunkte ein Perpendikel anf der Grund

I.;Ill"‘ zjll'l

{o entftehn dadurch 7 kleine Rechtecke (rectan gles pir
;;iczche Grundlinien und g lefclt

ot

tiels) die allelamunit

l\v
e, folglich auch gleichen Inhalt * Thaben,

= 3, -BHobhe,
wovon 7 }.lIl Rechteck ABCD , 4 im Rechteck ABID
enthalten find. Folulich verhalten fich diefe beyda
Rechtecke zu einander wie 7 zu 4, alfo wie die Grupk
linien AB zu AE. Da fich dielelbe Schl [ufsfolge i
5adua andre Zahlverhiltnils iibertragen lafst, lo yerhsk
ten fich allgemein, wenn die Grundlinien comme
furabel find, die Flichenrdume der Rechtecke von gl
cher Hohe, wie ihre Grundlinien, oder

ABCD : AEFD = AB : AE:

Geletzt zweytens die Grundlinien AB, AE findut
ter cinfmrlcr incommenfurabel, hitten kein gem@,’“in|nl'~'ﬂn
Maafs *, fo mufs demungeachtet diclelbe pmpm-fjgr.e
£t Hti{t '.f.wncmn den Flichenrdumen und den Grundl

nien fatt finden, Denn wollte man diefes lisgr™

Wi<

B
(il18
W
gl

o
Vii
Al
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die L ‘
e fo miifste 'man beh atpten nicht AE, fondein iroend
tine and;

P dre. Linie AD. die grofser oder kleiner als AE
derlpe§ s 18y ‘die vichtige vierte Proportionallinie zu den

=

dligien§ 02y andern Linien. Wir wollen alfo fetzen dieles AQ

ey win EO grifrer als AE, und es iey dann

\Eiﬂl"l ABCD : AEFD = AB: AQ. 47y
o Theilt man nun dje erade Linie AB in gleiche Theile

Did Welche kleiner als EO {ind *, fo mufs zwilchen E und 1EAg,
10 il Owenigltens, ein Theilpunkt 1 fallen.  Durch dielen
o tiche man auf die Grundlinie fenkrecht 1K , - 1o ent-
T ket ein Rechteck AIKD, welches mit dem Rechteck

2
e .;\.JEL

s n
2

e AbJ ABCD gleiche Hohe hst, und deflen Grundlinije AI
s gt mitder Grundlinie AB commenfurabel ift [indem der
g leicit gnommne Theil beyde mifst.] Die Flichenriume
., und dieler beyden Rechtecke find alfo, pnach dem was ' :
AEfD) Yolin bewiefen -ift , den Grundlinien proportional,

Lu}'it‘ﬂ iﬁfo

Grund ABCD : AIKD = AB: Al |
ge it Dl‘ﬂIqumo:g hat mit der Vorhergehenden, gleiche

verkdh i“UFLL"lgiler.{cl in beyden Verhialtniffea. Alo miilsien

o

S dit Hinterglieder proportional feyn *, oder

: 'TU?. 4. ’
on ¢ AEFD : AIRD = AO : Al : L B
Nun aber ift AT kleiner als AO, alfo miifste auch ?
W Rechteck ATKD Kleiner als das Rechteck AEFD .
fndur fﬂn folglich AT kleines als AE; welches der Voraus, i
.\'L1|,{\— 1

{mir B Wider{pricht.  Alfo kann keine Linie AQ,
putiont e "W’H'f' als AE ift, die richtige vierte Propor-

den drey Grofsen ABCD, AEFD, AR

=
=

jgnt ' b
-

Qn




»11. A, gleichfalls irrational 1t *
19. 4,

Fig, 10.
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Durch eine #hnliche Schinfsfolge  beweilt ma
dafs auch keine Linie welche Eleiner als AR ift, @
1 ™1y

!

richtige vierte Proportionalgrolse {fein kanm.

Tothwendig mufs diefes alio / I {elbft feyn.
Nothwendig mufs diel al I {elbft leyn
Wie _{Ec.fﬂ demnach auch in zwey. Rechrecken v gl
chen Hiben die Grundlinien verhalten, immer find i i
chenviume ABCD , AEFD den Grundiinien AB; AE

portfarm:’.

"
o

Folgerungr. Gleich hohe Rechtecke tiher imneod
menfurabele Grundlinien befchreiben , find folg

ebenfalls incommenfurabel, indem ihr Verhiltns

Y ‘ .-.-1.:. !

Folgerung 2. Ziwey grade Linien AC: G verit
ﬁcf-;, fiets wie das Onadrat der einen, zum h;';-!r:l'w.- il
f;s-_-y.-‘fa’ﬂ, allo wie Qdmt AC: Rechteck aus AC, Chbod
wie Rechteck aus AC, €B: Qdrat CB, ( Eukl Xon

Fetl

Lemma ). Auch verhalten fie fich wie Recht

AB, AC: Rechteck AB, CE (Euklid X. 33)]

[Anmerkung, Der Beweis diefes dritten Lehrfatzes frim

in allem mit dem Feweis des safter Lehrfatzes hm Zweysh
che iiberein. Einige Bemcrkungen iiber 'diefe Beweisa it®

man dore in Zufarz L]

L E-H X S'AT A 4.

Die Fliachenviiume Ziweyer Rechtecke 480
AEGF verhalten fich zu einander wie die P;nﬂ‘
aus der Grundlinie cines jeden 1n f:‘ﬂc"i Hihse, ¥
es ift allgemein

ABCD : AEGF = AB x AD: AE x AL
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[Man lege beyde Rechtecke fo an einander, dafs

fie einen Winkelpunkt A g¢emein’ haben, - zugleich

awey ihrer Seiten AB, AE eine grade Linie bilden,

and die beyden Rechitecke fich auf entgegengeletzten
Stiten diefer Linie befinden. Da dann AD, AF duf
gemfelben Funkte einer g

fo liccen anch fie in grader Linie.*] Verlingert man ¥1.x.Zz ¥t

raden Linie {enkrecht ftehn,

die Seiten CD, GE bis zu ihrem Uurchiiziz;aiti‘spunkt

H, fo entfteht ein Rechteck AEHD, welches mit je

gem dex gegebnen Rechtecke zwifchen denifelben Pa-

nllellen CH,” BE und DF, HG liegt *, mit ihnen *ILA.gx
ulo einetley Hohe hat ¥ und deffen Flichenraum?®* Z. 3.
fich deshalb zu den Flichentiumen jener Kechtecke,
wie die Grundlinien KA, AB und DA, AF verhalten®, * -3
oder
ABCD : AEHD = AB : AE
AEHD : AEGF = AD  AF.
Setzt man diefe beyden Proportionen zufammen ¥, fo »y, 3. '
uhilt man, da aus den beyden erften Produkten der
Tahlausdruck des Rechtecks AKHD als gemeinfchaft-
licher Factor hinausfallt,
ABCD : AEGF = AB % AD : AE x AT *, * E.6,
[Alfo find die Flichenrdume je zweyer Rechtecke
ten Produkten aus thren Grundlinicn in ihren Hohen g
Proportional*, oder, was daffelbe fagt, das Verhiltnifs"™* E. 6-
aer Fliichenyi ume ift aus dem Verhiltnifs der Grundlinien 1R
ind ans dems Verhilenifs der Hohen beyder Rechtecke zu- :
f#fﬁliii:’?ig;jgtzp % *V. 4.9

[(Folgeru ng 1, Haben die beyden Rechtecke ABCD,
4EGF gleichen Iuhalz, fo ftehn fie im Verhgltnifs der

-
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Gleichheit. Folglich miiffen die Produkte ans den

beyden Seiten, woraus fie befchrieben find, d ki

¥ E. 6. Produkte aus den Zahlausdriicken diefer Seiten*) chan

falls i Verhiltnils der Gleichheit ftehin, oder es mify

AB X AD = AE % AF feyn, daher zwifehen dith

Zabhlausdriicken {tets folgende Proportion  befteht

¥V 2.~ 3 = e & :
Vo3 i AB : AE = AF = AD *,

Die Seiten zweyer Rechtecke wvon gleichem  Inhalt fud
7 mithin flets verkelys proporzional *,

L

L E,

Sind wmgekelrt zweyer Rechtecke Seiten, verkilt

* B. 7 proporeional *, fo find ihre Flichenyiusie pleich, Dem

verhalt fich AB : AE = AR AD, fo find die Produk

E. 6. te AR X AD und AE X AF gleich *, dalier auch de

Vi Flichenrfume beyder Rechtecke, welche dem Lehiliz

% zu folge, in demfelben Verhiltnifle wie diefe Produkis
ftehn, gleich feyn miifien,

>
7
L

- - " . ]
Hat man alfo vier proportionale Linten , fo it allowi

das Rechieck aus dewz mittlern dem Rechteck aus dfs:_is'xﬁfr'ﬁ

2. Sind die Linien 4B, CD, I
GH, wnd [o euch die Linien AK, CL, Ei, GN, e
einander proportional ; [o find ouch die Rechtecke propurte
naly welche wman aus den exflen, zweyten dritten andiit
ven diefer Linien Lefobveibt , oder :
Rechrk, AB ;0 AKi: Rechth, CD, CL = Reclhik,
EE, EM : Rechtk, GH, GN,

denn aus der Zufammenfetzung der beyden g
gebnen Proportionen folgt , dals dann auch die B

dukte aus den exften, 2weyten, dritten, vierten diek!

g B oo e
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o proportionalen Linien*, proportional ind, oder dafls
| fich verhile AB X AK: CD x CL = EF % EM:GH x

% - . - - A ¥ T

GN *, Nun aber ift nach unferm Lehrfatz das eritere V.4.9.

chen
milk Verhiltnifs diefer Produkte, dem Verhaltnifs des In- I
ik ] Rolts der Rechtecke, die aus den Linien in ihnen be
{thrieben find, gleich, (Rechteck ausAB, AK : Recht-
eck aus CD, CL). Eben fo ift das zweyte Verhaltnils
¢l giefer Produkte dem Verhiltnifs der Rechtecke gleich, A
die aus den Linien in ibnen belchrieben {ind (Rechteck
pi] 88 EF, EM : Rechteck aus GH, GN). ~ Da nun bey-
Deat de Verhiitnifse jener Produkte gleich find, {o find es
o anch die Verhiltnife diefer Rechitecke, und. 47 ¢ vier
i Recheecke find propostional,
ofih Inshefondere find alfo die Quadrate vier proportiona-
il ler Linien proportional, 2. B. in unferm Fall (9. AKt q

CL = q. EM : q. GN,) Denn find die Seiten der vier

Quadrate proportional , {o find es auch immer ihre

I""."""P'*' Grundlinien und Hohen T * E.%,

et Die Wahrheit diefer Sitze erhellt unmittelbar :
such daraus, dafs wunferm Lehrlatz zu Folge das Ver-
[F ] Yhiltnifs der Flichenm@ume von Rechtecken aus dem
- | VerhiliniCs threr Grundlinien und ihter Hohen zufam-

ik §  mengefetzt it, Denn it diefes , fo miiflen zwey g 1
dref  Rechtecke unteveinander daflelbe Verhiltnils, als zwey PE Bl
ndlinien, fo wie die Hohen

andere haben, wenn die Gru
als die

der Erftern untereinander daflelbe Verhiltnifs,
Gmndlinien und die Hohen der Leiztern haben. ] b ks
gt [Folgerung 3. Sind umgekebrt vier Rechtecke, '
Prt Wid zugleich deren Grundlinien Pf‘ﬂpﬂfffﬂ’f‘?‘ra fo miiffen

il | auch ibre zweyten Seiten proportional [eyn; HE
. : BT
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(9.4K:9,€CL — q.EM: q.GN,) fo flehn davin ug

ihre Seiten,

und flehn vier Quadrate in gleichen T"r;‘f:.’f.’fnil.fm

Denn da nach unferm I ehr{atz Rechtecke

fich wis

die Produkte sus ihren Seiten verhalten , fo folg

9 durch Trennung * diefer Proportion und der, wel

i)
iLls

die Proportionalitit einer Seire in den Rechtecken &
giebt, die Proportionalitit der zwevten Sciten =
Insbefondere folgt aus der cevebenen Proportio

tat der Quadrate, die Propertiona

AK %X AK : CL ¥ CL = EM x EM + GN %X GNju

el

darang  die Proportionalitat der Sciten AK :(L=

.15, EM: GN *].

e o

Zufatz I, Die hier! etwielene Proportionalitt
zieifchen den Fldchenriumen der Rechrecke und den Produt
zen aus ihrem Seiten , berechtivet uns die Produkts s
der Grundlinie in die Hélie eines jeden Reclitecks mum
Maafs des Flichenraums der Rech tecken
nehmen.  Es verfteht fich, dafs hierbey von den Zsht
ausdriicken der Grundlinie und der Héhe, und v
deren’ Prodakten die Rede ift *; 4, h. von. Prodik
ten der Zahlen, welche angeben, wie viel ILineain
heiten die Grundlinie, und wie viel deren die Hile
enthalt.

Bey diefem Maafs ift daffelbe als bey dem zu bt
merken , welches wir in den Zufitzen zu Lehrfats 2
des zweyten Buchs fiir die Winkel anfoeffellt habik
Es ift nichr abfolut; fondern nur Beziehungsweile et

Maafs [oder vielmehr kein unmittelbares; fondern ¥
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ufln | %in mittelbares Maals]. Es fef2t voraus, dals man ‘irs
! ST "

s | eend eines andern Rechitechs Flichenraum auf diefelbe

At beftimmt, “indem man ‘die: Seiten deflelben ™ mit

wie | terfelben Lineareinheit mifst, und das{Produkt diefer

Lihlausdriicke nimmt. Das Verhiltnifs beyder Produk-
debe} e giebt dann das Verhalinifs der Fldachenrauime: fEnd=
a | Hilt2.B. die Grundlinie eines’Rechtecks A 7, deffen Hohe
us 3Lineareirsheiten s {6 wird der Flichenraum dicles

]

el | Rechtecks durch die Zahl % 3¢ 3 oder 21 vorgefteilt;

lukie | Welehe Zahl einzeln und fiir is- h nichts bedeuten wiir-

ani} 8¢ Hat ‘man aber ein’“Zweytes Rechteck’,” deffen
['=| Grundlinie 12 , und déffen iHShe 7 Lineareinheiten
enthilt, {o' wird der Inhdlt defleiben durch ‘die Zah-
ln 12 X 7 oder g3 vorgeftellr; woraus mari-fehliefsen
i | mafs, dafs die Fiachenraume beyder Rechtecke A und

it | Bhich zu einander wie die beyden Zahlen 21 und 84 :

s

cam | Verhalten . diefes alfo das Vierfache von jenem ifty [da

il § Oem e¢hen bewieienen zu Folee die Flichenriume

5 e i e
ek 2wever Rechtecke fich wie die Produkte "aus "den
i sechtecke 11

b § Grundlinien in die TIohén verhalten,] Gefetzt man

yoo § kime darin tiberéin, das Rechteck A -.15!:-';_1‘1!1":“‘! als Eim-
:
|

doke | heit beym Meffen der Flachenrdume zn gebrauchen,

ai § [ollo"die Giofse aller F ‘T&chenranme dadurch auszus Lk
e § dticken, wie vielmal fie das Rechteck A, oder wel- ?

then Theil ‘deffelben, fie enthalten] fo wire 22 oder 4
i day ebfolute [vielmehr das nnmittelbare ] Maafs des
1' Rechtecks B, ‘und das ‘hiefse dann nichts anders, als, f _
'r: diefes Rechreck ift 4 folcher Flicheneinheiten gleich. i ?"
ﬁ Nun ift es allgemein gehri;::hli:h, und in der ol E
L? That am cinfachften; ein Quadrat zur Fli heneinbeit "z £
il i

febien, und zwar braucht man dazu das O_,Jm at, des-
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. fen Scite die Lineareinbeit ift, 7. B. den Quadratzolly da | 5o
Quadratfufs, die Quadratruthe u, f, . [Wenn dils} |
einmal feftgefletzt ift, fo geht jenes mittelbare Mul} b

fiir den Flichenraum eines Rechtecks,. dorch dieFof Rec

dukte der Grundlinie in die Hihe, in ein unmittelbe§ it ,

res iiber. Die Zahl 21, welche das Maals des Recit} an
ecks A angab, bezeichnet dann g1 Flichencinheiten,
d, h, 21 Quadrate, deren Seite dic Lineareinheitifj} g
und dafs ein Rechteck deffen Hihe 3 und deflen Guuat}

1

linie 7 Linearcinheiten gleich ift, in der That 21 fob} p.

cher Quadrate in fich enthalten miifle, fpringtlnf y&

oleich aus Erkl. 5.2, -und auch unmittelhar aus o i
T T2 Bt : * .
Sk Figur in die Augen, indem ein {olches Rechteck fich 5

mittel(t Perpendikelaus den Theilungspunkteningbm} 5,
den, deren &‘54? 7 kleine Quadrate-falst, zertheltt} f
Yalst, = Jeder andre wollig begrinute Flichenraun itden} g
Inhalt nach irgend einein Rechteck oleich, [indem i} iy
nichts hindert Rechtecke von jeder moglichen Grilie | 'z
2u denken ] wird fich alfo ebenfails, durch cin Proditt te
aus zwey Linren melled laffen, [womit es denn immé} ig
die hier entwickelte Bewandtnifs hat, indem ein bl 5

{1

¢hes Produkt zuniichit denInhalt eines Rechtecks gitth ]

das mit der andern Figur gleichen Flachenraum Wil |

il

AT [Zuflatz II. - Sind wir berechtigt uns den M | ¢
10 e =

= chenraum eines jL.4E!1'1 Rechtecks ABCD durch ein P g

dukt aus der Grundlinie AB in die Hihe BC vorzfte 1

len; fo” {ind wir auch befugt den Flichesraum ¥ |

Recbtecks durch diefes Produks, oder durch AB % BE¥ ¢

bezeichnen, indem wir die Zeichen fi.l].',_dlﬂ Guuné | ¢
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INHALT GRADEL, FIGURERN, 25T
linie und die Hohe durch das Multiplicationszeichen
¥ verbinden: - Und diefes Zeichens wollen wir uns
hinfiiro beftindig bedienen um dén Inhalt eines
HE AT ) v AT
Rechtecks, das aus den Linien AR, BC befchribeen
it, oder deflen Grundlinie AB, defien Hohe BC ift,
o0 bezeichnen,

Ein f{olehes Produktenzeichnen zweyer Linien z, B

BE X GH kann man alfo hinfiiro nach Wi

dev durch Produke aus dewbeyden Linien EF, GH, oder durch

i |

Recheech aus den Linien EF, GH iiberfetzen; . Beydes
Yémmt nach dem hier Erklérten auf eins hinaus, Um
indefsinicht gdnzlich in die rechnende Geometiie iiber-
Wfreten, wird es vortheithafter feyn, wenn man fich
im folgenden an die letztere Auslegung hilty und al-
fobey einem foichien 7eichen {tets an ein Rechteck aug
den genannten Linien denkt. Hierbey fallt es fogleich
in die Augen, dafs diefe Bezeichnung fiir den Flichens

tauns eines Rechtecks, (welche aus den Zeichen der Sei-

te mittel el;‘:u‘ arithmetiichen Beziehung ul]l‘LaLlLLt
y 0 j: Sy | 5 ', 23771 [}
if jl, f.dr ch unter (dey DCGTBREERT éruns wind Sinnvoll ’J?:-

. ; P L P . 5 -
unter der es allein erlaubf war, Gen flachentaum

eines Rechitecks als ¢in Produkt aus feinen Seiten an-
1!._11(;]][]; nﬂlﬂliﬂh unter 1 \..Jlﬂ.-.,u.Ll..t““ dafs wir ein
fiir allemal den Flichenraum aller Rechtecke mit einem
Rechtecke (als Flécheneinheir) meflen, mit delien sinex
Seite wir alle Grundlinien, mit deffen andrer wir alle

Hohen geoebner Rechtecke ver; ¢leichen und ausmeflen;

und zwar haben wir dazu ein fiir allemal das Dwnadras
o 1t - 1 . e 3 R Catkn
etwithic, welches iiber der Lineareinheit als Scite be-

g

1d11‘1c'ucn ik, Und {o 1.. demnaci der o ith mﬁ..ﬁe
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Sinn dieles Zeichens AB x BC, als Zeichen eines Fli

chenraums, flets fo zu erkliren; wie wir es mit dn

Vorftellung felbft, worauf dafs Zeichen fulst, im yoj

gen Zulatz gethan haben.

Mit dem geometrifchen Sinn diefes Zeichens, by

dem wir ganz davon abfehn, dafls es eigentlich en

Piodukt bedeutet, wiirden wir ohne die Sitze, welcht
dic Folgerungen aus unferm Lehrfatze, befondes die &
fte ,ausiagen, nicht weit reichen. Diefe berechtigen
uns aber, grade fo, wie wir aus der Proportionaliti
von vier Zahlen auf die Gleichheit der Produkte der
innern und fufsern Glieder ichliefsen, aus der P
portionalitit von vier Linien AB : AE — AF :AD uf
die Gleichheit des Flichenraums der Rechtecke aus di
mittlern und aus den &ufsern Linien AB % AD = A8
% AF zu-fchliefsen, und umgekehrt, abgefehn yon
aller arithmetifchen Befugnifs zu diefem ‘Schlufe
Mittelft ihrer wird daher der Geometer in- den Stnd
gefetzt .~ die  arithmetifohe Aufiche der  Abhingig
keit zwilchen Serten und Inhalt der Rechtecke, il

Lo il

tentheils zu umgehn, und die Begriffe von Produktes

-

aus Livten ganz zu vermeiden, Das thut Enklid, md
die ihm folgen; daher fie auch das Rechteck nichtaf
die Art wie unfer Verfaffer, fondern durch ein &
Eckbuchftaben vorgezeichnetes — oder Rect, bezelch
nen, z.B. {3 ABBC oder Rect. AC, Allein da dasWe
fen des Verhiltnifles und der Proportion am End

doch aufZahl, alfo auf arithmetifche Vorftelluneen be
¢ o

ruht; fo diinkt es mich auf einen kleinen Mifsverfiand
: =
hinaus zu'laufen, wenn man aus der Lehre desVe” |

|

me
arl
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T
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INHALT GRADEL, FIGUREN, QS;

B haltens und der Pmportionalitﬁt ausgedehnter Grofsen,
Edef giles Arithmetifche verbannen und es darin forgtiltig vers
YOI eiden will. Hocliftens kann man s verftecken, wodurch
tber diefe Lehre wahylich nicht erleichtert, fondern nue

by | verdunkelt wird. Ueberdem mitflen wir da, we wirdurch
bl Zufemmenfetzen linearer Proportionen oder durch Mul-
elche ] tiplicationen auf Aunsdriicke wie z. B. folgende kome
el men AB % BC % EF x GH, doch nothwendig zuia
tign | srithmetifchen Sinn unfere Zuflucht nehmen, Ich
alitic] bleibe daher bey Le Gendres Bezeichnung, (welche die-
tda) fer aus Tocguers und Whiftons Euklid oder vielmehr
P} gug Simpfons Elementen, die fich ibrer durchgingig ;
Jath {dtenen, entlehnt zu haben {cheint), und die eben
il durch den arithmetifchen Sinn, der zugleich in ihr
“AB L et vorziiglich und recht chazakteriftifch wird. Hier
i g im Lehrgebdude der Geometrie iiberfetzen wir das Zei-

ulse ¥ chen AB 3 BC durch Rechteck aus den Linien AB, BGC,

td § und das ift der geometrifche Sinn deflelben.  Dagegen |

E]lg' brauchen. wit es nur nach feinem arithmetifchen Sini, I i
rlu-fs- als Produkt zweyer Linien AB, BC zu nehmen, um

M | ins vamittelbar in die rechnende Geometrie zu Ver-

und. fetzen. ] a8
gl s y
den [Zufatz 1L Produkte von gleichen Faktoren '

b pennt der Arithmetiker Porenzen, und zwar nach der g

(e Anzahl der gleichen Faktoren, die wir in ihnen den- ?
nde ken, die zweyte, dritte Potenz U £.  Das arithmeti- R *
" fche Zeichen der zweyten Potenz aus einer Grofse a ift E il '
e 2", der dritten Potenz T o) Ganz dem 15 - 4

o | Geifte unferer Bezeichnung gemils, werden wir daber e

| den Fliichenraum eimes Quadrais welches aus dev” Linie Hy
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gleichfe Il!-»{:ﬁ‘ Rechteck wird es durch:ein Produkt

*Z e ' = T T -
- zwey gleichen Faktoren, AB % AB gemellen ¥, poi

muis alfo durch das Zeichen der zweyten Potens yon

*Z. AB, bezcichnet werden *: eine Bezeichnung, von dy
alles gilt, was wir iiber die vorige bemerkt haben, unl
bey der man fich alfo allemal den Elichenyamm des b

der Linie AB befchriebnen Quadrats denke, welchy

Euklid durch das Zeichen [J AB, andre, 2. B Tu
quet, durch ABq., wie mich diinkt nicht ganz {o yor
¥ Z. 2. theilhaft bezeichnen *. £) Mifst man ferner die Seite dl
mit der Linearcinheit , und verwandele fie auf dish
Art in einen Zahlausdruck, foenthils [ AB jo vielibn
der Lineaveinieit befihriebene O Quadrate ( d. 1. Flachenein
heiten ) iz fich , aif*die zwe eyte Porens j ner Zahl a
® 2. v giebt ¥, — ) Weifs man endlich wingekebre den Zakloss:
drm k emnes Quadsats, [] AB, in Bezich ung auf die Hi:
t:f;wu;s,.-:c':y, fo giete die Quadratwurzel aus. diefor Lili
den Zablausdruck fir die Seite AB diefes Quadyats i L.
negreinheiten, Diele beyden Sitze {pringen auch durl

Conftruction , mitelft Exkl, 5, £. fogleich ins Aug

+) Le Gendre fugt diefem Zeichen durchgéngig noch e
Strich {iber die beyden Buchftabe hinzu, 2. B, AB - Allsit
da wir hinlinglich daran gewdhnt find, diefe Ruchitab
ftets als Ein Zeichen, nemlich als das Zeichen einet Litk
anzufehn, folglich nicht zu firchten haben, dafs jemand
cin Zeichen wie AB2 fiir folgendes A , (B)* nehmen, und
als folches tiberfetzen werde, fo ift d;e!{;r den Druck e-
{chwerende Zufatz ; in den wehrften Fillen fiberfiiifig
Auch bedient fich Simplon tlui'chg-'.inglt, tles Porerzenzei-
chens ohne diefen Zufarz,

keh
defl

Zih
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Dennenthiltz. B. die Linie AB2 oder3 Lineareinheitett

i J:'I'

I:; i fich , fo lifst fich das Quadrat aus AB (d. h. ABDC

i oer AR D'C) durch Perpendikel , welche auf den

. vor } Séiten in den Theilungspunkten errichtet werden, in

nde ] 2oder 3 gleiche Banden zerfchneiden, deren jede im

nd wften Fall aus 2, im zweyten aus 3 Quadraten beffeht

ihe | Meiche Liber der Lineareinheit als Scite befchiicben

lehe f find; enthilt mithin im erflen Fall 4, im zweyten :

™, gmuv- Flichenéinheiten in fich, Umfafst es umge-

kehit eine {olche Zahl von Flicheneinheiten ;, fo ifk

yor

o | defen Seite 2 oder 3 Lineareinheiten gleich. |

diele

it Anmerkung 1. Der Zablausdruck eines jeden Onadrats
” falfo eine D.rflmdmﬂbf nemlich die zweyte Potenz aus dem
i

2 .{H.pb lruck der Seite; und der Zaklensdrunck der Seite wimnge-
WY kbit eine Onadrarwwrzel, nemlich aus dem Zahlausdruck der

| | .
e § Quidrafliche. Die Flachen mweyer Oundrate verbalten fieh alfo

f','.,;. o anander ﬁg” wie zawey rfiifﬁ.-‘{?’ it bl 1.1.' nemlich \VIE die ZWey-

7i5l B to Porenzen aus dem Zahlausdruck der Seiten, und umgekehrt
[ werbalten fich di¢ Seiten wweyer Ql'r.'r.-i.-:m wie ey f;zmr.atwm- :
sl wib nemlich wie die Q*.admtwurze‘-_n ans dem Zalilausdriickes
i der Flachen.
Hievaus folat erflens, die Reduction verfthiedener Flichen-
- tiaafseanf vinander. Alle unfere Flachenmaalse find nemlich prite
2t Quadrare, verhalten fich alfo wie die zweyten Potenzen der '
el Zihlusdeiicke hyer Seiten, Enthaltfo z. B. 1 Ruthe 16 Fufs L:.
nie 1Rufs 13 Zoll, 1 Zoll 1o Theile in fich; fo gehn auf 1 Quadrac-
nd muthe 6% = 256 Quadratfufs, auf 1 Quadratfuls 13% = 144
nd O."“im'ﬂt?.nl, und auf 1 Qu-—.uir:-.t;:-'_;jl i0* = 100 Q‘l_la{il'-atthci'l{-:; ale
und verhalten fich der Parifer und Rhcinlindifche Fufs zu ein-
Ifs wder wie 1440 : 1391, fo ift das Verhglnils beyder Quadiadlulse
;- We 403 ; 1391 d. i, ungebilic wie 207 ¢ 193, iHig
{;
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hiener. So z. B, fric

thiede der Quadrate zweyer Linien folgendermafsen : invenive id,
wid plus poteff smuajov , guam wminor , und. der Pythagoreifche
. Iefatz wird oft fo vorgetrageén & bypatennfa poteft cathetor:
e h b das Quadrat der Hypotenufe it demn Quadrat der beyden

“REY Ratheten gleich.  Selbft Euklid bezeichnet auf diefe Art die
Lt | Glichheit des Quadrats einer Linie mit einem andern Rechteck,
5} Wenn eine Linie nach ftetigem Verhilmifs gelchnitten ift 5
silich

ke dlas Quadrat des grofsern Ablchnitts das Rechteck aus dein

: Keinern Abfehnitt und dér Linie®
n i :

Anmerkune 3. Aus den Erérerungen zu diefem Lehef
[T

tthellet endlich , in wie, fern wir oben behaupten konnten 5 dafs

nde | d2in Brklay guf die Arichine-

1o 4 und’ § sufoeftellten SatZe

oY 3

P e ¥ ® -
tithen Sarze, welche dott angefuhrt werden, hinaus faufen,

o d .

= | Sk das Produks aus der Grundiante sn die-Hohe

e ) powefTen 5
=t ; " . s

41 a&r Fichenratom eites Dreyecks duvch das halbe

o P-J_ .1 # i . » = e

za | skt aus der Grundiinge in die Hokhe.

Denn ein Parailelogramm ABEC hat mit einem Fig, 1,

: RechteckCDE FE; welches von gleicher Grun linie AB und

:. fleicher Hohe €D mit diefem Parallélogramme ift, bt
11"

nk : - e - .

(el gleichen [nhale *y und alfo auch zum™ Maalse feiness-g £4 '
|ugch F‘“EHEH‘CDH‘S eenfalls das Produkt AD X CD %, .’ 7% 08 1

R 14
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Ein Dreyeck ABC ift aber nur halb fo grofs als ein fok

—t

* a2 f,1. c?z-:—s Rechteck *,

Folgevang. 1. Zwey Parallelogramme uad b |

1 o s Yas b i S 55 o8 i ey o1 o
auch zicey Dreyecke von gleicher Hile , verhalten s

”

slich dem Inhalt nach, wie ihre /Grundlinien; 1t

AL
-

j s

haben fie gleiche Grandlinien, {o verhalten fie fich wit
shre Hohen, Defn aus dem Verhiltnils der Produki:
wodurch ihr Inhalt beftimmt wird, fallen die

*V. 12, Factoren unbefchadet des Verhiltnifles
diefes Verhiltnifs im erften Fall mit
der Grundlinien , im zweyten mit dem Verhiltnifs

Héhen iibereinftimmt.

Fig. 13. [Folgerung 2, Da das Verhiltnifs zweyer I
dukte aus dem Verhiltnifs der Faktoren zufammenge
fetzt ift, fo ift folglich auch) das Verbiltnifs des foil
zweyer Parallelogramme, Jo wie zweyer Dr eyecke s w
mengeferzt aus dem Verhilenifs der Grundlinien uid d
Hoben, 2 B.

A ABC :A EFG = AD x BC:EH x FG
=Y. 6, = (AD:EH) {BC:FG)*- '

Folgerung 3. Sind die Glieder des erftem die

PR F P e Yerrlvp - iy E L) B g e, YL
fer beyden gleichen § erhalenifie untereinander gii
. 2 = Lk = i - e S :
{o find es auch die des zweyten, und; umges
1t aber AD X BC =EH X FG {o iftsllen A

— FG : BG. Mithin find

ca e Batrr Aso g A TR B - i -
Inkbalt flets die Hoken und die Grandiinies

= — 2 ol s T o Dl S . ™. I ~ . Jad

* £, 7.gional ¥, und find umgekehrt die Holien and Grane
o e % Theits
yer D!r’ recke verkelirt rf'r”‘.r";"f‘.?.f!n'.’r, Jo hgben aigje T

ecke g."efc.-.f;'u Inkalt,

yat folglich zum Maafse feinesin, |
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: e i ‘—z'ﬂ:”‘*—'}—’ h e =, o dafs
1 o
Proof 0 leae diefer drey Grofsen durch den Zihlansdriek deor v
o dern’, nach diefen Jeichten Formeln beftimme wird. Ein
i Telsesass - “ o %
= Mrliclogramim von 285 Quadracfufs, das tber einer Grundlisie
ey von v - - i = s
Y lteht , - hile fo-z. B. zur Héhe 20 Fufs, -uird ein
ifam | Dreveck vor sen Ciadvatful: afle ok
ifat yeck vor se0 Qiadrattufs , deffen Héhe zo Fufs ift, eine ]
id Grundlinie von 30 Fuls,
: (L, i
LB H.R 1S AT TR w0
T Y N e L iy el 5 b e g : M
" Der Tnhait eines Trapezoid ABCD wird durch Tie 1z
11 - - " - & Ié ,5:_ “ﬁ!
der Hohe EF in die halbe Sunine
e TE il T, ,‘;’,:}?1-"’1,'}' 3 - i
WIIgitnien L.wt,t..ffj AB 3 (D g[.. L 2
e “_ -:d.‘ g &1
Dt Rna ¥etlinoera
Dr Bgere
| R 2 '
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In den Dreyecken IBL, ICK, {ind vermfge du
Conftruction ' die Seiten IB, IC und die Stheitelwin-
kel CIK, LIB gleich, Ueberdem find die WinkelICK
IBL vermoge des Parallelismus  der Seiten AB, DU

gleich, Alfo decken fich beyde Dreyecke, daher di |

Trapezoid ABCD mit dem Parallelogramm ADKL gl
chen Inhalt, und folglich, fo wie diefes, das Produkt
EF x AL 2u feinem Maafse hat, — Nun find i
auch die dritten Seiten CK, LBjener beyden Dreyek
gleich, mithin DC 4+ AB = DK -+ AL =24l

weil in jedem Parallelogramm: die gegeniiberftehenden

Sriteh Shtich i, Bi el AL = DS T8 o
2
folglich hat der Flichenraum ‘des Trapezoids ABCD
zu {einem Maafse das Produkt EF (M)
2

Zufatz L Zieht man durch den Punkt T, 0
in der Mitte der Seite BC liegt, mit den parallekt
Grundlinien des Trapezoids eine Parallellinie, IH,
entftehn zwey gleichwinklige Parallelogramme Alill

.HDEKI*, worin erflens- (weil nach dem eben bevi

{fenen KI = IL) auch DH =. HA i, alfo auch die

‘zweyte Seite DA halbirt wird; und Zweytens Bl =

AL ift.. Folglich 1ifst fich der Inhalt eines Trapesis
auch durch das Produkt EF % HI meffen, d. h,dut
das Produkt aus der Hohe in die orade Linie zwifchen
den-Punkten, welche in der Mitte der nicht parallda
Seiten liegen.

[(Zufatz I1I. Fede gradelinige Figur 1ifst fich Jr

wobl in laster Dreyecke, als auch in Dreyecke und Trafe |

i
Vi
Lt
dit

It
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wide erlegen, daher man mit Hiilfe diefes und des ve-
rigen Lehrlatzes den Inhalt jeder grudelinigen Figar
ohne Schwierigkeit findet, Um die Figur in Dreyecke
m zerfillen, nimmt man irgend einen Punkt in ihr,
oderin ihrem Umfange, und zieht von demfelben nach
allen Eckpunkten grade Linien, (ldigeder Punkt ausfer-
halb der Figur, fo bekidme man additive und {ubtrac-
tive Dreyecke, welches unbequem wire ), und zwar
ites bey unregelmifsigen Figuren am vortheilhafte-
fen, wenn man fie durch Diagonalen, die von einem
Winkelpunkte aus nach den iibrigen gezogen werden,
in Dieyecke zertheilt, Jede diefer Diagonalen giebt
Gie Grundlinie fiir zwey an einanderliegende Dreyecke
. “Milst man fie und die Hohen, fo findet fich der
Tahlansdruck fiir den Inhalt jedes der Dreyecke nach
Lehefatz 5, und ihre Summe ift der Zahlausdruck fiir
die ganze Figur, Figur und Beyipiele_wird fich jeder
leicht felbft hierzu bilden.

Um eine gradelinige Figur in Trapezoide zu zer-
fillen, nehme man willkiihrlich eine grade Linie, und
wat ift es am vortheilhafteften, wenn man hierzu die
lingfte Diagonale withlt, Aunf diefe fdlle man von al-
kn Bckpunkten der Figur Perpendikel; fa bilden je
wiey diefer Perpendikely fammt der Seite der Figur und
Gm Abfchnitt der ﬁ:agonale, die zwilchen ihnen
liegen,, ein Trapezoid, worin diefe parallelen Perpen-
dikel die Grundlinie, und der Abfchnitt der Diagona-
ey der auf beyden fenkrecht fteht, die Hahe abgiebt.
]).1& infserften Perpendikel bilden mit den Seiten der

 Figur und dem Abfchnitt der Grundlinie pechtwinklige




rig.

*E. g theilt *, [o ift die grade Linie DE , ziwpifchon i

¥ o~
-

I

§e

" e—— . =
F
202 "V o O
B e f i
Dreyecke. Diefe Zerfillung und Ausrechnung gnad.
=y = N TR 2 4
liniger Figuren it in vielen Fillen, Lefonders. beym
2 A v o)
Feldmellen, fehr bequem.
£

Beyde Zerfallungen, befonders die letztere, kum
Bely

nimmt man nur die Hoéhen der Trapezoide {o klan,

man {elbft aalf_L;run‘::nluugc Figuren iibertragen

da{s die krummlinige Seite fich ohne merklichen Fei

ler fiir gradelinig ' nehmen lidfst, oder fubftituist mm

itatt der krummen Linie cing grade, fo dafs derlnbsl |

dabey nicht merklich vesiindert wird,]

[t e rRSsSATZ .1

WLy e 1 L . |
1. Fede grade Linie , 1welche, wie DE, duth

¢in Dreyeck ABC it einer Seite deffelben ; 2. Bomi
BG, parallel gezogen ifl, theilt die beyden andensi
ten des Dreyecks in proportionale Theile, [0 dafi fo
verhilt AD ; DB : AB = A'fj EC: AC.

B

Sind umgekehrt zwey Seiten AB, AC v

Je

Dreyecks in den Punkten D und E }1;-;,;?0;'1:'3::-.1.: g

x
beyden Theilpunkien ; mit dev dritten Seite BO.w
Dreyecks parailel.

1t DE mit der Seite BC parallel, und man 2ielt
BE, DC. fo entltehn zwey Dreyecke BDE, CED:
1e | iiber gleicher Grundlinie DE, and zwilth
leichen Parallelen DE, BC ftehn, und déshalb E?Ii"
chen Inhalt haben®. "Zugleich find die Dre}'e:kﬂﬁl}lt
EDA, EBA von gleicher Hohe, denn ihre Grundiink

-

Sy . e fallen
gen in einer graden Linie und ihre Spitzen B8
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i1 einem Punkte E zufammen *; und chen fo find ¥ E. 2
auch CDE, EDA, CDA Dreyecke von gleicher Hihe.
Folslich verhalten fich die Flichenriume diefer Drey-
ecke wie ihre Grundlinien *, oder "5 Fi e

kann
A ADE : A BDE: A ABE = AD: DB: AB
und A ADE: A DEC: A ACD = AEtEC: AC

:l:‘ Da nun die Dreyecke BDE, DEC, und mithin auch
o | G€ Dreyecke ABE , 1ACD ¢ oleichen Inhalt haben, fo
o | find die Verhiltnifle links vom Gleichheitszeichen in
beyden Proportionen gleich; alfo auch die Verhiltnifle
sechts vom Gleichheitszeichen * * Gr x
AD :DB: AB — AE:EC : AC,
e und die beyden Linien AB, AC find folglich propor-
“” tional getheilt ™. *E. 8
HJ: 9. Sind umgekehtt zZwey Seiten eines Dreyecks
" AB, AC :n D und E proportional getheilt, fo verhilt
' fich vermoge der pioportmmicn Theilung AD : DB
= AETEC.* Wite bey diefer Vorausfetzung die xg gq. ‘.
by | grade Linie DE mit der dritten Seite BC des Dreyecks
g wicht parallel , {o mitste eine jandere grade Linie DO,
b ot die Parallellinien mit BC di urch den Punkt D feyn,
"dl  Dann verhielte fich aber, vermoge des eben Bewiele-

nen, AD : DB = AO: OC, und folglich, da dann E.

githt h dtefer und der vorigen Proportion die esﬁe rn Vere
el hiltniffe gleich find, wilre auch AE:EC=A0:0C*; ¢ Gr. 1.
fohee welches unmoglich ift, da AE > AO, hingegen EC
< QC it * Alfo mufs DE mit BC parallel feyn. oy 3.5

c:.'.:ti-

BOb

s Zufatz 1. Auch wenn man Zwey Schenkel AD, AE Figoa®

iniek pif i . SEal K
S eines Dreyecks ADE iiber die Gumd{mw DE oder iiber die il
AL 1 :
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Spitze A binaus verlingert, (o werden diefe Werlingorun.
gen duvels jede Parallellinie mit der dritien iSeite, z, B,
durch BC ader durch { v, den Schenkeln des Direyecks proar.
tional gefchnitten. Denn im erflern Fall bildet ABC ey
Dreyeck, deflen Schenkel AB; AC von einer Linie D
parallel mit der Grundlinie FG gefchnitten, und folgs
lich, unferm Lehifatz zu Folge, proportional g
theilt werden, — Im zweyren Fall nehme men sif
dem Schenkel, auf deffen Verlangerung der Pankt §
liegty; Ab gleich A, und auf dem zweyten Ac gleid
Av, und ziehe be; fo decken fich die beyden Dreyecks
Abc und APy *,. folglich find die. Winkel b, £ ]

* gleich, und daher die Linien £4, be, DE parallel #

Mithin werden, unferm Lehrfatz zu Folge, dieSchen
kel AD, AE durch die Parallellinie be propartionsl ge
theilt, {o dafs fich verhilt Ab  AD = Ac : AE, m
alfo auch AB: AD: (D = Ay : AE :+E *, di
auch in diefem Fall die Linien 8D, ~E Pwpﬁﬂiﬂm*
getheilt find,

Grade auf diefelbe Art beweilt man (nach 2) #
wens zwey Linien 5D, vE fich fo in einem Punkte A duck
Jebneiden, dafs diefer Punke beyde proportional theilt, &
graden Linien zwifchen den #beremflimmenden Theilpankta
Pvy DE-parallel feyn miiffen.

Zufatz 11, Zwey grade Linien, zwifthen weleil
Parallellivien in belicbiger Zahl und Entfernung gesoglt
find y werden durch diefe proportional getheilt,

Denn find erffens diefe beyden Linien felbft parté
lel, Wi AB, CD, fo fchneiden je zwey der Pavaliellioi!

1t
id
he
th
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miw | auf beyden gleiche Theile ab *, daher die liberein-*[ 33f
w0 | fimmenden Theile beyder im Verhaltnifs der Gleich-

opor | Deit ftehn, und alfo beyde Linien preporiional ge-

vein f theilt find *. e L S
v IR . a - L3 L

DB Treffen dagegen zweytens die beyden Linien in €l- Fig 17,
o ¥ wem'Punkte A zafammien, wie z. B. BC, DE; 4o ent-

g | fieht ¢in Dreyeck AGK, defferd Schenkel, in ihrer Ver-

aif | Jingerung, von Parallellinien mit der Grundlinie GK

Led ; 3 ey ¥ ; =Y g
k) durchfchnitten , folglich, dem vorigen Zufatz gemafs,

l¢idh | proportional getheilt werden, lo dais je zwey iiberein-

scke | fimmende Theile der einen, und deren Summe, un-

3. D} tecinander daffelbe Verhalinifs wie in der andern

.4 | hahen ¥, 2 o

et Sind wmgekebrt zwey grade Linien proportional ge=

| S . &

e | - - . (FEn? ¥ 5 F .

& tieilt, fo find di¢ graden Linien duich die ithereinflimnienden

und s : - : : ol a
Theilpuukee , insgefummt parallel , jene beyden Linien

ahe mogen parallel feyn cder fich ‘durchichneiden. Diefes

: folgt aufidiefelbe Art aus dem zweyten Theil des vori=

dif

Anmerkung, Dieg tibrigen {rucheharen Satze! Gber pro-

m:‘ portionale Eintheilungen von Linien, veripare ich bis zum ful-
j genden Buche, Der Beweis der hier vorgetragnen {tiicze fich un- ;
ikt mittelbar quf dem Vorhergehenden, und ift uns in den gleich i
folgenden Marerien von {o vielem Mutzen ., dafs fie hier unfirel- :
; tig an der {chicklichften Stelle ftehn. Sie begriinden nicht nut
lei dit Lekire von der Achnlichkeir der Figuren, fondern gében uns
gt tueh fogleich die einfachite Methode an dic Hand , aw drey gegeb- Gt 4
ven Linien die vievte Propevtionsllinie o flnden ; eineMethode, i
! Welche Aufe, 4 vorteige, und die uns zur Verwandlung der Figu= ' i
“’f‘#" %0 in einandet unentbehrlich it : iR
nign d, Ul B30y
(T |
e
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Fir, 18, Zuflatz I, Wenn man die Seiten eines Dreyec|
! = Y : ; e . | e
ABC insgelammt in zwey gleiche Theile r!;a:?rl and di]
jor - + e, . i
- halbivenden Punkte Dy £, F darch grade Linien verlin :
. - ¥ = * }if 10

det, [o wird das gegebne Dyreyeck dadurch in vier kleiem
il

Dreyecke getheile, welche insgefamme mit dem Gegdm

=

gleichwinklig find , wnd fieh einander decken,

Denn je zwey Seiten des gégebnen Dreyecks fnif «

thict. d. 1, nach dem Verhiltaits v : 5
haibirt, d. 1. nach dem Verhiltnifs von 1: 1, undmitf o
* E-%hn proportional getheilt *, daher die Linien DE,
EF, FD mit den gegeniiberftehenden Seiten des Dry.
ecks ABC parallel laufen. Folglich find die kleing
Dreyecke an den Ecken nach 1. 25, und das Dreyud

DEF in der Mitte mach I. 21, Anm,, mit dem gegh
L

|
1t

nen Dreyeck gleichwinklig, Diefes mittlere bildet ni

Dreyecke an den Ecken, wegen des Pail

oentiberftehenden Seiten ein kleing

"":.~.' a lor™ ‘oreo
lelismus der geg

Parailelogramm, wie AFDE, deckt fich folglich mi

jedem derfelben, und daher auch diefe untereinands

fo dals jedes der vierte Theil des ganzen Dreyecks il

Grade Linien AD; BE, CF, welche man vond
Eckpunklen des gegebnen Dreyecks nach den Bunke
ten in der Mitte der gegeniiberftehienden Seiten 2t
geben fiir diele kleinen Parallelogramme die 2weyla
Diagonalen ab, halbiren fich alfo mit den Seiten desDiy

"1 37, ecks DEF wecifelfeitic *. Verbindet man daher auf
neue ihre Durchfchnittspunkte, f{o entftehn wiedemn
vier den vorigen gleichwinklige , fich deckand
Dieyecke, die ein Sechzehntel des Gegebnen, i
deflen Seiten ebenfalls halbirt find, und umgekel
die in dem kleinern Dreyeck liégenden Stiicke 'der bt
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ey | . SR .
J4UY en AD, BE, CF, halbiren. Verbindet man‘imimer
wieder die halbirenden Punkte durch gl‘fi-..ie Linien,

:
VErh . e = PR i
[b gehit diefes ohne Ende fort; daber AG Jezichung
” wf AF als Einheit, duich cine geomet n'c‘.z: ohne
epebis
] 1 . 1 1 I

Ende fortlaufende Reihe £ == % T gz o3 e de-

wn Summe , wie die Arithmetik lehrt, 5 ift, gegeben

wd

kleinem

L

ik wird; ein Satz, den wir im folgenden Buche auf ganz

i) geometrifchem Wege darthun werden.

Deye sufatzr 1V, Weun man alle Seiten irgend eines Tig: 19,
Vivecks ABCD halbirt , und die balbivenden Punkze je '’

e T Seiten , welche an einonder fiofsen, durcis grade Li-

gejgt- mjl;ﬂ,wrébhfit , Jo bilden diefe J-‘.'ars ein .=:""_*;f'.-'z.f::.ﬂ-';,".-:.-'.'-.-?..':;

s EFGH ,  deffen Seiten mit den Diagopalen AC, BD des

Pari segebnen Vierecks pavallel find, Denn jede dieicl'i_}isgo-

lemz nilen zertheilt das Viereck in zwey Dreyecke, wie

B 1]

i ADC, ABC, denen die Diagonale zurG rundlinie, und

e} 1vey @ der halbirenden ‘\utm des Vierecks zu Schen-

ks ] keln dienen, Dicle find proportional ge- :

theilt, daher HG und yde mit der Diagonale i B

MEE AC, alfo auch untereinander, und eben {o GE, HE

Piink: mitdes D nﬁGI‘I"‘.ﬂ BD und untereinan 3 o% 1._,.-=,_--_1i‘:u1'. lau-

el §  fn. Mithin it EFGH ein Parallelogramm von der er- “7- (2 "
rejia b wihnten Befchaffenheit. i §
?JU”:':' Der Inbale disfes Pavallelogramins ift balb fo grofs : |

LAY ol der Inhalt des gegebnen Vierecks. Denn da CO und : bl
ieru:lt Do beyde nach demfelben Verhiltnifs wie DC durcl LA i
kené & die Parallelen GH und GF tn-;‘ﬂ ieilt *, mithin halbirt ¥ 7, (1) e

i b \'\'EI{E'\‘.‘H, fo hat jEC;L'S dex v 'L U""\ ELﬂ.L., in welche Ll;‘is

ket | geaebne Viereck dasch beyde D'itf““‘i"“ getheilt wird, 5
el | 3 B.AOD, cine doppelt fo grofse Grundlinic und Hohe I=;: il
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als das kleine Parallelogramm OH , mithin s
* § cinen doppelten Inhalt *,  Die vier kleinen Punl
lelogramme zulammengenommen find alfo halb §
grofs als die vier Dreyecke, d,ih. als das gegelin

Viereck.

Die Ouadrate der beyden Diagonalen AC, BD find nuk
einmal o grofs, als die Quadrate der vier Sciten des Paril
lelogramms EFGH zafammengenommen, Denn jede du
Diagonalen ift, nach dem cben Bewiefenen, dasDoppek
te der Seite des Parallelogramms, welche mit ilir pr

42348 yallel laufe *.

Endlich find dig vier Dreyecke, worin; die Diagm
len das gegebne Vieveck theilen | einander proportiond,
Denn je zwey diefer aneinander liegenden Dreyeks
z. B. AOD, DOC und fo auch AOB, BOC, ftehn iiba
¢iner graden Linie, und ihre Spitzen fallen zulammen

" E, 2, Sie haben alfo gleiche Héhe *, und verhalten fich folg
lich, jene fowohl als diefe, wie ihre Grundlinien AG,
*2 £ 1. OC *, find alfo Proportionalflichen,

[LEB RS AT 2 8.]

Fig. 20, Zwey grade Linien FH, GI, welche man durd
einen Punkt E in der Diaganale cines Paralte
grarvms ABCD, wmit den Seiten parallel zicht, thi

1) dieFiiichen in vier Rleinere Parallelogramme,
welche unter fich , und mit dem Gegebnen ,
winklig und proportional find,

wnd 2) dic Seiten in zwey proportionale Abfhnit

atasy
< a8 2
aigiee
b

o

3) Die parallelen Seiten 'dey Pavallelogrammt
ww die-Diagonale, GF, HI. AC. [ i
: H 3 * ’ J

»

it

]
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glichess Verhiiltnifs , und die Evginzungen dig
fir Parallelogramme EA, EC, haben gleichen In-
lt, wnd find mittlere Proportionalfiiichen 2wifchei
et

Wenn das gegebene Parallclogramm ein Rhombus
dher ¢in Quadrar ift, fo find auch die beyden kleinen
Prallelogramane umy die Diagonale Riiomben oder
Quadrate ans beyden Abfehnitten der gegebnen Sei-
, wid die beyden Erglinzungen decken - fich s unol
sy find fie in Full eiries Quadrats Rechtecke, die
ws den beyden Abfchnitten der gegebnen Seite e
[ricben. finde

1) Vermoge der Conftiuction find AB, HF, DC
mitéinander parallel ;  und {fo auch AD, GI, BC.
Beym Durchichneiden diefer Linien entftehn alfo lau-
tér Parallelen zwilchen Parallelen folglich lauter Pa-
tallelogramme , - die untex fich und mit 'dem gegebnen
gleichwinklig {ind.

Je wey derfelbeny welche an einander liegen,

1B, HI, EC, haben gleiche Hohe ,  verhalten fich

nen find die Grundlinien der beyden andern, eben-
fills gleich, hohen Patallelogramme AE, GF gleich,
Mithin find diefe vier Parallelogramme Propurtionaifli=
eheiy oder s ift p HI ¢ p EC: p HU=p AE: pGF:
PAF= p Al ; p GC : p AC™

2) Weil BH mit AB, und EI mit BC parallel ift,
Werden in den Dreyecken BDA, BDC die Schenkel
DA, DG beyde dem gemeini‘chafﬁlichm Schenkel DB

Y.

fﬂgﬁch wie ihre Grundlinien HE, EF *, Diefen Li-f5e &1




%

2_& B v.crn TH

¥ 7. 1. proportional *, folglich auch. wnrercinander felbft pn,
* Gr. % portional L‘r.fze.*!z: *, fo dals fich verhilt DH : HA:
= D1:1IC: DC,

3) Jedes dex Parallelogramme um die Ding gonal,
HI, GF, AC, ift aus zwe ey ‘Seiten befchrieben, wi
che in diuibr}pt'-;:‘i'iortionsalcu'1'hei'llmg tibereinftimmen
i LT :
" de Glieder ausmachen *, das erfte aus den erften Gl

dern Dii, DI, das zweyte aus den zweyten HA, I,
das dritte aus dem dritten DA, DG. Folglich fiehen

die paraliclen Seiten diefer Parallelogramme in glicie
Ferhaitnifi.  (Hingegen find die Erginzungen aus dn

nicht-iibereinftimmenden Gliedern diefer propostion
getheilten Glieder befchrieben).

DaParallelogramme, die einerley Héhe haben, fth
I. wie ihre Grandlinien verhalten *, fo verhale fich yen

*

|

¥
(2) moge der obigen Proportionalitst * p DE ; p.HG=
p DE;: p IF , daher wegen Gleichheit der Vordes

glieder auch die Hinterglieder, Parallelogramm HGuat |
Parallelogramm IF gleich feyn miiflen, Die beydenfr

ginzusigen haben allo inimer gleichen Inbalt, und esver

(1) hiit fich mithin * p DE: P HG = p HG : p EB i
: pDE: pDG= pDG:p DB, fo dafs die Erginzungit
die mittleren’ Proportionalfiichen zwif{chen den Durdh

lelogrammen um die Diagonale {ind.

4) Mt das gegebene Parallelogramm ein Rbonkt

oder ein Quadrat, {o ftehn deflen Seiten,; mithin auch

* (1) die} iibereinftimmenden Abfchnitte derfelben *, it
E. 3 Verhiltnifs der Gleichheit *, Folglich find dann dé

% [

beyden kleinen Parallelogramme um die, DISE"“"‘“

= - L

e -
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b pnlpr, GF , auch gleichfeitig *, und iiberdem mit dem ¥ (3)
A Dy Gegebnen gleichwinklig *, mithin Rhomben oder * (1)
Quadrate, - und. zwar jenes aus dem Abfchnitt AG,
sgonal blieles ift aus dem Abfchnitt GB befclirieben, — . Die
m, v Siten der Ergdnzungen find dann gleichfalls untercin-
immer.} snder gleich *, beyde Ergiinzungen decken fich*, und ";;i:jx
enGh ] infall des Quadrats ift jede das Rechteck ats AG, GB.
A, IG Zulatsy 1. Aach wenn man durch melweve Punlite
ftelin dr Dingonale, z. B, durch E und L, (oder durch Puukte
leigten ) in dex Verlingerung der Diagonale) Paralleliinien;mit
usdin) dm Seizen des Payallelogramms AC zieht , wird dus
rtionl turallelogramm in lauter gleichwinklige Parallelogramme
githeilt, won demen die Ausfagen des Lehrfatze gelten,
i Denn alsdann find die Parallelogramme HI und MN
e beyde auf die Art, wie es der Lehrfatz vorausfetzt,
HG = eingetheilt; folglich haben die Parallelogramme um
o die Diagonale, LD, EL, ED, BE, BL und BD insg e~
G lammt proportionale Seiten, und find, falls das Gege-~ atind |
fae | 202 BD ein Rhombus oder Quadrat ift, allefammt ’=
R Rhomben oder Quadrate, iiber den Abfchnitten der
y olee tite AB befchrieben *. 'Die Ergdnzungen LI und . .
g IH, EN und EM, EC und EA und felglich auch NI _
Part und MH, find von gleichem Inhalt , und falls AC fL ¥
tn Rhombus oder ein Quadrat ift, decken fie fich, '
und find aus je zwey!Abfchnitten der gegebnen Seite
onbilt £ MBbefchrieben. Endlich find EN, EC, GC mittlere
aush b Proportionalfiichen zwilchen GF, und zwifchen EL ,
vt | BD,BDw, L £ :
1 di¢ SRS < oot Siale
Rl iufatz 11. Nimmt man auf dev einen Seite eiiies 13
I' wallelogramms AC einen Lanks G, und anf deor duvan i
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flofsenden Seire einen Punkt F, [o dafs B und BF in dm

* Ag.4. [elben Verbaltnifs als die Seitemy BA und BC fenn *,

wiehit duvel G wunid F- it den Seitenr des P:Ir'.rff.'e:rﬁg:'mf_-'!,uj
Parallellinien Gl FH'; [o durchfihneiden fioh diefe beydet
Parvallellinien in einem Punkte E, der in dey Diagonale dy

=
gegebnen Parallelogramms liegt.

Denn da durch einen Punkt F nur eine einzige

*125.2 2 vallellinie EF mit einer graden Linie AB *, fo i

o I

zu drey gegebnen Linien nur eine einzige vierte P

*V. 3.0, portionallinie moglich ift *, und pach unferm Leb

fatz die. Parallellinie EF die Seite BC fo durds

{chneidet , dafs BA : BC fich  verhalt wie BG :BF; b

mufs, wenn man umgekehrt den Punk: F diefer Pio

portion gemafs beftimmt, und durch ihn eine Panb

Iellinie mit der Seite AB zieht, diefe Patallellini

durch den Punkt E gehn, worin die Parallellinie Gl

die Diagonale durchichneidet. Folglich gelzen von it

J‘E;-gc'zagx.'m Parallellinien alle Ausfagen unfers Lelfateeh

und alo auch ins befondere, wenn AC ein Rhombu

oder ein Quadrat ift, und man BF gleich BG nimmb
Zufatz III. Daffelbe ift endlich der Fall, wem

man zwey gleichwinklizs Pefm!fefagm:.'mfe-, deten St

ten in gleichem Verhiltnifs {tehn, wie GF, HI, o
einander , oder wie GF, AC fo in enander fetat, il

die proportionalen “Seiten in grader Linie liegen, urd
wenn man dann durch Verlingerung der Seiten diefer
Parallelogramme , das Parallelogramm AC erganit

Annth

Bl
Gl

i

oF,

-~
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Anmerkung. Die Sitze kommen Theilweife {chon bey
Liklid vor 1. 43, VI 24 und 26, und X. 54 Lemma. Bey Le
Gindre fehlen fie, obfchon fie gleich bey den folgenden Sitzen,
wd noch mehr fiir die Verwandlung der Figuren, und fir die
pometrifche Analylis von: Nutzen- find,

& U,

LEHRSATZ G

Ein Ouadrat aus einer zweytheiligen Linie AcFig st
it den Quadraten itber den beyden Abfthnitten 4B,
BC, und zwey Rechtecken, welche aus den beyden
difehuitten  befchrieben ﬁua! s Zufanwunengenomaien
dichs oder es iff AC*d.h. (AB—~BC)* = AB* =
B* -+~ 2 4B X BC.

Befchreibe iiber AC ein Quadrat ACDE *, nimm *ILAIE
AR yleich AB, und ziehe FG mit AB, und BH mit
AE parallel,  Dem vorigen Lehrfatz gemifs theilen
diefe Parallellinien das Quadrat iiber AC in zwey Qua-
dte AI, 1D, welche tiber den beyden Abfchnitten
AB, BC der Seite des gegebnen Quadrats * befchrieben * 8 (3:1'
find, und in; zwey fich deckende Rechtecke IE, IC,
deren jedes aus } diefen beyden Abfchnitten befchrie-
it ¥, Folglich ift AC* = AB® 4+ BC? 4 2 AB¥g, (3)
% BC,

Diefer Satz liufr auf den arithmetifchen hinaus, welchep
flie Zulammenfetzung der zweyten Potenz einer zweytheiligen
Z0), s den beyden Theilen derfelben, ausfage: (af b)3 =

¥ hagb 3 b2

[Folgerung, Fiigt man zu den Grofsen, welche

“rLehifatz als gleich angiebt, beyderfeits noch das
S
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Quadrat’aus dem einen Abfchnitt, 2. B BC2, hiny
{o wird, weil 2. BC2 - 2. AB X BC gleich ift 2.50x
(AB < BC) di higleich 2 BC X AC ¥, such
AC2 + BC2 = 2.BC % AC - AB®
eine Figenfchaft , die alfo gleiclifalls non jeder gveyteh
ligen Linie gilt ; und-deren Wahrheit auch inlig 208
gleich in die Augen fallt, ]

[Zufatz I . Beftehs eine grade Linie AB aus nea
ren Abfchnizten, AR, RS, SB etcs, fo ift das Qud
derfelben | gleichfalls den Quadraten aller einzelum &
fehnitte und deu doppelten Rechtecken aus je zwey Abjehs
ten zufammengenomnmen gleich , oder AB2 = ARs 4 B2
4 8Bz 4+ 2 ARX RS+ 24RX 55 42 RS x SB (e#
Ausdruck, in welchem man ftatt der dﬂppeltcnﬁezhb
ecke auch die Rechtecke 2 AR X RB < 2 RS %3 ft
zen kann*). “Denn auch hier find wiederumerfih d
Rechtecke an ‘det Diagonale &, 8, 7, Quadruie,ﬂﬂ-{
2war die Quadrate aus den einzeln=n Abf{chnittenét

it
ryil

gegebnen Linie AB. Zweytens find unter denfE
zungsrechtecken je zwey einander gleIch & und?)
¢ und ¢, ¢ und ¢ ete,, und diefe Rechtecke findi®
dem aus je zwey der verlchiednen Abfchnitte belhe
ben, o = AR x RS, = AR % SB, ¢=Rid
etc. *

Zufatz II. Diefe drey Rechtecke find pufar
meéngenommen gleich AR X RB 4 RS x SB ¥ ™
auch AR % RS- AS3 SB, oder auch RS x (AR W)

A S e . ; ol
4= AR X% SB, je naclidemi man zwey, dic emer

Hohe haben, in ein Rechteck zufammen nimmb Dar
aus folgt

=

- R |
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1) dafs ey jeder dreytheiligen Linie AR % RB -+
RS 2 SB = BS % S4 -+ SR % RAiff, tind dafs diefe
Eigenfchaft auf dhnliche Art fiir jede in noch fo viel
ﬁlhb]mitte gesheilte Linien gilt (Gregor von St, Vincenz
B.1. 5. 55.)

2) Dafs eben fo fiir jede dreytheilige Linie AS % RB
=R X 4B 4+ AR % SB i Denn fligt man zum
erften und dritten jener Ausdriicke beyderféits RS* hin.
myfowird ARX RB <+ RS X SB 4 RS= = RS2 4
RS X (AR 4+ SB) + AR x SB,oder, da AR X RB 4~
RS X RB gleich AS ¢ RB.ift; AS X RB = RS % AR
+ AR SBy eine artige Eigenfchaft ef:‘?jréfﬁﬁgfr Li-
pien, auf welcher Enler den Beweis eines Satzes baut,
fen man vor ilin noch nicht bewielen hatte, und den

man im folgenden Buche findet.

Zufatz 1. Da die dreytheilige Linie AB, ex-
flens qus den beyden Abfchnitten AS, SB beftelit, fo
ift vermoge der Folgerung zu tinferm Lehrfatz AB2 o
BS: = 2 BS x AB -+ AS2; und da zweytens auch AS
s awey Theilen AR, RS beftehty AS; 4 RS3 = 3
RSX AS - ARz, Folglichift fir jede dreytheilige Li-
Mie auch AB2 4 BS® 4 RS2= 3 BSxdB 42 R§X 48
ARz,

Afimierkin e, Dem erften diefer Sitze ift dex arithimetifche
i =)
' w

b & ; it . pu o i o . - =
Sata g (btey¥be=¢(a#¥hb)+ ab, dem zweyten der ariths

1 ;R s i - 7l (s
menfche Sarz {(aFb)y(bde) = b(@a#®b e * ae analog 4

o
§5 0
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Ein Quatlrar aus eiver Linie AC, welthe @
Unterfchied zweyer Linien AB,BC ift, befehridboy
ift gleich den Quadyaten dicfer beyden Linien 2
Len GeNCIen., Wekiger Zuweymal dem Rechteck an
beyden Linien AB, BC; oder es ift AC” d. b, (4
— BC)? = AB* - BC* — 2, 4B X BCG,

Belchreibe iiber AC:dasQuadrat ABIF, machel
gleich AC, und ziehe CG mit AF, und HE mit I
paratlel; fo-wird das‘erfters Quadrat durch diefe ¥
rallellinie, wie Lehrfatz § Zuflatz 2 ausihgt,eingethei]i.
Befchreibt man folglich fioch iiber EF, welches gleié
BC ift, das Quadrat EFLK gleich BC2, fo iftidis
fammt AL, d. i, dem Quadrat iiber AB, gleich A
d. i. dem Quadrat aus AC und den beyden Rechtecken
CBIG, GLKD, - Jedes dieler Rechtecke ift aber gusAB
= LG und BC belchrieben , und folglich Ab+
BCz? — 2 AB X BC = ACz3, :

Diefer Satz liuft aufden arithmetifchen hinaus: (a=%’

= a2 am-nab 4 b2,

L-BE H R &4 T Z I1.

Ein'Rechteck aus der Summe und dem Uit
[echiede zweyer Linien 4B, BC befchrieben, il dat
Unter(chiede der Quadrate aus beyden Linien i

oder (AB —— BC) X (4B — BC) = AB* — B

Belchreibe iiber AB und f{o auch iiber AC ein Qo
drat, verlingere AB win BK, gleich BC, and voller
de das Rechteck KCDL und das Quadrat DHIG

-

«
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Die Grundlinie AK jenes Rechtecks ift der Sum-
me, die Hohe deffelben AE dem Unterfchiede der bey-
i Linien AB, BC gleich, und folglich ift jenes
C[ru. " Rechteck aus der Summe und dem Unterfchiede der
:n‘:r{'ul,» beyden Linien AB, IiC befchrieben, oder Rechteck
.ﬁfjm \RKLE — (AB - BC) % (AR — BC.) Nun befteht
:‘-ﬂ(g ficfes Rechteck aus den beyden Stiicken ABHE und
: BKLH, welches letztere dem Rechteck EDGF gleich
i, da beyde aus den Linien AG, CB belchricben
chest] fnd* Alfo it AKLE = ABHE + EDGF. Diefe ¥8:Z-2-
mit [} beyden Stiicke find aber gleich dem Quadrat tiber AB,
iefe '} weniger dem Quadrat iber DH, d. h, iiber BC; allo
rethelé b ik AKLE = AB* — BC?, und deshalb (AB -4 BC3
s gliéf X (AB — BC) = AB3 — BCZ.

(a + b).

e L
Y diels : : : ;
Diefer Satz laufc auf den arithmetifchen hinaus :

ich AD

(e b) = a2 — b2,

htecken :
gus B [Folgersng 1. &) Iff eine grade Linie MN im o e,
A Poite O in zwey gleiche , im Punkte P dagegen in zwey

wngleiche Thetle getheilt , (MO = ON and MP > PN3)
ik fo it MP = MO + OP, und NP = ON -~ OP ==
@=%1 M0 — OP und folglich ftets

MP %X NP = MOz — OP*

B) Nimmt man auf der Verlingerung einer [olchen
T ' Fiﬂfﬂ MN, welche in O gleich getheils ift, einen Punkt p»
i |r. loit Mp = Op + MO und Np = Op — MO folg-
b ,m[h lich frets
o Mp % Np = Op* — MO*

In beyden Fillen ift alfo das Rehteck aus den beyden une-
inQu dléichen Stiicken MP , NP oder Mp, Nn dem Unter[chiede
yoll der Quadrate aus, der Hilfte der Liniec MN ni:d aus dei

e o




278 £ vecar I

Abfland der beyden Theilpunkte O, P oder O, p (welchy
die Linie in gleiche und ungleiche Theile zerfchne.
den), vou einander gleich, — Der Lehtfatz gehbrtia
diefer Form zu den fruchtbdrern Sitzen der Geometrly
ift in ihr in geometrifchen Unterfuchungen von nicht
minderm Gebrauch, als der Analoge arithmetilche
der Buchftabenrechnung ; und verdlent vorziiglich g
merkt zu werden, Schon in den Zuflitzen zu dithn
Lehrfatze findet man einige intereflante Anwendungea
deffelben.]

[Fo .’ge'r #ng 2. Verbindet man mit diefen Siizen
Lehifatz g und 10, fo geben fie noch ein Paar thnlidh
Sitze , die gleichfalls Bemerkung verdienen, ol
gleich fie nicht ven fo hiufigem Gebrauch als die vork
gen find,

«) Im erflen Fall war nemlich MP - NP=MN
== 2, MO, Folglich miiflen auch die Quadrate dieler

*E, 4.0 gleichen Linien gleich feyn*, mithin MP2 -+ NP*+
9.

¥a

L

z- "I'
" nach Folgerung 1, «. auch 2 Mp X NP = 2. MO2~

2 MP x NP* = 4, MO** Da ntn in diefen fil
2 + OPz ift, fo folgt hieraus, wenn wir Gleiches ot
Gleichem abziehn, :
MP2 + NP2 = 2. MOz 5. OP2
Denn da die Grifse die wir abziehn follen um g.0"
kleiner als 2. MO2 ift, {o ziehn wir, wenn wira « MO0
wegnehmen, um 2, OP2 zu viel ab, miiffen allo zum
Refte, der bey jener Wegnahme bleibt, 2 . OP2 hint.
figeny um den richtigen Unter{chied zu erhalten,,

T
4l

nl

P B TR TR
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f) Im zweytes Fall warMp —Np = MN=2;MQ.

:itht =
Folglich find auch die Quadrate diefer Linien gleielys

fneLe
i} o Mg 4 Np?— 3. Mp x Np* =4 MOZ% Da® o

;tt;: qun nach Folgerung I. B, in diefem Fally 2 Mp % Np

el =2 Op? — 2 . MO? itt, fo folgt daraus, wenn Wit

&4 Gleiches zu Gleichem hinzufiigen

B Mp2+ Np? =2, MO? +2.0P%

e[:m In beyden Fillen ift alfo die Summe der Quadrate ans

ngen | 4 umgleichen Stiicken MP, NP oder Mp, Np gleich dem
doppelten Ouadrat der balben Linie MN , und des Abfiands
der beyden Theilpunkte Q P oder O, p von cinander,

i | Dieler Satz lanft auf den arithmethifchen hinaus:

ke | (o b)% - (a—br=2: a2 4 2., b2}

ol

{atls [Folgernng 3. 1Im ameyten-Fall der erfien Fol-

gerung , ‘d. b, wenn Mp =MN-+Np= 2.MO 4+ Np
11;2 =4 - MO2 - e MO x NP -+ Nl’.p‘* il - 2

it, it auch N
= Op, und folglich MO%—- MO

MN oder, da MQ ~+ Np

i | xNp=MOxOp it * e T .
4 Mp? = 4:MO X Op + Np?

Fill éin Satz der auf den arithmethifchen hinausliuft

faatb)? = 4.0.a+ b) -4 b2}

i

e Anmerkung, Man ficht leicht, dafs man falche Sitze
nach Anleirung analoger arithmetifcher ins Unbeftimmee vervicls i i
filtizen kann, vund das it vielleicht dexr Grund, warum Le Gendre

o ol Simpfon die fanf Sitze, die in diefen Folgerungen ftehn, i

¢ eanz wegeelaffen haben : dach fehr mit Unrecht, da durch fie

o wanche Beweife fich abkirzen , and ohne fie die Schnfien alter

i Geometer fich. nicht ohné Anftefs verftehn laffen. Bey Exklid \

it | machen fie im zweyten Buch der Flemente fiinf befondre Lehr- 3

P 3 e i . R .
fige aus, und werden fehr umitandlich , jeder durch beiondere
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Conftructionen bewiefen, Diefe Beweile find befonders fi i
beyden Sirze in der Zweyten Folgerung, die von Euklid g
dem Pythagoreifchen Tehifarz abgeleiter werden, ermiidend weiy
dufig. _Sellte Euklid diefe langen Umwege, nach welchen blos
die Beweife diefer beyden Sirze zwey -enggedruckee Seiren filen
wicht blofs deshalb erwihle haben, weil die atichmetifchen Vor
Rellungsarten, miteelft derer wir fie abgeleiter; haben, den dlun
Geometern noch niche fo recht geliufig waren,

Mit iihnlichen Sitzen ift faft jedes geometrifche Werk, wi.
ches tiefer in. die Wiffenfchaft hineingehe, reichlich ausgeline
Nun ift es zwar nicht zu leugnen, dafs Sirze von diefer Att, oy
gelegnen Zeie gebratche, geometrifche Unrerfuchungen aniseror
denclich abisitrzen kénnen ; allein fie find jedesmal; befonders s
arichmerifchem Wege . (durch-dis. einfachfte Buchitabenregh
nung) fo leicht zu finden, dafs es in der That unnitz uof
fchidNch ift ;- mit hrien die geomettifchen Werke zu tberfills
Sie haben in_der geometrifchen Analyfis einen #ihnlichen Nozin
wie die Verwandlung einer Formel in die andre in der Buchi
benrechnung, und billig nimmt man daher diefe bey jener mi
zu Hiilfe. Clavins, Gregor vom St, Vincens und felbft Tacgnt
ftanden noch in der Meynung, die Regeln der Buchftabenrehiu
miifsten aus diefen geometrifchen Siitzen abgeleitet, und durd
fie bewiefen werden ; ein fonderbarer Wahn, welcher: zeigt, wiehi
noch vor hundert Jahren die avithmetifchen Wiffenfchatren in
rer Kindheir lagen , und der vielleicht nicht wenig dazu 7
beygetragen haben, die geometrifchen Werke mic Sitzen i
Rechtecke und Quadrate aus Linien, welche nach einer gewifa
Art eingetheilt find, fo fehr zu liberladen, Von Holchen Sim
fuhre ich hier nur foch ein Paar an, die den Sirzen in |derférs

Figs 26 ftern Folgerung fhalich finds Sind an eines Linie CD zwey g
¢he Linien AC, DB angefetat, (0 iff imgper CB2 — AB3+ ABX 0D
#nd nimmt mon in der Linie CD irgend einen beliebigen Pankth
fo3f AE X EB = DE X EA + EC X CA 4 Ac2 (Grigo 8 :
St. Vise. B, 1. 8, §7+ 584) 4 U,
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&T i [Zufatz Y. Unter allen Rechtecken die fich aus zwey Fig. a5,
d.5 Alfechnitten ciner gegebuen graden Linie MN bilden laffen,
Id “il: if das Quadrat siber ibve Hilfte MO das grifite , und der
.::m}:l: Inbalt wird immer kleiner , je wrehr die Abfchnitte MP
vk PN verfchieden find. Denn .denkt.man’ fich die Linie
iienf i O gleich, und in P ungleich getheilt, fo ift, nach
Folgerung 1. ., MP X NP = MO2 — OP2, und die-
| fufubtractive Theil OP2 wiichft mit dem Unter{chiede
]:f;s::-r der beyden ungleichen Theile,und nimmt mit demfel-
Hia ben ab, und fillt ganz fort, wenn beyde Abichnicte
isera B gleich find,
ers af ) Unter allen Rechtecken von gleichem Umfang bag
Witk & githin das Quadrat den grifiten Inhalt,
::u::lf ) Und wenn zwey Rechtecke,, welche aus Ab-
jon | {0mitten gleicher Linien befchrieben find , gleichen
wht, | Tnhalt haben, fo find auch die Abfchnitte; welche ihe
@t | reSeiten bilden felbft gleichy
;.,;,: Zufatz 1I. Dagegen wird dre Summe der Qua- ; ]
ydarch drate ays den beyden Abfchnitten MP, NP klemer, wenn :
fiefee der Unter[chied der beyden Abfchnitte von einander b-
ok | #imms, Denn da die Summe diefer Quadrate MF2 -+
1 NP2 = MNz — a, MP x PN ift *; nimmt fie ab, , : . }
E?_H wenn das Rechteck aus den beyden Abichnitten MP; 5 LY
::: PN zunimmt, folglich wenn die beyden Abichnitte '
s von einander weniger verfchieden werden,  (kukl, X, 3
¥ gl 42, Lemma ). ] i e g
(D : 4
i LERBRRSATZ X2
£ Das Quadrat - der Hypotsm{jé BC eines vecht-gig: 2. :
wiﬂkﬁgm -Dreyecks -ABC ;rﬁ: gleich, den Quadvaten ; ;'
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jiber den beyden Katheten zufxvnmen genowsen, ol
B = AB* 4 AC

Es fey ABC ein bey A ‘rechtwinkliges Dreyes
Eber deffen Seiten Quadrate befchrieben find, Filk
vom! Scheitel des rechten,Winkels auf die Hypot
nufe ein Perpendikel AD, welches verlingert, die
gegeniiherﬁehende Seite des Quadrats in E' durth
{chneide; fo liuft diefes Perpendikel mit den Petper:

YLE19. dikeln BF, CG parallel * und theilt alfo das Quadrat

L 2

der Hypotenufe in zwey Rechtecke DF, DG. Jus
diefér Rechtecke, behaupte ich, ift dem Quadrat iibe
einer Kathete , mit dem es cinen Eckpunkt genen
hat, gleich.

Der Winkel ABF befteht aus dem Stiicke ABC nnd
dem rechten! Winkel CBF ; eben {o befteht der Wir
kel CBH aus demfglben Stiick ABC iind dem recten
Winkel ABH. Alfo find die beyden Winkel A%
HBC gleich. Ueberdem find die Schenkel des et
den Schenkeln des andern gleich, indem, als Seiten
eines Quadrats, AB = BH und BF = BC ift. Tieht
man folglich AF und CH, fo entftehn zwey Dreyeckt
ABF, HBC, welche fich decken, und mithin gleichet

L 6 Inhale haben *.

Nun ift aber der Inhalt des Dreyecks ABF halb fo
orofs sls dex des Rechtecks BE, welches mit jenem
Dreyeck iiber gleicher Grundlinie BF fteht, und o

“ 2, {chen gleichen Parallelen BF, AE liegt *. Ebcn_fﬂﬂt'-

der Inhalt des Dreyecks HBC halb fo grofs als der 08 |

Quadrats AH, indem beyde fiber der Grundlinie H
frehn, und awifchen den Parallelen HB, LA liegth

|
{ ’

Tor

da

de1
al
de
de

[
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i won welcher letztern AC eine blofse Verldhigerung 1ty

i1 BAL, BAC beyde rechte Winkel, folglich LA, AC

yeck, | in grader Linie find ¥, Daraus dafls der Inhalt der bey-¥ T &
Fill | den Dreyecke: ABE, HBC gleich it, folgt alfo, dafs

{ potes dsRechteck BE, als dasDoppelte des Dreyecks ADF,

. @] ¢mQuadrat AH als dem Doppelten des Dreyecks HBG;

furde | dem Inhalt nach gleich {feyn mufs.

srpen- Grade auf diefelbe "Art 1ifs" fich darthun, dafls das

dadiat B Rechteck DG mit dem Quadrate Al gleichen Flichen-

Jedes § num hat, indem, wenn-man AG undBI zieht, eben-

cibe | fills zwey fich deckende Dreyecke ACG; ICB entftehn,

emeln B welche die Hilften jemer Vierecke find,

Folglich find beyde Quadrate AH, Al den bey-

Cund f &n Rechtecken BE DG znfammengenommen , mithin

Wit | ¢emQuadsat der Hypotenufe gleich, oder es ift BC? =

chten f AR + AC2,

ABE,

: iDiefen Satz, einen der Wichtiglten in der Geomotrie, {oll
ginen

g fach der allgemeinen Sage des Alterchums Pythagovas erfunden ]
serten ; o T :
IS Taben, und er wird deshalb gewdhnlich dev pythagoveifche Lebt

Z'i{hi fats genannt, 1

,:"; Folgerung 1. Das Quadrat eincr der Katheten ify
e gliich dem Quadrat der Hypotenufe, weniger dem Quadsyat
der andeyn Kathete*, . B. AB2 = BC2 — AC2.  Mit- 'Graaf
b} bin g das Quadrat einer der Katheten auch cleich eis (
E[tﬂ; nem Rechtecke, welches aus der Summe und und dem
il

i Unterfchiede 'der Hypotenufe und der andern Kathe-
05 1 te befehrieben ift, oder AB2 = (BC -+ AC) x,(BC —
rdﬁ P\C *
) =
HB | ]

[Folgerang 2. Unferm Beweife gemifs hat das
Rechteck BE mit dem Quadrate AL, wnd eben fo das

gh’ﬂ:
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Rechteck - DG mit  dem' Quadrate . AL - gleichy
Inhalt,

&) Ein Perpendikel AD , welches aus der Spitse e
yechtwinkligen Dreyecks auf die Hypotenafe gefillt i
zerfchneidet diefe folglich fo, dafs das Rechteck aus jtlg
der beyden Abfchnitte und dev ganzen Hypotenafe, dem Ju
drate derjenigen Katbete, welche an dem Abfehninte a
Liest, gleick ift; oder dafi BD X BC = AB2 und CDx
ACz2 ift. :

p) Das vechtwinklige Dreyeck felbft wird durchdy
Perpendi el AD in zwey kleinere rechtwinklige Dreyuck
ABD, ACD zerfillt, und zwar find diefe unterein
Jer und mit dem Ganzen gleichwinklig, indem dieWin
kel B -+ BAD und BAD -+ DAC beyde einem Reclft

3Lz glcich ¥y mithin B = DAC und C = DAB find.

~) Von jedem diefer kleinern Dreyecke giltill

¢ (£ 1.y auch das Bgwicfene, und es'ift AD?= AB2—BDM=

% (¢) BD xBC* — BD® = BD X (BC — BD) *, all AD?

¥Bsv. — BD % DC. Das Quadrat liber dem Perpendikel ifalf

dem Recheick ans den beyden Abfchnitten der Hypam

gleich; eine elegante und fruchtbare Eigenﬁ:ha& 4
rechtwinkligen Dreyecks.

3) Vetbindet man hiermit-den Satz, dafs dieSe

*4 f.1.ten gleicher Rechtecke verkehst proportional find %

fo folgt ausy, dafls fich ftets verhilt BD: AD — AD: 00

und eben fo folgen aus «; die Proportionen BDi¥

— AB:BC und CD:AC = AC:BC. Alfowird 4% |

potensfe durch das Pevpendikel AD [o zer[chnitten; i
x) diefes Perpendikel [elbf} die mistlere Proportionslin® ™

IIL'F
ki

.

at
EI
f

]
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.llilitl'ltl', -
[chen den beyden Ab[rhnitten,*2) jede der Katheien die mit-¥ V. 5.
llinie zwifchen dem Abfehnitt wnrer de¥

lere Pioporziond
notennife iff. Bieranf wer=

e oy |
Kathete und der ganzen Hyp

't wird :
') fen wit einfache Methoden griindeny um 2u 2Wey pe- .
us pitgf S = : 33 .
on gegebnen Linien, oder.zu.einer Linie und einem Ab-
el e . : e - 4
Sl {chnitt derfelben, mittlere Proportionallinten zu findem, :
Dl and gegnbne Rechtecke in Quadrate zu verwandein.

¢) Die'Quadrate dev ‘beyden Katheten und der Hypoe
wchdoh tewsfe verbaleen fich zu einander, wwie die beyden Abfchnitte
Droyub % Hypotenife anteveinander. und zur LaNen Hypotenufe
sreingh o
s Wi AB2 : AC2 +B€2 = BD : DC : BC.
Rechied Denn die-Rechtecke BE,. DGy BG, denen jene Quadra-

tegleich find, haben die Hypotenufe zur gemeinichaft

o lichen Hohe, verhalten fich alfo wie ihre Grundli-

AEdlE yen#. - Durch Bildung eines rechtwinkligen Drey'- * 3 1
M= : ' = ; Frw ; : |
M=t wrks wird es alfo moglich feyn Linien darzuftellen, die

T

] J:H]: . 1
‘ fich wie zwey gegebne Quadrate verhalten, und unl- :

i if?“::i gekehrt. ]
patemf
naft d¢ [Folgerung 3.

' Katheten hat gleichen Inbalt
s Hypotenufe und aus dem Perpendikel , oder AB x AC = i
il 4D .x BC, Denn diefe beyden Reclitecke haben mit Tl
D06 dem. rechtwinkligen Dreyeck gleiche Grundlinien und
'D-’ i Hihe, folglich beyde einen doppelt fo grofsen Inhalt
D als diefes Dreyeck, und mithin beyde einen gleichen

die By ?
# ) Flichenraum. ( Euklid, X. 34 Lemma)

ny

a) Das Rechteck ans den beyden
it dem Réchteck aus der

8) Der Inbait des rechiwinkligen Dreyecks felbft ifk
gleich & AB  AC oder EAD x BC, und verlile fich il 4
1Y

e o
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zum Qgadrat der Hypotennfe wie :;-'_:AD + BCy und g
Quadrat iiler einer Kathere, 2.B. iiber AB, wie 1 ACib
oder wie + AD#BD.  Denn es iff
A ABC:BCe =X AD ¥ BC:BC2 =X AD:BCul
A ABC: AB2 =  AB X AC: AB2 = { AC:AB
odet = I AD x BC:BD % BC ='ZADi
«) Da bey zwéy gleichen Verhiltniffen die Vo
derglieder auch dem Doppelten der Hintergliedes pro
*V.4.. portional find ¥, fo verhilt fich
A ABC :'BC? 4+ AB2 4:-AC2 = 3 AD:2 kG
: = AD : 4 BC,
(Gregor von St. Vincenz L 23.'24.)
[Folgerang 4 Fallemanim gleichichenkigen Dy
Tie. o8, ¢ck ABC, aus der Spitze eines der- gleichen Winkei
der Grundlinie’; 2. B. aus B, ein Perpendikel BD st
den gegeniiberliegenden Schenkel, fo ift die Sumnedn
Quadrate iiber alle drey Seiten des Dreyecks gleich (D'
2 AD? i3 BD2. Denn es ift BC2 = CD? + 1}
und!AB? = AC2= AD=* +4{BD?, folglich BC? 4 AR
- AC2.= CD? 4+ 2 AD2 | 3 BD2, (Gregory
St Vincenz I, 40.)
Satz= die ich 1hehrihrerNettEgkeit als 1hrer Drauck
barkeit lﬁlber hier mit aufnehimne, |
Fig. 29. Zufatz. FiniQuadrat ABCD wird !durch dif
Diagonale AC in zwey rechtwinklige Dieyeeke &
theilt , wovoh jedes, wie 2. B, ABC, gleichi':heﬁli-';i
ift.  Alfo find die beyden Quadrate iiber die Kati
diefes Dreyecks einander gleich , folglich ACGE
2. ABL, - Ip jea'em _@mdr‘ate rﬁ fh{gr’icﬁ dis ‘QE“M
#er Disgonale doppelt [o grofi wls des Quadiat einet

&

| B - TR . T

—
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Siien, == Diefes lifst fich auch fo beweifen, Man

siche durch die gegentiiberftehen den Winkelpunkte des
Quadrats Parallellinien mit der zwifchen ihnen liegen-

den Diagonale , fo entfteht dadurch ein Parallelogramm

FEGH ,- welches , da beyde Diagonalen gleich und auf
dnender fenkrecht find *, das Quadrat der Diagoaale * 1. 37
it Diefes Quadrat enthilt 8. rechtwinklige Dreyecke

in fich, die fich decken, undderen 4 das Quadrat ABCD
gismachen; daher jenes Quadrat dasDoppelte von die-

fem ift,

Es verhalten {ich alfo in jedem Quadrate ABCD, die
fiber eine’ der Diagonalen und iiber eine der Seiten be«
{thiiebnen Quadrate AC2: AB2 =21, folglich die
Seten diefer Dbeyden Quadrate, wie die Quadrat
wirzeln aus 2 und 1 ¥, oder AC : AB= y2:I.  Diefe v4.2 3.,
beyden Linien hsben' alfo ein irrationales Zablverhile-
tifs, und mithin find die Diagonale und die Seite eines jea
den Quadyats antereinander incommenfurabel ¥ ein Satz, 11, Auf.
womit Euklid feine Abhandlung iiber incommenfu- Ay e
rable Flachen fchliefst (X. 117), und den wir weitegs
hin noch auf eine andre Art beweilen werdem, *

L z2m®rRSATZ I3]

: In jedem [ehiefwinkligen Dreyeck ift das Quadys: Fig: 50
einer Seite: BC, welche einems [pitzen Winkel 4
-g't’gf-ni-iber fleht, kleiner, dagegen das Quadrar
einer Seite be, 1welche einewm flumpfen Win.
kel a gegenitber fleht y grifser als dic Suur.
e der Ouadrate der beyden omdern Seiten,  Und
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B u.c H I

WAV, WenH AN Vo einews dev Endpimkre dieﬁr
Stite,'z. B. aus B, auf die gegeniiberfiehende Sin
AC, oder deven V. erlingerung , ein - Perpendikel il
Joift das doppelte Rechteck aus AC und dlens Abfehuit
e dicfer Seite , welcher ain Winkelpunkte A (nicht o
BC) anliegt, jenewm Unterfthiede 2leich: - Oder esjf

1) wenn der Winkel 4 [pitz ift,
BC* = AL 4+ AC* — 2 AC'X 4D

2) wenn dagegen der Winkel a Rumpfit,
6 = ab’ = ac® =~ 2 ac X ad

1. It A eine fpizzer Winkel, fo liegt das Perpen:
dikel BD zwilchen den beyden Sc.henkeln diefes Wins
kels, und folglich mit der  Grundlinie des Dre)‘E{‘kE,

*¥ L 16.d, h, mit AB auf einerley Seite des Punktes A% I
i iiberdem auch der Winkel C fpitz, fo fallt dasPerpens
dikel BD innerhalb des Dreyecks , und esift CD=
AC — ADj ift dagegen der Winkel C ftumpf, fo

fallt das-Perpendikel BD iiber den Schenhel EC hinans
*L16.Z. aufserhalb.des Breyecks *, und es ift umgekehst CD
gl AD — AC, .In beyden Fillen ift alfo CD demUne
terfchiede zwifchen AC und AD gleich, nur difiin

erften Fall die Grundlinie AC, im zweyten AD gi*

fser ift; und mithin ift in. beyden Fillen gleichm‘e’fs!'g

7 10. CD? = AD? - AC? — 2 AC x AD ¥, 'Fiigt manai
zu diefen gleichen Flachenriumen beyderfeits BD? hin:
zu, und fetzt ftatt der Quadiate der beyden Katheten
-"BD? + CD2, das Quadrat der Hypotenule; B‘C“;:

un

b ¥ ]
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und ¢ben fo ftatt BD; <~ ADj;, AB2, fo erhilt man
BCz = AB? -} ACz — 2 AC X AD.

) It a ein flumpfer Winkel, {o liegt das Perpen-

dikel bd aufserhalb beyder Schenkel™, (zwilcheneden *1 46,
=

Schenkeln des {pitzen Nebenwinkeis) und fteht daher *
nicht auf der Grundlinie ac {elbft, fondern auf deren
Verlingerung auf, die in Abficht des Punktes a entge-
gengefetzt liegt, In diefem Fall ift alfo ¢d = ad +~ac,
]

+ 2 ac X ad , und wenn

folglich ed? — ad2 -|- ac2
man beyderfeits bd, hinzufiigt,

be® = ab2 - ac; 4 2 ac x ad.

Folgerwng 1. Der Winkel A mag allo [pits oder
flimpf feyn, fo wird in beyden Fillen das Quadrat der
geseniiberftehenden Seite’BCY, durch die Summe der
Quadrate der anliegenden Seiten AB, AC, und durch
das doppelte Rechteck 2 AC X AD beftimmt, nur dafs
diefes fiir fpitze Winkel abzuziehn , fiir fumpfe
binzuzgfiicen ift. Die Ausfage fiir beyde Fille laffen
fich dgher bequem in folgende allgemeine zufammen
ziehn

BC2=AB2+ AC2532ACXAD
wo,wenn A fpitz ift, fiir den letzten Theil das obere
Leichen, wenn A hingegen flumpf ilt, das wntere Zei.
chen gilt,

Ift A ein rechter Winkel, {o mufls diefer Theil fort-
fallen, damit wir die Ausfage des Pythagoreifchen Lehr.
Juizes exhalten, In der That fillt dann das Perpendikel
D mit der Kathete BA zulammen, daher dann kein

% B

-

&
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Abfchnitt AD, mithin auch kein Rechteck ACx AD

vorhanden ift.

_Grade fo liegt der Abfchnitt AD, fo lange du |
Winkel A {pitz ift, mit der Grundlinie AC aufqimr.i[
ley Seite des Punktes A, hingegen wenn z=1iium1:-l'if't‘F

I

auf der entgegengefetzten Seite, hat allo in ditlem|
awevten Fall s § toaoenoele e Laoe gls i ﬁri
zweyten Fall eine entgegengefetzte Lage als im erftem,
und von diefem Entgegengefetzten in der Lage dd
Abfchnitts rithrt es her, dals das Rechteck 2 ACx AD
in beyden Fillen auf entgegengefetzte Art vorkimmy

in jenem wegzunehmen, in diefem hinzuzufugenifs

Anmeérkung 1, Dieles Entgegengeletzte in Ablichtdr
Lage, (s féy nun zwayer Linien ; oder zweyer Winkel, uwli) §
in Fillen, die fich fonft ganz gleich find, pliegt man i der ik
nenden Geometrie durch die Benennungen pefitiz und negiby®
charakeerifiren, indem man die Linien, Winkel u. f £, wel®
diefelbe Lage als in dem Fall haben, von dem nian ausgeht,
fitive Linien, Winkel u. {, f. nennt; dicjenigen hingegen, @

auf entgegengeletzte Art liegen, megative Limien, Winkdullt

In (o fern man fich dannblofs anden arichmerifchen Sinn dergite
metrifchen Sitze nnd Formeln hilt, und es lediglich mitZahlae
dritdken fiir ausgedehnte Grofsen zu thun hat, kena min s
was durch diefes Entgegengeferzte. in der Lage, in den Sita
und Foimeln abgeindert wird, nach den Regeln der Rechnting
mit enrgerengeferzten Zahlgrolsen, wie fie die Avithmek e b
wickelr, beurtheilen, wobey uns dicAusfage fir-enien einzet
Fall gentict, hier.z, B, fiir den Fall eines {pitzen Winkels, fit
den BC? = ABa2'4 ACz == 2 AB X AD ift. Denn mittelt (5
Begrilfs negativer Grdfsen, und den darauf gebauten Rechnungs
regeln, liegt in diefer Formel zugleich die Ausfage fiir dea Fil :
einies flumpfen Winkels, fiir welchen AD auf eine entgegel®

fetzre Art als fiir den fpitzen Winkel liege, folglich een gk
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tiven Zahlwerth' erhile, daher’alsdann das fubtractive Produke

$:AB X AD den Regeln der Rechnung gemifs in ein Additives
5 a 3

tbergehe. Allein dizfes Zufmuemenfaffen wehrever Eille, die in gla

, bis anf dus Entgegengefetate du der Lage gewiffer Linien ,

Winkel w, [ f, gbereinfizamen , in eine Linsigen, gchért ei-
gendlich nicht-hierher, fondern im die recknende Geometrie ; wel-
teeben dadurch fo manche geometrifche Unterfuchung, die
ait dem oftenfiven ‘Wege, durch die Menge: folcher Falle fehr

weiddufie und lang i wird ; aulserordentlich abkiirzt un.
. -

ereichtert,  Auf dem oftenfiven, eigendich geometrifchen Wege,

e = P e TR LT - e et e o
mufs man diefe Tille eiuzeln bewrachten, und

i

* jeden die Auge

fige emzeln aufitellen und darthun, weil, wie gefagr , der

des Ne

ven zufammenzufaflen, und aus ihr zu encwickeln , anf arithm

7

Kunftgriff, alle Ausfagen in Eine durch den Beorifi

Lik

tichen Griinden beruhe, und der rechnenden Geometrie aiis-
ithliefstich eizen ift,
g

Daraus folgt aber nicht, dafs man im Syfem der Geoma.
ftieaus {olchen cinzelnen Fillen auch einzelne Sitze machen miiffa,
Dadurch wiirde die Ucberficht und das Behalren viel zuj fehi er-
fehwere, Vielmehr mufs man fie, wenn ich niche irre, auch hier
ili blofse Modificatienen eines und deflelben Hauptlarzes untee

tnet allgemeinen Ausfage zufammenftellen ,; die blos ;- je nach-

dem gewiffe Linien, Winkel w: £ f. eine entgegengefetzre Lage
haben, nitancire wird, Euklid, Le Gendre und faft alle andein
Geometer pflegen fie zwar durchgingig als einzelne Sitze qufry.
fihren, und machen {o z. B. aus den beyden Fillen diefes Leki.
fizes , zwey verfchiedne Sirze, Weil aber dadurch die Ucher-
A= . . o) T & A z

dtht der WifTenfehate in der Thae micht wenig geltdrht und eva
i .
fEawert wird
Meckor. offen, den i - .
Rt b miffen, den ich zu vermeiden durchgingig Be-
dacht eawpnr i tefe thard
et reweten bin.. Diele Zufammen! ellung gewihirr Uberden
|_-\‘ T

Toeh den Nutzen
Mighn,

fo glaube ich diefes fiar einen Fehler vegen die

» dals fie von felbft darauf fliher, oen;

LI
worin fich jedesmal die “verfchiednen Fille unterfchsi-
Ta




Fig, 31,

PrTTET——— —
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den’, und wie fie fich mittelt des Begriffs des Negativen umg
eme’ Ausfagd zufammenziehn, nod aus ihe entwickeln liffes;
Utbungen , die ich dem Anfinger recht fehr empfehle, us

durch die er fich in dem réchten Sinne und dem Gebrauch diify

§

fiir die Analyfis und ihre Anwendungen fo wichtigen Begriffs f; !

ferzen wird, Und zwar verfuche er das fogleich an Lehrfazio
und- bey den Folgerungen zu Lehrfatz 1y, fo wie bey den fol
genden Lehificzen, bey denen ich hierauf niche wieder zuri

kommen werde,

Was unfern Lehtfatz betrifft, fo umfafst er, wie wir gt
haben, zu:_“-)leicil den Pythagoreifchen Lebyfatz, als emnen von df
Hanptfallen , und dehnt ithn mic gehdérigen Modificationen aif
alle Arten von Dreyecken aus. Und zwar beruhen diefe drj
Fille unmittelbar auf der Belchafenheit und Lage des Abfchnits
AD , welcher den Abftand des Perpendikels BD vom Wik
punkte A beltimmt, und folglich mittelbar auf der Befchfi:

heic des Winkels A." Je nachdem diefer Winkel A fpite, fi

odér recht ift , fille das Perpendikel BD und leglﬂich der Ak .

fchnitt AD, entweder auf die Seite des Punktes A . anf weld

]

i

i
o

die- Grundlinie AC des Dreyecks liegt , oder auf die entgegeng E

fetzte Seite, oder in den Punke A felbft hinein. Und das mach
die Verfchiedenheit der drey Falle aus, und begriindet die Ver
{chiedenheit in der Ausfage des Satzes, Dafs indefs felbft diel
{o verallgemeinerte Satz fich wiederum nur als einen befondr
Fall, eines noch allgemeinern Satzes tiber ‘das Dreyeck titht

laffe ; davon wird uns Lehrfatz 13 tiberzeugen.

Folgerung 2, Fillt man aus beyden Endpunk-
ten der Seite BC auf die gegeniiberftehenden Seitet
des Dreyecks ABC, oder auf deren Verldngerungen
Perpendikel BD, CE; fo ift, unferm Lehrfatz zufok
ge, fowohl BC2=APB2 - AC2 = 2 AC x AD 1ls aned

BC?= AB2 - AC? ¥ 3 AB x AE; wo inbeyden ¥

Ie
de

f
it

dd

&
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Unte
iflea;
usd
dide § Dreyeck , der Winkel A fey fpitz oder ftumpf,
i § ACx AD = AB x AE feyn, und folglich auch AC: AB

len das obere oder’das untere Zeichen gilt, je mach-

dem A [pitz oder {tumpf ift, Mithin mufs in jedem

ol = AE: AD *, 4 £ 1
nfde
ke zieht man durch den Durchfchnittspunkt der bey-

den Perpendikel BD, CE die grade Linie AF, fo ftelt

e § moch diefe auf der gegeniiberftehienden Seite BC fenk-
1dy B recht ¥ daher gleichfalls BC x BF = BA x BE und - 11, 2
1§ CAxCD = CB x CF ift,und fich auch verhilt BC.BA &3
itf§ =BE:BF und CA:CB= CF:CD,

L

et Perpendikel aus den Winkelpunkten eines Dyeyecks anf
|z-'..‘fi'-‘: | die gegeniiberflebenden  Seiten gefiille, durchfchneiden diefe
h:ﬁ f ﬂfgh’dzﬁ; 3 d"‘ﬁ je zwey Rechtecke, welclhe aus einer Scite
el-;'hbt wid demjenigen Abfchnitt desfelben, der an beyder Seiten

Durchfchnitespunke -anliegt , flets gleich find; oder dafs
je zweyer Seiten Abfchnitse , die an demfelben Winkelpunk.

ek Btliegen, fich verkehrt wie die Seiten verhalten ¥, ¥, 7.
S A
i

Folgerung 3. Fiir einen {Pitzen Winkel ‘A ift
das Rechteck 3 AC % AD = AB2 J- AC2 — BCz; fiir
tinen flumpfen Winkel a hingegen 2 ac X ad = be?
me b —ab2 — acz, Fiir beyde wird alfo diefes Rechteck
durch die Quadrate der Seiten auf gleiche Art gegeben, i
nur dafs im erftern BC2kleiner, im zweyten be? grofser :
ift, als die Quadrate der beyden andern Schenkel 1= |

il \rﬂmm*:ngl:nmum|enT ity
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“13. 01, fowohl als arithmetifch das Perpendikel AD *, U

L} 5..

+Sinn der Zeichen nimmt *, verfchieden zu iiberfehen

e = o s

e :
b
'1
294 Buca I

Feder der einzelnen Abfchnitte, 2. B. AD, witd mit

hin durch die drey Seiten des Dreyecks ! folaendermalin

: AB2 4. AC2 — RC2
- i i B 2
beftimmt, AD = ' — und
2 AC
be? — ah2 — ac2
ad = — = ; Ausdriicke, welche, je nad:

dem man den geometrifchen oder den arithmetifchen

find, Dem geometrifchen Sinn gemifs verlangen fie, dil
man erfiens ein Quadrat, welches den [Quadraten wn
AB, AC zulammengenommen gleich, und zweyten
ein Quadrat welches: dem Unterlchiede zwifchen dis
fem und dem Quadrat von BC gleich fey, bilde, u
diefes dritte Quadrat in ein Rechteck, das 2 AC
Grundlinie hat, verwandle, (wozu man"die Methoda
unter den Aufgaben am Ende diefes Buches findet)un
den Abfchnitt AD, als die Hohe diefes Rechtecksm
finden, Nach dem avitivmetifchen Sinn genommen, &
hilt-man, wenn man die Zahlwerthe der Seiten anfdit
Art , wie die Formel es ausfigt, zufammen nininl
den Zahlausdruck des Abfchnitts AD 5 der fir die
Trigonometrie, wenn man aus denZahlausdriickends
drey Seiten des Dreyecks den des Winkels A fush
und fir Lehrl 20, von Wichti

¥
=

gkeit ift,

Aus AD und BC findet fich endlich geometril

aus dem Zahlwerth deffelben der Inhalt des Dreyicd
ABC*, der alfo anf diefe Art aus dem Zahlwestl o
drey Seiten cefunden ift. = Indefs werden wir im|fole

o

genden Buche dazu cinen‘bequemern Weg findes |

ke -1

o T =

e =]

i
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Folgerunng 4. Endlich werden die an dem Win-
kel A anliegenden Seiten des Drey ecks ABC durch folgende
Ausdriicke gegeben. Erfiens die Seite AB, aut welcher das
Perpendikel miche fteht, durch AD® = BC2 — AC? =
2 ACK AD. Zweytens die Seite AC, auf die das Per-
pendikel gefalle ift, dureh AC2 ¥ 2 AC x AD =
ICz — ARz, ( folglich der Zahlansdruclk derfeiben
durch eine unreine quadratifche Gleichung,) wo wie-

derum das obere oder das untere Zeichen gilt, je nach-
dem A {pitz oder ffumpt ift.
Aus der zweyten Formel folgt, dafs

AUX (AC =+ :\D‘ — BC2 — AB2ift ¥*. Theilt man
daher die Grundlinie des Dreyecks,-AC, im Punkte
0 in zwey gleiche Theile, da denn ACx(AC F 2 AD)
gleich AC % (2 AO ¥2AD) oleich 2 AC % 0D wird,

wnd zwar Towohl fiir fpitze als fiir flumpfe Winkels

it » AC % OD = BC2 — AB?; ¢in {eht braucliba-
ter Satz, dem wir weiter unten nochmals als befon-
demn Lehrfatz aufltellen, und noch auf andre Art her-

leiten werden *,

L
(=]
oD
“

Folgerung 5. 1} das Dreyeck ABC gleich [chenk- g,
lig, Adic Spitze, BC die Grundlinie, und AF das Perpen-
dikel auf die Grundlinie, fo wie BD das Perpendikel
aif den Schenkel AC (folglich AB = AE, BF=3BC* ‘Li2.Z,
und die Winkel an der Grundlinie B, C nothwendig
fpitz *) {o ift, dem hier Bewiefenen gemifs
) BC2= 2 AC2 72 ACX AD* = 2 ACX(ACFAD) x (£ 1)

=2 ACx CD* x E. s
A fey fpitz oder ftumpf, da im erftern Fall das obere,
im zweyten das untere Zeichen gilt. Und das ift allers




266 2 v.c um I,
i * f. 2. dings richtig, da CA x CD = CB x CF* und CF =108

. 2 AC2 — BC2 2 0, a2
f, 3 BYAD =" "~ undad = = Che

2 AC 2. 40

Anmerkung a. I’u.’g}emim cleganten Beweis, welcher b
de Fille unfers Lebrfutses, ganz nach der Art, wie wirde
Pythagoreilchen Lehifacz bewiefen haben, und zwar unabhansig
von diefem, darthut, halee ich der Mithe werth hiether aus Gie
gor von St Vincenz (1. 44. 0. 45) zu tibertragen, obgleich erfich

auf einen Satz tiber die Sehnen ftiitzt, den wir erft weiterhin be-

(1]
b

weifen werden ¥ | indem diefer Hilfsfatz fick auchi leicht uomir
I'ig. 32, telbar aus Lehtfatz 7 ableiten lifst, Unfre Figur ftellt zwar nu
den Fall des {tumpfen Winkels dar, reicht aber hin fich dama
auch den Fall des fpirzen Winkels zn denken, der nur wenig
verfchieden ift, und fur den jeder fich leicht (elbft ecine Zeick

nung entwerfen wird,

Man befchreibe iiber die drey Seiten des gegebnen

Dreyecks ABC Quadrate AH, AI, BG, und iiber dit
Grundlinie BC, als Durchmeffer, einen Halbkreis Ji
nachdem punder Winkel A rechz , Jpitz, oder flum)

ift, fallt der Winkelpunkt A auf die Kreislinie, od¢

*11 25.f, aufserhall, oder inneviialh des Kreifes *.  In den bey-
126 den letztern Fillen wird alfo die Kreislinie entweder
von den Schenkeln, oder von deren Verldngerung, in

den Punkten P, Q durehichnitten , und zieht man

durch diefe Durchfchnittspunkte die graden Linien
CPM, BQN, {o find P, Q als Winkel im Halbkreile
12372 Rechte *, folglich BPMH und CQNT Rechtecke, {o it
auch APML, AQNK ; und zwar find diele letztem
Rechtecke, jenes aus den Linien AP, AB, diefes o

AQ; AC belchrieben, alfo (da BP, CQ Sehnen find

-
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tep | diefich in einem Punkte A darchfchneiden,) vermoge

ler Natur  des Kreifes gleich *.  Theilt man nun, ¥ se.

"5 | wie.beym Beweile des Pythagoreifchen Lehulatzes, das

Quadrat iiber der Grundlinie BC durch das Perpendi-
b | kel AE in zwey Rechtecke, und zieht AG, BI; fo ent-
s | khnzwey Dreyecke AGC, BICG, welche, jenes mit
agg | dem Rechteck DGy diefes mit dem Rechteck CN iiber

G | glicher Grundlinie und zwilchen gleichen Parallclen

IS . . 2 ™ : R s
fih ¥ fehn folglich halb fo grofs als diefe Rechtecke find *: *2- £ 1.

|"be- 3 3 : . £ ;

| BeydeDreyecke decken fich aber, find allo gleich, und
wir f 7 _ = - ;
op | [lglich haben auch die Rechtecke DG und CN glei-
t B Chen Inhalt. Grade fo thut man dar, dals auch die

anig | Rechtecke DF und BM gleichen Inhalt haben. Folg=
dd | lich it BC2 = Rechtk. CN -+ Rechtk. BM oder BC2
= AC2 7 AC % AQ - AB2 ¥ AB % AP; und da die

beyden Rechtecke gleich find,

T BC2— AC2-ABz T2 ACX AQ

J wo das untere Zeichen gilt, wenn A ftumpf, das obe.

wf e wenn A fpitz ift, und wo man ftatt des letztern ' |
s Rechtecks auch das Rechteck F 2 . AB X AP {etzen i
i kann, - - i

et

i [LeE RS ATZ I4]

5 Ein Dreyeck ABC ift bey 4 vechrwinklig, [pitZ o
““ winklig oder fumpfivinkiig , je nachdem das Quadeat e

1%::’ der Seite, BC', 1welche diefomn Winkel gegeniiberficar,

W' dm Quadvaten der beyden Seiten AB; 4G, wilche

L den Winkel A m"r-i*:‘h-;f-"*'l'-‘w 20 AARENY EN 0TI T5E] 4
it 4 - IH[CAITCISEN , Syt 117 t.n-;;_JLii‘fJn,..,a..P,},

E gleich ift; oder kleiner, oder gr}jj'irc:r' U, als dicje bey- '

den Quadsate.
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Denn gefletzt es it BC2 = AB2 4+ AC2, und &
wire A kein rechter, fondern ein {pitzer oder
ftumpfer Winkel , fo miifste zugleich auch BC2=
AB2 - AC=2 T 2 ACx AD feyn *, welches’ der Von

ausfetzung wider{pricht.

Eben fo miiffen ,. wenn BC2 = AB2 4 AQz
2 ACx AD ift, und der Winkel A wire nicht im Fill
des obern Zeichens fpitz, fondern recht oder frumpfund
nicht im Fall des antern Zeicheris fampf, {ondern reclt

oder {pitz , vermdge der beyden vorigen Lehrlitzenu.
gleich BC2 = AB2 - AC2 oder BC?2 = AB2- AC? 2
2 AC X AD feyn, welches ebenfalls der Vorausfetun
wider{pricht.

Zufate. Aehnliche Kriterien um_ gus der Grofe

der drey Seiten eines Dreyecks ABC., und eines der

Stiicke , welehe durch die Perpendikel aus den; Spitien |

auf den gegeniiberfiehenden Seiten abgefchnitten wer
den, zu bewrtnvileny ob ein beflimmter Winkel A desDrey
ecksy recht, fpiez oder ffumpf ift., geben die Formelnin
Lehrfatz-13 Folgerung 3 und 4 an die Hand, fo wie
Folgerung 5 Merkmale , wonach fich ans der Grilse

der Sgiten beurtheilen ldfst, ob ein Dreyeck ghieke

Jebenklig ift, oder nicht.

[LerRrRSATZ 18]
Wenn anan iiber zwey Seiten AB, AC eines Ditf:
ecks ABC zwey Paralldlogramme ABDE , ACH,

unter belicbigenn Winkeln, und von beliebiger Grijt

unw Lage befchreibt , dic Seiten derfclben., welche wet
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Giten des' Dreyecks gegenliberftehn 5 bis 2 ilhvem
Drm,ffau'frsyurrﬁ.*c H vervidngert, und durch digfen
wid die Spitze des Dreyecks die grade Linie HAK
aueht s
o ift, wenn dicfe Linien die Grundlinie BC [elbft
[hneidet , r’w Suntsme; wenn fie hingegen die Ver=
|.rnr£'iw:g der Grundlinie [chneidet , der Unter[chied
dir beyden Para Heloprammne itoer AB und AC, einemt

lies dtber die drit-

Paral f:oﬂl’"f"z.x.’m ML ‘gleich, el
te Seite BC des T),;HC,,\,E (u nf,'uww{’r wird, “dafs
deffens zweyte Seite dér Linie HA gleich und paral-
lel ift

7ieht man darch die Endpunkte der Grundlinie
BC, :parallel mit KH, zwey grade Linien , welche
lie Linien DE, EG, in den Punkten . und M, durch-
(thneiden, fo find die Vierecke ABLH, ACMH, Pa-
f&'llr:iugranime da fie der Conftruction z*.‘:'.hiii‘s, darch
Pasallelen zwi ifchen Parallelen OLth ot werden*, Und* I 54,

awar {tehn diefe Parallelogramme mit denen’, welche

iber die Seiten AB, AC belchrieben find, auf gleichér
Grundlinie tnd Zwilchen oleichen Parallelen, haben

olfo mit ithnen gleichen Inhalt *. %

In ihnen find die ge egeniib erftehenden Seiten BL.,
AH,und CM, AH, mithin au:h BL und CM, gleich,
Da diefe Linien iiberdem der Co*lf‘nmnon gnnmls pa-
rallel laufen, fo ift CBLM ein Parallelogramm *, und . 1. 36.
wat emP:ual elogramm, weléhes aus den Linien BC
und AH, - letzterer in parallelex Lage mit KH, be
fchrieben ift.




300 S ¥ ¢-u -1,

Ueberdem bildet die Linie HK mi¢ denSeiten die | 1ev

{es Parailclﬂgramms, oder deren Verliingerungen, eben, Lok
falls zwey Parallelogramme LK, KM, welche mitdqy | Avu
Parallelogrammen BLHA, CMHA, iiber gleiche | et
Grundlinien BL, CM, und zwilchen Ulclf..ﬂen Paralle | #0p

1, len {tehn, folglich gleichen Inhalt haben *, b

]

Diefe letztern hatten aber mit den Parallelogram: o
men ABDE und ACFG gleichen Inhalt. Alfo ift d Le

Prigr. ABDE = Prigr. LK und Prigr ACFG = Pelgr i
MK, gel

Durchfchneidet nun die Linie AK: die Grundlinie do
Dreyecks BC feibft, fo ift das Parallelogramm iiber B
die Summe der beyden Parallelogramme MK, Lk,
folglich

blu‘rio ACFG -I— Prl gr; ABDF -t PIJ;"Tl Bc‘ﬁﬂ:

und dann ift diefes letztere Paral lelogramm unter Wine "
keln LBC = B -+ BAK und MCB — ¢ + CAK b} *

fin

i

ichrieben. :_
Duychfechneidet dagegen die Linie AH die Verlangeras ]

der Grundlinie in einem Punkte K, {o ift das Parallel»
gramm iiber BC der Unterichied der beyden Parallelo. | ¢
gramme MK, LK, folglich )
Pilgr. ACFG — Prlgr. ABDE — Prlgr, BCML; B
und dann find die Winkel, worunter dag lefatere P "
rallelogramm belchrieben ity LBC = B—BAK und g
MCB = C— CAK, (
¢

Zufatz. ImFall die beyden Parallelogramme, ““I |

che man iiber die Seiten AB; AC des Dreyecks, AL |
belchreibt, Quadrate fingd, geht die Ausfage diefesSi
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s, fiir rechtwinklige Dreyecke in’ den Pythagoveifchen
Lekrfatz, * ;, und fiir {chiefwinklige in die allgemeinere
Ausfage des 132en Lebrfutzes. tber. - In diefem Fall ift
gemlich das dritte Parallelogramm iiber BC, welches
gnen beyden gleich ifty beym rechtwinkligen Drey=
gk such ein Quadrat, bey fchiefwinkligen hingegen
in Parallelogramm , das um zwey Rechtecke, wie fie
Lehifatz 13 angiebt, grofser oder kleiner als das Qua-
Gist {iber BC ift. Diefes lafst fich leicht mittelft fol-

rendes Lemmas zeigen.

Hilfsfatz, ~Befchreibt man iiber eine der Katheten Tig. 34
iines bey A vechtwinkligen Dreyecks ABC, . B, diber AC,
it Onadrat, verlingert die Seite de[felben, welche der
Kthete gegeniiberflehe, und ziebt durch die Spitzen des
wihtes Winkels-und des Winkels C, fenkrecht auf der Hy-
ltenufe . bis -anjene Seite oder deven Verlingerung , die
graden Linien KAH und CM'; (o find AH und CM beyde der

H_}pu:eun_fe des gegefmeu rechtwinkligen Dreyecks gleich.

Denn vermdge diefer Conftruction find erftens
CMAH Parallelen zwifchen Parallelen, alfo CM = AH*. + 1
Iweytens find BAC und F rechte Winkel; eben io
BCM und ACF , weshalb der Unterfchied derfelben
wom Winkel ACM, d, h, die Winkel BCA und MCF
gleich feyn miiflen, Endlich find, als Seiten eines
Quadrats, AC und CF gleich. Folglich decken fich
die beyden Dreyecke ABC, FMC *, und es ift allemal * 1. 5.
IM= AR und CM = BC , oder AH und CM find -
4t Hypotenufe des rechtwinkligen Dreyecks gleich,

N ettt et e

%
- 5
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Folgernng 1. Werden folglich in einem skt
winkligen Dreyeck iiber beyde yKatheten' Quadrate AF,
AD befchrieben, und anf den Endpunkten der Hyp
tenule Perpendikel BL ; CM errichtet, welche die di
Katheten gegeniiberftehenden Seiten der Quadrate, odee
deren Verlingerungen, in L und M durch{chneiden, (o
find diefe Perpendikel beyde der Hypotennle Bg
gleich, und folglich it BCML ein fiber der Hypote
nufe defchricbnes Quadrat.  Ueberdem durchichnes
det das Perpendikel KA jede diefer !myt:.ien Verlinge-
rungen in einem Punkte H fo, dafs fiir die eine AH
gleich CM ; fiii-die’andre AH gleich BE, mithin fir
beyde gleich ift, folglich in dem gemeinfchaftiichen
Darchichnittspunkte beyder Verlingerangen. Danin
iiberdemn AH mit BL und CM parallel lduft, fo it*
das Quadrat diber der Hypotenufe BC, den Quadraten
diber den beyden Katheten zufammengenoimmen gleich, wig

dieles der Pythagoreilche Lehrfatz ausiagt.

Folgerung 5. Werden in einem [chiefwinklize
Dyeyecic ABD, liber zwey Seiten AB, AC Quadrate AD,
AF belchrieben, und man fillt aus den Endpunkfen
der dritten Seite BC auf die gegenﬁheri’rehende‘n Seiten
Perpendikel CP, PQ, und befchreibt tiber die Seittn
Bl , €CQ Quadrate, BPed, und CQgf; fo 'g;gf auch
fiir diefe Quadrate unfer Lehnfatz, indem wermige die:
fer Conftruction BCP und BCQ rechtwinklige Dreyeck:
find, welche BC gemeinfchaftlich zur Hypotenufe haben
Errichtet man folglich auf B und C die Perpendikel Bl
Cm, weiche bis an dic Seiten diefer letztern Quadsilh

i
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oler ihre Verlingerungen reichen, fo ifk jedes diefes
Perpendikel der Hypotenufe EC gleich , allo auch im

fiefem Fall ECmli das Quadrat fiber dex dritten Seite BC,

lagleich mufs auch in diefem Fall'das Perpendikel KA

ich mit den Seiten, welche den beyden Katheten ge-

genitber ftehn, in demfelben Punkte h {fchneiden, weil

icfes Perpendikel , {owohl mit AB, Bl, b, als auch

mitAC, Cm}mh,. Parailelen zwifchen Parallelen bildet,

fololich fiir beyde Seiten gleiche' Linge Bl = Cm haf,

Mithin' it nach Lehtfatz 15 BCq = Rechtk. Ad +

fechtk, Af. Nun aber it Rechtk. Ad = AB2 ¥ AB

¥ AP * und Rechtk. Af = AC2 = ACx AQ, wo das*8.Z.2.
infere Zeichen gilt, wenn A (wie in unirer Figur)

fumpfy das obere wenn A fpitz ift, (fiir welchen Fall

mn fich die Figur leicht {elbft zeichnen wird), Ueber-

m find BQPC Punkte in einem Halbkreile *, und %;3,Z.5,
flglich AB x AP= AC X AQ deér Natur der Sehnen
gemifs *,  Mithin it BC2= AB2 - AC2 T2 ABX AP, »
we diefes Lehrfarz 13 ansfage, »

Anmerkung. Der intreflante Lehrfatz, von dem, wia
Wit féhn, die 8idtze von den Quadraten, welche Uber Sciten ei-
ms Dreyecks befchrieben {ind , nur einen befondern Fall ans:
figen k6mime im Wefentlichen fehon bey Pappus, an der Spitze
s vierren Buchs feiner mathematifchen Sammlungen vor (Col-
ktiones mathematicae lib, 4, pr. 1.) und wird vem <ltern Ca-
billm in den Schriften der Berliner Akademie der Wiffen{chaf-
tn (Propofitions de Géomérrie er de Trigonomerrie élémentaire,
démontrées d’une maniere neuvelle, Mém, de Betlin An, 1766,

P 3344) auf eine #hnliche Art wie hier behandelt,

e,
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Fig. 36, 1. Ein Perpendikel , welches aus einew dor B, | 4
punkte eincs Dreyecks , 2. B. aus 4, auf die g iﬁl
iiberfichende Seite BC, oder deren Verlingerung it | ™
wird , [chneidet dicfe fo, dafs der Unterfchicd d i
Quadrate aus beyden Abjchnitten BD, DC, domUp b
terfchiede der Quadrate ans den beyden andern Sit ?h
des Dreyecks, AB, AC, gleich ift (BD*—I ;“]‘:
= AB* — AC?;) und zwar liegt [lets de¥ grifimf
Abfthmitt BD. an dem gyifsern. beyder Schenkd 4 D':

an. .

2. Und theilt man die Grundlinie BC im Puk f?'
te O in zwey gleiche Theile, fo ift der Unterfchivd L
Quadrate aus beyden Schenkeln 4B AC gleidh don

. . fi oy : : U
dopgelten Rechteck aus der Grundlinie und aus i :
Abftande des Perpendikels AD von der Mt i)
Grundlinie ; oder AB* — AG* = 2 ,BCX DU, E
1

te

1. Da nath dem Pythagoreifchen Lehtfatze AR
= AD? 4 BED2 und AC? = AD2--CD2ift, fomib} 0
auch, wenn man Gleiches von Gleichem abzicht, AB'
— AC2 = BD2—CD2 feyn, wie diefes der erfte Thel
desi Lehrfatzes ‘ausfagt; und dabey kémmt es quf die
Befchaffenheit der Winkel weiter nichtan, Ift derStht i
kel AB grofser als AC, fo muls folglich auch d&f i? ;
dicfem Schenkel anliegende Abfchnitt BD derGro« |

linie, der grofsere feyn. (

2. Da der Unter{chied zweyer Quadrate dem Reet | |

eck aus der Summe und dem Unterfchiede ihrer Seitt
: : Jeich
gleie
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gleich ift *, {o folgt aus dem eben Bewiefenen, dafs * 13
ot 1462 — AC2 = (BD - CD) x (BD — CD) ift.  Nun

itim fpitawinkligen Dreyeck die Summe, im fiompf-
winkligen der Unterfchied der beyden Theile BD5 CD

dor Grundlinie BC des Dreyecks gleichs « Halbirt man
iberdem die Grundlinie im-Punkte O, und trigt OE

Gy | ich OD auf, fo it auch BE gleich DC *, folglich ‘Gr.2
O in fpitzwinkligen Dreyeck der Unterfchied der Linien

i D, DC gleich BD — BE = DE =2aDO, im flampf.

B winkligen Dreyeck dagegen die Summe der Linien BD,

DC gleich BD <“BE = DE = 2., DO. Mithin it im

Pk pinwinkligen Dreyeck fowohl als im ftumpfwink-

Lozt
oefol
ﬁ‘ .".I;'F
U

el aer lgen
i dem AL? — AC2 = 2 . BC x DO.
s d Und diefe Ausfage gilt auch fiir das bey € rechtwink.
. | lige Dreyeck, fiir welches C und D zulammenfallen
12 o wd 2 DO x BC = BC2 ift ; mithin fiic jedes Dreyeck.
0, Bine Allgemeinheit, in der wir diefen Satz {chon wei-
o ARQ teroben unter den Folgerungen aus Lehrfatz 13 “ken-
i miif nen gelernt haben *, Tee
AR

“Thel Folgerung., 1. Da nach dem erften Theil des
| Lehifatzes, fiir jedes Dreyeck AB2 — AC2 = BD? —DC2

::5::': it, {o mufs auch, wenn man beyderfeits AC2 4 DC2
i hL[l;r_ufﬁgt, AB2,+4- CD2= AC? -+ BD? i_'eyn. In jedem
< il Dieyeck find alfo die Quadrate der beyden Schenkel, famms
E o den Ouadraten der ibnen gege::iéf:e;ﬂcfzwdm Abfchnitte der
. Crfmdfif;ie, die durch ein Perpendikel aus der Spitze ge.
Rffht' \ biliet werden, umtercinander gleich.
Seibet i
gl U §id
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TR e, 37 Folgerung 2. Eine grade Linie CG, welche nifn

e B -aus ‘dem Scéheitelpunkte € eines der fpitzen Winkd

| des bey A vechtwinkligen. Dreyecks ABC, nach der go

genﬁberﬁehenden Kathete, oder nach deren Verlingeung

willkishwlich ziebt , theilt diefe folglich fo, dafs CB+

AG2 =CG24 AB2 oder CB2 -~ Ag2 = Cg2 4-ABil,
(Gregor von St. Vincenz 1, 412)

Fig. 36, Folgerung 3. Danach dem zweyten Theilds
Lehrfatzes in jedem Dreyeck der Unterfchied derQue
drate zweyer Seiten, AB2 — AC2, dem Rechtecks
» BC % DO gleich ift; fo mufs in allen Dreyecker, st
che iiber derfelben Grundlinie BC fiehn , und fr wwelehe
der Unterfchied der” Quadrate aus beyden Schenkeln 43,
AC derfeibe, folglich;einem/gegebnen Flachenranme
F gleich ift (AB2— AC2=F,) auch DO von einerley G-
fie feyn, (BO = T%E) In allen diefen Dreyecken
ficht folglich das Perpendikel, welches aus der Spitne
ouf die Grundlinie gefillt wird, vom Mittelpunkte det
Grundlinie O gleich weit ab, und da fiir alle diele

Dieyecke der Punkt O derlelbe ift, {o miiffen ihre Spit:

zen insgefammt in daffelbe Perpendikel auf BC fallen,
welches um die beftimmte Linie OD = —— vondé
s BC

Mitte der Grundlinie abfteht. Diefes Perpendikel iff it
bin der. geometrifche Ort des Durchfchnitespunktes avtpt
grader Linien, welche ven den gegebnen Punkten B und
aus gezogen , fich [0 durchfchneiden, dafi der Unterfebied
*LE. 21, iPrer Quadrate einem gegebnen Flichenraum F gleich if% |
Oder es ift der geometrifche Ort fiir die Spiszen eimt
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min Wmicks, von welchem die Grundlinie BCund der Un-
inkdl Yfehied der Quadrate aus den beyden S¢henkeln, d. 1.
£ & Ii, pegeben ift, Verwandelt man diefen Flichenraum'
ering | Finein Rechteck; welches tiber 2 BC als Grundlinie
"4 kit * fo giebt die Hohe diefes Rechtecks den Ab-‘A%-%
2il | fnd DO; und jeder Punkt A in dem Perpendikel, wel-
duwauf BC in der Entfernung DO von der Mitte der

i fundlinie errichtet wird, giebt als Durchichnittspunkt
as

mey grade Linien BA , CA, oder als dritter Eckpunke
Qlts‘ i Dreyeck ABC, dellen Schenkel die verlangte Befchaf-
:mf foheit haben, Diefes Perpendikel fiillt innerhalb oder
"'!." uhethalb des Dreyecks, oder auf dem Schenkel CB, je
eleie

4B,
janié

Gri. | Anmerkung. Unfer Lehrfatz, der bey Euklid fehle, ift
s efte Lemma, und die Ausfage der dritren Folgerung der erfte

whiem der gegebne Flichenraum F kleiner, oder gré-

fnals AB2, oder diefem Qusdrate gleich ift.

sken {nim Zweyren Buche van Apollonins ebren Oertern 3 auch eben

Wbt der erfte Fall des vierten Satzes, d, -
ite
det fr & B S5 T 2. .97%]
liefe et 3
i 1. Wenn man in einen Dreyeck ABGC von einesn yig, 36
Wl &

tr Winkelpunkte , ‘2. B, von A, eine grade Linie A0
uch deys Punkte O in der Mitite der gegeniiber-
Gt X Bonden Seite BC zicht , fo ift allemal 4B* 4 AG?
o | 22 40* ~4~ 2 OC

eyer

llen,

Fille von A auf die gegeniiberftehende Seite das
IA] - - .. . *x av s
“ % |lpendikel AD. Wie diefes auch liegen moge, fo

’::]I elle allemal die Linie AO das gegebne Dreyeck in
. |y Dreyecke AOB, AOC, welche, je nachdem die-
i

U2
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{e halbirende Linie auf BC fenkrecht oder: {chief e
fieht, entweder beyde bey O vechtwinkliz, oder das sin
béy O flumpfwinklig das aendre {pitzwinklig if;
Im erflen Fall'(der ein gl&ichithcnictiges‘])re}'sck, del.

Moa2Z. fen Spitze A ift, vorausfetzt *,) fallen die Punkte 0

und D zufammen, und es it A2 - ACP=2A0=

¥ 1.5 AQ2 - 2 OC2*, wie der Lehrfatz ausfagt, I

zweyten Fall AOB der {ftumpfe, AOC der {pitze Winkeh

fo fteht in dem bey O fpitzwinkligen Dreyeck, dem Win:

kel O die Seite AC gegentiber, und aus A ift auf 0C
das Perpendikel AD gefallt, folglich,

*13. (1) AC2 = AQ2 -} OC:— 2 0C x OD¥,
(eine Ausfage, die fiir den Fall, dafs C ein rechi
Winkel ift; folglich AD mit AC zufammenfillt, tind
OD in OC iibergeht, fich in diefe, AC2Z= AO2 =00
verwandelt,) In dem bey O fampfwinkligen Dreye
AOB, wo der Schenkel AB dems Winkel bey O gegen

¥ 13, (2) tiberfteht, it AB2=A02-4 OB2-L20Bx0D* oder,
weil nach der Voraunsfetzung OB gleich OC ift,

AB2 = AO02+0U24200%x0D
(eine Ausflage, die falls bey Cein rechter Winkel, und

gleich OC ift, in diefe tibergeht, AB2 = AQ? 1

(2).  Es ift daher auch in diefem zweyten Full
AB2+4-AC2=2 AC2 -2 OC?

es fey bey C ein fchiefer oder ein rechter Winkel. Dit

Auslage des Lehrfatzes gilt alfo fiir jeden moglichen

Fall.

Ein andrer viel kiirzerer Beweis diefes Satzes 188
cerung 2 ablt‘:‘lftu

ficlh unmittelbar aus Lehr{atz 1. Folg
on,

= ax 2 i 'H v
Denn ‘da vezmoge der Conftructi die Grundhoit

iCd
feilt

ienn

A
-
e

Ly
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0 des Dreyecks in O n*crch, und in D ungleich ge-

g el lq:-__ {o ift BD2 T pEL=—2 CcO24 -2 012 +o],r: -’L‘\.h,

ftan man beyﬂmluts » AD hinzufiigt, dem Pytha-
meilchien Lehrfatz ger nafs, AB2 - AC? = 2 AO? 4
oC:, — Umtfel\elur kann man aus dem letztern

e den erftern ableiten , wenn man fiir ihn noch

i andern Beweis,
winfcht.

Folgerung 1. Fiir alle Dreyecke , wie ABC, wel-
deilher derfelben Grandlinie BC ffehn, ifk die Hilfte die-

b rundlinie; OG, alfo auch 2 ¢ OC2 von oleicher
Fi3
i

fe tiberdem noch die Quadrate der beyden St heakel AB,
K einerley Grifse haben, alfo AB2 -AC2 =F, d. h, ir-
i einem gegebnen Elichentaum gleich find, mil
fi folglich allefammtifo befchaffen feyn,  dafs ilre
Szt 4 vons dem Mittelpankse der G Grandlinie O gleich weiz
#ibn. Denn da unferm Lehrfatz gemils fiir fiealle
BEAC? =2 AD2 -2 002 itt, fo ift in jedem
{eler Dr eyccke 2 AO2=F — 20C2, mithin

1 = \Fkr ¥F—. 0C2), alfo AO fiir alle von frluch ¢
fifse. ~~ Folglich ift eine um den Mittelpunkt der
frandlinie BC, mit einem Halbmefler:, deffen Zahl-
ek~ (3 F— OC2) if, belchricbne Kezislinie, der
Puuctrifche Ort fur die .Sp;tzess aller Dy cy;-c,er: welche iiber
drjelben Grundiinie BC (fefin, und fiir welche die Summe dey
Qndrase aus den beyden Schenkeln gleiche Grofse hat,
Ol e it der geomserrifche Ore fir die Aufgabe, welche
Tangt, von zwey m:mme?: Punkten B, Caus, zwey | grade

Linien 2 e, die fich in einem Punkse A Jo durchfchmneis

(ifie*. Diejenigen unter diefen Dreyecken, tir wel- 'E,

a1

5

als den oben * mitgetheilten ¥11.£. 2.

5
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den , dafs ihre Ounadrate zufammengenommen einem genthe
f. 16 7

¥CF. o x
£ 3, en Flichenraum gleich find *,
£ L E

Den Halbmefler disfy
k1T Kreislinie findet man aus den gegebnen Grofsen Fyy
LHLs e e BC geometrifch , wenn man ‘nach Aanleitung de
’ : ' Aufgaben zu  Ende -diefes Buchs , die Figur Fig
ein . gleichgeltendes Rechteck , und .die Hilis
deflelben

in ein Quadrat verwandelt, und danndi

Seite des Quadrats fucht, welches dem Unterfchicde

des erftern Quadrats von (‘E’)‘ gleich ift.

_ 2

%ig. 39. Folgerung 2. Nimmt man umgekelrt auf dm
Duschmeffer eines gegebnen Kreifes, oder auf deffen Verline
BErung, xu entgegengefitzien Seiten des Mittelpankes ,
Zleicher Entfernung von dewfelhen | zwey Punkte B, C;
iff die Summe der Yuadrare ge sweyer Linien BM, CH,
die man von diefen Punkten nach) einem Punkte M in du

Kreislinie ziehr, fur jeden folehen Punké von gleicher Gid

fse. Eine artige Eigenfchaft der Kreislinie, welche,

wenn man MO zieht, anmittelbar aus unferm Lehr

fatz folgt,

Sie ftellt uns jedoch nur den einfachften Fall eider

viel allgemeinern und weiter greifenden Ligenfchaft dor
Kreislinie dar

» die grade {o aus der Verallgemeinerung
{3 - ¥ 20. unfers Lehrfatzes *; wie die hier entwickelte aus dies
.'! | iem Lehtfatze {elbt fliefst, und von der man gleidh
i il nach den Anwendungen des gegenwirtigen Lehriates
¥IB.0.00 auf das Parallelogramm und Trapez *, nach dem Bewtilt

jenes verallgemeinerten Satzes, einiges finden wird.

¥ig. 4o, Lufatz I. Werden alle Seiten eines Dreyechs ABC
durch grade Linien ans den gegeniibertebenden Winkelpunke

BiD

»> o
=

[
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u, AD, BE, GE bah’.-:r: fo ift die Summe der Quadras
yiber diefe Linien, g!en:;} 2 won der Summe aer. Quadrate
wim Seiten des Dreyecks. Denn da das doppelte Quas
it ans der Hilfte einer. Linie, 2.B. 1 BD2, der Hilfte
i Quadsats aus der ganzen Linies 3 I BC2, gleich ift,
4if unferm Lehrfatz gemifs

AB2-- AC? — Z2BC2=2 AD?

AB? -} BC? — 3 AC2= 2 BE?

AC2 - RC2—3 AB*= 2 CF%

glich 3 (AB2 - AC2 +BL — (AD2 - BE2 4= CF?)

7ufatz 11. Ift ABC ein {chiefwinkliges Drey- Fig® x5
¢k, fo ift das Quadrat der Seite AB, kleiner oder gro-

lwals die Summe der Quadrate der beyden andern

G AC, BC* Dann mufs es folglich auf der Sente 134
13, oder anf deren Verlingerung, einen Punkt O ge-

ihr zwey Stiicke AO, BO abichneidet,

kn, der aunf
Quadraten

¢en Quadrate sulammengenommen den

leheyden andern Seiten AC, BC gleich find. Die-

baPankt O findet man allemal, wenn man AB iiber B

lus, und die Seite AC iiber C hinaus \tll“nﬂ'mf,

of dieler Verlingerung CF = CA nimmt, FB zicht,

of der exftern Verlingerung BG = FB anftrigt, und

innAG halbict. Der halbirende Punkt ift der gefuchte

Bunkt O,

Denn weil dann AG in O gleich und in B ungleich

gheilt ift ,-fo ift erfiens AB? -} BG2 = 2 AQ? -

2 . qund weil sweitens auch im Dreyeck "L £.2

1 }}q
ABF, die Cex[e AF halbirt it, it AB24-BF2=2 BC
+ AC2, Nun aber ift der Conftruction gemils BF

g ltien B ‘fmg,hc.l AQO2 "!- B{Jz — JC2+ ISCI? ‘ll]lt-
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hin O der gefuchte Puankt,

der ‘auf der Seite AR oder
déren Veriéingerung

» zwey Stiicke abfehneidet, dern
Quadrate den Quadraten der beyden’ Seiten AC, CB
zufammengenommen gleich find.

Da indeén Dreyecken BCA , BCF, die’Schenks,
welche die Winkel bey C einfe
gleich find, {o it falls
genliberfteht,

hliefsen, untereinande
B einem Jpitzen Winkel gt
AB < TB, salfo < BG, und mithin fiilt
alsdann der Punkt o allemal in die Verl
Seite AB-«

angerung det
Steht hingegen AB einem Jumpfen Win:
kel gegeniiber, {o it AR >FB, alfo > BG und de
Punkt O liegt dann ftets in der Seite AB, wie diefes
such Lehrfatz 13 gémifi's feyn mufs,

Wenn man von irgend einem Purkie
ier Eckpunkten eines Rechrecks ABCD grade
Linien 2teht, [0 it die Summe dey

Jer Linien, die nach den gegeni

F nach den =

Quadrate je zweyer dite
berfichenden Winkelpuphten

gezogen find. 5 einander gleich, oder Fa2 + FC2 = [i?

-+ FD-.

Denn zieht man die beyden Diagonalen AC, BD,[
halbiren fich diefe wechfelfeitig, fo dals AO=0C = OF

= OD ift ¥ Zieht man FO, fo ift im Dreyeck AIC

itl

h

u

fo

le

vermdoge unfers Lehifatzes FA2 4 FC2 = 2 FO2 4 2A0%
und im Dreyeck BFD eben fo FB2 4- FD? = 2F0? 4
*Gr. 1.2 DO?, folglich FA2 |- FC?=FE2 - Fpz2+,

Anmerkung, Bey Le Gendre findet fich “zwar der Leht-
fatz | aber fein Beweis ift mangelhaft, = Folgerung 3 und Zufaz;

“ 'y e
kommen in Simpfous Flementen vor; Zufatz & und 2 entlh
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odet’ | ichaus Gregor von St, Wincenz 1, 42 und 49, und Falgerting rmacht
leren | indpolionins ebnen Qertern 11, §. den erften Theil des erften

cp | fills aus,
¥

d. U.

kel LEHRSATZ 18

nder

In jedem Pm*a!lafagraimn  ABCD ift die Tigs 43,

. a

ff‘[i Ssmme der Quadrate aus allen Seiten , -den Quadra-
il -

o | aer beyden Diagonalen AC, BD zufanmmengenon-
oA men gleich.

Vins &

det Da jedes Parallelogramm durch eine der Diagona-

ieles § lin, z. B, durch AC, in zwey Dreyecke ABC, ADC
githeilt wird , welche tiber der Diagonale als Grund-
linie iehn , und tiberdem die beyden Diagonalen fich
nktt | i iheem Durchfchnittspunkte O wechfelfeitig halbired,
rade | fdafs AQ == OC und BO=0D wird, {o ift, exritens
dit: | in Dreyeck ABC |

ke AB? - BC2 = 2 AO? + 2 BO?

fB? ¥ mnd zweytens im Dreveck ADC

AD2 & DC? = 2 AO2 + 2 OD2

1 | blgliclr, wean man Gleiches zu Gleichem hinzufiigt,
ob | ind ftatt des vierfachen Quadrats der halben Diagona-
ic | ln(4a02, 4 BO?) die Quadrate derGanzen fetat *, w4 7.,
02 A2+ AD2+4 DC2 - BC?2 = AC? 4 ED?

Folgerung. Da im' Parallelogramm die gegen-
fherltehenden Seiten, folglich auch die Quadrate der-

hr- [elben, gleich find, fo lafet fich diefer Satz auch fo
31 wusdriicken : ‘n jedem Parallelogramm find die Quadrate

e dr beyden Diagonalen, das Doppelte von den Quadrazem ans
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wioey an einander liegenden Seiten ‘oder AC2 s BD2 =
2402 42 ADZ; ein Satz, der fiir das Parallelogramm
etwas Achnliches , als Lehrfatz 17 fiir das Dreyeck ans-

fagt.]

[ e xRS ATZ 19]

lu jedem Trapez ABCD iibertrifft die Sum-
me. der Quadvate aller Seiten, die beyden Quadyate dor
Diagonalen AC, BD zufansnen genommen ; wid 2100r
am ein Quadrat, welches man erhiilt, wenn man b
zivey aneinander liegende Seiten des Trapezes ein Pa-
vallelogramm ABCE ervichict, den Abffand der bey-
den Eckpunkie D des Trapezes und E des Paralldo-

aromnts, die beyden nicht gemein find ; ninwnt, it

o

1
siber dicfen Abffand DE als Seite, ein Quadrat be-

feizreibt, Oder es ift AB*> = 4D?* <= DC? -~ BC
== J“f{:z + BD; —'l—‘ HE:',

Ein Parallelogramm, weches ‘'man iiber zwey n
einander liegende Seiten eines Trapezes, z. B, iiber A,
BC befchreibt, hat mit dem Trapez die drey Eckpunkte
A; B, C und die Diagonale AC gemein, hingegen ift
der vierte Eckpunxt, D, [, und daher auch die zwey-
te Diagonale BD, BE in beyden verfchieden, weil
fonit das erftere Viereck, gegen die Vorausfetzung, ein
Parallelogramm feyn wiirde.

Ziehe vom Winkelpunkte C eine Parallellinie mit
der gegeniiber{tehenden Seite DA des Trapezes, und von

b aus eine Parallellinie mit DE, fo durchichneiden fich

diefe Parallellinien in einem Punkte F fo, dafs fich di¢

L~ |

=
=
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Dreyecke CFB, ADE decken. Denn die Linien AE,
BC*, und die Winkel an den PunktenC, A fo wiean ™ ¥
B, E find einander gleich *, - Folglich ift auch CF,="* 1 34.
4D und BF = DE. Zieht man alfo noch die Linien
FA, FE, fo entftehn zwey Parallelogramme ADCF und
BDEF *, von deren Seiten und Diagonalen folglich ™ I- 35
it {o eben bewiefene Satz* gilt. Es ift alfo im Paral- » (g
lelogramm ADCF

n.AD24-2. CD2= AC2+4-DF2,
Iben fo ift im Parallelogramm BDEF

2.BD24- 2, DE2=BE2 4 DFz,
Zicht man folglich Gleiches von Gleichem ab, fo era
hilt man

2.AD2 4+ 2.CD?2—2BD2—2.DE? = AC2— BE2,
Und wenn man beyderfeits wieder hinzufligt 2 .BD? -
2.DE#, 2 =
3. AD24-2.CD2="2 .BD22.DF2 4 AC2-—~BEz
Nun i{t endlich auch im Parailelogramm ABCE

2. AB2 4 2.BCz = AC2 - BE2
Verbindet man wieder diefe Gleichung mit der vorigen,
fo wird

2.AB242,AD? 42 .BC?+ 2.CD?=2.AC+

2 .BD2 4 2 DE?; mithin auch, wenn

man von beyden gleichen Grofsen die Halfte nimmt,

AB? 4 AD? - BC?+ CD* = AC* 4-BD2 + DE*

Folgerung 1. Alfo ift kein Viereck mdglich,
vorin die beyden Quadrate dexr Diagonalen grifser als
dic Quadrate aus allen Seiten zulammengenommen

wiren, Weicht ein Trapez vom Parallelogramm mehs
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ab, wiid folglich DE grifser, fo wird auch dieSumme
aus den Quadraten der Diagonale, gegen: die Summe
aus den Quadraten aller Seiten immer kleiner.

Fo,’germ:g 2. ‘Halbirt man beyde Diagonalen
des Trapezes in den Punkten P, Q, fo wird durch den
Punkt P zugleich die Diagonsale AC des Paallelo-
gramims ABCE, welche diefem mit dem Trapez gemein
ift, mithin auch die andre Diagonale BE halbist ¥, Bicht
man daher PQ, fo theilt diefe, Linie fowah! BD als BE
in zwey gleiche Theile, daher auchPQ die Halfe von
DE, und mic diefer Linie parallel ift *.  Ift aber DE
=2, PQ;, fowird DE2 = 4.PQ2  Setzt man diele
Grisfse ftatt der exftern, fo ift alfo auch in jedem
Viereck

AB2--AD2 4 BC2 ++ CD? = AC? 4 BD2+4.PQ:

Anmerkung, DiefenLehrfarz entlehne ich von Ender, der
ihn zuetit gefunden, und auf die hier mutgetheilte Art bewiefen
hat , in feinen Pariis Demonfivationibus Geometricis, i den
Novis Comm. Acady Tmp, Petvop, T, L. p. 409. [eq-

d, U

[t Ew RSsAT2 2071]

Wenn mon aus civem der Winkelpunkte 18

Drevecks ABC , z. B. aus 4 , mach irgend cnd”

4) Wer mit den bisherigen Sitzen noch nicht ganz , im Deut-

lichem ift, und:fich noch nicht ftark: genug fiihlc, wm fich
in das Feinere der Geometrie zu vertiefen, {iberfchlage
firrs erlte diefen Lehifatz famme allen. feinen Folgerungth

und Zufitzen, und wende fich fogleich zu Lehrfatz 21, WO
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Punkte G in der gegenitberfichenden Seite BC; oder

in deren Verlingerung, eine griade Linic AG zient,

[o it allemal : -
'AB? — AG2 | ACT — AG?

OL) BC e —
BG CcG

oer, was auf eins hinauskommt ,

G BC
£) AB2 £ AC3X ?j'c"; —BC X BG+ AG2X ——

= CG
BG 3

:BGﬁiCsz’_.—s;Aszl_E

CG CG

ofer v) AB2 % CG *+ AC2 X BG
= BG2 % CG * €G22 x BG £ AC2 X BE

oder, wenn GE irgend eine beliebige Linie ift,

AB2 XEE; iAszPLci ::BG:xc.:-G-:c CG’?# §E
GE - GE : GE G h

+ AG2 chzllGx(BGxCGiz‘\G?)
GE GE

oler endlich
; BG
) AB2X ?Ei AC2 x — = BG x CG %= AG?
BC BC

wo, je nachdem der Punkt G in der Seite BC felbfF,
oder in deren Verlingerung liegt die obern ‘oder die
wntern: Zeichen gelten , wnd zugleich - angenoinmen
wird, dafs ins zweyten Fall Bg > Ce ift.

et ohne Anftos forefahren kann, Der gegenwartige Lehr-
farz, und die hinzugefiigten Sarze, enthalten vom zwey-
ten Buche der ebnen Oerter des Apolionius , {fo viel als es
not immer der Zweck diefes Werks erlattbte, auf eine, wie
mir (cheint, leichtere Art als!von andern vorgetragen, und

wird hinreichen einen deutlichen Beg riff von jenem interel-
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Steht AG x) anf,der, Grundlinie BC felbft, oder 2) auf
deven Verlingerung feuksecht, {o: bildet diele Linie mit

] | ﬂriga ‘;gl'

den Schenkeln des Dreyecks zwey rechtwinklige Drey-

ecke , worin BG2 = AB2 — AG2 und CG2 = AC2 —

AR — AG2 |
BG

ift. Nun ift im erften Fall die Grund-

AG2, mithin such BG = und CG2

AC2-—AG2

CG
linien BC = BG -+ CG, im zweyten Fall BC = BG —
CG, vorausgefetzt dals. BG > CG ift.  Daraus folgt
fiir diefen Fall die Ausfage «, und mithin die Wahr-

—
e

heit der andern” Ausfagen, die, wie wir gleich fehn

werden , unmittelbar aus ihr abgeleitet find.

Fig. 45 Stehe dagegen AG fehief auf , und awar 1) aufder

Grundlinie BC felbff , {o dafs AGB ein fpitzer, AGC

aber ein {tumpfer Winkel ift, fo theilt diefe Linie das

_ gegebne Dreyeck 'in zwey kleinere Dreyecke , ¢in

F1 fpitzwinkliges AGB, und ein ftumpfwinkliges AGC,
I denen die Spitze A und das Perpendikel AD auf die ge-
geniiberftehende Seite gemein 1ft; und in denen bey=

den das-Perpendikel, von diefer Seite oder deren Ver-
lingerung, ein gleiches Stiick GD abfchneidet. Die

Grifse diefes Abfchnitts wird in jedem Dreyeck durch

L1363 die Grofse der dreyiSeiten beftimmt *, und zwar ift

{anten Theile der Geometrie zu geben, und eine Menge
netter und allgemeiner Sitze, befonders iiber den Kreis, dem
Lefer, der die kleine Miihe des Durchftudirens niche fcheur,
belzannt zu machen,

Gilberk

et 5

oSy

R o —

=
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in dem bey G fpitzwinkligén Dreyeck AGE, GD

, hingezen in dem beyG frum pf-

2 BG

AC2 —CG2—AG?;
2 CG

Ausdriicke , die wir ihfem geometrifchen und fhrem

winkligen Dreyeck ACT, GD =

rithmetifchen Sinne nach, am angefiihrten Orte e
ilirt haben. Falglich find, da fiir beyde Dreyecke der
Abfehnitt GD derfelbe ift, diefe Ausdriicke gleich;

mithin - auch ~ihr Zweyfaches, und da iiberdem

: CcG2 AG2 — AB3
ol bR iy Ba ot
BG cG BG

AC2 — AG2 g -
= ~ CG. Fiigt man beyderfeits €Gund

CG 4

RS 2

ﬂ_ a8 hinzu . fo bleiben auch diefe Grofien
BG

gleich, und folglich ift
-
BG Ce |
welches in der Ausfage &, der exfte Fall it. Und da
hier AB, AC und BG, CG villig auf einerley Art vor:
kemmen , fo hat es auf den Ausdruck von BC weiter
keinen Einflufs, welcher von den beyden Schenkeln
AB, oder ob AC dem {tumpfen Winkel bey G gegen-
Wberfteht. Diefer Ausdruck gilt- daher unbedingt fiir
ftden Punke G in der Grundiinie ({elbft dann, wenn G mit

B oder C zufammenfallt).

Steht 2) Az auf der Verlingerang der Grundlinie
(thief anf, und zwar zuerft auf der Verlangerung derjelben




320 3 U ¢ u LI

iiber C bingusy fo dafs Bg > Cg iff , {o unterlcheids
fich diefer Fall von dem vorigen darin, dafs nun de
Schenkel AR, AC entweder beyde dem fpitzén, oda
beyde dem ftumpfen Winkel bey,g gegentiberftchn, It
das erffere der Fall, und die°Dreyecke AgB, AgC find
beyde bey g {pitzwinklig, fo ift

y 2l A 2 e )
gD:BE AR AR und zugleich
2 Bg
g2 rs — AC2 ik Ap2 — ABZ
gD _:(‘g +Ag pe » mithin Bg v-i—...%_i
= Cg - M, Ift hingegen das 2weyte du
5 Cg

Fig. 47. Fall, und ftehn beyde Schenkel AB , AC dem frum.
pfen Winkel bey g gegeniiber, {o ift in diefen flumpt
‘AIBz_..Bg‘-E Lo Ag:

winkligez Dreyecken gD = .=
2 Bg

und zu-

AC2—+ Cg2— Ag?2 AB2 = Ap?

y folglich — ——<

gleich gD =

2 Cg Bz
2 - Ao2 ;
= Bg = i —~ — Cg. 1In beyden Fillen ift der

Cg
Vorausfetzung gemifs Bg — Cg = BC. Zieht manda
her im erftern Fall beydetfeits Cgab, und fiigt 2ugleich

gt R
s o beyderfeits hinzu, und verfihrt dagegen

Bg

im zweyten Fall grade umgekehrt, fo erhilt man
beyden Fillen gleichmifiig

tp g 2 Ag2—IAC
a) Bg —Cg d.h,BC = ‘:‘.'L._L_ ____Ag_ " & B

: @
o
8 L% ]

oder s da es Cil’lCl‘IE}" lﬁ, ob man den Unferithhi

A3

Thei

iives
e
fike

Wel

101
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l¢t |42 — AC? hinzufiigt, oder umgekehrt den Unter-
lie {lkhied AC® — Ag2abzieht,

AB2 — Ag? - RS
ler jBg—Cgd. h. BC = : At i Ag

It Bg Cg
nd [vwelches oben in der Ausfage « der zweyte Fall ift, bey

welchem es alfo wiederum nicht weiter anf/die Befchaf-
fmheit des Winkels bey g ankOmmt, wenn nur g ein
Ykt in der Verlingerung der Grundlinie iiber € hin-
s ift,
Liegt dagegen g in der entgegengefetzten Verldn-Fiy, 4¢.
prung , und fteht, Ag nicht wie wir hierbey voraus-

fer Y fiten, auf der Verlingerung der Grundlinie iiber den
ikt C, fondern auf der entgegengefetze liegenden Ver-

m: : e

o lisgerung iiber .den Punkt B binaus anf ; {o ift Bg << Cg,und

hlglich Cg — Bg = BC, daher wir unter diefen Umftin-
@ | &n nicht den Werth ‘Bg — Cg, fondern den umgekehr-
in, Cg — Dg, hitten herieiten miiffen, fiir welchen fich

—_Ag? ABle—Ag2

¢ AC2 ﬁFE_ e 87, alfo BC ebenfalls als
Cg Bg

e |t Unterfchied: der beyden Theile in b) findet nur dais

njenem Fall der erftere, in. diefem der letztere diefer
I | Theite grofser ift, Will man daher die Form in b)
ch ich auf diefen Fall iibertragen, fo giebt fie in ihm
en | 'ir BC einen {ubtractiven Zahlwerth s oder etwas Nega-

Wes * . welches alfo allemal ein Zeichenift, dafs '13.2 1%

M | G Linie Ag eine entgegengeletzte Lage hat{ als die,
it welche ‘die Formel unmittelbar gebildet ift, und
__f Welche wir im Lehrfatz ausdriicklich bemerkt hahen;
Gh dafs fie fo anffteht, dafs nicht, wie die Formel
:12 oransfetzt, Bg > Cg, fondern umgekehrt Bg < Cg
)

X
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itt, Unter diefer Bedingusg gilt auch die Formel ballge.
mein fiir jeden beliebigen Punkt g in der Verlings.
rung der Grundlinie. - (Dutch die Vorftellung des Ne-
gativen lifst fich diefeFormel felblt mit unter die Ans-
fage fiir den erften Fall ziehn, wenn der Punkt Gin
der Grundlinie liegt, indem beyde Fille fich idi--

lich durch das Entgegengeletzte in der Lage des !

=)

{chnitts CG unterfcheiden, und daher die erftere, wenn
]

man in ihe CG negativ fetzt, in die zweyte iberget
Doch haben wir es nicht nothig uns hier bis zu dieler

einzlichen Verallgemeinerung zu erheben.)

Die Ausfage unter o lifst fich noch anf eine andr
r{tens andew

L
i
L)

Art [elr leicht beweifen, die ich hier weni
ten . will, Man fille im gegebnen Dreyeck ABC
auf die Grundlinie das Perpendikel AD, und es fey D
fowohl als G ein Punkt, in der Grundlinie felbft, o
ift die Grundlinie BC = BD -+~ GD 4 CcD ~Gb
Nun ift das Rechteck aus der Summe und dem Unter

{chiede zweyer Linien, dem Unter{chiede ihrer Qui-
drate gleich *, folglich BD 4~ GD = BD: SEF R’ CDﬁ
BD — GD

- CD2—= GD?

CD + GD
eck ABG, BD?—GD2= AB2— AG2 ¥, und im Drey-
eck AGC, CD? — GD2 = AC2 -« AG2 ift, fo muls
AB? — AG2 AC2—AG?
o o feyn,

1 4 - = . 3 - s N
welches der erflte Fall in der Ausfage & i, Ebenlo

, und da tiberdem im Drey-

CD—G

in diefem Fall BC =

leicht laffen fich die iibrigen Fille, je nachdemG und

D verfchieden liegen, auf diefe Art herleiten.

e

il 21
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Aus diefen Sitzen dafs fiir Punkte Gin der Grand-
AB2 — AG2 L BT e 1

e, BC = Z : : hingegen
BG + cG
" o i AB2 — Ag2
it Punkte g in iarer Verlingerung, BC = —— 2
Bo
-

Ag? - AC2

Cg

ift, (wbbey‘ Bg > Cg angenommen

wid,) laffen fich die wbrigen Ausfagen des Lebrfatzes
flgendermafsen herleitens Man fiige zu den gleichen
AG= AG=2

(rifsen im erften Fall beyderfeits ——= 2+ — ., und
d ! BG oo’ @

o= L8] = - i
maweyten Fall =~ — — hinzu, d. i, Linien, de-
Bg Cg
w Zahlausdruck anf gleiche Benennungen, nach den
keeln der Bruchrechnung , gebracht, im erften Fall

i I - AG: B -

2% (CG +- BG) , das ift ri B : l.C, 1m zweyten Fall
BG X CG S a2

: nc . AGZ2x BC .

M das ift — _4_L___.-._1... - it (da unfrer
Bgx Cg PExt8

lmusfetzung gemifs Bg > Cg ift); {o verwandeln
% dusch diefe Hinzufetzung jene Ausfagen fiir beyde
il S T ! b F, B )

llle in folgende: BC =% &f—u—:ﬁg - \bu_ 5-__\(~
BGSGCG " BG -~ Cq

W die oberem Zeichen fiir den erftern Fall gelten, wenn G
ider Grundlinie BC felbft liegt , dic anteren Zeichen

fitden wweyten Fall, wenn g in der Verlingerung der

)

brndlinie liegt, (wobey zugleich Bg > Cg angenom-
mn witd), Und das ift ein fur allemaly auch bey allen

Wgenden Ausdriicken zu merken,

X-12
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Ferner find auch die Producte diefer Zahlausdriicke
in den Zahlwerth der Linie BG gleich, oder
BG
B AR % L BC R BG : AGE X
CG BG
and hier lifst fich wieder ftatt BC 3 BG fetzen
: Bfy ;
(BG + CG) % BG oder, BG2 i CG* :i(;-, welches die
G

Formen des Satzes unter - find.

Nimmt man aufs neue die Produkte diefer Aus
driicke in, den Zahlausdruck von CG, {o erhalt man
die erfte Form unter v,

AB2 % CG + AC2 X BG

= BG2 X CG £ CG2x BG £AG2 X BC
und diefe Gleichheit bleibt, wenn man alle Glieder,
sum Behuf der geometrifchen Auslegung desfelben,
durch den Zahlausdruck irgend einer willkifhlichen
Linie GE dividirt, wie in der zweyten Form unter 7:=
Da endlich die beyden Theile BG2 x CG £ €G2X BG
fich in das Produkt BG x C6 X (BG + CG), das it B6
% €6 x BC zufammen ziehn laffen, fo ift auch, wie

die dritte Formel unter ¢ auslagt

CG 3G -~ BC :
AB2 X — iAszEE:.—_.x (BG % CG + AGY
GE GE ~ GE

und diefe Gleichheit bleibt wiederum, wenn man sl

= , BC i on .
Glieder durch den Zahlausdruck — dividirt, da.dent
wie ¢ ausfagty ift

C& BG

AB2 x + AC X — BG % CG % AG?
BC BC

ni
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icke Auslegung. Dic geometrifthen Sitze , welche

diefen verfchiednen Formen, wenn man die Zeichen
4. Z,

3

in ihrem geometrifchen Sinne nimmt * _entfprechen, *

luten folgendermafsen,

: o) Wenn man von der Spitze A eines Dreyecks ABC
die | yeh der gegeniiberftehrenden Grandlinie BC, oder nach de-
wn Verliingerung eine grade Linie ‘AG zieht, nnd den Un-
wfchied der Quadrate iiber AB und AG in cin Rechteck,
wlhes iiber der Grandlinie BG flebr =, und -eben Jo den
Unterfchied der Quadrate siber AC und AG. in ein Rechteck
iher CG verwandelt ; fo ift die Grundlinie BC des gegeb-
w Dreyecks , gleich den Hihen diefer beyden Reclizecke 2=
pe | [men genomnen oder von einander abgezogen 5 je nach-

m G in der Grundlinie felbft, oder in deren Verlin-

fus- vAuf

man

der,
en, | gung iiber Cy oder iiber B hinaus liegt, undje nach-
ten | m AG grofser:oder Kkleiner als AB oder als AC ift;

jedesmal durch die Formel « diefen Um-

. = | wlches denn
Diefe Formel fchliefse

16 | tinden gemils beftimmt wird.
That {o viel verfchiedne Sitze, als Unter=

pG | tther in der
als hierin Modificatio-

wie | flle des Hauptfatzes , in fich,
ien moglich find; and fie alle miifste der Geometer
: dnzeln auffithren, der (wie wohl vor Zeiten gefchah)
153 Bie Vortheile unfrer Bezeichnung verfchmihte,
alle
Bey der Auslegung der andern Formen, mufs man
iy

dals ein Ausdruck wie diefer, AC2 X —

bemerken
: CG

egen mit @ bezeichnen ‘wollen)
n Sinne genominen ., cinen ¥ 4. 2.2,

weleher vom Quadrate iber AC

1 . ran
(den wir der Kiirze w
in‘{féinem genmetrifche

Richenrazm bedeutet,
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ein beflimmeer Theil — , 4. h. der nemliche Theil, o |4
" CG s

eilen
Raum deffen Verhiltnifs zum Quadrate iiber AB beflimnt,
aemlich BG: CG, iff; oder einen Razm, zu dem APk | ¢
wie CG : BG werhiilt (denn diefer Ausdruck lifst figh

BG von CG it oder was auf eins heraus kémmt,

2

ftets als yierte Proportionalgrifse zu folgenden drey | 4

¥V.2.2 CG : BG == AB2: 2 betrachten *3). coder endlich de &

] ¥ (f.'3.)der G:?Hrmg nach gegebne und iiber AC befchrichne Figuz¥, -
deren Verbaltnifs zum Quadiate iiber AC eben deshalb ol B

&¢ben, nemlich BG : CG » #ft. - Je nachdem man ip i

unfern -Formen f, ~v, & ;

eine. diefer Bedeutungen | o
fiir folche Ausdriicke fetat,

verwandelt fich eine jede
in mannigfaltig ausgedriickte geometrifche Sitze, (
deren Ausdruck,man fich jedoch nicht ftofsen witd,

wenn man das hier bemerkte felt hale, — 2) Mufs i

man fich dabey aus der Lehre von den Verhilinifn
des Satzes erinnern, ‘worauf uoter andern in der Arith
metik die GC{'ELHCIIEI&SI'CCIIDLlllg be

wenn-eine Gréfse A ag

ruht, dafs, nemlich, |
s .mehreren Theilen «, £, 4
befteht, und entweder diefe Grifse A felbft, oder ¢l
ner ihrer Theile « bekannty und iherdem das Verhili- | &
nifs diefer Theile untereinander (m:n: p ) oder zum (
Ganzen gegeben wird, dadarch zugleich die Grifie allr

Theile éinzeln beftimme 18, weil wir nemlich dann auch
das Verhiltnifs - des Ganzen zu jedem der Theile
(m<+-n+4p:m, und:n » und : p) kennen. Ift allo
2. B. die:Linie BC und das ‘Verhiltnifs BG1CG gege
ben'y {o ift auch die Grilse der Linien BG, CG be
kannit, und mithin auch das Rechteck BG x €G, wel
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dies slfo i diefem Fall auch ein gegebner Raum
. —  Dieles vorausgefetzt, laffen fich alfo z. B die

sidern Formen folgendermafsen tiberfetzen:

B) Fall 1: ,,Zieht man nach einen Punkt G in der
Gundiinie BC eine grade Linic AGy fo ift die Summe des
Quadrats iber AB, und cines Ranms zu welchem das Qna-
dit itber AC ein gegebnes Verbiltnifs (CG : BG) bat, gleich
b Suthinie des Rechtecks ‘BC % BG und eines Raums 26
welchem das Quadrar iber AG ein gegebnes V' yhaltnifs
(CG: BC) hat. — Oder: ;, Zieht man von zwey 5€ egeb-
nen Punkten B, C aus zwey grade Linien, welche fich
foin-einem Punkte A darchichneiden , dals das Qua-
drat iiber AB und ein Raum, -deflen Verhaltnifs zum
Quadrat iiber AC gegeben ift, zulammengenommen
gnem gegebnen Flichenraum gleich find, o ift auch
Jic Summe eines gegebmen Raums (BC X BG) und ei-
deffen Verhiiltnifs zu AG? gegeben ift

nes Raumis
T‘C
(AG? 3: — ) bekannt,
" LG
+) Fall 1: ,Unter denfelben Umftinden ift die

Gumme einer Figur gegebner Gattung iiber AB

GG =
(AB* 3¢ — )und einer Figur gegebner Gattung iiber AC
T
¥ i
e B e :
[ACY % Yy, gleich der Summe eines gegebnen
GE
) ~ CG 3 }1r1
Raums (BG2x% — + CG2 X — ) und einer @iber AG
GE GE

T

1
befehiriebnen Figur gegebner Gattung (AG*x —)u,f {5

iF
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Auslegungen die Folgerung 1 noch verdeutliche
wird,

Anmerkung, MeinBeweis diefer weitreichenden, fiir geo-
metrifche Unterfuchungen aufserordentlich branchbarén Sarze,
von welchen Lehrfatz 17 , und eine Menge anderer békannter
Theoreme blos cinzelne Fille ausfagen, tritcc zwar aus dem e-
gentlich Conftructiven hinaus, und in die arichmetifchen Vor-
ftellungen der rechnenden Geometrie fiber; allein bey geometri-
{chen Sitzen von diefer Art, welche eint fo grofse Menge ver-
{chieden modificivter Fille in fich faffen, mochte das eher ein
Vorzug als ein Mangel feyn, Ucberdem wire es niche [chwie-
rig gewefen den zweyten Beweis der Formel &, und die Herleir
tung der Gbrigen Formeln aus diefer, ganz in -ein geometrifches
Gewand zu kleiden , welches aber durch die Befchreibung der
geomertrifchen Conftructionen, welche der Divifion und Muleipli-
cation, fo wie der geometrifchen. Begriffe, die den Producren
u.f; f. entfprechen,; zu weitfchweifiy geworden wire. Solche
ganz geometrifche Beweife fiir den erften Tall der Formen B und
7 (wenn G in der Grundlinie liegt,) giebt Robert Simfen in
f_'_ein-\:s' Wiederherftellung vom Apullomins ebnen Oertern Buch II
Lymma 10, und Anhang Lemma 3, und diefe Beweife, welche
doch nur Einen Fall betreften , find beynahe ehen {o weitliufig,
als mein Beweis fiir alle Formen in ihrer Allgemeinheir, Einen
andern Beweis fir die Form (3 giebt, wie Simfon anfiihe,

genevalibus etc, Edinb, 1746, und zeigt den Gebrauch derfelben
beym Beweife mehrerer Theoreme, Die Haupefatze im zweyrn
Buche von Apollonius ebnen Oerrern (und fie gehdren zu den
netteften und allgemeinften, -aber auch zu den fchwierigften 1
der Geometrie,) griinden fich am' Ende auf unferm Haupt

fatz, und kénnen durch eine-dhnliche Behandlung erleichtert
werden,

Die Formen unter & und ¢ finde ich bey Simfon nicht,
Die beyden andern eignet fich Simfon (S. 351) als feine EF

i

Gn

AC

B
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fadung 2u, beweiflt fie aber mittelft eines Lehnfarzes iiber drey-
teilige Linien, deffen nach Pappus Bericht, {chon Apollonius

k& in feinem Werke bedient hat, und aus dem fie nicht fchwer

wenleiten. waren , . wie denn diefer Lebnfots - riickwarts unmit-

dbar aus unferm Hauptfatze fich ohne die geringlte Schwierig.-

i bleiten 1afst,  Werden nemlich in 'eitier graden Linfe vier Fig. 49.

Bwkte B, C, D, G willkiibvlich angenommen , und man errich-
wiber D ein Perpendikel, und ziehe aus irgend einem Punk-
A des Perpendilels, nach dehiibrigen Punkten B, C, G grade Li-
tied, fo entfteht ein Dreyeck AEC, werin aus der Spitze nacheinem
hikte G in der Grundlinie, oder in deren Verlingerung, eine grade
Linic gezogen ift. Fiir diefe Dreyecke ift nach unfrer Form  un-

AB2 w= AGZ

—

it den oben angegebnen Vorausfetzungen BC = —
I

AC? = AG2
: R und da zugleich das Perpendikel AD-die
Grundlinie fo zerfchneider, dafs AB2 — AG2 — BD2 — DG2 und
A* — AG2 — CD2 — DG=. ift *,
BED? — DG? | CDz—=DG?
«).-BC = —_ = -
BG CG

Dile Formel ftimmt in ihrer ganzen Zufammenfetzung mit der

wiigen {iberein , und ift an denfelben Vorausfetzungen gebun-
@, daber fich aus ihr, grade auf diefelbe Art, wie’es in un-
fmLehrfatz gefchehn ift, drey andrve Formen fiir jede dreytheilige
Linie BC berleiten laffen, in welchen die obern oder die unrern
Leichen zu nehmen find, je nachdem G in oder aufserhalb BC
Begr, ‘auch im letztern Fall, Bg > Cy gefetze - ift, dje Ver
thiedenheit in der Lage von D aber nichts dndert:

;E}B[)zic[)zx[ig = BC X BG * DG2 X Iic_:
CG C6

(n diefer Form komme der Satz bey Pappus Buch 7. Satz 125, und
ale 1 ¥ o a2
#57tes Lemma zum zwevten Bache von Apollonins ebfien Oer-

i, doch nur, wenn G ein Punket in der Grundlinie ift, vor,

¥ 16.
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Belchreibt man tber BC einen Halbkreis, und errickeet aufCund

der Sarz leicht unmittelbar il

wdileel , fo Tafse ficl

A

! | - G Perp
2. ynfrer Folgerungen zum Pythagoreifchen Lehrfatze ¥ beweilen,)

It die Grundlinie BC, der Punke D und das Verh

Fan

BG : i ;
CD2 X =—— zum_ Quadrat tber CD, m

CG

CG : BG gegeben, {o ilf os auch der Punke G, und mithin auh

BC : ,
gegeben * (Apollonius 11 Lemms §,

BC % BG E DG2- X CG

Eh'Ifr'\.l. 2.

S

bey Pappus Buch 7, Satz 126.)
CG _BG

(Diefe Form beweift Sintfon als Lelnfatz 1 im Anhange.) Sind

iaderam BC , der Punlt D, und die Verhdleiife GE:CG

1C

und GE 3 BG gegeben, fo find auch der Punke G und die gler
chen Flichentiume beftimme - (Anhang Lemma 2). Wenn bt

haupe auf ciner graden Linic mehrere Punkee B, G, H, G,

vereben find , {o ift allemal auch cin Punke D gegeben, d
S ? = g %
diefer Linie fo liegt, dals der Inlialt von Figuren gregebner Gat:
| f
tung , die uber DB, DC,"DG etc. befchrieben find, cinet §*
" 3 1 P
gebnen Inhale haben, (Anh; Lemma 4,)

Folgerung 1. Figuren, welche der Gattung fach
gegeben find, und Figuren, welche untes einander ibnlich
find, bedeutet nach dem geometrifchen .‘-?pl‘ﬂchgehrj'.:ch
daflelbe, Mit diefen Figuren werden wir uns im nich-
ften Buche befchiftigen, und ich verfpare es bis dort-
hin ,. dielen. Begniff genauer auseinander zu {etzen:
Hier kommt es nur auf die Eigenfchaft ghnlicher Fi-

guren an, dafs ihr Inhalt fich zum Inhalte des Qua:

e
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dtats tiber eine Threr homiologen Seiten , in ‘allen auf

dnetley Art verhiilt, und dafs felglich, fo wie. cine

Fgur, welche diber eine Linie AC befchricben ift, dey

Gattung mwach gegeben i d, das Verhaltaifs diefer Fi-

mitin | s zum. Quadrate iiber AB 1'r,-.'!:r;“ beflimmt | unverdnderlich

ﬂr;"“kmmr iffy ein Lehnfatz aus dem folgenden Buche,

[1-4uch
@nwir dott (treng beweifen werden. Mittellt diefes
M S | Ghes laflen fich unmittelbar-aus der Auslegung un.
frs Hanptfatzes in feinen verfchiedenen Formen, fol-
wnde intereflante Sitze iiber das Dreyeck und denm
Kreis folgern :
¥ % AY Fir alle Dreyecke welche' iibev derfelben Grund« Tig. 50
G

iz BC feln 4 und in welchen entwedey die S umime _oder

| Sind § de Uny ey f'c bied des O«:szmt; itber den einen Schenkel

iE1CC B, und einer siber den andern Schenkel AC bejchriebnen
18 f‘]“ =
L'b; Fzar (@) won gegebirer Gattung., einem gegebuen. Flichens
1 ubet-

- m .
C e, | i E gleseh ift (AB> £ AC2 X "—=F); iff der geo-

der auf q
or Gae 1.1:'1‘;'5}1.‘.{:.1:' Orz. der .'h;‘);.*i‘e‘ A eine K reislinie

4

, At T el O
ienge | Ym ga;g.ﬁ,‘-”;‘}' L'TS", ana Giofse,

Denn if¥ die Gattung ider iiber AC befchriebnen

r.,,..} @ gegeben, fo ift auchy unferm I.¢hnfatz zuFol-

’mf ge, thy \erl!-.ihm{:- zum Quadrat liber AC gegeben,

f*f‘"‘h'-]" wnd zwar ift diefes Verhiltnifs, welches m: ¢ teyn mag;

’mjf“ fiir alle folche Figuren einérley und- unverinderlich.

nm: Nimine man daher im Fall 'der Summe auf der gegebnen

5N Grandiinie BC felbit, hingegen im Fall des Unterfehicds

et?.d}- otf dey Verlingerung der ‘Grundlinie einen Panls G [0,

x i- BG. - m

Quze | 94 fich verhils BG: CG = m : q; fo ilt erfiens — = —4 j
CGi.q :
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folglich, unfern Vorausfetzungen gemils, F = AR
BG 3

£ ACZX e das ift, der Form £ gemifs , =BC x (G

T

BC =

* AG? X -:—_-, und mithin
CG

o gC = F—BC x CG im Fall der Summe
" CG = BC x Cg — Fim Fall des Unterich,
Zweytens find dann, weil BC gegeben it, auch die

beyden Linien BG, CG, fo wie der Punkt G, das Recht-
'f'l ]

eck BC % CG und der Exponent :T{J oegeben *; und
-G

daherift dann in beyden Fillen eine Figur gegeﬁrrer Gat-
tung , welche iiber AG befchrieben wird , (nemlichd =

et RO ., :
AG2 x —,) auch der Grifse nach gegeben , indem fie

dem Unterfchiede gegebner Flichenriume (F und
BC % CG) gleich ift. Zu diefer Figur fteht das Onae
drat iiber AG, weil fie der Gattung nach gegeben ifts
in einem gegebnen Verhiltnifle (CG: BCoder q:m2 g
daher auch das Quadrat liber AG, und mithin AG [elbf,
der Grofse nach gegeben und unverinderlich;ift. Da
nun zugleich der eine Endpunkt Gi diefer Linie gege
ben und unverdnderlich ift; fo-mufs der geometrifik
Ort des zweyten Endpunkts A eine Kreislinié {eyn, welche
um G als Mittelpunkt, mit AG als Halbmefler befchries
ben wird *. Und zwar findet man diefen Halbmefler
durch Conitruction, wenn man, nach den Methoden
hied
CG

in den Aufgaben zu diefem Buche, den Unterfe
des pegebnen Raums F und des Rechtecks BC X
in ein Quadrat verwandelt , und darauf ein Quadstt
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bildet, 2u welchem fich das gefundene wie BC: CG
yuhilt *.  Die Seite diefes Quadrats ift der Halbmel- *13.£.2 ¢
IJEl' AG& ;

Apollonins ebne Oerter II. 5. Fall 1 Ausfage 2, auch 1, ;. 4;
ioch fehle an beyden Stellen der Fall, wenn der Unterfchied ge-
ghen’ift. ---  Aus der Beltimmung des Punktes G und der Li-
de AG, fieht man, dais fiir den Fall der Summe der Mittel-
skt G in_der Grundlinie, fiir den Fall des Unterfchieds alle-
wlauf ihrer Veilangerung liegt, und dafs im erffen Fall der
ggebne Raum F nothwendig grofser, im zweyten kleiner als das
lechteck BC % CG feyn mufs. Sonft wiirde AG negativ 4 und

ke erfte Fall gienge in den zweyten, und umgekehre tiber.

B) Auch fir alle Dreyecke , welche iiber derfilben
brandlinie BC fiehn, und in welchen, entweder die Samme,
wir der Unter[chied einer Figur gegebuer Gattung (4),
wlche iiber den einenSchenkel AB, und einer andeyn Figur
iigebner Gattung (), welche itber den andern Schenkel AC
et o einems gegebnen Flachenvanm Fgleich ift (a £ 6= I);
wfs der g:ometrfjbbe Ort der Spitze 4 ¢ine

breisiinie vun gegebmer Lage und Grifse feyn.

Denn da @ und & der Gattung nach gegeben find,
it das, Verhiltnifs der erftern Figur zum Quadrat
iber AB, welches m : q feyn mag, und das Verhiilt-
s der letztern zunr Quadrat fiber AC, welches n:q
yn mag , mithin auch das Verhiltnifs m:n gegeben,
ind diefes ift das Verhiltnifs, worin die beyden der
Gattung nach gegebnen Figuren, wenn man fie iiber
Gielelbe willkitheliche Linie befchreibt, zu einander
lehn, Nimme man im Fall der Summie in der Grundlinie,

nfall des Unzerfchieds anf ibrer Verlingerung einen Punke

e
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G, und.zugleich eine grade Linie GE, fo dafs fi fich ver

hilt, BG : CG : GE

geben it diefe Linien, folglich auch das Rechteck

ML, fo find, da BC T

BG % CG = R gegeben, Da nun nach 7,
CG ? BG ;
@ =AB?2X _undb=AC2x —_ ift, a + b dasift
L& § ol GE
1C
F=__xR=x AG2) feyn mufs; {o ift, fallsaundb
GE
m n
Figuren gegebner Gattung , folglich'—, = gegeben
q q

P

{ind, und der Raum F=a b gegeben wird, auch eine

Figur gegebner Gattung iiber AG gegeben, und zwar ift

| |
m-~n e ek oy * .
AGT st Sapes 0 % R im Fall der Summe
q q
L, Mm—n  m-—n o :
RGER e B X — F 1m Fall des Unterfch,
ﬁi EI

sodaniEall S L ; . kT
In beyden Fillen ift alfo, auch unter diefer Vorauss

i'et'.!.ung, nicht nur der Punkt (_f, fondern auch das
Quoadrat iitber AG , und alfo auch AG (elbft, als Seite
diefes Qunimts, f-j. geben und unverinderlich, dsher
eine um den Mittelpunkt G, mit AG als Halbmefler
belchriebene fs}'t.';"a‘;.-'u:f der geometrifche Ort der Spitze 4
{feyn mufs.

Apollonins II. 5. Fall 1. A}',J 1g¢ 3. Wo doch wiederum der
Fall, wenn der Unterfchied « Lje_J},l“] gegeben ift, fehlt —
Aus der Beftimmung von AG filic Gbrio gens in die Augen, dal5

e — m--n
hier fiir den Fall der Summe F > —— "x BG % CG und fir
q
111 e 1}

den Fall des Unter[chieds F < X Bg R Cg, folglich en
rll [ =}

1]
Raum , der fich zum Raum F im erften Tall wie die Summe, inl
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P | geyren wie der Unterfchied der beyden Figuren gegebner Gat-
g tng, wenn fie fibex derfelben Linie ftehn;, zum Quadrat diefex
iteck | pinie, verhile, im erflen Fall nothwendig grdfser, im zweyren
wihwendig kleiner als das Rechteck aus, den beyden Abfchnitten

wf der Grundlinie feyn mufs; und das 1t die Beftimmung die-

frAusface,
| g

Fiir den zweyten Fall (wenn der Unterfchied dev Fignven ge-

phier Gattung o und b gegeben wird) ift die Ausk

mch befonders dahin einzufchrinken, dals a und b wnicht @hbnli-

Le
= Lk Piguren feyn dirfen, Denn dann wiirden fich a und b zu
eine. | ¢ Quadraten iitber AB und AC auf gleiche Art verhalten, folg-
it :.l:'n m und 1, mithin auch Bg und Cg gleich feyn mifien; wel-
des unmoglich ift, da in diefem Fall der Punke ¢ in der Verlin-
nme | gung der Grundlinie liegt, und fiir “ jeden f{olchen Punkt die
Lnien Bg und Cg um BC verfchieden fiad. In der That ift dann
gl ey . m 3 :
Ghe | 8diamb —TF == AB2X— — AC2X —; folglich AB2— ACZ
q 9 :
s |=F X 9 | mithin der Unterfchied der Quadrate aus den bey-

m

T
88 | 4y Schenkeln gegeben und unverinderlich, daher in diefem

fondern; nach Lehrs

eife Rl der Ort des Punktes A keine Kreislinie,
und zwar ein

her | fz 16 Folgerung 3 eine ovade Linze feyn m

»  § - AT
Srundlinie b,

deflen Abftand ‘vom Mittel-

fler | lopendikel an
- L ¥ vl L T = e~
¢ A | moke der Grundlinie gegeben i1t ¥, ¥15, 1.3

T ' 19

C) Auch fir alle Dreyecke , welche iiber derfeiben

et | Grundlinie BC flehn , und in welchen das Quadrat, oder

S 3 s - AR ' s
tee audeve der Gattung nach gegebne Figur a iiber dem ¢
ich ift, der Summe oder dem Unter-

wn Schenkel AB, gle
fir | fhiede ciites gegebenen Raumes § und des Quadrats, oder
¥ 2 e

| : : o
tner andern der Gattung nach gegebner Figur b, iiber dem

e E c ¥ N - el
weyten Schenkel ACs mufs der geometrijcie Ort der Spitze

2 o . - ol g e r ¥ on (0, A i

in | deine Kreislinie von gegebener Lage wnd Grofse [cyn.
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Denn, ik erflens a=b + S, {o ift im Fall der Sy
me a—b =S, im Fall des Unterfthieds b — a = S, in
beyden Fillen alfo der Unterfchied zweyer derGattung
nach gegebenen Figuren, ~die iiber AB und AC be
{chrieben find , einem gegebnen Raume § gleich
Folglich tritt bier der zweyte Fall der Awsfage b en
Verhalten fich daher die beyden Figuren gegebnerGat-
tung a and b, zu den Quadraten iiber AB und AG,
wie m:qund n:q, und man nimmt auf der Verlin.
gerung der Grundlinie BC einen Punkt g, fo dafsfich
verhilt m:n=Bg : Cg, {o ilt eine Kreislinic, welche
um g als Mittelpunkt, und mit der Seite des Qua:

m — n
q
{chrieben wird, der Ort der Spitze A ¥; es {ey denn, dalsm

— S als Halbmefler be-

drats Ag2 = Bg X Cg X

und n im Verhiltnils derGleichheit {tehn, alfo #undb &has
liche Figuren find, indem alsdann der Ort derSpitzeA
eine grade Linie wird ¥, — Ift zweytens a = § — b,
mithin a=4-b=2§, oder die Summe der beyden Figu-
ren a und b einem gegebnen Raume S gleich, fo mufs,
nachB Fall 1, der Ort derSpitze A ebenfalls eine Kreis-
linie feyn, deren Mittelpunkt nun aber in der Grund
line BC felbft liegt, und zwar der Punkt G in der
Grundlinie ift, fiir welchen fich verhilt, BG: CG=
m : n, und deren Halbmefler AG nun als Seife eines

m =

q

Il

Quadrats AG2= § — x BG x CG, gefunden

wird.
Bey diefer Ausfage C) wird vorausgefetzt, dafs
a und b Figuren gegebner Gattung find, und zwar dals
a gletr

B Bt N =

= S e

-
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St - m . § < . _Mm
~ " lugleich AB2 X —, und zugleich diefe Figur AB2% —
'y in q q
tang |=b+S, oder umgekehrt = S§ — b fey; eine Voraus-

| be. | ltzung, die mit der auf eins hinausliuft, dafs fich
eich, | vethalte b + S(oderS—b): AE2 = m:q *, dals folg"*V.3un
et | lich das Verbaltnifs der-Summe oder des Unterfchieds
Gat- | fer Figur b und eines gegebenen Raums §, zum Qua-
AC, | inttiber AB, gegeben und anverinderlich féy. Der Sata
rlin. | C) lifst fich daher duch folgendermafsen ausdriicken:
slich | Fir Dreyecke iiber derfelben Grundlinie BC, fitr die das
tlehe | Verhislenifs der Sumime oder des Unter[thieds einer der

Qua- | Garzang nach gegebnen Figur, welche itber dem cinén Schen-
i kel /ICﬁefzr, nnd “eines gegebnen Rawums Sy zum Quadrat
G iber deni andern Schenkel AD gegeben ift 3 ift der. geomutrie
afsm | [fhe Ort der Spitze A eine Kveislinie von gegebuer Luge und
ihne | Grifre, den Fall'ausgenommen, wenn beyde Figuren
e | ilich find, fiir welchen dieferOrt eine derLage nach

- b, |pgebne grade Linie wird,

?igu- Auf diefe Arvt wird der Satz in Apollonius ebneén Ocrtern IT, 4
nufs, wgetragen ,  wiewohl er dort weder in {einer’ Allgemeinheit
reis (mr fir den Fall , wenn b ein Quadrat 1&) dargerhan, noch auf
und- | #avorigen Ore B zurtickgefiihre wird. (Vielméhr ftellr ihn Apol-

bnius vor’den Ort B, und fcheint daher umgekehrt diefen ans

| der X :
G = tnlevm Satze C -.1bgc1-‘:ifut zu -hahen, find anders nicht, wie Sim-
y in vermuchet, diefe Satze von {pitern Abfchreibern filfchlich ver-
sLOes s x Tt T
0 br worden, Simfon beweift jhn dagegen, Satz 2 und 3 des An-
\den hgs, allgemein, mit Hilfe unfers Lehrfatzes 2o
D) It das Quadrat diber demn einen Schenkel AB, eivter Figus
| Mtbner Gattung , welche iiber dem andevn Schenkel AC befchrie-
dals o o 20
iy | ™, Jelbf gleith, 4By = AC3 X —, michin dus Verhil-
5 g

X

alel-
=]
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(s der beyden Quadrate der Schen
folglich auch das Verbiltnifs der beyden Schenkel [elbff su it i
N
{o it diefe Vorausferzung

kel AB2¢: AC2Z=m1q, wl

der gegeben and anveranderlich ;

a ;
7 : =0 ine
or der Bedingung unferer Ausfage € entid

zwar algebraifeh utt
als der Fall derfelben, da der gegebne Raum S = o ilb

£en 5

d. h. gar kein folcher Raum gefetzt wird, indem die Arithme- ]"H'il

tik lehrr, dafs man o mit unter die Reihe aller moglichen Wee |

che ciner Grofse nicht nur aufnchmen darf, fondern auch aufieh- i

men mufs, - Allein hier ift die Gultigkeit, unferer Ausfage fir | ™
I befonders darzuthun, und ausdriicklich zu be | dle

diefen Fall noc
auch unter diefen Umitinden der Ort des Durch- | i ¢

weifen , dals
linie von gegebner Lage und Grafse o
¥ ke,

chnittspunkees A eine Kreis
fey, wie diefes in Zulatz VI und VII gefchehn foll, .
: panlij
Folgerung 2. Alle dicfe Sitze find nicht blof

f die Schenkel von Dreyecken, welche iiber einer

gL i
- B - . ' 1 ine

gegebnen Grundlinie BC ftehn eingefchriinkt, ode
. - . i . we
was daflelbe iagt, gelten nicht blofs.von graden Y
werd

nien , welche von zmwéy gegebnen Punkten B, C. as

gezogen; fich {o durchfchneiden, wie die Bedingui® fi=

gen der Sitze 4) , B), C) ausfagen; {ondern fie gelte

ke S _ iber
. auch far gmr.’eLm.'f::, welcle von 3, von 4, V07§ grgfil- i
i { : : iz o A willk-
nen Punkten , o [ fos kurz von jeder belichigen Zakl g | ™%
dinieif

gebner Punkte aus geaogen fich insgefammit tn ediem Pane

te Ao durchlchneiden, dafs die Figuren gegebner 6 u

Gattung, welche man iber fie befchreibt, [fie migen Qs F
: il a1
drate [eyn oder nicht rai
; L

a) entweder ,alle zufammengenommen einem
gegebnen Raume F gleich ; Al
b) oder fo befchaffen fnd, dafs der Unter [ebied i
: i

awifthen der Summe einiger diefer Figuren und der Sutnme

an 1oy ermre P i) . T
andrer einem gegebnen Raume F gleich ift;

—e st

X
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L ¢) oder endlich fo, dafs dic Summe einiger , g}efgé

il dey Surmme der andern, vermmhrt oder vermindert um

A1 ¥ 5

“'1’ linen gegebnen Raum S :

e 1 - . . r

& Immer ift unter dicfen Bedingunsen der geometri,
furg-

[the Ort des gemeinfchaftlichen Durchfchnittspunktes A

W
dlr folcher Linien, eine Kreislinie von gegebner Lage

.oy
eks
fir | @ Grifse, ausgenommen in’ dem Fall, wenn in 6,

vbe |ille diefe Figuren einander dhnlick find, oder wenn
i“‘t‘ e, der Raum S dem Unterfchiede dhalicher Figuren.
o deich ift, in welchen Fillen der Ort des Durchfchnitts.
pinktes eine grade Limie von gegebner Lage wird,

ilofs
iner
der,

0) Wenn zwey Punkte B und C gegeben find, von
inen grade Linien {o gezogen werden, dafs fie fich
tiey und zwey in Punkten A durchlchneiden, und e

o wrden beliebige Figuren gegebner Gattungen ** (£ 1)

rune M= K MN2 tiber die erflen BA, und b=_ x MN2
¢lee 9 q

:Ia - r ] 1 '.n r ’ I 2 - oy
o L die zweyten AC befchriebn, (wo MN irgend eine

';!m tilkiihrliche Linie bedentet,) und man nimmt anf der
I,ﬂ_:h. lnie BC, oder auf deren Verlingerung, einen Punke
wer 1% und tberdem eine Linie GE, fo, dals fich verhale
Qus. | 486 : CG:GE=m+ n:m:n:q, und zichtAG; fo
% fallemal, wojauch’ die Spitze A des Dreyecks BAC

Mgen moge , der Natur des Dreyecks gemils,

inem
3 ) G BC g
Wy 28 & Ac x i — X (BGX CG £ AG?) * 4 5
GE GE GE ol C
hied | . m+n ‘
e |00 ftefs a £ b = : X (R £ AGY, Wwie in

Y 2
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Folg. 1.Bi; die beyden Figuren gegebner Gattungawnd | |
A b mogen zur Summe oder zum Uterlchied einen beflin. -
digen, oder einen verinderlichen Flichenraum F e As
ben, worauf es hierbey weiter nicht ankommt. Nur G
hat im erftern Fall AG2 einen befiindigen und immer | der
einerley, im letztern hingegen einen verdnderlichen 1 8
und ungleichen Werth, weshalb zwar im eiftemn, w"_'
nicht aber im letztern Fall , der Ort der Duh i
{chnittspunkte A eine mit dem Halbmeffer GA, um e
*f. 1.B. Jen Mittelpunkt G, befchriebne Kreislinie ift *, ks
Fig. 52, Wivd alfo aoch ein dritter Punkt D gegeben; und & | GA
G e : i p > i
attung nach noch eiue driste Figur ¢ = 2 x MN2, uwnd ;.
7 &
durchichneiden fich nun drey von den Punkten B,CD | ¥
aus gezogne grade Linien in Einem Punkte A fo, dif tn
uf

die Summe oder dey Unter[thied der drey Figuren gegebmt
Guattungen a, b, ¢, iber dicfe Linien befchricben, enm § ¥
gegebnen ,  4nVErGH devlichen Flichemraum F gleich Jirdy | s

(a+b*c=F,) {omufs, wenn man ftatt a by fenat | At

mEn , o R . , e
x (R £ AG2), welches fiir jede Bedingung ¢ i
('1 al
2 m:+tn ; | e
laubt ift, allemal auch —— X (R * AG2) *tc¢= F 6
q

Verlan e
folglich in
m-+ n ST e | dr

AG2x et _# ¢ =F =R x—"_ imFall dona -
q q ity
2 m—1l Nl =="T1 : h
AG2 x +o= R rim Fall voma—b | i

1 i | ]
feyn, Mitliin miiffen dann in. beyden Fillen dif L .
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nien BA,CA, DA fich drey und drey o in Pankten
4y | Adurchichneiden, dafs wenn man von dem “Punkte
Nt Gaus, (der auf die angezeigte Art, durch dre Gartung
imer | % Figuren a und b beftimmt, und alfo gegeben ift,)
Tl G4 zieht, entweder die Sumane,; oder derUntetfchied
weyer Figuren gegebner Gﬂttungen tiber GA und.DA

e,
g befchrieben; einem gegebnen Flichenraume gleich ift;
2 iemlich dem Unter{chiede der ocegebnen Riume F und
gy MED S :, thcadad D el e
Ix —— . Es tritt dann alfo allemal fiir die Linien
q
1 der

GAy DA der Fall A, der vorigen Folgerung ein, tund ver-
, | moge des dort Bewiefenen niufs der gévinetrifche Orp
dr Duychfchnittspunkte A jencr. drey Linieny wiedesum ei
¢, D | ¥ Areislinie._von gegebner Lage und Giifse feyn.
daf Und 2war, wenn man erff, im Fall der Summe 3 ~+ b
ehuer | € BC. {elbft, im Fall des Unterfchieds ai==b hinge-
ginent | e auf ihrer Verlingerung: cinen PunktG (o beftimmt,
Jirdy uis fich verhalt BG : CG = m: n, und dean auf dhnliche:
{ent | Ait, je nachdem c additiv oder fubtractiv ity auf GD
ter auf deren Verlingerung einen Punkt G fo nimmt,
lfs fich verhilt GG :DG = m * n :p, (da -denn
¢ Punkte G, G', die Abfchnitte BG, CG und
66°, DG, und die Reclitecke aus den 2i@ern R,

Wd eus .den letztern R’ gegeben find); .. [0 iff G
1p | & Mittelpunke. diefer Kreislinie , und auf diefe Be-
ft’.n'.mung; des Mittelpunkts hat ledigheh die Gattung |
—b | 1icht aber die Grofse der Figuren a, b, cEinflufs. Der

i Holbme(fer der Kreislinie beflimmt fich hingegen da- :

W5, dafs dann, im Fall die Summe aller drey. Figuren

i
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gegebner Gattung dem Raume F’ gleich ift, nachFolg,
1. B, feyn mufs

- ‘m - it
g e S R R e
q q q

(und auf eine @hnliche Art, #m Fall der Unter [chied e~
niger der Figuren gegebnet Gattung von den andem,
dem Raume F' gleich ift, nur dafsidann eimige der fub:
tractiven Theile diefer Formel additiv, und umgekehtt
einige der additiven fubtractiv werden, wié man fih
das leicht aus Folgerung 1.B. entwickeln wird,) Folg
lich it dann fowoh! die Gattung, als die Grofse einer
iiber G'A befchriebnen Figur, mithin G'A felbft, 2
gleich mit F’ gegeben und unverinderlich, und die
fer Halbmeffer des Ortes lifst fich nach den Aufgaben
zu Ende diefes Buchs ohne Schwierigkeit durch geome:
trilche Conftruction fowie deflen Zahlwerth durchRech
nung finden, It aber F* kein unverinderlicher Raum,
fo ift auch die Figur gegebner Gattung iiber G'A, und
diefe Linie felbft, von verinderlicher Grifse, und dann
alfo der Ort der Punkte A keine um G’ belchricbne
Kreislinie.

It dann aber noch ein vierter Punke E- gegebes, 0

X . - f 7 5

der Gattung nach eine vierte Figur d = — x MN?, und
if

durchfchneiden fich die aus den vier Punkten B, CyD\E

gezogne grade Linien, je vier in Einem Punkte A; [0
dafs die Summe der vier Figuren gegebner Gattungeh
a, b, e, d, iiber diefe Linien belchrieben, emem §*
gebnen unverindevlichew  Flichenvaum F" - gleich Jindy
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t4+bFcdd=F"); fo mnfs, (wenn man aus dex
Gattung von drey diefer Figuren, z. B, aus a, b, €,
und aus der Lage der Punkte B, C, D, wie im vori
wen Fall'; den Punkt G’ beffimmt , und nach den
Durchfchnittspunkten A die grade Linie G’A zieht,)
siederum._die vorige Gleichung beftehn. - -Fiigt man
blglich, beyderfeits die vierte Figur gegebner Gat-
ting d hinzu, und fetzt ftatt F + d den Raum F”; {0
ubilt man fiir jeden Durchichnittspunkt A die Glei-

: ms=-n-1mp
thang G'A2 X ! 1 -+ d

q
Ry s Rk TR TR
k. q

Die Durchfchnittspunkte A je vier folcher Linien,
fnd folplich wiederum fo beflchaffen, -dafs wenn man
1n den beyden gegebnen Punkten G'und E aus, nach
nen die graden Linién G'A und EA zieht , Figuren
ggebner Gattungen iiber diefe Linien befchrieben, zu-
fmmengenommen einem oegebnen und unverdnder-
lihen Flachenraume gleich find, Der Orz diefer Durchs
khaisespunkee ik alfo wiederum eine Kreislinie von ge-
ghner Lage und Grilsey™ deren Mittelpunkt und
Hbmefler man wieder grade fo, wie im vorigen Fall,
nehFolg. 1. B. findet.- Man theile nemlich, nachdem
min den Punkt G’ beftimmt hat, die Linie G’'E im
bunkte G nach dem Verhiltniffe von m —+-n 4-p:x ein,
(@.h, nach dem Verhiltnifle der beyden Figuren ge-
gebner Gattung! tiber G'A ‘'und EA, wenn fie quf der”

{alt A & f -
lelben Grundlinie ftehn) ; fo erhdlt man den Mittelpuske

*f1.8,

=
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und der Helbmeffer G”A wird wider durch eine dhnli
che Formel wie vorhin beftimmt,

m-+n-+p-r - m g
Gidpoy SRR g g v

—

q q

+n +'p

[n "
— R X e e RE

q q

m-{-n—4p+r,

Wird noch ein fiinfter, und dann noch ein fechfe,
ein fiebenter Punkt u, {. f, unter dhnlichen Bedingun.
gen gegeben'y f{o geht, wie man leicht fieht , die
Schlufsfolge grade fo, wie hier fiir drey und vier Punk
te fort, daherinfere Behauptong auch fiir 5, fiir 6,

fiir 7, kurz fiir jede Zahl von Punkten gilt.

Wenn man folglich aus einer beliebigen Anzabl gegel
sner Punkte grade Linien [o zicht , dafs fie Jﬂ".-:f}; insgefamm
in Einem Punkee, und zwar [0 durchfchneiden dafs Figa-
ren vou gegebner Gattung ,\ welche man' iiber diefe Linien
{,-.ef&,ﬂ;reibr, zufammengenommen cinem gegebnen Flichenrast
gleich finds [o iff allemal dev geometsifihe Ort ihres Durch
[echnittspunkees cine der Lage und Grofse nach gegebne Kreite
linte , fo dafs jeder Punkt einer beltimmten Kreislinigy
und kein Punkt atfserhalb derfclben , mit den geged
nen Punkten grade Linien beftimmt, welche die ¢
wihnte Eigenichaft haben, — Verhalten fich die det
Gatrung nach gegebnen, iiber BA, /CA, DA, EA
w.'f. £, zu befchreibenden Figuren, zu den Quadraten
diefer Linien, wie my n, py r, uff zu q; und “fg'n'
theilt die: grade Linie BC, im Punkte G nach dem Ver

haltnifle m:n ein, ferner GD, im Punkte G nach de
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Verhilltniffe- me=F-n:py und G'E im Punkte.G” nach
dem Verhsltniffe.m -=n-fp:ru.f f; do findet man
den Mittelpunke diefes Kreifds: und derfd albse(fer deflel-
ben wird durch den gegebnenFlichenraum, durch die

gegebnen Gattungen der Figuren a, b, ¢ etc.; und
durch die Reclitecke aus den Abfchnitten der Linien
BC, G'D, G’E n. L £, durch Formeln, deren Geletz

Jeic! ¢ zu iberfehn ift , beftimmt,

b Dafs derSatz in diefer Allgemeinbeit auch fir den
Fall gile, da dév Unterfchied dey Fighren gegeb-
ner Gattungen , einem gegebnen unvevinderlichen Flichens
raum gleich iff , fillt aus unferer Erdrterung fiir 2 und
3 Punkte in die Augen, Der einzige Unterichied da.
bey ift, dafs fiir jede {nbtractive Figus, der durch ihre
Gattung beftimmte Punkt G in einer Verlangerung zu
nehmen, und die Grofse der Figur gegebner Gattung
iiber GA aus’F, R, R’ etc. auf andre Art zufammenzus:

fetzen ift.

¢) Iff endlich die Summe einiger der Figuren gegebnen
Gastung , der Summe dev iibrigen , fammt einem gegebnen
Raumie-S-gleich; fo ift.der Unterichied der Figur gegeb-
ner Gattungen dem Raume S gleich: alfo auch der

Satz C, in diefer Allgemeinheit wahr *,

Dot erftere von diefen Sirzen, welche zu den allgemeinften
und- eleganteften in der geemetrifchen Analyfis gehdren; wird in
Apollonins ebnen Oevtern 11, 5. Fall 2 und 3 dargethan. Blofs der
Beweis fiir 3. Punlite und den Fall der Summe, nimmt dort 16

Seiten ein, indem er durch alle Verfchiedenheirén, (wenn slle

3 Figuren gegebner Gattung Quadrat: find, oder wenn ihrer 2

-

8 o TR . : - 3 %
ofler wenn 1, oder wenn Keine ein Quadrate ift,) umftindlich

*(f. 1.CY}
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durchgefubre wird , und obgleich Simfon dent Fall des Uner.
fchieds ganz iibergeht, fo fiillt doch der ganze Satz § fiber 50 S¢ie
sen,  Der deutfche Uebeiletzer, Camerer, hat dort. arithmerilche

und rriconomerrifche Formeln zur Lu[imnm ing des Halbmeffers

hinzugefiige , die aber, wie fich fchon aus unfern Formeln fcklie-
fsen Lifsr, auf:erordentlich weitlinfiz werden. — Dafs im Fil
der: Summe der gegebne Raum F nntnwenmg j-:!:_ﬁ_f'sct' {eyn mufs
als dic Summe aller fubrractiven Riume, falle 743 ﬂerltcﬂimmung
des Halbmeffers in dic Augen,

Srelle man fich alle gegebene Punkte B, C, D etc. als gleich
fehwer vor, fo findet man den Lehren der Statik gemifs, ibrea
Schawerpunkt erade auf diefelbe Ave, wie man hier den Minel
punkt G der Kreislivie finder, welche der geometrifche Ort de
Durchichnittspuukees A fur den Fall ift, dals alle Figuren iiber
BA, CAu.f,f Quadrate ind, Daher hat umgekehrt jeder Kreis,
welcher aus dem Schwerpunkte mehrerer 1n einer Ebne gcgch-
nier, und gleich fchwerer Punkte belchrieben witd, ‘die Eigen-
{chafr, dafs webn man, von allen diefen I’unkten nach irgend
einem Punkic der Kreislinie, erade Linien zicht, die Quadrare
fiber diefe Linien zufammengenommen immer dem nemlichen Fli.
chenraume gleich find ; ein Satz den Simfon aus Hughens Hore-
logaiem Ofcillatorinm prop. 12 entiehnt , und unfermSatz g gemih

noch erweitert.

Folgerung 3. Aus diefen Sitzen fliefsen in
Verbindung mit unferm Lehrfatz umgekehrt folgende
rhwu}dhf-‘? Ligf‘.’lf..u,r!ff{.".rf (!L’l ﬁ}{'”ha‘ 3 “'DdUl'CIT diE Ei
genfchaft, welche wir in_ Lehrfatz 17, Folgerung 2

i f =
kennen gelernt haben , ausnehmend verallgemeinert
wird.

Nimimt man vesnlich auf eigem der Dm'cbmf_ﬁ}r et
Cveisling foy - . F ey o e v
Kreislinie, oder anf deren l;{?h”!?.?ﬂe;'g”}r;, willkiihrlich zwey

PuntteBund C, und zieht von beyden nach einem belieigtt
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| Peskte M dev Kreislinie grade Linien BM, CM; fo haben
ey Figuren gegebner Gattung, welche man iiber dicfe Linien
bfehireibt; (nemlich folche Figuren, die iiber einerley Li-
niebefchrieben, fich wie die Entfernungen CG und BG

| verhalten,) fiir seden Punke der Kveislinie, falls B und C zi

mtgegengefetzten Seiten des Mittelpunktes
G liegen, immer einevley Summe: falls hingegen Bund C
weinerley Seite des Miztelpunkts G liegen, immer einera
b Unterfchied. Denn it erflens M ein Punkt au-
Jierkalb des Durchmefiers BC, und man zicht MB, MC,
MG, fo entfteht ein Dreyeck MBC, von deflen Spitze,
im erften Fall nach der gegeniiberftehenden Grundli-
nie, im zweyten nach ihrer Verlingerung eine grade

Linie AG gezogen ift, filr weiches folglich nach der

2 2
Form  unfers Lehrfatzes, MB2 % = MC? x E,(_}
GE GE

=HO + (BG xCG MG?) ifte Nun find B, G, C

GE
mgebne Punkte, alfo BG und CG unverdnderliche Li-
nen, wie auch der Halbmefler des Kretfes MG, und die
beliebig gegebne Linie GE. Mithin find die Riume
nchts vom Gleichheitszeichen, fiir jeden Punkt Min dex
Keelslinie, der aufserhalb BC liegt, von einerley Gro-
fie, alfo auch die Riume links vom Gleichheitszeichen,
folglich haben zwey der Gattung nach gegebne Figu-
rn iiber MB und MC: befchrieben, und zwarlzwey
Figuren , die iiber diefelbe Linie befchrieben fich

wic CG:BG verhalten, im erflen Fall zufammengenom-
men, im zweyten von einander abgezogen, immer ei.

nerley Grofse, Dals diefes zweytens auch fiir die bey.

m——
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den Punkte N der Kreislinie, welche i der Linie BC

liegan, und fiir welche kein Dreyeck MBC. vorhanden

L - . - - ’ ., .
S 329-ift, gil, folgt aus Proklys Lehnfatz in Anmerk, 1%

indem-nach der Form v diefes Lehnfatzes, auch fiir jene

CG .
beyden Punkte, NE? X — £ NC2 E} = {;E Y
Gl GE: GE
(BG #' CG + MG2) ift,
Fig. 54

¥

Nisusnt man in oder anfserbalb der Kreishnie willbike
lica drey. Punkte, B, C, D, und zieht von ilnen nach
Eincin Punkte M dér Kreislinie grade Linien, (o haben
auf dicfelbe Art drey Figuyen beflimmter Gattangen iiber
diefe Linien befthrichen, fiir jeden Punke M einerley Summe,
oder nach Umfiinden einerley Unzerfehied, Und nwar, wenn
man BC, und von Dnach dem Mittelp. G, DG zieht, und
diefebeyden Linien fich in cinem Punkte I darchichnek
den, fo wird die Gattung der Figuren iiber BM, CM,
DM, ‘durch- das Verhiltnifs der Abfchnitte CH : BH
und HG : DG, wie in Folgerung 2. beftimmt, Und
a’.:{,"]-.'.!f}c gilt fiur 4, fir 5y kurz fir Jede beliebige Zabl
willkilirlich angenommeney, Punkee, wofiir der Beweis nach
Anleitung des Beweifes in Folgerung 2, fich ohne
S‘chwierigkeii’, grade {o wie fiir 2 Punkte fithren lilst,

Anmerkung 2. Diefe intereffanten Folgerungen aus un-

erm aligeincinen Lehrfarz 5 habe ich unmittelbar aaf die Ausle-
gung der verfchiednen Fornten dellelben folgen laffen, weil fie
fich' Iediglich auf diefe griinden, . In den folgenden. Znftzen fi-

ge ich nun noch die Entwickelung einigey befondrer Sitze hinzu,

9. diein wuferm allgemeinen Lebrfatze* liegen, und aus deren. grofse
Brauchbarkeir in geometrifchen Unrerfuchungen, die Wichigheit

diefes Lehrfatzes noch einlenchtender werden wird.
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Zufatz I, 1) Wean i einem Drf_yeck ABC aus Tig. 45.
der Spitze nach der Verlingerung der Grandiinie BC -eine
grade Linie Ag [0 gezogen ift, dafs, wenn$ cinen gegeb-
sen Raim' bedeutet, fich verbilt AB2—§: 4C2 = Bg: (g3

2t allemal das Rechreck aus dey Grundlinie wind dem gri-
g

| fern Abfebnite BG , griifser als der gegebne Raum S,

By * V.3

Denn es ift alsdann AB2 ~ § = AC? X =
R' p(ﬁ’k x 20, Ba
folgli-hS = AB2—AC? x == BC X Bg — Ag?x :
'(_.“ Lcr

o

und mithin S > BC X Bg.

2) Wird hingegen AG nach einem Punkte in der Gruside
linie felbfF fo gezogen , dafs fich verbilt § — AB*: AC*
= BG :CG, fo mufs dafs Rechteck BC X BG. kleiner als
der gegebne Raum S [éyn. Denn alsdann it S = AB? 3

AC? xB.—C- =BCXBG+A62 X ES , -alfo ¢ 20, 3,
CG CG

§> BCx BG,

Beyde Sitze kommen in Apollonins ebnen Oecrrern Il Lem-

ma 4 grd 5 vor, und ihr Beweis wird dort weit hergehohle,

Zufatz II. Nach der Ausfage d unfers Lehy N s

fitzes, ift, wenn ‘man in einem Dreyeck ‘ABC, die
Linie AG willkiihrlich nach einem Punkte der Grund-
lini¢ oder deren Verlipgerung zieht, immes

B
AB? XEE; + ﬁ\Clx_E—BGXCG * AG2,
BEC BC
wo die obern Zeichen fiir den erftern, die untern fiit

den [etztern Fall gelten,
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Fig. 36, 1) Zieht man folglich AG nach dem Punkie in do
Mitte dey Grandlinie, da dann BEG = CG :_-g BC wird, fo
ift immer £ AB2 - £ AC% = BG2- AG2; unfer Lehr-
fatz 17, welcher alfo der einfachfte Fall diefes alige
meinen &atzes ift, — Zieht man Ag nach einem Punkte
in der verlingerten Grundlinie, {o dafs BC = Cg wird,

{o erhilt man ebenfalls die Ausfage jenes Lehriatzes,

Fig. 45. o) Zielt man AG fo, dafs BG = 2 CG, und mithin
BC = 3CG iff, fo it § AB2 + 5§ AC2=2 CG2+4AG
1 g 8 2

3) Ift iiberhanpt BG = m . CG, folglich , im Fall ¢
in der Grundlinie liegt BC = (m 4 1) CG, fulls
aber G in der verlingerten Grundlinie liegt BC =
(m — 1) CG; foift

S 2l 2 e
im erflen Fall ahieta e R = m . CG* 4 AG?

m-= I
'AB2 — m .'AC?

im zweyten = m .CG2 — AG%;
N} ===y

Ausfagen, welche fich beyde in folgende Formel zue
{fammenziehn laffen,

1 : m
AG2 = +AB%2 £ — , AC2 T m,CG?
I+ m It m

wo die obern Zeichen fiir den erften, die untern Zei-
chen fiir dén zweyten Fall gelten.

Zufatz IIL, 1) Ziebt man AG fenkrecht anf die
Grandlinie oder deren V. erlingerung , {o wird AG? =
AB* — BG2, und fetzt man diefen Werth in 0, fo

Fig. 48-
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geht die allg emeine Ausfage, je nachdem der W'inks.-l

B fpitz oder fumpf (d. i. BC = BG + C oder BG

~ CG) ift, in die beyden Aus! [agen des dreyzehnien
Lehifatzes iiber; eine Ableitung, die ich dem Lefer
ibeslafle, Auch diefer Satz ift allo nur ein befonares

Fall unfers Allgemeinen,

2) Ift das Dreyeck ABC gleichfehenklig , und AG von Fig. 4%
b Spitze nach der Grundlinie oder deven Verlangerung ge-
ugen, fo verwandeln fich in & dic Theile links vom
Gleichheitszeichen in diefe AB2 x {92.-,—“)“ £ AL3,
BC
indem , im' Fall G in der Verlingerung der Grundlinie
liegt, der Vorausfetzang bey unfern Formeln gemilfy;
b — Cg = BC ift, Es ift allo im gleichfchenkligen
Dreyeck £ AB? = BG X CG £ AG?* oder ABT= AG*
¢ BG x CG; ein fruchtbarer Satz, bey dem ich icii
hier weiter nicht verweile, weil ich im, 2um Behuf
{erer, die unfern allg oemeinen Lehrfatz iiberfchlagen
ltben , bald als einen belondern Lehrfatz auffithren

ind noch auf andre Art beweilen werde *, R 4T

zufatz 1V. 1) Zieht man in einem Dreyeck ABCTig. se.

die grade Linic AG [o nach der Grundiinie BC oder nacl
deren Verlingerung , dafs fich die beyden Abfchnitte BG
(G, wie die Schenkel, an welchen fie anliegen, verhalten,
6: CG = AB : AC; fo ifi das i Rechteck aus den beyden
Schenkeln, gleich, im erfien Fall der Summe, i zweyten
dm Unter(chiede des Rechrecks aus den beyden Abfehnitten
bG, CG, und des Quadrats der theilenden Linie ,  oder
4% AC = BG x CG = AG?,
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Denn aus der vorausgefetzten Proportion fliefy

auch die Proportionalitit folgender “Grifsen

*V.43.BG + CG: BG:CG = AB + AC: AB: AC*, d. L

da im erften Fall'BG 4 CG = BC, 1mn zweyten aber,
der Bedingung unfers Lehrfatzes gemifs', BG = CG
=— BC ift, BC:BG:CG=AB#+ AC:AB : AC. "ol
v BG \ CG AC
lich ift = U — = ——
BC B+ AC
Setzt man diefe Werthe in unfrer Form &, {o wird in
diefem Fall der Theil links vom Gleichheitszeichen,

CG i B&
das ift AB? X g T B el

BC
£ 2 X 1 o A
S L s AT
AB*+ AC AB + AC AB+ AC

= AB % AC; und mithin ift in diefem Fall immer

AB % AC = BG % CG + AG2,

Auch diefer bekannte und brauchbare Satz , der gewdhns
lich aus der Lehre von der Aehnlichkeir der Dreyecke bewiefen
wird, und der auch bey Le'Gendre und zan Swinden vorkimne
ift alfo ein befonderer Fall unfers allemeinen Lehrfatzes, Dafs
er auch fiir einen Punke in der Verlingerung der Grundlinie,
nur mit der Verfchiedenheit celte, dafs dann die Summe in
den Unterfchied tibergehe, fcheintman bey dem gewohnlichen

Beweifle deflelben. uberfehn zu haben!

2) Es fey AB = m . AC,; und folglich, ds
BG : CG, dem Verhiltniffe AB: AC gleich ifty
BG = m,CG, fo erhilt unfere Ausfage folgende Ge-
ftalt, m.AC2= m .CG2+ AG?, fo dals alfo unter d¢f

Bedingung dieles Zufatzes fiir jeden Punkt G #
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o I
Gundlinie, AG2 = m .(AC2 — CG?) = — , (AB2 — BG2),
m

id fir jeden Punkt g in der verlingerten Grundlinie
e - N n 1 - -
A2 = m (Cg2 — AC2) = — (Bg2— AB2) i
m

Zufatz V. 1) Zieht man endlich von der Spitze
ties Dreyecks ABC , die grade Linie Ag [ nach der Vey-
.'.l'.:.‘gfs'r:r.rg dev Grandlinie , dafs die ﬁi{ﬁ'r’mil‘!e f;;'g, Ce fich
vie die Quadrate dey Schenkel, an welche fie anlie-
i verhalten, Bg : Cg = AB2 : AC2; (o i} allemal das

Wechteck aus den Abjchuitten , dem Quadrat der theilenden
Linie gleich, Bgx Cg = Ag?, oder diefe Linie ift die- mittlere

Poportionallinie zwifchen dew beyden Abfciinitten.
Denn auns der argenommnen Propottion folgt

s, AB? x Cf = AC2% Bg, folglich AB2x C_i S

Bg . 2

¥ -2 = o fey. Da nun diefler Unterfchied, nach un-
BC

wr Form ¢, gleich it Bg x Cg— Ag2, {o miiffen auch
iefe Riume keinen Unterfchied haben, alfo‘gleich fevn

wer ¢s ift alsdann immer Bg X Cg = Ag=, und folg-
R — iAo Cor ¥
ich Bz : Ag =Ag:Cg ¥,

Apollonins ebne Oerrer I Lemma 2, und Papprs VIL 119
’

% diefer Hiilfsfatz aus der Lehre von dex Achnlichkeit der Drey-

wie abgeleitet wird,

= . T &
2) Fiir einen Panke G in der Grundlinie, der diefe
lfchreidet, dafls die Abf{chnitte fich wie die Quadrate

g CG
der anliegenden Schenkel verhalten, ifiz AB? x —

1319

L~

4

A




- - - — i 2= i —— EasE =

{
: 354 pvca IL
i - — BG % CG + AG?2; eine Erweiterung diefes Hillfif

v {zes, die ich nicht erwihnt finde. #h
{ fier
Zuflatz VI. Wenn man von zwey' gegebnen Pank. 1,

|
ten B, C aus, grade Linien zieht , die fich in einem Punk | i
te A [o durchfchneiden, dafs je zweey diefes Linien zwar ue | foi

- | g e oJinha i
gfg;cf;, ﬁnd, aber ein gegebnes and anverinderliches Ver. u
hiltnifs zu einagnder haben; fo ift der geomt- |

i

trifche Ore ihves Darchfec hunittspunktes, tin |

Kyeislinie von gegebner Lage und Grifse. e
T ki { P

Denn it das Verhiltnifs diefer Linien AB, AC i
gegeben, fo ilt auch das Verhiltnifs ihrer Quadrate be f

kannt. Nimmt man daheriauf der Verlingerung d i,

Linie BC einen Punkt g fo, dafs Bg, Cgin diefem 0,

Verhiltnifs der Quadrate iiber AB, AC f{tehn, und

zieht Ag, fo ift nach Zufatz V, Ag2=Bg X Cg - frei!
find die Punkte B, C, und g gegeben und unverindtiy
lich; alfo auch' Ag2, und die Seite Ag. Mithin s lniec
der Ort der Spitze A, eine mit Ag um g befchriebne |

::;,
- .
Kreisline, fyan
Ift das gegebne Verbalinifs der Linien BA:CA, das Feri b
; : ; q o der O
uifs dev Gleichbeit, {o ift kein Punke in der Verlingerufiy ==y
e 1

Linie BC moglich, fiir welchen Bg: Cg in dem gegebnen Verhil | =
o b hle
als CE Mo

nifle {tinden, da Bg immer um BC grofser oder Kleiner -
e .

o

ift. — Hingegen giebt es einen folchen Punke G m der Limeby
1 e P, nF anil | P | P O Ly g / 'l:::'[
felbft, fiir welchen BG = CG'= I BC ift, und; fiir diefen ¥t § T
A - TNy

laut der zweyten ‘Ausfage in Zufwz V, ABy = BGz ™+ A
alfo der Ort der Durchfchnitespunkte A fiir diefen Tall gin K& {o o

¥ j4. pendikel auf der Mitte der Linie BC %
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fifee Zufatz VII. Umgekehrt hat jede Kreislinie
die Eigenfchaft, dafs wenn man innerhalb oder aus
J}im’;m’b des Kreifes willkiibrlich ejmen Punkt, z. B, C nimme,

Yink. ia;pi auf dem Durchmefler durch C, nach devfelben Seite hin,
Punk

| tien zweyten Lynke B fo, dafs das Rechteck aus den Ents
i |

frnmungen diefer beyden Punkte vom Mittelpunkte g, dem
" N luadrat des Halbmelfers gN gleich iff, gC X gB=gNz,
1me.

" |er, was auf eins hinaus kommt, (0 dafsgB die dritre

» 15V bnportionallinie zu ¢C und dem Halbmeffer aNift ; fo fleln
g vy

Nwwey grade Linien, MB : MC, welche man von dicfin

lakten C, B aus, nach demfelben Punkte M der Kveisiinie

swht, insgefammt in g;’ric:’:cm Verhilenifs, und

war im Verbiltnifs des Halbmelfers and cines dev Abp-

‘_‘11“ Fhaizze , gB:gN, oder der beyden Linien NB : NC, oder
i . cp,

und

Nt Denn zieht man nach demfelben Punkte M der
ANH R T * -

b ieislinie BM, CM, gM, fo entfteht ein Dreyeck
\nge - %

. IMc, von deflen Spitze nach der verlingerten Grund-
il |

gt liie, Mg fo gezogen ift, dafs Bg X Cg = Ng2 = Mg?
ek f, daher vermége ¢ auch MB? x Cg = MC(C2 x Bg
i *, und folglich fich verhalten mufs MB2: M(2
ol |88 : Cg-  Nun aber ift der Mittelpunke g, der Halh.
nefler gN, und einer der Punkte B, C, mithin auch
o fér andre , alflo dasyVerhiltnifs der Linien Bg:Cg,
als €3 tlglich . das diefen gleiche Verhiltnifs der Quadrate
el | MB2:MC2 , und all> auch das Perbiltnifs der St
awird: | diefer Quadrate MD : MC gegeben und nnverinderlich,

Da nun die Punkte B und C; der Vorausfetzuns
ch fo beflimmt find, dafs fich verhilt g}ﬁ;z-\}
Z-°3

~

-wy
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= gN:gG, oder, wenn man diele gleichen und f.
¥ V. 6, tigen Verhiltniffe zufammen f{etzt * gB: gC = gh?: g\
oder anch wie gN2;gC2; fo verhalten fich die Qus
drate ME2: MC2 = gB2:gN2, und fUEL{iich je zwey Li
nien MB:MC = gB:gN oder wie ¢N :gC, oder endiich
wie ¢B 3 gN : gN 7 gCd. 1. wie ]}N : NC oder wit
*V.4.5.BP:CP *. Mithin verhilt fich dic grifere je zwey folci
Linien MB; MC zur kleinern, wie der f:szcre Abf
sum Halbme[fer , oder wie der Halbme[Jer zum Kitinern
Abfchnitt , oder wie die beyden an diefen Linien anhegen.
den Abfchnitte , in welche BC durch die Kreislinie gethel

wird.

Da der Halbmeller die mittlere Proportionallinie zwil
den Entfernungen der beyden Punkte B, Cy vom Miteelpt
g ift; fo konnen die Linien gB, gC, nicht beyde zugleich git
fser, oder beyde zugleich kleiner als der Halbmefler feyn, foig
lich die Punkte B, C nicht beyde zugleich innerhalb oder auw
{serhalb des Kreifes , eben fo wenig als zu entgegengefetzten Seik

des Mittelpunktes genommen werden.

Anmerkung. Die Ausfagen in Zufatz 6 und 7,

~kon

zu den fchonften Sdtzen tber den Kreis gehdren, macntn it

aus, unddaffen fich auch ausSirzen des nichiten

1 der That find fie aber nur der

‘;‘_-' 1 i’] - . o s T i i .
el T P50 T It'J[Ef;Cl'L'.ﬂ:t’, I A und LLfeR Ik daner gock J"-;’::I' Peraige

Wenn nemlich beliebie viel Punkte =, B, B, C, D s oid

e
&5

o - - P . ”~ A T s II‘
Ebne gegeben find, und grade Linien von diefen Puilkten 8085

wogen fich (in di all je drey) fo in Punkten, 4 Areepot0

den, dafs fie sn ecinander fets in

Rebug fo<iff der Ore der Duvch

wie von gegebner Loge wud Grifse.. Denn da alsdann auch di
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Quadtate tber diefe Linien in ¢inem gegebnen, unveranderlichen

Verhilmifie ftehn, z. B. BA2:CA2:DA2 =m:n:p; {0t BAZ¥
s % e, 2 : 22 4 n
(2¢DA2 = m++nsp, und mithin BA2-+CA2 =DA2 »
3 P

gleich

wereine Figur gegebner Gartung itber DA- befcl rieben, g

tr Summe der. Quadrate {ibet die andercn Linien... Es ift dann
1 dar Unterfchied dicfer Quadrate und der Figur gegeb-
trGating tber DA | gleich. einem gegebnen Flichenraume,
malich dem Flachenraume o, und deshalb der Orr der Punkre
keine Kierslinie., deren Mitcelpunke und Halbméffer, wie in

Ilgetung 2., beftimmt wird,

L B HaR 5 A2 51.]

khenktigen Dreyecks ABC wach irgend einem
Pmkte G in dey Grundlinie, oder nach einem Punkte g
ideren Verldngerung , eine grade Lisiie, fo ifi Jeits
tr Unerfchied dev Quadrate aus diefer Linie und aus
tness der gleichen Schenkel, gleich dews Rechleck aus

i db/chnitten {‘f.a. der Grundlinie, BG, GG, oder auf

. % Pt (LRI 3 v
l:]'r .n.,f”'u'fLHGr'l-.. {,iuf.;L?Lg’ .rrt

Da ein Perpendikel AD, aus der Spitze auf die
findlinie gefillt, diefe im Punkte D halbirt *
it fiir diefen Punkt dasRechteck aus den beyden Ab-
thnitten in das Quadrat der halben Grindlinie, und
do die Ausfage des Lehrfatzes in folgende iiber, ALZ

AD2 =BD2, welche vermdge des Pythagoreifchen
Lehrfatzes wahr ift, *

1 - . ] -
leder andre Punkt G in der Grandlinie theilt diefe

Werdem in zw y-ungleiche Ab{chnitte; BG, GC, mit=

%

Zieht man owus der Spitze A eines gl eich-Fig- 3%

. 1o ‘Ti7.f 2,

¥ra.f. 1.
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“Infre hin {o , dafs BG ¥ GC = BD2 — DG2ift *, oder, o | ¥°
im Dreyeck BAG der Unter{chied diefer Quadrate, dem der
Unterfchiede der Quadrate aus den Schenkeln AB, AG Fo

¥ 16. 1. gleich ift *, fo, dafs ift

BG % GC = ABz—AG?, tin
Fiir jeden Punkt in der Verlingerung der Grandline,
haben wir eine in D gleich getheilte Linie BC, wek

cher ein Stiick Cg angefetzt, fiir die folglich BgxgC ::I
= PDg2 — DC2 ift. -~ Und da wiederum im Dreyeck B
CAg der Unterfchied diefer Quadrate aus den Abfchuit fi
ten der Grundlinie, dem Unter{chiede der Quadrateaus | o
* 16. 1. den Schenkeln Ag und AC = AB gleich ift *, Le
Bg X gC = Ag2 — AB2 5
Man nelime alfo den Punkt G in der Grundlinie felbf,
oder in deren Verlingerung, allemal ift das Rechsech
aus dem Abftande dicfes Punktes von den beyden Endpunts i:

ten B, C der Grupdlinie, gleich dem Unter[chiede der | *°
Or'frm's ate aus der Linie AG und einewn der rr.’:"cfzm Sehenkel, | kb
pur mit dem Unterfchiede , dals im erften Fall det | Un
Schenkel grofier, im 2weyten kleiner als-die Linie AG | den
ift;: welches fich aus der Natur des gieichfchcnk]igen die

* 1. 16, Dreyecks von felbft verfteht ¥, der
fel

Folgerung, Das Quadrat einer graden Linie A6, o
welche durch die Spitze des gleichfchenkligen Dreyechs g gl
zogen wird, ift folglich, je nachdem fie aut der Grund H
linie, oder auf deren Verlingerung aufiteht,

AG? — AB? — BG x GC oder Ag2= AB?+ Bg X8l

te
Ausfagen, die man bequem in folgende zufammé® ;
fafst y

AG2 = AB® ¥ BG % GC
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4 1o das vhere oder das untere Zeichen gilt, je 'nachdem
i | der Panke G #n der Grandlinie BC {elbft, oder i deven
\g | Velingernng liegt, Grade fo ift

AB?2 = AG2 £+ BG % GC;

¢in Satz, den wir (chon oben gzehabt haben * ¥3073.2
8 3

s 7uflatz lede Sebne eines Kreifes, welche kein Durch. Taf. IV.
2 weffer-ift , 2. B. AB, Dbildet mit den beyden Haibmefs Fi&: 55
8% | fun, die nach ihren Endpunkten gezogen werden,
i tin rh:wfcbc:zii’rfres Dreyeck ABC, welches den Mittel-
punkt zur Spitze, die Sehne felbft zur Grundlinie, und
W | Gen Halbmeffer zu Schenkeln hat. Durch unfern
Lehrfatz wird ! mithin folgende artige Eigenfchaft dicfer

Sehnen begriindet :

ofs
heeck 1) lede grade Linie, welehe aus dem Mittelpunk-
ke | 12 C eines Kreifes nach irgend einem Punkte O in einer

dn | Sebne wie AD, gezogen ift 5 theilt diefe fo in zwey Ab-
st | shoitte AO, OB, dafs AO x OB = CA? —=CO02 ift
der | Uod anf diefe Art wird auch dey Durchme(fer 1, dev durch
' AG | den Punks O gehe, (folglich gede Sebne durch ©) mittelft
ligen diefes Punktes eingetheilt. Denn giebt es gleich, da
{r Mittelpunkt C in HI liegt, alsdann kein gleich-

khenkliges Dreyeck, wie fiir die iibrigen Sehnen,

1 4G =gtk - . i e
1} [ ift doch HI im Punkte C gleich, im Punkte O un-
g g : . 1 < .

g& gleich gecheilt, und deshalb gleichfalls das Rechteck
rnd- 5

HO x Ol = CI2 — CO* *, *1.f1a

(4G 2) Eine grade Linie, welche aus dem Mittelpunk-
2o fenach einem Punkte o in der Verlangerung einer Schne

wie AB gezogen ift, fchneidet dagegen auf ihr zwey
Abfclinitte Ao, Bo, fo ab, dafs Ao x oB = Ce2— CA2
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itt. Und anch der Daschmeffer ; dev, durch den Punkt s
7 . . P | a5 4 - i
geht, (folglich jede Sehne durch o) wird mittelft desPunk-
tes o anf diefe Art eingetheilt, da dem in C gleich ge
theilten Durchmeffer HI, in diefem Fall, ein Stick

*130:1.65 [o angefetzt, folglich Ho % ol = Co2 — CI2ift%

In beyden Fiillen, der Punkt O liege 1in einer Seh-
ne, oder in deren Verlingerung , iff alfo immer dos
Rechiteck aus den Abfchnitten, die durch diefen Pankt ge
bildet werden , (odér moch beftimmter das Rechteck aus dom
Abftaud des Punktes O von den beyden Endpunkten 4, b dir
Sehne), gleich dem Unter(chiede der Quadrare aus dein Halos
neffer and aus der Linie CO.

3 ) Diefe Linie CO felbft, und der Halbmefler CA
werden durch folgende Ausdriicke gegebens,
CO2 = CA2 ¥ AO ¥ OB
CA2 = CO2 £ AO'X OB
wo die obern oder die untern Zeichen gelten, je nach-
dem der Punkt O in der Sehne, oder in deren Ver
lingerung liegt

.

(L E "B RS AT Z 22.]

Taf. 11, 1) Wenn wehrere Sehuen insgefoammt dureh o
Fig. 55 yen Punkt O i, Kreife gehn , fo f{in'u die Rechtecks
aus den beyden Stitcken welche auf jeder Sehne durth
diefen Punkt abgefchnitten werden, fowwohl unterdt
ander, als auch mit dem Quadvate der halben St
gleich , welche it dem Punkte O gleich weit V0
Mittelpunkte abficht, z. B, 40 X 0B = DOXVE
OF~.
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£ | 2) Wenn dagecen die Vervlingerungen
ok- | wehrerer Schnen insgefammt durch einen Punkt 0

wfierhald des Kreifes gehn, fo find die Rechtecke aus
it gomzest feheidenden Linie und aus der Verlinge-
tung, fo 1wohl untercinander , als auch it dém Qua-
je- 1 s izl

imte der Tangente gleich ; welche vom Punkte o
das ; . ; 3
% N uch dem Kreife gezogen wirvd, z. B. do X oB

gt

: I X oF = 06

dem

i .

e It O der Mittelpunkt desKreifes,fo {ind alle Seh-
95 1)

ats | ien, welche durch diefen Punkt gehn, Durchmefler,

fie fich im Pénkte O halbiren;, mithin die Ausfdge 1
CA, fichtigh* — ~ Ift O nicht der Mittelpunkt; fo ziehe man
ach demfetben die’ grade Linie OC," Fur alle Sehnen,
wélchie Gclh entsaveder feibft, oder verlingert in demfel-
in Punkte © dorfchneiden, ift diefe Linie CO, und
sche | mithin.der Unterichici der Quadrate des Halbmeflers

e diefer Linie, von gleicher Grofse. Da nun diefer

Ver 5*
Unterfchied den Rechtecken: AO X OB, DO X OE,
HO % OI etc. dem verigen Zulatz gemils * gleichift, , 21, Z,
Punkt O liege im Kreife oder aufserhalb des Krei-
Vi (s, fo find auch in beyden Fillen alle diefe Rechtecke
% wnter fich gleich,
wreh Tm érffen Fall wird eine Sehne GF, welche durch

gin- | 40 Punkt O geht, und vom Mittelpunkte um CO ab-
e | feht, vom DurchmefTer durch O fenkrecht durchichnit-
o | tnund halbirt *, fo dafs GO x OF = OF21ft. Uhd. 4 %
OF | & diefés Rechteck: jedem der iibrigén Rechtecke aus
den beyden 'Abfchnitten der Schnen, die durch den
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Punkt O gehn, gleich ift, fo mufs auch jedes. diefer
Rechtecke dem Quadrate iiber OF gleich feyn.

Im zweyten Fall it ;, wenn man vom Punkte o aus
eine Tangente oG am Kreife, und nach;dem Berih-
rungspunkte den Halbmefler CG zieht, CG auf o6

*P- il- fenkrecht *, daler 0G2 = 0C2 — CG2*, und folglich
e Qaadrat der Tangente oG, gleich dem Rechiteck ans
den beyden Abfchnitten jeder verlingerten Seime, die durci
den Punkt o geht, indem jedes diefer Rechtecke, dem
Unter{chiede der Quadrate, itber Cound iiber dem Halb-

%3172 meffer CG, gleich ift *.

Folgerung 1. Dain Rechtecken von gleichem
# 4 f 1. Inhalty die Seiten verkehtt proportional find ¥, fo erge-
ben fich hieraus unmittelbar folgende Sitze:
«) Zwey Sehnen, welche einen Punke O innerhalb det
Kveislinie gemein . haben ,  durchfchueiden fich in diefers
» . 7, Punkte werkebre proportiomal *, {o dafs fich, verhilt
AD: DO = OF : 0B ;
&) und die Hilfte der Sebue FG ; welche vom Mitith
punkte um CO abfiehr (oder die auf dem Durchmefler im
Punkte O fenkrecht fteht) iff die mittlere Proportionali
nie zwifchen-den beyden Abfchnitten einer jeden [olchen Sth
ne, fo dafs fich verhilt AO:OF = OF:0B.
v Eben {6 werden zwey Sehnen, die fich verlinger
in einem Punkte o aufserhalb des Kreifes durchfchneiden,
durch die Kreislinie verkebrt proportional eingetheilt , 90
dafs fich verhilt 4o : Do = 0E:0B;
8) und die Tawgente , welche von diefem Punkee 0
sach dem Kreife geht , ift zwifchen der Verlingerung wd
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. |
ditfer | Jor ganzen duvchfechneidenden Linie die mittlere Proportio-
valliniey fo dals fich verhilt Ao:0G = oG :0B.
o aug
il Ueberhaupt werden alfo zwey grade Linien welche

¢ oG | von Einem Punkte O nach der Kreislinie gebn, von dicfer
glich fiets fo gefehnitten, dafs die Entfernungen des Punktes
b 0 von den beyden Durchichnittspunkten ¢iner jeden

& odans

a5 oo S % SRR e . T
dreh | Gicles Linien, verkebrt proportional find *, oder dafs die ° F 7
aem | Rechtecke aus diefen Entfernungen insgelammt unter

Halbe | tinander gleich find. Dafs fich auf diefe Eigenfchaften
der Sehne und der Tangenten Methoden griinden laffen,

au drey gegebnen Linien die vierse, oder zu zwey die drit-

chem . o ] . : :
te Proportionallinie, 1o wie zwifchen zwey gegebunen dig
erge: ; : 3 i P
B mittlere Proportionallinie zu finden , fallt in_die Augen.
b der Folgerumg 2. 1t wom einemn Punkte einer Sehne

fliefm | AB, eine grade Linie OF nach dem Kreife [0 gezogen, dafs
whilt | Ofz = OB% 04ift; [v iff OF cin Perpendikel auf dem
Dm'c:'m;eﬂér, dev durch den Punkt O geht. Denn ver-
fiteel jingert man die Linie FO, bis wo fie zum zZweyten
erim | male den Kreis in G durchichneidet, fo it OG x OF

malliel = OB x OA, folglich OF2 = 0OG % OF und alfo OF

1S | = OG; d. h. die Sehne GF wird im Punkte O halbire,
wud fteht daber auf dem Durchmefler durch O fenk=

ingért recht.

e Von allen Sehnen die durch den Punkt O gehs, il

o fo | diefe Selne FG (die auf demt Duychmefer duvch O fenkrecht
fleht ) die kiirzefte. Denn unter alien Reehtecken, wel-
feo | ‘che von gleichem Inhalt find, hat das Quadrat den
v aid Kleinften Umfang *. ¥13.2.1,
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Folgeraung 3. o) Iff von einem Punkte in derVey,
lingerung einer. Sehne AB., eing grade Linie oG nach dum
Kreife fo gezagen, dafs 0G2 = 0A x oB if; fo beriibrt
oG den Kreis im Punkte G.. - Denn: zi¢ht man ven ¢

durch den Mittelpunke des'Kreifes oMy fo it 0Ax 0B

i

¥35 5. = gH » ol ™* und alfo’'oG2 = oH x eF =02~ Cfﬁ

i 4

well dem in C halbirten Durchme(Ter HT, ‘das Stiick

LB 1o angeletzt ift ¥ Felglich' mufs das Dréyéck CO&

s 5 a B 57
14- bey G rechtwinklig * feyn’, und dalier’ oG den ‘Kieis
* Uz im Punkte G berithren .

Dicfe beriihwende Linie ift [lets. Lieiner als die Hilfte

der. Swmame aus den beydén Abjchuitten Ao, Bo jederSchm,
"11.Z.1. die durch den Punke o gebt *,” und je ZWey Abfchnitte
A0, DO einer Sehne zulammen genommen , find ets
kleiner als die beyden Abfchnitte Ho, Io aufdem
Durchmefler.

Y. Sind endlich:nacl irgend drey Punkten A, B, o e

graden Lime , von einemn Punkte K grade Linien fo gezogen,

dafs Koz = Ao X Bo iff, und man befchreibt durch AKB

_—

einen Kreis, fo bertihrt oK diefen Kreis, vermoge ,
und folglich ﬁ::.’t’ danint_allemal die Winkel BKo = KAE,
* 1124, AKL = ABK *, und als die Nebenwinke! der letatern
KBo. = AKo, mithin die Dreyecke KBo und AKo

gf-;'h:i] winklig.

Folgernng 4, o) Liegen vier Punkte 4, D, B, E
fo, dafs, wenn man_ fie Paarweil> durch grade Linie it
AB, DE verbigdet, diefe Linien fich entweder [elbft in d-
nem Punkte O, oder verlingert in einem Punkte o durchs

.. . [chneideny und das Rechteck aus den Abfthnitten AQ, BO
der einen, dem Recbreck aus den Abfchnitten Do, £

R A " - |

P
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der andern gleich iff , ~oder, was auf cins hinauskémm,
fo, dafs-die Entfernungen des Durch{chnittspunkts O
vort' den-beyden Punkten, die auf:jeder diefer Linien
sepeben {ind; in verkehrtem Verhilmmifs fiehn; /o lifie
fich duvch diefe vier Punkte flets eine Kreislinie befchreiber,
und ein Kveis, dev z. B, dusch die drey Pankte 4, B, C

pezogen wird , mufs nothwendig anch durcl den vievten E

gehin; Denm wer diefes leugnen wollte, miifste behaup-

ten dafs ein {olcher Kreis die Linie DE nicht in'E, fon-

 warndarn PanktaF _-‘lu--TL-l nitie an cden

ern an eéinem andern Punkte £ durchilc "lilltL-, Ga genn
. . 1 !

das Rechteck aus DO, FO dem Rechteck aus AO, BO,

]

mithin ; der Vorausfetzung gemifs, dem Rechteck au
DO, EO gl ,
lich ift, wenn FO = EQ, und alfo F und E einerley
Punkt find.

ich feyn miifste, \'-.';lc’n.c.-'; nur dann mogs
b

£) U;;,-ge-;'.':rf;:rr Lifst fich durch vier gegebne Punkte nup
dann ein Kreis siehn, weun fie entweder auf diefé Art lie.
gen, oder wein Jie die Eckpunkte eines Rechtecks find, Denn
laufen unter den Linien, welche die vier Punkte yer.
binden, je zwey der gegeniiberfichenden parallel; fo
bilden fie ein Parallelogramm, und um kein Paralleio-

gramm , das Rechteck ausgenommen, lidfst-fich ¢in

Kieis bhefchreiben *. Durchfchnéiden fich hingegen «

diefe Linien, und die vier %egeh[mn Punkte ldgen -nicht
auf die angezeigte Art, und doch in einem Kreife; fo
miifste eine grade Linie einem Kreis in drey verlchiede-
nen Punkten D, E, Fichneiden knnen, welches une

moglich ift.

Y Gebn iiberbaupt mehrere grade Linien durch Einen

Punkt O, und es liegen entweder aunf allen zu einerley,

II, 2761
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oder auf allen zu entgegengefctaten Seiten deffelben zy
Punkee fo, dafs die Rechtecke aus ihren Entfernungen von
Punkee O gleich find; fo liegen alle diefe Punkte in ei-
mer Kreislinie, und ein Kreis durch drey derfelben
befchrieben, geht auch durch alle iibrigen. Und awar
liegt im erften Fall der Punkt O aufserhalb, im zwey-
ten innerhalb diefes Kreifes, —— Umgekehrt giebt die-
{es eine Bedingung ab, unter der allein ein Kreis durch
gegebne Punkte gehn kann,

Alle drey Ausfagen find fiir die Theorie des Kreiles von
Wichtigkeit, und befonders wird uns derSatz *, in Verbindung
mit Lehrfacz 23 und 26 im zweyten Buch, gleich im Folgenden

fehr nitzlich feyn,

Folgerung 5. Fedes Perpendikel , welches af
dem Durchmelfer eines Kreifes auffiéhe, und vom Durche
mieffer bis zur Kreislinie veiche , ift die mitelere Pro-
portionallin ie zwifchen dm Stiicken, welche e auf
dem Durchme[fer abfchneidet, 2, B.PM zwifchen AP und
pB, und das Quadrat iiber dem Perpendikel ift dem Rechs-
eck aus den Abfchnitten des Durchmeffers gleich, PM* =
AP % PB; Ausfagen, die {fchon in unferm Leh:fatz
und in Folgerung 1. B) liegen, und die auch unmits
telbar daraus folgen, dafs wenn man von dem Punk-
te M, wo das Perpendikel den Kreis durchfchneidet,
nach den Endpunkten des Durchmeflers grade Linicn
MA, MB zieht, ftets ein rechtwinkliges Dreyeck ent
feht, worin der Durchmefler Hypotenufe, und MP
ein Perpendikel aus der Spitze des rechten Winkels suf

. die Hypotenufe ift *,

h
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frey j Die Quadrate zweyer folcher Perpendikel {tehn al-
wi | quch zu einander in démfelben Verhiiltnifs, wie die
ei. | Rechtecke aus den Abfchnitten, z. B. PM2: QN2 = AP
ben | xPB:AQ X QB; eine Eigenfchat, worin der Kreis,
wir | yie wir in der Folge fehn werden , mit den iibrigen
vey- iliegclfuhnitt’en iibereinftimmt, nur dafs fiir diefe das
die- | Quadrat jedes Perpendikels grifser oder kleiner ift, als
mh gy Quadrat der beyden Abichnitte,

o

Durch Perpendikel welche man aus Punkten einer Einie auf
uie grade Linie AB fillr, wird dic Lage diefer Punkte, und
jung | mithin die Lage der ganzen Linie, gegen die grade Linie AB be-
fimme *. Folglich dient diefe Eigenfchaft der Perpendikel, welche ¥L,18, 1y
| wf einem Durchmefler errichter werden , die Natur der Kreisli-
wie in Beziehung auf ibven Dnrchmeffer villig 2u beftimmen, und
it konpen uns ihver als eines wuterfcheidenden Charakters der
B i i : SR :
T | Kreisiinie, wodurch fie fich von allen andern Arten Krumimer
Té 1 Linien auszeichner, bedienen, wie wir diefes befonders in dem
'ros | Biche von den Kegelichnitten thun werden, == Bezeichnet man
atf | 4n Halbmeffer der Kreislinie mit r , - folglich den Durchme(le;
und | nic or, jedes Perpendikel mit y, und den Abfchnict des Durch-

ightee |meflers vom Anfangspunkte deflelben A an, bis zum Perpendike]

(TR B folglich den zweyren Abfchnirt mit ar — x, (da denn
fift miiirlich die Zeichen y und x keinen felten unverinderlichen

z Werth haben, f{ondern einen Werth, dér fir jedes Perpendilkel
mife

mders ift)s fo ift diefer Eigenfchaft des Kreifes gemifs }'2 ==
inke | tifar~x): und diefer Gleichung bedient man fich in der analyti~
det, fhen Geometric als Charakeer der Kreislinie , fo wie umgckehit
mittel{t der Natur des Kreifes fich fiir jede {olche Gleiehung Linien

ien
% Girltellen laffen , welche zu einander das in der algebraifchen
ent: v = : i i
A Gliichung ausgedriickre Verhalten haben. Diefe Linien darftel-
N | : e
| ", nennt man eine Gleichung conftruiren,
gul

Lulatz I, Fede Sehne AM ift die mittlere Propoy-
Wmallinie zwifchen dem Daurchimeffer und dem an ihr lie-
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gendenStiicke AP , -welclies duveh ein Perpendikel aus dum

einen Endpunkt dey Sehne auf dem Durchme(fery der dureh | "

ke : ey : | dem

den andern Endpunkt gehit | r.fa';-;'f__-'.r.'-ﬂj::!:m wird., Denn ift e
AB diefer Durchineifery und man zieht MB , {oift | -,

tige

(=]

|
AMB ein rechtwinkliges Dreyeck , worin AM; M ‘
Katheten, folglich. AM=2 = AB X ‘AP und };Mzzl

#ra2.fan

o}

1ittleren Propor. |y fere

AB % BP*. diefe Sehnen alfo die 1
tionallinien zwifchen dem Durchmefler AB und den |-’f"“
* 48 1 Abfchnitten AP, BP find *. — In einem der folgen. | wef]

den Lehrfitze wird diefer fruchtbare Satz noch be- | wm
* 24 gichtlich erweitert werden *  Hier einige Folgen. | =
gEen daraus, Al

«) Setzt man mit der Proportion
AM2:BM2= AP :BP

%V, 4. 5. die identifche AM : BM = AM : BM zulamnien *

{o ergiebt fich darsus

AM3: BV3 =AM % AP BM x BP, | Bl
XA
irey
AR,

Diefe letztern Rechtecke verhalten fich folglich wiedie

dritten Potenzen aus den Zahlausdriicken der Sehne

e

AM, BM, oder ftehn im dreymal fo hohen Ver
+» V. 6. hiltnils *.

S Grade fo ift AM2: PM2 — AB : PB * und mithin e
AM3: PM3 = AB x AM : PB x PM. (Gregor a3, "
Vincentio HI. 91. g2.)

Auch verhalt fich PM2: AB x PM = AB x PM: AB! T
indem die erftern und die letztern Rechtecke von Ei.'ei' and
cher Hohe find, und fich daher wie ihre Grundlinien AE
PM : AB verhalten. ~ Nun ift PM2 = AP x PBBI} o

#is £.3. ABXPM = AM x BM *. Folglich ift auch 4P X Pu ke
: Al

Ohs
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| AMx BM = AM x BM : AC2, oder das Rechteck aus
den beyden Abfchnitten, das Rechteck aus den beyden

| Sehnen, und das Quadrat des Durchmeflers find in fte-
|

tigem Verhiltnifs (Greg. IIL §1.)

B Zieht man von einesn Punkt der Kreislinie aus mele
wre Sebnen, AM, AN, AR, fo verbalten fich die Quae
trate derfelben unteveinander und zum Quadrat des Durch-
weffers, wie die Abfchnitte AP, AD , AS unter einander und

. | wm Durchmeffer AD. Denn da AM2 = AB x AP, AN*

| = AB % AQ, AR2 = AB x ASift, fo verhilt fich
AM2; AN2; AR%:AB2 = AP: AQ:AS:AB. Sind alfo
2 B. die letztern Abfchnitte fletig proportional, fo
fnd es auch die Quadrate der Sehnen, und mithin die
Shnen felbft (Gregor HI. 20)-

Folglich verhalten fich auch hier, aus denfelben
Griinden wie in x, AM3:AN3: AR3= AP X AM : AQ
*AN: AR % AS, und auch diefe Rechtecke ftehn in
drc‘}'mnl {o hohem Verhaltnifs als die Sehnen AM, AN,

AR, (Gregor III, g2.)

#re Durchmeffer Stiicke derfelbe graden Linie, die
durch den Punkt A geht *,

Sind daher DF, GI etc. Perpendikel aunf diefem
Durchmefler, welche den einen Kreis in E, H etc, den
mdernin F, I ete. durclifchneiden, fo verhilt fich fowohl
AE2: AH2 = AD : AG, als auch AF2: Al2 = AD: AG,
ind mithin find die Quadrate der Sehnen im e¢inen

Kreife, mit den Quadraten der beyden Sehnen des an-
Aa

«) Beriibren fich zwey Kreife im Punkte A, {o {ind Fig, ¢z,

*1I. 16,
f. 1,
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kl dern Kreifes, und alfo diefe Sehnen untereinandet pro- |
| . : ; S |
i) portional, oder AE: AH = AF: Al (Greg.Iil.18) | p,

Auch verhalten fich die Quadrate je zwey folcher | des
Sehnen aus den verfchi€dnen Kreifen AF2: AE2:AD |
wie die Durchmefler der Kreife AB: AC: AD, weil AR | fei
“AD %X AB und AE? == AD x ACiik Ift daher AD | lir
4 C¢
fern, {o verhilt fich auch AF?:AE2z =AE?: AD2und | CC

AF : AE = AE:AD, daher dann auch AL die mittlere | CC

ie dritte l’l‘r};-}c}mmrmilinie zu den beyden Durchmef:

proportionallinie iwifchen AD ‘und ‘AF ift, (G | %

111, 19.) B¢

. . da

Fig, 58. 7zufatz 1. Wenn fich mebrere Kreife im Pkt | gy

A beviitwen, und man ziehs aus-einem Punkte B ibrer gor| =
;;;,g;'ﬁj&fm;"t;’écbc;J Tangente grade Linien , welche diefe Krer
fe durchichueiden, [o find die Rechtecke aus den beyden i

cken, welche jeder der Kreife auf  den (.’;f:‘m‘i_{%fm?fdé’”ff"” tin

Linien abfchneidet, von g'a’ci.a'.f;ei' Grifse , z. B. BD x BI| de

__ BExBH=BFx BG, oder bf 3z by = bd % be. Dentt | rev:

jedes diefer Rechtecke ift dem Quadrat der beriihrenden} f&

wos. g Linie, AB2 oder ab?, gleich *, (Greg. I1L 68.) O

Befchreibt man daber um irgend einen Punl:t B in der i
geli;eéﬁﬁ‘fa,r.rj'kﬁcﬁmx Tangente ¢inen Kveis, der div fich beriih- B
venden Kveife in den Pounkeen F durchfihneidet, and et
durch diefé Punkte F grade Linien, w elche die Kreifé 1w .
gweyten male in Punkten G dorchfchnéiden, j0 liegan all ,‘
diefe: Punkte G im Umfange eines iz dem crftern conces

trifchen Kreifes. Denn die Rechtecke BF X BG und dit

Linien BF find insgelammt gleich, folglich auch di
Linien BG.  (Greg. 111, 56.)
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Lo Zufatz IIL. Iff die Sehne 1G dem Halbmeffer des Fig. 55
125 Reeifes gleich, und man zieht durch den :inen Lndpunke

hee | derfelben einem Durchmeffer,durch den andevn eine Tangen.

0 | 1, die fich beyde in o fchneiden, fo wird GCI ein gleich-

\F | feitiges Dreyeck, aus deflen Spitze Go nach. der vet-

AD | lingerten - Grundlinie geht. - Folglich mufs Go2 =

af: | Co % 1o €G2, und da zugleich Go2=Ho x o ift¥, : 2t.
id | CG?2 = Ho % Io — Co ¥ Io=HC x Io, folglich,da HC = i
lre | CGilt, auchlo = CQG feyn. Die Tangente durchfchner,

tege | det alfo in diefen Fall den verlingerten Durchmeller fo,

dafs To dem Halbme[fer gleich, folglich Co = HI, und

da fich die rechtwinkligen Dreyecke CGI, IGH decken,

ke | quch Go = GH iff, daher G#i2 == fo x Ho = IG x ({G+HI)

g | = 3, CG2 wird, (Greg, 1. 22).

{rei-
Sti’ Zufatz IV. o) Sind von einem Punkte O'éfgf}erkafﬁ
nden | eines K:-'riﬁ's zwey fchneidende Linien OBA, OED Jo nach

BI| dems Kreile vezogen, dafs das Quaadrat der einen Verling
¢ & 5 o5 ] e iy Jgt.

Jenn | vung EO, dem Rechteck aus der andern Sebne AB und i
wen| rer Verlangerung HU_;T:’{-‘?(:"A ift, fo ift umgekelirr aunch da*
Quadrat. dey zweyten Verlingerung BO dem Rechteck aus der

trftern Seime DE und ihver Vevlingerang EO gleich, Denn

n‘fﬂ it EO2 = AB x BO, fo ift auch, wenn man beyderfeits

7} JO? hinaufiigt, EO? 4 BO? = AB x BO + BO? =

s::; LU x AO = EO x DO * = E02-EO % DE, und mit =
£ fin BC2=EO x DE. Ift alfo EO eine mittlere Propor-
oo tionallinie zwifchen AB, BO, fo ift umgekehrt auch

i di BO eine mittlere Proportionallinie zwilchen DE
ind KO,

1 die

Ad 3
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) Sind dagegen die beyden Sehnen [o gezogert; dafi |

die Rechtécke aus den Sehnen, den Rechtecken aus ilren Ve

lingerangen gleich find, AB x DE = B0 X E0 fo find di-

fe Verlingerungen in verkehiter Ordnang genomnten , &

fehen den beyden Selnen AB, DE zwey mistlers Lra
'y, &, paﬂjo:m”iuien*. Denn ift

2 .: AB 0
«) ABXDE = BO x EO, mithin — 2]3-—11154
EO - DE

an fugt AB XBO 7u den gleichen Rechtecken hinz1,
fo witd ABX DO = AO X EO, Nun iﬂi!
EO % DO = AO x BO *,

¥ a2, o
miithin, wenn man Gleiches durch Gleichem dividit,
AB EO EO %
— = — = — Vermoge &)
EO BO DE
Retrachtet man alfo diefe Briiche als Exponenten Vol
Verhiltnilen, fo find alle diefe Verhiltnifle aleich,
o AB:EO = EO:BO=BO:DE *

" und folglich find: die Verlingerungen EO , BO zwy
gittleve Prupar:z'umf;’iuien zwifchen  den Sefinen 4B,

* \'i' st DL -!--
Auch folgt aus jenen Gleichheiten, dafs

33 Bk 30 AB f
i T S o it , dafs mithin ﬁt‘f‘r

FOi . EO BO DE _DE
verhiilt AB : DE = AB3:EO3,

Anmerkung, Wire es alfo nur moglich zwey gegehne

g¥ade Linién AB, DC fo in einen Kreis -als Sehnen zu legen;

dals die Rechtecke aus denfelben, den Rechtecken aus ihren ‘Vet-
lingerungen bis zu ihrem Durchfchnittspunkte gleich waren; o
LA

hitte man die Anfgabe, an wwey gegebnen Linien AB, DE

n
fitt
ol

i

]

i

8

S
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| wlere Proportionallinien % finden , und zugleich auch das be-
- | fite Delifche Problem von der Verdopplung des Kubus aufgelofts
Ve | Dn man finde anf diefe Are eine grade Linic EO, deren Kubus
dits | yKubus von AB des Verhilmifs zwey beliebiger Linien DL { AB
2 | ko, indem wir in der Streometrie {chn werderr, dafs die Wiir=
bpoe | fmweyer Linien fich wie die dritten Potenzen dev Zahlansdrii-
(iefer Linien verhalten’y grade fo wiedie Quadrate i Vet :
hiifs der zweyten Potenzen diéfer Zahlausdriicke ftehn, Auf
urd | jeAufgabe hat Fieta (Opera ps 242) diefes beriihmte Preblem

uickgefihre, doch auf einen langwierigeren und weniger ele-

1% | gen Wege, als es hier, gefchehn ilt,

Allein zwey grade Linien anf dic geforderte Art einem Kreis
dnfchreiben , ift eine Forderuug, welche die Krifte der Elemen-
louetyie diberfFeigt, Diefes lalst fich nicht durch grade Linie
u Kreis allein, fondern nur durch Hillfe der l{ggelfchni.tte oder
ater Curven wilenfchaftlich bewerkftelligen, und zwar aus ahn-
von | fen Grinden’, aus denen wir die Unmaglichkeit auf diefem
ich, | %e einen Bogen gder Winlkel in drey gleiche Theilejzu thei- <
jdeducire haben *. Mechanifche Verfabren und Infirumente I; go

fiss zn bewerkitelligen, lafTen fich indes mehrere erdenken.

dirt,

zwey
AB, Noch einige andre Wege, diefes Problem aufzuldlen , findét

@ in den Bemerkungen zu diefem Werke.

Zufatz V. o) If in einem Dreyeck ABC, aus der Fig, 59
Spze nach irgend emem PunkteG in dey Grundlinie
fih | werade Linie AG gezagen , und man nimme in. einem de';'
Senkel, z, B. in AB, einen Punke E [0, dafs fich verhile
b AE = BG x CG ; AG2, und zieht GE; [o ift allemal
e & Winkel AGE , gleich dem Winkel ACG des gegebnen
gen, | Diyecks. Denn zieht man durch B eine Parallellinie
Ve | miEG, welche die verlingerte Linie AG im Punkee

v . ' "
15 % 1 Furchichneidet, fo theilen die beyden Parallellinieh

zuwe!
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IR ® 7. EG, BF die'Schenkel des Winkels A proportional, &
9.8 i 3 £ [0 dafs fich verhiilt BE: AE=FG:AG=FG % AG: AGa i
' Hithi Die Verhiltniffe der Rechtecke, BG X CG: AG2ul |

FG % AG: AG2 find alfo demlelben Verhiltnifs, BE: A

mithin untereinander gleich, .daher auch die Rechtece
* 2. BG X CG und FG X AG gleich feyn miiffen *. Da iib-

dem BC und AF grade Linien find, die fich im Punl Si

G fchneiden, {o liegen die vier Punkte A, B, F, G aw
Y(f. 4.) ¢iner Kreislinie *, und da in diefer die Winkel Fud
*l23Z1 C iiber derfelben Schne AB ftehn, {o find fie gleich)
*Las.ar. alfo LLF = AGE*=C.

) Ift Ag wnach cinemn Punké in der verlingertn | gy
Grundlinie gezogen, wnd man nimmt auf der Verlint i
yung des-Schenkels AB einem Punks e [o, dafs fich verlit de
Be: Ae = Bg x Cg:Ag?, und zicht ge, [0 i}, je nachaw
e auf der Verlingerung iiber A oder iiber B hinaus lid,
der Winkel Age. dem Winkel ACg., oder-deffen Nebenwirel fo

518
ACB gleich,” Denn vermdge 'derfelben Griinde fid, H
wenn man die vorige Conftruction wiederholt, i¢ | ¢
Rechtecke Bg x Cg und Ag X fg gleich, mithin A,B, ds
C, f Punkte inf einer Kreislinie, nur dafs die Winel D
ACB und f= Age im erften Fall einander, gegeniikn c::
im zweyten hingegen auf derfelben Sehne AB ften, | &
und daher fim erften Fall dem Nebenwinkel on | t

"1 27. ACB ¥, d. h. ACg, im zweyten aber dem Winkel AB !
felbft gleich ift. Diefe Lage des Punktes e ricltet 1
fich aber danach, 0b das Rechteck Bg x Cg grifser der i
kleiner als Ag2 iff. Im erften Fall mufs der Punkt 10 i

der Verlingerung iiber A, im wweyten in der Yerpht ¢
gerung diber B hinaus liegen,
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«)Durch die umgekehrte Schlufsfolge erhellt auch
der umgekehrte Satz, dafs falls man GE oder ge [o zieht,
dafs der Winkel AGE — ACG oder £ Age im erfien Fal’
= ACg, im jzweyten = ACB ift, fich allemal verhilt
BE: AE — BG x CG: AG? oder Be : Ae=Bg % (g Ag>.

Diefe Ausfagen, eigentlich Znfitze zu Lenrfatz zo, find in
Sintfons Wiederherftellung von Apolionins ebnen Oertgrn, de

zweyten Buchs drittes Lemma.

[LEBaRSATZ 23]

Wenn zivey Sehnen  fich unter vechten Winkeln Fig. 6o

durchfchneiden, fo find flets die Quadrate aus oeh
gier Abfchnitten 2 faramengenoninen dew Quadrat
des DurchmefJers gleich.

Durchichneiden fich beyde Sehnen im' Mittelpunkte,
fo find fie Durchmeffer, mithin die vier Abfchnitte
Halbmefler. Durchichneiden fie fich srechtwinklig in
cinem Panlte des Unmfangs, fo bilden fie einen Winkel
der auf einem Hatbkreife freht*, und folglich mit ‘dem
Durchmefler als Hypotenufe ein rechtwinkliges Drey-
eck *. In diefen beyden Fillen liegt die Wahrheit

des Satzes aus Lehrfatz 4, Zufatz 3. und durch den Py-

thagoreifchen Lehrfatz ¥ am Tage,

Durchichneiden fich hingegen die beyden Sehnen

AB, DE rechtwinklig in einesy Punkte F, der entweder
imerhalb oder aufierhalb des Kreifes liegt, fo verbinde
man ihre Endpunkte durch grade Linien AE , PDB; und

ziche durch einen derfelben einen Durchmefler DCG,

*Hiazfta
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Im erflen Fall , wenn F im Kreife diegt, hat der
Winkel DFB zu feinem Maafse die halbe Summe def
Bogen DB, AE *, welche feine Sthenkel umfipannen
Da er nun als ein rechter Winkel den vierten Theil det
Kreislinie zu feinem Maafse hat, {6 miiffen die Boyen
DB - AE dem Halbkreife; folglich dem Bogen DB +
BG gleich feyn, . Mithin find die Bogen AE und BG,
alfo auch ihreSehnen, untereifander gleich. -~ Ueber:
dem it, wenn man BG zieht, DBG ein Dreyeck im
Halbkreife | fo]g-lich rechtwinkdigy Es ift allo verms.
ge des Pythagoreilchen Lehrfatzes in den drey recht
winkligen Dreyecken AFE, DFB, DBG, erftens B(?
= AE2= AF?+4 FE2, zweyténs DB2 = DF? ~- FB2, und
drittens DGz = BG2 - DB2, folglichDG2 = AF2+FE
-+ DF2+4-FB2, (Greg. 1II. 77)

Im zweyten Fall, wenn F aufierhall des Kreife
liegt; hat der Rechte Winkel F zu feinem Maafse den
halben Unterfchied der hc}-‘den.BagcnHMD——AE, die
{eine Schenkel umfpannen *, - daher der Unterlchicl
diefer Bogen dem Halbkreife BMD — BG, mithin AR
=BG fevn mufs. Alles iibrige ift wie im vorigen Fall
Auch higr haben wir wieder drey rechtwinklige Drey:
ecke AFE, BFD, GBD, und aus der Anwendung des
Pythagoreifchen Lehrfatzes auf fie, folgt eben fo wit
vorhin,

DG?= AF?4-BF? -+ DF2 |- EF?;
fo dafs alfo ‘in allen Fillen die Quadrate der abge
{chnittnen Stiicke zufammeéngenommen dem Quadrit
4ts Durchmeflers gleich find,
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F o

Zufatz k- Zieht mon, falls beyde Schnen fich im
Kreife rechtivinklig durchfchneiden, noch AD und EB, (o
find in dem Viereck ABED die Duadrate von ‘je zwey der ge=
genicberfiehenden Seiten zufammengenommen, unteveinander ,
tndimit dem Quadrat des Duychme(fers von gleicher Grifse,
AD? 1 EB2 = AE2 - DBz = DG2, indem fie vermoge
des Pythagoreifchen Lehrfatzes den Quadraten aus den
vier Abfchnitten der Sehnen, die fich in Frechtwinklig
durchfchneiden, gleich find. Der Inhalt des Vierecks
AEBD ift gleich 3 AB % DE*, oder.wie wir im. fol- »
gendenBuche fehn werden, vermige des Ptolem&ifchen

Lehrfatzes gleich 3 AD x EB + 3 AE x BD. (Greg,
Il 75. 76.)( — Liegt dév Durchfchnittspunkt F efsers
balb des Kreifes, {o durchfchneiden fich zwar die Linien
AD, BE, und bilden mit AE, BD kein Viereck, aber
dem ungeachtet gilt auch von ihren Quadraten diefer

Zufatz.

§e

Zuflatz 11. Eine Sehne FG, welche mebreve paral- Fig, 61,
lele Sehnen DE yechtwinklig in den Punkten H, dnd den 1itt
ihnen parallelen Darclnic(fer AB im Punkte K duvehfchnein
det , theile jede devfelben [0 ein, dafs DH x HE + Hiz
fies von einerley Grifse, und zwar dem Rechieck AK x KB
gleich iff. Denn da der Durchmefler AB die Sehne FG,
die auf thn fenkrecht fteht, im Punkte K halbirt *,

¥ il 9.
und diefe von jedcr der parallelen Sehnen in' éinem
Punkte H ungleich getheilt wird; fo ift ftetsGH X HF
=KF2 — KH?*und zugleichGH X HF = DH X HE *, ¥If1.g

fo wie KF2 = AK x KB*, folglich DH x HE = AKX * 22, 1,
KB — KH2 und DH x HE 4+ KH2 = AKX KB. (Greg, " 59
I ":).
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fes, oder auf deffen Verliingerung, in eiiens willkithrls

%11, a27.

* 23,4,
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[L g RS ATZ. 24]

Wein wan auf dem Durchime[Jer AB ¢ines Krei

chen Punkte D oder ‘d-ein Perpendikel ervichtet, i
wicht von dews eingit Endpunkre des Durchmiclfers 2B
voin A aus, prade Linien, welche die Kreislinie in
Punkten F, das Perpendikel in Punkten G oderg durth
{chneiden , fo find die Rechtecke aus je ziecy Abfclnit. |
ten AF und AG aleiciy detn Rechtecke aus dem Durch-
anéfjer AB und dew Abfehnitt AD  deffelbes, der o
Punkte A anliegt , und jene Rechtecke find msgh
Janingt untereinaider gleich.

Man ziche FB, fo ift der Winkel AFB ein Win-
kel im Halbkreife, mithin ein rechter, und fo anch
fein Nebenwinkel BFg. Ueberdem find die Winkel

bey D und d, der Vorausfetzung gemils rechte.

Fiir Perpendikel welche auf dem Ds;rc}'zmqﬂ‘erfefbﬂ,
oder anf deffen Verlingerung iiber B hinaus aufftehn,
find daher die beyden Winkel D und F oder d und §
pufammengenommen zZwey rechten gleich, daher fich
um das Viereck BDGF oder BdgF ein Kreis belchreiben
lafst *, wonin FG, BD oder gF, dB Selnen ind, de
fich verlingert im Punkte 4. durchfchneiden, dab
fets AF X AG=ABXx AD, fo wie AF x Ag = AB %
Ad-ift *.

fi

Fiir Perpendikel, welche auf der Verlangerang @

Durchmelfers ilber A hinaus. errichtet dind ;. fieho 18

Seheakel der rechten Winkel bey F und 4’ iiber det-

(elben Grupdlinie By , daher auch in diefem Fall By

H

{¢

K
i

I

di

{5
7]
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F, d, o" Punkte in einer Kreislinie *, and Fg', B& " 1. 26,

Sehnen find, die fich jetzt aber innerhalb ‘des Kreifes
im Punkte A durchfchneiden, fo dafs anch fiir diefen
Fall ftets AF’ 3 Ag'= AB % Ad’ ift.

Fiir' ein Perpendikel , welches im Endpunkte des

DurchmefJers B anffleht , und daher zugleich eine Tan-
gente des Kreifes'iff, ift Ay x vF =+B2*, tiberdem Ay2° 2

| = ¢B24 AB2, folelich auch, wenn man Gleiches von

~»

=

2,

Gleichem abzieht, Ay ¥ AF = AB2'#*, w2 T

Wo:alfo auch auf dem Durchmefler oder auf def-
fen Verlangerung, das Perpendikel aufftehe, und wie
man auch aus dem Punkte A grade‘Linien nach dem
Kicife und dem Perpendikel:gezogen haben moge, im-
mer it das Rechteck aus den beyden Abfchinitten einer
{olchen Linie AF, oder Agy oder F'g, dem Rechteck
AB ¢ ADy oder’AB x Ad etc. gleich , daher auch fey
demfelben Kreife und fiir daffelbe Perpendikel (fiir die
AB und AD von gegebner und unverinderlicher Gro,
(se find) jeme Rechtecke AF X AG ete, insgefamme untey

cinander gleich [eyn wiiiffen.

Folgerung 1. Stcht das Perpendikel anf dem
Daychmeffer felbft auf , fo durchichneidet es die Kreis-
linfe in irgend einem Punkte E, und dann ift AE2 =
AB ¢ AD *. Mithin if in diefem Fall jedes der Rechz. ‘
ecke AF . AG = AEZ, m}djbfgﬁcfo die Sehne AE die mitt-
lere Proportionallinie zwifthep fe zwey Abfchnitten AF and
AG; welches eine artige Verallgemeinerung der Aus-
fage in Lehrfatz 22 Zufatz 1 ift.  Wenn man folglich

1L Bs

durch- den einen Endpunkt irgend ciner Sebne AL einen

-

-

IZ,I‘I.
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Durchmsffer ;. und durch den andern ein Perpendikel aif | g
3 diefem Durchmef(Jer ziebt, Jo ift die Sehne AE die misthn | §
Proporiienallinie zwifthen. jeder andern Sehne , die dul
den Punkt A gebt, und dem an A anliegenden Stiick dir.
felben 5 das durch den Perpendikel abgefchnitten wirk

(Hugenii Horol. Ofcillat. p. 49 Edit. 1673-)

Py

-
an

Tiz 63, ) Befchreibt man mit AE um A einen Kreis; | gz

welcher die Linien AF in Punkten H durchfchneidet; | 7

{o find folglich auf ihnen allen von A aus drey ftetig | Li
proportionale Stiicke AG , AH, AF abgefchnitten, & | do
AE2= AHZ= AG ¥ AF ift. (Greg. I11. 39.) Gr

Py

Fig. 62, £) Zieht man FE, fo entfieht ein Dreyeck FEG, e
aus deflen Spitze nach der verlingerten Grundlinit, 4

eine grade Linie EA fo gezogen ift, dafs EA? = GA i

% FA ift.- Folglich verhait fich flets GEz2:[PE? = 0A ge
0,255 FA ™, ¥
Folgerung 2. Vetlingert man * eine Sehine Af | V¢

bis fie in v die Tangente durchichneidet, welche den L

Kreis im cntgegengeﬂetmer{ Endpunkte des Durc uF
meflers durch A berithrt; fo it allemal der Durchmelft ln

Jie mittlere “Proportionallinie zwifchen der Sebne AF "‘id de

der verlingerten Sehne -Ag weil nach unferm Rewell ‘-'lc

i

AF %X Ay = AB2 ift, Fille man von F auf diele
n

Durchmefer das Perpendikel Fa, fo ift iiberdem Ab?= .
Cr X, = o |
Ad*, und es verhilt fich daher Ad:AF — AF:AB

' ¥32.Z1, AL X i

! — AD: Ay, oder AF and AB [find zwey mittlere Propori® |
pallinien zwifcben Ad und Ay ein Satz worauf fich m¥ ;

chanifche Vorrichtungen griinden laffen,- um 2% 2wt :
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gegebnen Linien zwey mittlere Proportionaliinien zu

| fnden *,  (Greg. 1L 17.) : ¥22.742

Folgerung 3. Wenn man durch emen gegebnen
Punke A willkiihrlich grade Linien zieht, und auf diefen
wwey Punkte F und G [o nimme, dafs ein Reciteck aus den
Mfchnitten AF, AG flets einerley Flichenraum , =, b, dem
gegebnen Raume 8 gleich ift; fo mufs 1) falls der ge o
metrifche Ort des einen diefer Punkte G cine grade
Linie EE" von gegebuner Lage ift, der geometrifche Ort
des zweyten Punktes F eine Kreislinie von gegebner
Grofse und Lage feyn: und 2) falls umgekehrt der Ost des
Punkts F eine gegebne Kveislinie ift, die durch den
gegebnen Punkt A geht, der geomervifihe Ort des
sweyren Punktes G eine grade Linie von gegebuner Lage
feyn. - Man fille nemlich # Fall 1 von A auf die ge-
gebne Linie EE’ ein Perpendikel AD, verwandle den
gegebnen Raum S in ein Rechteck iiber AD, und neh-
me auf AD oder deffen Verlingerung, AB gleich deg
Hohe diefes Rechtecks, {fo dafs AD X AB = § wird,
und beflchreibe dann um AB als Durchmefler eine Kreis-
linie; {o, behaupte ich, ift diefe der geometrifche Oxt
der Endpunkte F, Denn erftens wird diefe Kreislinie
von jeder Linie die durch den Punkt A geht, die ein-
rige Tangentei AK ausgenommen, in A und einem
weyten Punkte F durchfchnitten®; die Tangente aber +11,7,,
fieht-auf dem Durchmefler AB fenkrecht*, liuft folg- L3
lich mit. der gegebnen Linie EE parallell *, und jede , I: 2;
indre Linie durch A durchfchneidet nothwendig auch
EE" in irgend einem Punkte G, weil fonft durch einen
Punkt A mit einer gegebnen Linic EE' verfchiedne
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“I124.Z2 Parallellinien moglich - wiren *. Zweytens ift fifr jodt meftf
Mekli

durchfchneidende Linie nach un{erm Lehr{atz AF x A
— AD 3 AB = S weshalb alle Punkte F der fo be
{chriebnen Kreislinie die verlangte Eigenfchaft habes, 0/
aber kein Punkt aufserhalb derfelben, —  Verwandel o
man umgekehrt in ' Fall 2 den gegebnen Raum$ in & éﬂfi;
Rechteck iiber dem Durchmefler AB, nimmt AD di
Hihe diefes Rechtecks gleich, und errichtet durh) i
auf AB ein Perpendikel EE'; fo ift diefes der Ottdafy,
Punkte G, grade aus denfelben Griinden. In diele Dert
Fall darf man jedoch die Beftimmung nicht|iiberetyf .oy
dufs der gegebne Punkt A in der gegebnen Kreishinit fign{ £, 3
foll. Denn ift diefes nicht derFall, und liegt er innet wej
halb des Kreifes , {fo werden wir in der Folge {ehn, dd get]
der Ort.der Punkte G keine grade Linie, fondern gleidk| AG:
 falls eine Kreislinie it *. Nu

Cl.a4f,
Anm. fen

Dicfer intereffante Satz wird in Apollonins ebnen G| .
I. g und 9 Fall . folgendermafsen ausgedriicke: ,, Wenn

i

Kre
einem gegebnen Punkte A, auf einer graden Linie 2wey St i

Der

Jedi

AL, AG abgefchaitten werden, welche ein gegebnes Rechttd

enthalten , und der Endpunke des einen Stiicks G emne der L
nach gegebne grade Linie EE’ berithre , fo berithrt der Endpuk
T des andern Sciicks einen der Lage nach gegebnen Umkrgi’s| Te
ein Ausdruck der keine Nacachmung verdient, Die Analyfis ¥l my
simfon in Fall 1 Idufe darauf hinaus, dafs wenn G ein Punktit
der gezebnen Linie EE’ ift; und es foll AF X AG = ¢ =i
va3.fo4 * ABfeyn, F, G, D, B Punkee in einer Kreislinie®, folg# Seh
wenn man FB ziehr, die Winkel bey F und D gleich, and @] Kre

ein rechrer ift, auch bhey F ftets rechte Winkel feyn miffen Ag
ol

der folcher Winkel fteht aber auf der gegebnen Linie AB; & py
Lich it der Ort der Punlte F cine Kreislinie aber AB als Dust
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meffer bafchrichen™, . "Die Analylis in-Fall 2 [liegt am Tage. _'rlfl. 1
+ . = o e
Mehrere analoge’ Sitze, finder man im nichften Buche,

Zufatz I, «) Nimmt wan dogegen auf jeder¥ig 6t
Sehue AR, die aus einem gegebnen Punkte A im Umfana
g eines gegebnen Kreifts gezogen wird, einen Punkt G fo,
bofs das Rechteck aus den beyden Abjchnitten einem gegeb-
wer unverinderlichen Raum gleich ifty, AG x GF = §; fo
it dev geometvifche Ort der Punkte G, eine
Kreislinie, welche mit der gegebnen comcentvifih iff.,
Denn ift G ein Punkt von der bedungenen Belchaffen-
heit, und man zieht durch ithn einen Durchmefler HI,
o ift erftens AG X' GF = HG x GI *, und zweytens, ¥ 2% T
weil der Durchmefler in € gleich und in G ungleich
getheiit ift, HG X GI = Cl2 — CG2*. Mithin mufs ‘11 f.1
AG % GF=S$ = CI2 — CG2 6der CG2 = CI2— S feyn.
Nun aber ift der Kreis, alfo auch das Quadrat iiber defl.
fen Halbmefler, CI*, mithin auch CG gegeben und un-
yeranderlich, und daher der Ort der Punkte G eine
Kreislinie, die mit der Seite eines Quadrats =CI2— §
als Halbinefer,um den MittelpunktG befchrieben wird.
Der Ort ift unmdglich, wenn S << CI2ift; da in der That
jedes Rechteck aus den beyden Abfchnitten einer Seh-
ne kleiner als das Quadrat des Halbmeflers feyn

mufs *,
P25

) Nismmt man auf den Verlingerungen der
Sthuen AF, welche ans dem Punkte A in einer gegebanen
Kreislinie gezogen find, Punkte g Jo, dafs die Rechtecks

At x gF = 8§ find, und zitht von g durch den Mittel-
Panke gH'; fo ift erflens Ag xgF= Hgxgl'*=§, %2z o,




|

&
H
5

184 »ov cm 1L

LB pweytens Hg % gl = Cg2—CI2 ¥, folglich Cg* =

o

l:.

S -+ CI'2; alfo wiederum der Or¢ der Punkte g cine it
der gegebnen concentrifche Kreislinie, deren Halbmz[ls
in diefem Fall die Seite eines Quadrats S+ CI? iftyund

die alfo den gegebnen Kreis einfchliefst.

Diefe brauchbaren Oerter , werden bey Apollonius nict
ausdriicklich aufgefithrt.  Man fieht leicht, dafs der letztere(n
auch fir den Fall gilt, wenn g auf der Verlingerung der Sthu

iiber A hinaus liegt, und Ag/ X g'F = S ilt.

Zufatz L. o) Da fiir jedes Perpendikel anf
Durchmefler AB oder auf deffen Verlingerung , et
nach dem Pythagoreifchen Lehrfatze AG? = ADl+
GD2*, oder AG X AG=AD XAD + GD? und wey
sens nach unferm jetzigenLehrfatze AG X AF = AN
AB ift; fo mufs, wenn man Gleiches von Gleicht
abzieht, auch, falls G im Kreifé liegt, alfo AF >AGif;
AG x GF=4D X DB x GD2 feyn, falls hingegeng aufir
halb des Kreifes lieg?, alfo AF < Ag ift, dg X gF-—ggzr'j.’
x dB, wo das obere Zeichen oilt, wenn d aufserhalb &
Kreifes liegt, das zntere, wenn d noch im Kreife t*ht.
indem in diefem letztern Fall Ad2 um das Rechteck
x 'dB kleiner sls Ad x AB, folglich dicfes Rechied

noch von gd* abzuziehn ift,

8) Auf eine #hnliche Art ift im rechtwinklgs
Dreyeck AFB, AF2 — AB2 — FB2 oder AF x AF # N
% AB — FB2 folglich AFx FG=A4B x BD — B2,

AF x Fg=FB? x ABXdB, wo wieder das ebere ode
gt

#
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wntre Zeichen gilty je-nachdem d awfsérbalb odexr inner-
balb- des Kreiles hegt.

i
i v) Zieht man daher von irgend einem Punkte g au-
nd fierkalb des Kreifés ein Perpendikel gd nach einem be=
liebigen Durchmefler AB oder nach deflen Verldnge-
.| ming, und zugleich irgend eine den Kreis in H und 1
"M dutchlchneidende Linie; fo ift immer, falls das Per-
pendikel gd auf dem Durhmeffer {elbft auffteht, alfo d
im Kreife liegt, gd? — AdxdB=Agx gF = Hg x
gl ¥, falls hingegen dasPerpendikel gd auf der Verlin- '
‘G| 867ung des Durchmeflers auffteht , gd2z 4~ Ad x dB
= Ag % gF = Hg x gI. (Greg. II1. 87.) — It G e
Punie 1o Kreife, {o ilt AD ¥ DB—GD2 = AG XGF =

i G.:t
Sz

+
ey Hg x ¢l. (Apollonius ebne Oerter 110 §. 9. Zufly
ADx
i [t 58 R.§ A T Z 254
Gt Wenn man durch einen beliebigen Punke M einer Fig, 6:

ujr| Sehie AH, oder durch irgend einen Punkt m in de.

Wl e v erllingerung , - eine grade Linie VD oder md pa-

(b de} wailel sizit der Tangente AK , welche durch den einen

f‘a‘llrj Endpunkt A diefer Sehne geht, zieht, Jo werden auf

kM) jeder andern graden Linie, welche durch den Punkt

btk | 4 geht , und daher den Kyeis in einem ziveyten Punk-

te F, die Linie MD oder wmd hingegen in Punkten

G oder g durchfchneidet *, ziwey Stiicke AF und AG %2453,
digal e Ag fo abgefchnitten, dafs die Rechtecke AF X AG

=N nsgefammt dem Rechteck AH X AM, und daher auch

:“f" ntereinander gleich find,

L puE
it Bb
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\
l} , 1 Denn ift AB der Durchmefler, der durch den End | .
}gl ’ punkt A der gegebnen Sthne_ AH geht, o fieht di :' ‘;I
l:{ ol | Tangente AK, und alfo auch jede der Linien MD und | /i
|1| E “md, welche mit ihr parallel laufen, auf dem Durchmef I
H it #1L 12, fer AB, oder deflen Verlingerung lenkrecht % Die 4
‘ _ graden Linien, welche durch den Punkt A gerogi | p
it werden, durchlchaeiden folglich ein folches Perpen
=
| dikel MD, wo es auch auf dem Durchmefler, 06t | b
deflen Verlingerung auffteht, und durch welchen Punkt | e
der Sehne A oder deren Verlingerung es folglich oelity | al
ftets fo, dals die Rechteck AF % AG insgelammt un | giyl
einander, alfo auch insgefammt dem Rechteck AHY | A
¥ o4, AM gleich find *, fo wie die Rechtecke AF X Ag .t | te
untereinander und mit dem Rechteck AH > Am gleicht | mi
Grofse haben. Al
Diefe Verallgemeinerung des vorigen Lehrfatzes, lafit i lin
auch leicht durch eine ahnliche. Schlufsfolge , wie jener, o) P,
qus der Lehre von der Achnlichkeit der Dreyecke heweifen, Dt dex
der Winkel, den eine Tangente it einer Schne machty & | 415
durch den Berithrungspunlke geht; den Winkeln in den entgig gt
i gefetat liegenden Kreisabfchnitten  z, B, KAm/ den Winkela 12 50
Abfchuite AEH, und KAH den Winkeln im Abfchnite ABE, gleid
ilt: fo lifse fich die Lage der Linien MD auch dadurch el
ien , dafs fie die Sebne anter Winkeln durchfchueiden, sotlitt gel
den Winkeln in den entpgegengeferzst licoenden Kreisabfehnin® uni
gleich find , und fo drickt Greg, a St. Vine, il 73 dicfen §2 | AD
705, Ta
Folgerang. 1. Werden von einem gegeonen Pant-| ST
£2 A aus, willkitlhylich grade Linien gezogen , und anf fedt G.Ei'r
deyfelben von diejern Punkte an zieey ,f}('ff{-fér:,‘rre AF o :J“
AG, [o genommen, dafs, (wenn man von den Punksen G tilt g | el
BifEsal e
LTS
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ner gegetnen Linie. O Parallellinien zielt ;-und- diefe’ eine
| der Grifse wnd Lage nach gegebne grade Linie AH entweder
[Plofi 5 oder deren Verlingerung iiber H hinaus, in Punhten
M duychfchneiden,) immer das Rechtech AF % AG — AH x
AMifts fo ift der geometvifche Oré dey Punkte
F, cine der Lage and Gyifse nach gegebne Kreislinie,

Denn zieht man duich *den gegébnen Punkt A,
parallel mit der gegebnen Linie Q, die Linie Kk, und
belchreibt zu diefer Linie als Tangenté und iiber AL
als Sehne ‘einen Kreis; fo hat, unferm Lehifatz zu Folge,
diefe Kreislinie ‘die Eigenfchaft, dafs wenn ‘man ausg
A irgend eine Sehne AF - und aus irgend einem Punk-
te'G auf thr, oder auf ihrer Verlingerung , parallef
mit der Tangente die Linie GM zielit, AF % AG =
AH X AM ift. Folglich thut jeder Punkt Fdiefer Kreis-
linie unfrer Bedingung geniige. Hingegen kéin Punkt
P, der nicht in ibr, und doch mit ilir za einerley Seite
der Tangente Kk liegt, weil" fonft fowohl AG x AP
gls'auch”AG x AF gleich AM % AH , und ‘doch AP
groflser oder kleiner als AF feyn miilste, welches tin.
mog lich ift.

Verlingert man AH iibet A hinaus,; auf die entgesen.
gefetzte'Seite der Tangente Kk, nimmt- AH’ gleich AH,
und auch hier auf die durch A gezognen Linien TWey
Abfchnitte AF, AG fo, dafs Parallellinien GM mit der
Tangénte Kk gezogen, auf AH LinienAM' o ablchnei.
den, dals AF % AG = sH’ X AM ift; fo mufs der Or¢
der Punkte F ebenfalls eine iiher AH’ als Sehne zu Kk
ils Tahgente bélchriebrie Kreislinie feyn; welche folg
igh mit der erftern gleich i, fich. mit ihr im Punkt

=
Bb 2
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: A beriihrt, und deren Mittelpunkt mit dem der erfem |
il zu entgegengefetzten Seiten der Linie HH" liegt, - |,

Deshalb it es einerley ob die Abfchnitte AF mwd | E
AG auf einevley, oder zu verfchiedner Seite des Punktsd | B

genommen werden.. Immer {find zwey gleiche m|
Punkte A fich berithrende Kreislinien, von der erwiln, "‘I
ten Befchaffenheit, der Ort Punkte F.  Auf diefel Y
Art gilt der Ort in Lebrfatz 24 Folg. 3 auch fir den A
Tall, wenn AF und AG Abichpitte einer graden Linie d#
find, die zu. entgegengefitaten Seiten des Pynktes A lugh ar
Ukebtigens bleibt der Ort der Punkte G unter unfrer geg b
wirtigen Vorausfetzung giinzlich unbeftimme, da G jeden Puskt | .
in jeder Sehne AF bedeutet.  Komunr aber eine zweyte Bedine zef
e

eung hinzu, {o wird dadurch auch der Ort der Punkte G B
{timmt. Noch cinen andern Beweis flir die Ausfage in digfe | fch
Folgerung findet man in Zufatz, 1. Al

Folgerang. 2. Durchfchneidet die Linie M :]:

die Kreislinie in irgend einem Punkte E, und mt B
zieht AE, fo fallen die Punkte Fund G beyde inE2® hiA
fammen, und es ift AE2=AM x AH. — Zieht mi
durch H eine Parallellinie mit. der Tangente AK; fo H.

fallen die Punkte M und H zufammen , und es it A

X Ay = AH2 Man findet alfo zu zwey gegebnen Sehns :;[
AH, AE, oder AF, AH, die von demfelben. Puukte A% |
Fezogen f."i‘u‘d s die dritte P?'ﬂﬁw‘tmynﬁiufg AM oder Hy ¥
wenn_tnan durch den zweyten Endpunke der Sehne, W ﬂr'.l
che die mittlere Proportionallinie feyn {oll, eime Paril 1
lellinie st der Langente durch den Punkt A zieht. :

Fig, 65- Folgerung 3. Zieht man von den beyden En®
punkten einer Sehne AH nach irgend einem Punktein | &
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INHALT GRADEL., FIGUREN, 389

Kreife grade ' Linien AE, HE, und parillel" mit den
| Tangenten durch'die Endpunkte der Sehne die Linien
| IM, EN, foiftallo AE2=AH x AM und HE? = AH X
HN. Daraus folgt
«) dafs fich verhilt AE2: HE2 = AM : HN und,
wenn man diefe gleichen Verhiltniffe beyde mit dem v, ¢,
Vechiltnifs AE : HE zufammenfetzt *, AEz : HE3 =
AM x AE: HN x HE. Diefe Rechtecke ftehn alfo im
dreyfachen Verhiltniffe der Sehnen AE, HE; eine
Ausfage, denen in Lehrfatz 22, Zufatz 1 analog. (Greg.
L. 93.) .
£) Da im Dreyeck HEM aus der Spitze E nach
der verlangerten Grundlinie eine grade Linie EA gelit,
deren Quadrat gleich ift dem Rechteck aus den Ab-
{chnitten HA, MA auf de_r'verléingeftgﬁ Grundlinie,
AFz2 — HA x MA; fo miiffen fich die Quadrate tiber
den Schenkeln diefes Dreyecks,” wie die Abfchnitte
verhalten, oder HE2: ME2 = HA : MA ¥, und‘aus den-"20,Z.5.
felben Griinden AE2: NE2= AH!*NH. Falglich ver-
hilt fich auch erffens HE2 : ME2 = HA X LN rMA
x HN * Nun gber ift dem obigen zu Folge HE2 =+3. f,1,
HAX'HN, alfo mufs auch ME2=MA xHN feyn *," V- G
and aus dhnlichen Griinden NE2= NH x AM, mithin
ME2 — NE2, Die beyden mit den Tangenten parallel ge-
wgnen Linien EM, EN find alfv ftets von gleicher Linge,
and [chneiden von der Sebne zwey Stiicke AM, HN fo ab
dafs ME2 = NE2 = AM x HN iff, (ein Satz den Clai.
vaut als zwdolfjihriger Knabe gefunden haben foll;
Krafft Inftit. geom. fubl. §. 105.)

+) It zweyrens , 2w Folge der erften Proportion
g, HEz : ME®™= HA :MA; f{o verhilt fich auch




350 z v ocn- Il

*3£ 1 HE2:ME2='HAZ® :HA x MA * oder, daFolgernng g |

¥1.5 3.

gemials HA X MA = AE? ift, HE2: ME? = HA2: AR,
Folglich find auch ' die Seiten-diefer Quadrate propor
tional HE : ME = HA:AE", und mithin it AE x HE
= AHx EM.' Folglich mufs “in!jedem Dreyeck’; welchs
eiitem Kréife eingefciivieben iff, wenn man von der Spite

mach der Gryndlinie eine Payallellinie EM mit einer der i

genten durch die Endpunkte der Grundlinie zieht, dasRech.

Fig. 66.

. v,

Fig. 67.

eck aus dem beyden Schenkeln AEJHE gleich feyn dem Red
eck ans der Grundlinie AH in diefe Parallelinie Bl
(Greg, 11I. 70.)

3). Zieht man hingegen in einem Dreyeck, wili
dem Kreife eingefchrichen iff, aus dew Spitze E, durchdes
Punke O, dev in der Mitte der Grundlinie AH liegt, it
Seqne EQF, o ift AE2 4~ EH2 = 2 AO? ~+2E02* oder,
daA02= A0 x OH = EO x OF * und EQ x OF --E0*
=EO X EF ift, fletsAL2 - EH? — 5 £0 x EF,

Folgerung 4. Wenn cine gradeLiniz AH derGrife
sund Lage yack gegeben iff, und grade Linien MN, welilt
anf AH oder auf deven Verlingerung iiber H binaws s
Punkten M aufflebn, und mit einer gegebnen Linie poralll
laufen, werden jede von einer aus dem Punkte A gezogi
groden Linie, [o in cinem Punkte E durchfehnitten, b
das Quadrat iiber AE, dem Rechteck aus den Linien Al w9
AM gleich ift, AE2 — AH % AM; [0 ift der Ort der
Dm-cfz_{'m’a::z'rr.fpmzfc te E flets eine Kreislinit
Yon gegebner Lage und Grifie, Und zwar eine Keeislk
nie, die man findet, wenn man mit dex gegebnen Li
nie Q, durch den gegebnen Punkt A eine Paralielini

[+ =T o B S

oW L

- onh e
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ng g .I Kk zieht,” und dann iiber der gegebnen Linie A, als
‘AR, | Sehne, einen Kreis befchreibt, den Kk im Punkte A
‘opots | berthrt *. Denin nach Folgerung 2, hat jeder Punkt Ein ¥I1.Afy.
“ HE | diefer Kreislinie die Eigenfchaft, dals wenn man AE, AT
%lcis | und parallel mit der Tangente durch A ; EM zieht,
Spitw | AB2=AH % AMift:und keinPunktF, der-nicht in der

*Tam | Kreislinie liegt, kann diefe Eigenfchaft haben, weil

Re. | fonft entweder eine grade Linie den Kreis in drey
1

Refn | Punkten E, F, E durchichneiden, oder es eine Schne

- EM, | geben miifste, die gréfser als der Durchmefler wire, ;

Nimmt man auch aof der Verlingerung der ge-
elcies | gebnen Linie' AH iiber A hinaus folche Parallellinien,
hdm | fo: wird fiir diefe der Ort der Durchichnittspunkte E'
,.cie | eine der vorigen! gleiche Kreislinie , welche jene fm
ofe;, | Punkte A fo bertihrt, dafs ‘die Mittelpunkte und die
LEQ | gleichen Abfchnitte zu entgegengeletzten Seiten der .

verlingerten Linie, AH liegen.

Apollonins ebne Oerter II,.3. Fall 1. Simfohs Analyfis fiilsre

Grife o i R . :
Il,’, dort .den Beweis diefes Orts noch anf andre Sitze zuriick., Ge-
weleis e : bt A e ; #
fetzt nemlich Ef {fey ein folcher Punkt, fiir welchen AE/=2 — AH/
atif 1

X AM ift, fo mufs, wenn man durch die drey Punkie E/, H’,
oolla . : 3 F an A = ¥

aralih | einen ICreis befchreibt, AE/ diefen Krets im Punkte Ef berith-

wghw | ren *; folglich, wenn man E/H’ zieht, der Winkel AE/H/, «.

j dtfs | Gem Winkel AM/E/, gleich feyn *, Nun find fir alle Parallel: %5, 7~

Lays

a9
A

K und linien M/E’, die dufsern Winkel AM/E/ zu einerley Seite derLi-

F it nic AH/, von gleicher gegebner Grofse, nemlich gleich KAH
i o oder kAH , mithin auch der Winkel AE/H’ von gegebner, un-
it - : e et oS T e e

verinderlicher Grofse, Teder der Durch{chnittspunkee E/ ift alfo

i
FElsh die} Spirze eines Dreyecks AE/H! welches iiber der gegebnen
A 3

m Lk | unverinderlichen Grundlinie AT/ fteht, und deffen Winkel an

Hioie | derSpitze B/, gleichfalls von gegebner Grofsejift, liegt mithin
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IR : im Bogen, entwedes des Kreisab{chnitts Giber AH/, welcher da

i. ik 1 - gegebnen Winkel KAH fafst, oder des Kreisabfchnitts unter A
P il I i der den Nebenwinkel kAH fafst, mithin in einem Kreife, dw
'E.ﬁ 'I man findet, wenn man ber AH als Schne und zu Kk als Ta.
A F gente, einen Ireis befchreibt.
' " | Z Fig- 63, Zufatz I. Bleibt alles, wie im vorigen Fall, ny
;- 16 wiit dem Unterfchied , dafs die Linien aus dem Puglh
16 ' A gezogen, die parallelen Linien MN [ in Punkeen E dotghe |
TH: ﬁﬁ.swin’m, dafs entweder 1) das Quadyrat iiber AE um einengl |
i 1 gebnen Raum S grisfier oder kleiner als das Rechieck ans dn |
. ' Abfchnitten AH, AM ift, AE2 = AH x AM + §; vl |
\ dafi 2) AE2—= S AH % AM ift; fo ift ebenfalls dr |
; | geometvifche Ort der Duvchfchnittspunkit

E, eine Kreislinie von gegebner Grofse und Luge,

Ty} &' =

1) Geletzt es find ME und AE zwey Linien, o
der Belchaffenheit, dafs AE* = AH x AM + S ift ; {o muls
fiir den Fall des obern Zeichens -AEz grifser, im fil

b ‘des untern kleiner als das Rechteck AH x AM feyn, und
l' daher mufs es in jenem Fall-auf AE felbft, in dien
L. | 1 auf der Verlingerung von AE iiber E hinaus, eifd
Punkt von der Belchaffenheit geben, dafs das Recht
e | eck AE X AD = AH x AM ift; und zugleich’ muls in
Im'é : i beyden Filln AE X ED =S feyn, Dann liegen aber #:
' ftens die vier Punkte E, Dy, H, M auf derfelben Krie
"‘ ¥33.f. 4. linie *, und zieht man DH, fo find die Winkel ADH
b und AME von gleicher Gsofse, weil entweder dieNe
- ! benwinkel von beyden, Winkel am Umfange {ind, die
1 . ¥ 11, 23. auf demfelben Bogen ftehn *; oder weil der Neben-
84 winkel von ADH dem Winkel AmE, in einem Viereckt,

B h welches dem Kreife einge(chricben ift, gegeniibexftelh
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INHALT GRADEL, FIGUREN. 393

| oder umgekehrt*,. Nun ift der Vorausfetzung gemifs* Il 27,

E ME der gegebnen Linie AK parallel, alfo der Winkel
| AME immer von einerley Gréfse; folglich auch ADH;
und da'{iberdem AH von gegebner unverinderlicher
Grofse ift, fo ift der geometrifche Ort der Punkte D cine
Kreislinie', welche iiber AH als Sehne, und zu AK als
Tangente befchrieben wird, die mithin durch den
Punkt A geht, und deren Halbmefler CA feyn mag,
| Nun liegen zweytens auf den Sehnen AD diefer

:I{reislinie s die insgefammt aps - dem gegebnen
| Punkte A ausgehn , die PunktetE fo, dafs im Fall
| des obern Zeichens AE x ED =S, im Fall des antern
AE X Ed = S ift. Mithin mufs vermoge des Orts
in Lehifatz 24 Zulatz 1, der geomesvifche Ort  der
Punkte E, eine der vorigen concentrifche Kreishinie, und
wwar ibr Halbme[Jer CE die Seite eines Quadrats feyn,

auf der Verlingerung der gegebnen Linie AH iiber A
hinaus Parallellinien M' E', fo find zwey gleicke Kreife,
die im Fall des obern Zeichens fich duchichneiden, im
Fall des untern aber um den doppelten Unterfchied dey
beyden Halbme(er von einandex abftehn; und in de-
nen AH verlingert zwar gleiche, aber entgegengefetzt
liegende Abfchnitte bildet, der Ort der Punkte E *,

2) Soll AE2=S—AHx AM feyn, fo miiffen die
Parallellinien MN fo von den Linien AE durchichnitten
werden, dals AE2 4+ AH x AM = Sif, folelich AE2< §

feyn, In diefem Fall mufs es alfo auf der Verlinge,
Tng jeder Linie AE, iiber A hinaus, einen Ruské

welches im Fall des obern Zeichens gleich CA2 - S*, %7/

im Fall des antern. CA2 —S ift *, — Nimmt man auch ¥247. .10

» 24, i‘rl,
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D' geben, der fo liegt, dafs das Rechteck aus AE und
ED' dem gegebnen Raume S gleich, ‘oder AE x ElY
= S ift, da denn AE24 AH x AM = AE X ED), mit
hin, wenn man beyderfeits AE2 fortnimme, AHXAM
= AE X AD' feyn mufs, Nimmt man daher auf det
Verlingerung von AH {iber A hinaus, AH" gleich A
fo ift auch AH' % AM = AE x AD’, und da H'M und
D'E grade Linien find, die fich im Punkte A {chne

den, fo liegen die vier Punkte H', D'§ E, M in tin

«Kreislinie, und es it der Winkel AD'H = AME¥,

mithin, von gegebner, unverinderlicher Grofse: und@

er tiber AH fieht, {o mufls der Ort der PunkieD', fiir P

pendikel, welche. aut AH unddereniVerlangerung fibe
1 4 & o &

len, eine Kreislinie feyn, at

H hinaus genommen w
itber AH’ als Sehne, und zu Kk als Tangente belcln:
ben wird. Und da tiberdem AE X ED'=Sift, fo wird
gugleich der Ort der Pankte E, eine mit jener concentti che
Kreislinie, deven,Halbme[fer C'E die Seite cines Quaduts
ift, welches das Quadrat des erftern Halbmeflers CA
um den Raum Siibertrifft, oder CE2 = C’A24-§. Die
fes wird auf dielelbe Art wie in Lehrfatz 24, 2.1.2, b
wiefen, —  Fiir alle Parallellinien machen wiederar
zwey gleiche, fich [chneidende, um C und C befchriebne Kris
linicn s dén Ort der Punkte E aus.

Apollanins ebne Oerter I3, Fall 2, wo jedoch diefer Ont
etwas anders ausgedricke wird, Unmitrelbayr auf ihn laffés fich
mehrere cbne Oertery die zu denZulammengefetztelten ge]ztﬁrf."«_”"':f-
Leichtigkeit :zuriickfihren, welches ich im” Folgenden Zufat
(den der, wer Lehr{atz 20 tiberfchlagen hat, gleichfalls {ibergehe)

wenigitens andeuten will,

il
#

=




T R e TR T ol | e O R e

Die
| be
iram

friie

it
{ fich
e
1, ik

ez

gchfi

INHALT GRADEL. FIGUREN. 295

Zufatz Il. «) Der'Ost der Punkte E ift: auch inTig. 69.

dém Fall eine gege bune Kreislinie, wenn der Anfang

| der paralielen Linten MIN auf irgend emer rmdre.'.',_d:?r Grifse

md Lage nach gegebnen Linie BL genommen wird , die
ficht duvch den Punkt A geht. Denn man mache AH
gleich und parallel BL, und ziche durch B, parallel mit
AR, die grade Linie BC; fo {chneidet jede der Linien
MN, welche mit AK parallel laufen, auf beyden Li-
picn und deren Vetlingerungen, von Bund C an glei-
che Stiicke.ab, fo dafs BL X BM = AH %X (AM'+ AC)
= AH x AM’ £ AH % AC, wird, wo das Rechteck
AH % AC ein gegebner Flichenraum P ift. 1t daher
AL2 — BL.xBM £ S; fo wird auch AE2= AH x AM’
+ § + Pymithin dem vorigen Zufatz gemdfs, der Ort des
Punktes E eine gegebne Kreislinie {eyn, (Apollonius
11, 3. Fall 3.) : :

BY Der Ort der Punkte E ift ferner anch dann eine
Kveislinie von gegebner Lage and Grifse , wenn die Li-
wicn AE die Parallellinien fo durchifchneiden, dajs eine Fi-

5y Jhoi oot Bk e
gur gegebner Gattung iber AE befchrichen, AE? 3% 7| ¢pp.
q
wedey gleich ift dem Rechtecke aus irgend einer Linie BI, unj
dein Stiich BM' derfelben, “weiches die Parallelinien auf
ihy oder ihrer Verlingeramg abjchmeiden , BIx BM: oder
gleich diefems Reclitecke vermebrt oder vermindevt wm einer
gegebnen Raum ol st BM = S:oder endlich eines gegeba
nen Raum weniger diefem Reciteck, § — BI% BM. Denp
da die Figur iiber AE der Gattung nach gegeben ift,
foift ihr Verhiltnifs zum Quadrat iiber AE, m: g, ge-
geben, Man nchme-auf der gegebnen Linie BH oder

*a0.f.1.
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deren Verlingerung, einen Abfchnitt fo, dafy fich ver

m

hilt BI: BL = m: g, fo i{ft BL gegeben, und BI =BL x —
§
Setzt man diefen Werth ftatt BI, und ®ividirt dannbey-

e 3 5 e ;
derfeits durch —; fo verwandeln fich [unfere Voraus:
9
fetzungn in folgende: AE2=BL X BM; oder AE?=

BLxBM*S; oder AEZ=S — BL x BM. Und fit |

alle drey ift nach «) der Ort der Punkte E ein Kireis

<A

von gegebrer Lage und Grofse. (Camerers Bemerkun |

gcn zu_Apollonius ebnen Qertern.)

~Y Endlich ift der Ort der Punkte E auch unter atr

V :'r::c.r_{érz!r:f:g eine Kreislinie von gvgebmr’ Lage nd
Grifse , dafs, wenn zwey Punkte A, C und die graden L
nien O_und BH der Lage, und die letztere anch dir Grife
aach, in eines' Ebne, gegeben find ; grade Linien von dev Punks
zen A und C aus gezogen., fich in den Punkten E [o durete
(chneiden, dafs eine miz O durch E parallel gezogne L
nie, auf BH ; oder desen Verlingerung , ein Stiick BM [0 e
Jehneide, dafs die Summe oder der Unter [chied zweyer I3
guren gegebmer Gattung iiber AE und CE befchrieben dess
Rechteck aus den Abfchnitten BH und BM gleich if)
g2x T £ €B2x L = BH x BM. Denn da dich

q q

guren iiber AE und CE derGattung nach gegeben find,
{oiftdafs Verhilinifsmin:q gegeben. Man nehme i
Fall der Summe auf AC, im Fall des. Unterfchieds atl
deren Verlingerung zwey: Abfchnitte CG, AG; und
{iberdem eine Linie Ge f{o, dafs fich verhilt mi: n:g=

Fi
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INHALT.- GRADEL, FIGUREN, 397
(G:AG:Ge, Toift ARZx ™ ¢ Crax ™= AE? % o0
q q Ge

B ; ‘
<4 CE2 x _(;_}, undj diefe Summe ift nach Lehrfatz 20
je

Form. # gleich 2—(' x (AG x CG + EG?), alfo auch
e

| diefer Raum der Bedingung unferer! Ausfage gemifs,
| gleich BH xBM. Nun find die Punkte A, C und G,
mithin auch AC und das Rechteck AG X CG = K ge-

| geben, iiberdem die Linie Ge , allo auch der Raum

R x _.AE = S, und alfoift £EG2 x —A-E: BH x BM —§
Ge Ge

L im Fall der Summe, oder = S— BH X BM 1m Fall des

Unterfchieds.  Folglich find dann yom gecebnen
Punkte G aus, die Linien GE fo gezogen, dafs eine
F1gu1 gegehner Gattunghber GE belchrieben, gleich
it dem Rechteck BH X BM vermindert uih den segeb:
nen Raum S, oder umgekehrt, und daher vermoge £,
der Ottder Punkte E eine Kreislinie von gegebner Lage
und Grofse, - (dApolioninus IL. 6. wo jedoch der Fall des
Unter{ehieds iiberfehn ift, und diefer Ort in allen fei-
nen Fallen 10 Seiten einnimmt. *~ Auch. ift er dahin ein-
zufchréiniicn, dals wenn im Fall des Unterfchieds dis
Figuren gegebney Gattung ibnlich find, es keinen PunktG
giebt, und-derOrt derPunkteE keine Kreislinie, fone
dern éine der Lage nach gegebne grade Linie wird,

14 die Summe oder gder Unterfchied der beyden
Figuren gegebner Gattung, vermehrt oder vermindert
wn. eitien gegebmen Raum P, dem Rechteck BH x BM,
sder jene Suinme oder Unterfchied dem Raume P we-,
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3
niger diefem Rechteck gleich; fo dndert diefes weit
nichts, als dafs {tatt des gegebnen Raums S, ein andiy
gegebner Ranm in-die letzte Beltimmung mit eingeht,
daher auch fiir diefe Fille der Ort der Punkte E cine
Kreislinie ift, mit der eben erwihnten Einfchrinkung,

Ueberdem lifst diefer Ort fich gradefo, wie derinda
Folgerangen zu Lehrlatz 20 vorgetragne, auch anf dry,

vier, und jede beliebige Zall von Pankten ausdebnen: ,Sind

=

nemlich beliebig viel Punkte A, C, D, étc. in einerfb- |

o

P

S

fl

Lo - ey

=1

| 4

ne gegeben , und grade Linien aus ihnen geugn |

P

durchichneiden fich insgefammt in einemPunkte By |

dafs die Summe oder der Unter{chied von Figorenge | 4

gebner Gattung, Uber diefe Linien beflchrieben, dm
Rechtecke BH x BM + S gleich ift; fo ift der Ortdee
Punkte E einze Kreislinie von gegebner Lage und Grili)
loch mit dex erwihnten Elufchrf[nkung_ > Camerers

Bemerkungen zu Apollonins ebuen Oertern).

™
|'5

Anmerkun g Die Sitze in Folgerung 4 und in dielnd

L5

fatze berreffen den Ort der. Durehichnittspunkre E, worinn gt

Linien, tvon einem gegebnen Punkte A aus gezogenl
lelliniew fo durchichneiden, dafs das Quadrat iiber AE enuweder
allein, oder in Verbindung mit beftindigen Grafsen, durch 42
verinderliches Recliteck beftimme wird, deffen Gréfse zulett #8
dem vevanderlichen Abffande” diefer” Pavallellinien' vom gegn
Punkte' A abhiingt., == Der folgende Ort betriffe die Durch-
fehinittspunkee'E, wotin gtade Liniegn, von einem gcgebnenI‘=-'ﬁ'—"
te A aus, gezogen, Sehuen eines gegebuen Kreifes {o durc]zl}.‘|‘.iic"|'

Quadrat tber AE duFeh das Rechteck nus dem beyisd

den, da's da
Abfehnitten jeder Sebue beftinime wird,  Diefen Ort fithre ich 10

folgenden Lehrfatz auf , um mit demfelben nach Simyfons Bey!!
of5ed

dicfen Haupteheil aus der Lehre der ebnen Qerter zu befchli
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st PSR R osiaT 2 26:])
Bt | 1) Wenn ein Keeis, mithin auch deffen Mittel Fig. 7.
ngel punke € und irgend ein ziweyter Punkt A gegeben
=80 fiud, gleich viel ob 4 innerhalb, oder aufserhalb, oder
tkung,

ayf der Kreislinge licgt, unid tpenn grade Linien, vom
inden | Punkte 4 aus gezogen, fich mit den Sehnen BD
fap | dicfes Kreifes jeziwey und zwey o in Punkten'e
oot | durchfchueiden , 1) dafs entweder Ae® = Be X De,

wrkh- | 0der, wenn S einen gegebnen Flichenrawn bedenter

nogn | Ae* = Be. X De 8 dfts cund ivgend; einer diefer
1Bl | Punkte.e liegt, aufsevhalb des Kreifes, auf dev Veys
'en ge- =i"""3-’gfl'f'1h'g einer, Sehne ; _jf; Ia‘ ﬁsi'r ecr geonetris
, dem feiie Ort aller Jolcher Punkte ¢ eie gras
it dee| #e Linie von gegebuner Lage im—"2) Dicvehfehnes-
sl | 9en fie frch hingegen; unter fibrigens pleichen Usi Rt
waes | 90745 J0, daf Ae* = § — Be X De ifi ; fo ift-der Ort
der Punkte e eine Kreislinie von gegebmer Lage
und Grofse.

(emZa
1, grie 2) Weun aber von den graden Linien, die vom
P‘“:é' Gegebnen Punkie 4 aus gezogen werden, irgend eine
SN el snit edmer -der Sehnes BN o140 S
i b Lk, i
(2 Hi ; YT, emein IZf-”-‘r\I&’ifjﬂ durch-
egih fhneidet , 1) dafs entiveder 4Bz = BE X DE , oder
pud- | A= = BE X DE 1 § ifts fo ift umgekehy Jlets
wile \6er geomerrifche Ort aller Punkte E,

: eivie
[l R S )
s Kreislinie wvon gegebner Lage und Grifve: und
beyach e, s - : > = : L
| rchehneiden fie fich 2) fo, dafs AE* = & — p
1an ¥ ity I i - v 1
eyfpid K DE Tﬁ: Jb i’J‘I, dei _0)'1.“ aller. Punkte B eine gra-

liefsen he L“l_? e Vo gegebuer Lage,
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e

. Fe % Ge* = Ce2 = CG?, weil in diefem Fall ¢

1, angefetzt itt*. Folglich niuls der erflen Voransfiiess

400 g v ¢ Ik

Da diefen Vorausfetzungen gemifs der Punkied
und der Mittelpunkt des Kreifes, C, gegeben!find
fo ift auch die grade Linie " AC der Lage und Grils
nach, und tiberdem der Halbmefler CG oder CM dg
Kreifes der Grofse nach gegeben. Man ziehe von dem
Punkte e oder E, welcher den Bedingungen des S
tzes genﬁge thun moge, durch den Mittelpunkt ds
grade LinieeH, oder EH, von der der Kreis den Dunt

mefler, FG abfchneide.

it
| oD
(rp
Seli
dad
ade

may
Fﬂlg!

1) Liegt dicfer Punkt e aufserhalb des Kreifses; inde |
Verlingerung einer  der Sehien BD, fo ift Be X De=|
|

in C gleich getheilten-Darchmefler CG, das Stiick Gt

gemifs, nach welcher Ae2 = Be x De & S{eyn foll, A¢
. Ce2 == CG2 7 S, und alfo ez — Aoz = (G £3
{feyny wo das obere oder das uwtre Zeichen gilt, j¢ pich
dem Ac2z um den gegebnen Raums$ kleiner oder griff
als das Rechteck Be X De gefetzt wird, Unter diefer
Vorausfetzung durchichneiden folglich die vom Punk-
te A sus gezognen Linien, die verlingerten et
{o in Punkten e, dafs in denDreyecken CAe, die inte
gefammt tiber der gegebnen unverinderlichen Linké
CA ftehn, der Unterfchied der Quadrate aus den et
Schenkeln gegeben und unverinderlich ift , pemicl
gleich dem Quadrate des gegebnen Halbmellers,
mehrt oder vermindert um den gegebnen Raum 5
Deshalb mufs der Ore der Darclfchnivtspuilie ¢, alsSpr

tzen diefer Dryécke ein Perpendifre] auf art
gegeh”

yer-

=B
0
ter
Sthie«
Linii
den |
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| INHALT, SBADEL. FAIGUREN, 461 .

geoebnen Linie CA*, und 2vwar dasjenige Pespendilel
Jom ;. welches vom Punkte O, der in der Mitte der:
Grundlinie CA 'liegt , nach der Seite “des ' kleinern
Schenkels zu , um eine Linie Oh abftebt,” deren Grifse
dudurch: beftimmt wirdy dafy 2 Oh X GA = CG2 +8
oder 4 CO'x Oh =7CG2 + § ift. Und:daraus findet.

man: Oh-durch, Conflraction grade wie¢ in Lehtfatz 16
folgernng 3. -~ (Apollonius ebne Oerter 11, 7.8 9.)

It aber der zweyten Vorausferzung gemify Ae? = §
=Be % De, {o muisAe24- Be x De = Sund folglich Ae2

+ Ce2==€G2=§, ederde2-}- Ge2 = §4-C(2 feyn. Una
terodiefer Voransfetzung durchichneiden fich alfo die
Sthenkel der Dreyecke ACe, weiche iiber dex gegebnen
Linie AC ftehn, fo, dals die Summe" dev Guadvate ans

den beyden Schenkeln einem gegebnen ‘Fli{éh}'ﬁraum zleick

it, weshalb nun der Ozt der Durchichnittspunkte e keine
grade Linie, fondern eime Kreislinie von gegebner
Lage und Grifie wird *, Und zwar, wenn man die Li: 17.f, 1.
iie CA 1m Punkte O halbirt, fo it O der Miteelpunie

liefer Kreislinie, und #hren Hm’é.-:.-qﬁ}:-'()e findet man da~

mus, dafs Oe? = 3 (S +-CG2) — CO? feyn muly * w,.f g,
\dpallonias 1. 14.)

2) Liegt der Durchfthnittspunkt E in der: Sehne BD
Wbff, und alfo innerhalb des Kreifes, fo wird diefe
%thne vom Durchmefer FG, der durch den Punkt E
[ht, fo durchfchnitten, dals BE ¥ DE = FE x GE * *22. &

1= CG2 — CEg2 ift, indem der Durchmefler EG in die.

lem Fall im Punkte C gleich, und im Punkte E up.

teich gecheilt ift *, _ a3n,fiix
Ce
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1ft alfo nach der erfien Vorausfetzung AT2=BE &
DE =S, {o mufsin diefem Fall AE2= CG2—CE2 3§,
und AE2 -+ CE2 = CG2 3§ [eyn, Alfo ift dann, it
wie unter 1) der Unterfchied , fondern die Summe it
Quadrate aus den Linien AE+ CE, welche von swey
gegebnen Punkten aus gezogen, fich durchfchneiden
einem gegebnen Raume gleich, mithin der Ort’ dey Pu
e E jetro eime Kreislinie, um einen Punkt 0, d

in der Mitte zwifchen A und C liegt, als Maittelpunkt

befchrieben, mit einem Halbme(fer OF, fiir den UE?:-I
x17. £ (CG25S)— OC2ift*, (Apolionius 11, 11. 32.13) |

10t aber nach der zweyien Vovausfetzung , AE? =4
—_BE x DE, fo mufs in diefem Fall AE~ BE xDE=S
oder AE2 -+ CG2 —CE2 =S, und folglich AE2 —(B=
S (G2 und umgekehrt CEy — A2 = CG* — Sl
Da allo der Unterfchied der Quadrate iiber den Schenket
AFE, CE einem gegebnen Raume gleich ift, fo wird #
Ort der Puskee E in diefemFall einPerpen dikel o
AC, welches, wie in der erften Vorausfetzung untel
aus Lehrfatz 16, Folgerung 3. dadurch gegeben witl
dafs 4 CO » OH=CG? == S {eyn mufs, {Apoi'wﬁf”

11 10.)
Peﬂrmﬁmﬂg, im Fall der Ort eine grade itk

ift 5 und zwar 1) fiir Punkte e aufserbalb des Kieifis. i

der Ort diefer Punkte das Perpendikel eh, and tmu

» 16, 1. 86 Cez—Ae2=CG* %S =4C0 % Oh = Ch2 Al

(t. fo mufs, wenn S gléich null ift; und i Fal #
> ' : ’ . 5 At [ovt
ohern Zeichens , immer Ce > Ae and Ch > Ahltp

folglich das Perpendikel zu der Seite von O, auf weik

O
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Et A liegty aufltehn. Folglichy weénn O aenfserhalb das

'_"S’ Kreifes lieat, oder CA - >2 CM ilt, auch der Punkt h
e und das ‘ganze. Perpendikel eh nothwendig aifierhald
ekt Kreifes fallen, . - Daffelbe findet i Fnll ides. unters
Effq Leicqens (batt , ,wenn CG2> Sifk, dd lﬁngege’ﬂ, wenm
"de?‘ CG2 < §1ft,  Ce < "Ae witd, unddas Perpendikel el
i naclr der. Seite von C zufalit. :
) o Da ferner der Halbmefler CG = CM ity muls
Y ek 4 CO % Oh—CM2=:+S feyn. If .4 ein Punks
B2 i Kreife; {o belteht der Halbfmefer CM aus 1wey gleis
3) chen‘Theileén CO¢ OA und einem dritber diefén ange:
3=t| fetzten Stiick AM, CM =,2C0 £ AM y und deshalb

=4 it dann CM2=4 CO x QM. -+ AM2#%, telglich 4 CO x *y, £3.
(B (Oh —CM) — AM2 = £ §.. Doher mufs, wenn S gleich
: null ift, und im Fall des oberw Zeichens, nothwendng

Tl
}fE:ﬂ: Oh > OM, alfo b ein Punlt aufserball des Kreifes [.“ iy
?n E.J welches im_Fall des sntern Zeichens nicht nutiug it
:Zd;;g da fiir dieles, nach m.f’_ ...:., .Lm _lemc% oder gria
il iser als OM feyn, und b innerhalb oder aufserhalb deg

ol Kreifes liegen kanns ——  Wenn A in der Kreislise liegt,
ol'll:ﬂlll it CM2 = 4 CO % OA, miithin 4 CO x (Oh = 0A)

=+ 8, Ifi folglich alsdann § gleich utlly {o muls Ol
gleich OA feyn, alfo h in A fallen, und eh den Kieis im

L Pankte A beriihren®. I Fall des obes # Zeichens liegt # 3

ifes De dagegen b anfserball, im Fall des nnern innerhalb deg

fiir & Rreifes., — Wenn enslich 4 tifséria th des Kvs Jr'e.i lu.‘u! it
I . N 3

=AY CM=2C0O —AM s Tolglich CM2 = 4C02 =4 CC %

'Jﬂ b Y Y = .d i L z N

hﬂ A;v{-‘— “..;.LE* :"T ( > {] —— \1\ ] 5 T 42,1}_2 S 4 (_.J » 9.
il | AN AT

high & OM - AM2, wo das cbere oder das untere Zeiclien

‘el

gilt, je nachdem M miit A oder mitC auf eineriey Seite
(SORT |
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von O liegt; d. h. O ein Punkt innerhalb oder aufser.
halb des Kreifes , und CA kleiner oder grofser als
2 CM ift. Wenn daher$ gleich mull oder additiv genon-
men witd, und O liegt im Kreife, fo mufs 4 CO x
(Oh—OM) — AM2 == o oder§ feyn', -welches nit
dann moglich it, wenn Oh >OM, alfo h ein Punkt
aufserhalb des Kreifes ift. == - Folglich ‘liege y: wenn §
gleich nall oder additiv iff, das Perpendikel eh, als Ont
der Punkte e, wnter allen Umfiinden aufserhalb. des gegt
vien Kveifes, nur dafs es den Kreis in dem Fall, wen
$ gleich null und A ein Punkt der Kreislinie it
beviibre,

oY Fiir Punkte E innerhalb des Kreifes, ~ filr weloie

der Ort ein Perpendikel EH auf dem Durchmefler AB
oder deffen Verlingerung ift, mufs der Fufspunkt H
1.16. 1. immer innerball des Kreiles liegen, weil CH< CE*
and E ein Punkt im|Kreife ift, und es ift fur daflelbe
CE?— AE? = CH2— AH2 = CM2—§ = 4CO x Ol
1t alfo der gegebne Raum § dem Quadrate fiber dem
Halbmefler des gegebnen Kreifes gleich, §=CM? fo
it CA = AH, H fillt in O, und das Perpendikel EH
{teht im Punkte O felbft auf. — It § < CM?, fo
fallt H mit A auf einerley Seite von O, indem dann cH
~ AH ift, unddann mufs nothwendig O ¢in Punktim
Kreife, alfo CA< 2 CMfeyn, und, wie wir ebenge
{ehn haben, CM2 =4 CO % OM - AM?Z oder CM:
— AM2 =4 CO X OM feyn. Danun OM > OH il
fo mufs in diefem Fall immer CM2 — AM2 > CM2-3$
umfi deher S > AM? feyn. Wenn der gegebneRaufl
kleiner als diefes Quadrat ift, fo giebt es keine Punkte

|

|
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E:4veléhe ~den Vorausfetzuingen, die- fich  widerfpre-,
clien,  geniige thun konnten. — It endlich§ > CMz,
fo-ilt AH > AC und:der:Punkt H fillt -mit dém Mit-
telpankte C zu einerley Seite des Punktes O3 und 10
diefem Fall konnen die Punkte A und O'auch aufser-
kalb des Kreifes liegen,

Befiimmung im Fall der Ort ef_rfe Kreislinic iff.
1) Fiir Punkee ¢ anfserhalb des Kreifes, wird der Ott
eine Kreislinie, wenn Ae2? -} Ce2 =S5 -}- CM2ift; und
dann ift O der Mittelpunkt , und fiir den Halbmefler
20e2=8+4 CM2—3 €02 1Ift O ein Punkt im ge-
gebnen Kreife ; fo mufs immer S > AM2 feyn, fonft
it der Ort unmoglich. 1.0 ein Punkt aufssshialb des
gegebnen Kreifes, und § < AM2, fo liegen der Or¢
tind der gegebne Kreis ganz auflserhalb einander; ift
S >AK2, fo fchliefst der Ort den gegebnen’ Kreis
tingsum ein, und ift S < AK? aber > AM2, {o durch.
fchneidet der Ort den gegebnen Kreis, da denn eini-
ge, Punkte e aufserhalb, andre innerhalb des gcgebﬁen
Kreifes liegen ; daher fich.daraus, dafs ein Pupkt e
auf der Vetlingerung der Sehne BD liegt, liEiﬂESWCgs
fchliefsen lifst dafs‘auch alle andre Punkte e auf Ves-

lingerungen der Sehnen BD liegen miiffen.

2) Fiir Pankte E innerbalb des Kreifes; wird derOrt
¢ine Kreislinie, wenn AE? 4 CE2 = CM* S ift, uid
dann ift O der Mittelpunkt, und fiir den HalbmefTer
des Orts 2 OE2=CM2—2CO02 5 S, ' In diefem Fall
mufs, . wenn § gleich aull iff, der Ort von dem gegeb-
nen Kreife ringsum. eingefchloffen werden. Jm Faif
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des obern additiven Zeichens durchfchneiden fich:derOn
und cer gegebne Kreis,; wenn'O aafserhals des gegebs
nen Kreifes liegt; it aber:O einPunktin diefent Kiel
fe, fo wird, je nachdem OM gxtiser, gleichy oder kit
ner als ON-ift; der Ort ganz interhalb des gegebnen
Kreiles fallen, oder ihn innerlich: berithren,“oder dn
{chneiden, Im Fall des wntern [ubtractiven Zeichnt
wird der Ort wiederum ‘vom gegebnen Kicife einge

fchloffen,

Anmeskune, Diefe Beftimmungen -laffen fich mit Hilfe
der Aus{agen in Lehrfatz 11, 1-'n1g-:1-1lmg » und Lehrfatz "1z af
eifte dhnliche _Pt!.'t,. als fir den Tall, wenn der 'Ort eine grid
Tinie ift, entwickeln ;-weshalb ‘¢h aber'’ auf Simions Wiedether
frellung von Apollonius ebnen Oettern verweifen mufs, u mich
hier nicht i 20 grofse Weidiufiglkeir zu verlieren,

Simfon mdcht aus den: Theilen. diefes. Oxts ache, yerfchiedne
Sitze, und feine Entwicklung, derfelben mmmt 1% Seiten ¢in. I
Pappus Baricht uiber den Inhalt der Ebnen ‘Qerter des Apolloniss,
finder fich nur ein eingelchrinkrer Fall der erften Vorausfetzunz
untér 1) and ferbit “diefer el dic Ablchreiber entftellt Woe
deid! ‘Auch Fimmt Temuia 33°aus’ Enklids Poricnien ( Pappus Vih
759) mit et einfachiten Fall von'y iiberdin, indem diefer Lehne
fatz ausfapr, dafs falls_ehi auf demsvérlangerten Durchmeflt L¥
fo_fenkrechic ftehe, dafs Th X hM = Cb2 ik, auch fur jcdml’lm?i!

in diefem Perpendikel, wenn man el zicht, Fe x eG — Cedlige
mufls, : Sz

Man ficht leiche, dafs mam die Ausflage dicles Outs pach Att
der vorigen Qerter noc chi erweitern und m.mll remeinern Kl
welches aber, wig es fcheint, fchon Simfon_fiir tiberfitilig gelil
ten hat. Ich endige daher mit diefem Satze nach Simfons Be) yipiel
diefen Hauptrheil der Lehre von - den Ebnen Oertern, den ich
hicr ziemlich ausfihilich vorgerragen habe, weil theils mei ine Ab-

ficht, wo mbghch 5 1o Geemertic in ihrem ganzen Umfiange ¥
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fie von Alten und Newuern behandelt worden ift , im Kurzen dar-
auftellen ; “diefes erforderte, theils die Sitze an fich fo nett und
brauchbar find, theils fehr gute Uebungen in der geometrifchn
Analyfis, und Beylpiele .vca11;11['-&11:113\311}15'111gcndcu.-n geometrifchen
Unterfuchungen an die Hand gelien,

f\_llf,tf*’,EGa’Ji'ﬂf’_ﬁ'-’Juﬁ_Wegc, wo man die Eigenfchaften; der Cur-

“ren lediglich' aug ihrer Gleichung *, durch algebraifche Minel,

und nicht wie hier durch.Dacftellung der Fizur und durch geo-
metrifche Conftructionen erforfche, Ii{st fich indefs fchon mana
ches von, dem higr Vorgettagnen evleichtern, und tiberdem der
Kreis noch auf allgemeinere Arten als Ort cines  beftimmten

Punktes darftellen, und die Bedmgmw, unter welcher ein Kreis

daher man die weitre Ausbildung diefer Lehre, billig der -alges
brailchen Analyfis vorbehile, :

Ich wende michmun zu; den  Aufyaben., welche ziv” diefem
Puche Uebaren werde hier, aber. --aicht viel mehr gls die upent-
buhrhchﬂ'en Conﬂmctmnsuten, auf die ich mich zum Theil {chon,
bclufen hﬁbe, vottragen., Andre Aufgabcn : .Lmd bc‘?mdclg

: ﬂenGebtanch der aufgeftellten Oetter’ in Aufléfing o geometrifther

Aufgabcn vcrl‘pavc ich fur das"Buch des folgenden Theils, wels

tighes der.gedmertrifchen.Analylis beltimme if,

A
b

¥gn

T

f. 5.
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welche zum dritten Buche gehoren

AUEGARE T. :
Ein gegebyies Vieleck-in ein Dreyeck vom gleicity
Tnhalt zu verwandlen. | '
Man ziehe ¢ine Diagsvale; @i B.AF; Lo, dofs d
durch von dem ganzen Vieleck ein Dreyeck AFG abge:
fchnitten wird, und duch die Spitze G diefes Dreyetls

' cine Parallellinie mit der Diggonale. Darauf verling

_re.man eing von den:Seiten der Figur,, welche an di

- f,g,

abge{chnittene Dreyeck anftofsen, 7. B. AB, bis @ |
ihrem Durchfchnitt H mit der Parallellinie, und zieht |

yvon dem andern Endpunkte der Diagonale die grade
Linie FH, fo erhdlt man ein Vieleck mit den Seitn
FH, HB, welcheseine Seitt™WweriZer als das Gegebent
und doch mit demielben gleichen Inhalt hat.

Denn das fo gebildete Dreveck FHA fteht mit dm
abgefchnittnen FGA iiber gleicher Grundlinie FA und
zwifchen gleichen Parallelen FA, GH, hat alfo mi
demfelben gleichen Innhalt *, daher es fich anbelcha
det des Flichenraums ftatt des abgefchnittenen Drey*
ecks fetzen lifst. Der Conftruction gemifs liegen 206

—

o= 1
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BA und AH ingrader Liniey: folglich hat das:lefztere

Vieleck gleichen Inhale, aber ‘eine Seite ‘weniges als das
Ge'g}lw.r:e.

Fihrt man auf diefe  Art fort, und fchneidet z.'B,
durch die"Diagonale BD wiederum ein ‘Dreyeck ECD'
b, flir ‘welches; wenn HB bis I verlinpert wird,
man ein Vieleck FHIDEF erhidlt,’ welches' zwey Seiten
weniger und denfelben Inkale als des Gegebne hat.

Da min niin:diefes Verfahiren 1o lange fortfetzen

karin, bis man  endlich ‘auf ein Duv,mm I“,m.,nt fo

g€

| beliebig v:elSencn, in ein Dreyeck von gleichem In-

halt verw anddn.

S LT

Bemex k UG de bder diberhaupt':-kann man

Jnittelft -Cl_;&[ﬁrt-.M#th-Dﬁﬁ. zu jeder gegeimen gradelinigen

Figar., einc ikr gleicke Fignr von einer .belichigen Seiten.
zahl, die geringer als die Seizenzahl der gegebren Figar iff,
bilden.  Mit:gehoriger Vorficht Lifst fich diefes V erfal
ren felbit flufluun‘nmmoe Figuren iibertragen ¥, und '+ Z.2
it beym Ausmeflen von unregelmifsigen Flichenriu-

men oft von Nutzen.

Bemerkung 2. Holle Winkel, wie E, dndern bey ¥ E. 16
diefem Verfahren nichts. Sie geben Diagonalen, wie
DF, welche aufserhalb der Figur fallen, und fchneiden
Dreyecke wie DEF ab, welche dem Flichenraume der
Figur an derh Raume mangeln den die Disgonale mit
den tibrigen Seiten-umichliefst. Die Parallete: durch
die Spitze E mit einer {olchen Diagonale, durchichnei-
det die'Seiten der Figur, . B. dic Seite ID der reducit-

el s T




e R N Y — e Sre—

A10 grv.con - HL

ten Figur.in K. ' Zieht man FK, fo find GiéDreyetke
DEF, DKF gleich, und mithin hat{dann das Vieleck
HIKF, mit dem Vieleck HIDEF gleichen Inhalt, gber

eine Anzahl van Seiteny die um eins kleiner ift,

3 Bemerkung 3, &) Zicht man alle Diagonalen
durch ‘welche man Preyecke Schrittweife abfchneide,
yon demfelben WinkelpunktD ‘aus, und fehafft ausj
dem Dreyeck die Seite weg, welche der Spitze D g
geniiber fteht, (o erhile das Dreyeck, auf welche mn

Fig. 74. zuletzt kimmt, den H’f;_ffuiﬁﬁff Winkelpunke, — [)Zit

man (hf-?ef}en alle Diagonale von einem PLnkt in- eingt

Seite der Figur ABCD aus, [o liegt eine Spitze des enty

henden D;e_yer:ks in diefimn Punkte devi Seite, — 1) Und

auf diefelbe Art lafst fich iwgend ein anderer P.fm!;t befim:
wien | inwelchem  die Spitze, und eing Seite det Figuy
in welclie die Grandiinie (des zu bildenden Dréyefﬁ'f liges
foll dergleichren in practilchen’ Biichérn mit grolset
Unnftindlichkeit, und mit weit mehr Wortaufwand i

die Sache-verdjent, gelehrt 2u werden pflegt

A0 G AR K"

Ein Parallelogramm unter einem aepebenen Wi
kel % bilden, twelchés mit cinem gegébenen Pﬂlﬂ'”

gramus, oder Trapexoid, oder Dreyéck e stk
Iuhalt hat.
Taf, Uk %) Ziche ven ‘den Endpunkten der Grundin

e, ba he.
e des wecebenen Parallelogramms, unter dem geot
nen 1*.-. inkel ; Parallel hmm nach der Lenenunelﬁ 1

_den ‘qt.hc . {o entfieht cin PYarallclogramm unter det

LT
dut

an

ne

Pr
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gerebenen Winkel; welches mit-dem erftern gleichen
B Inhalt hdt % : S B8 : Aty X
aber : -
2) Theile die eine der’ nicht- parallelenSeiten des Fig, 14,
Tra*peﬂnf'ds, 2. B. CB, in ZWeY g}c.iche' Theile im
Wl | punkte T, ‘ziche durch diefen Panke cine Parallellinit
A | e der gegeniiberftehenden  Seite AD, und nacl die.
Wie | (o von den Pllanen A, D, unter dem geg ehenen Win-
8 kel, Parallellinien, fo ift das {o entftchende Parallelo-
L | gramm unter dem gegebnen Winkel befchrieben, _unci{
it | o niit dem Trapezoid gleichen Inhalt *, 2 2l
eingt b N : : i :
il 3 ) Im Dreyeck theile man eine der Seiten, z. B.
Uid | LB, in zwe_v gleiche Theile im Punkte ;\‘ ziehe durch
eﬂfﬁ:- die gep (TlLlElﬁ‘I'..‘J‘cﬂd? Spitze mit’LB ‘eine Parallellinie,
lou, | und Mch diefer aus den PunktenL, B, unter dem: gegeb-
fisg | men Winkel, Parallellinien,  fo ift das for entftehende _
‘ofset Pmallclooramm das Geluch e ' :
s ~ TS | oo T e -
_f'f}ig‘i’i'ﬁﬁﬁ, I,'!a ﬁm _jC::GF? \’}L'L'.’.‘L‘jﬁ, GG!‘ vgr]ggn
Aufgabe gemifs, in ein'Dreyeck ‘van gleichem Inhalt
verwandlen dafst , fo- kamn man alfolauch jedes Vieleck
in ein Pm-(,-f.’efz;a"anmz mit emem - pegehuen Winkel wey.
Wi | wandlen, — - Alfo such in ein Parallelogramm mit eis
el | Bem rechten Winkel, d. h. &1 ein Réchzeck,
e
: " AU F GABE 3.
Tinie Jeber eine gegebne grade Linic MN ein Paralle- o » 26,
el lograwium 2u befchreibeny welches it einem gagebnen
oher-| Parallelogramm ABCD gleichen Inbalt hot s wiidl wia
cdet | e gleichens Winkel enthalten ift,




PR e ¥ 5% 5
R T R P « = L R

412 » v e u- H.

Man verfingere eing der Seiten ‘des ‘gegebnen i .

rallelogramms , 2. B, AB, {chneidei auf der Verling:
rung BE, gleich der gegebenen Linie MN, ab, und sicht | i
durch Eund den EckpunktCeine grade Linie, Durcl
{chneidet diefe die verlingerte Seite AD des gegebni
Parallelogramms in einem Punkte F; fo ift DF di | jea

zweyte Seite des gefucliten Parallelogramms, Und verlin: | Pat

gert man die beyden andern Seiten des Gegebnen il :5"5'
C hinaus, und zieht durch E und F mit ihnen Pal {[ohi
lellinien; fo ift die Evginzung BGHI, welche anf it | e
Art mtfn}w das gefuchte Parallelogramm, \Eni-
Denn da vermoge. der Conftruction die I inien AL .{,',-;

DI. EH, und aueh die Linien. AF, BG, EH, Pufﬂ.]lf' .

laufen , {o find die Vierecke welche auf diefe Art g E:[:;
bliL.i:t v.e1dcn , insgelammt gle;clmmkh:re Parallelo-
%g, (1) gramme %, Ueberdem find die Erginzungs- Pa1&|
*8.(3) lelogramme ABCD und CGHI einander glei¢h *; 0 |fes

auch die gegentiberGehienden Seiten DF = CH und U |

BE = MN*. Folglich it CGHI  das -gefuchte ft fer’

LB 34 =
>

rallelogramm’; welches diber der gegebnen Linic MN

=
e

= Clh-fteht, und mit dem gegebnen Parallelogran® |&)
ABRCH gleichwinklig und gleich grofsift. tekk
: : Riovn o P i S
Folgerung 1, Aufdie Art lafst fich alfo aueh |

ein gegebnes Rechreck in ein anderes, von gleicher Grife, i
qelches iibey einer gcgwncn Grundlinie ﬁm . verwandelts o
Und zwar, da ‘es mehtentheils nur darauf ankiu’mmt,dte ber.
Hohe diefes zweyten Rechtecks zu finden, und hiert® | e o
der eriteé Theil der Confiruction hinreichty fo yverdient

. L u ! . ; - ] -
diefe einfache Methode felbft vor der den Vorzug g i
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| i den folgenden Aufgaben, mittelft Auffindung

:]a.ng[:- dner . vierten . Proportionallinie ,  werden —kennen
1

s o WInen.

Jurch-

cbntt Folgevung g, Ferner lilst fich auf diefe Art

IF @i | jeaes gegebne Dreyeck L LMN, oder jedes Trapezoid in ein
Parallelogramm von gleichem Inhalt , welches iibey eine gea
o iibt | gebue Linie MN, und unter ejneis gegebnen Winkel W be=
Pasal: ifri’ss-iu'n-n ift; and zwar insbelondere, in ein Rechteck iiber
f dinf pigebner Grundlinie verwandelr, - Man verwandle zu dem
Ende das gegebne Dreyeck oder Trapezoid -in ein
' gleich grolses Parallelogramm , unter dem gegebnen
o A ‘.Vinlxc‘ ¥  oder in ein gleich grofses Rechteck, und *Afg.a.

2
(2. 3.)

replin

mled fohre.dann wie unfere Con truction angiebt, Kine
- E indre Methode leh_r_t Aufgabe 8.

allelo- - = aee

il Folgerang 3. Endlich lifst fich auch durch die-

8 ks Verfahren gedes E;md"!””‘“‘ Vieleck in éin’ Pavallelo-

0d O |srzmms eter cinem gegebnen Winkel, und zwar T

fe e ddece i i Rechseck , welches iiber eine gegebne Grundlinie

MN |MN. ffehet , verwandeln. Dazu filiren verfchiedne Wege,

ol |v) Entiveder man verwandelt das Vieleck in Ein Drey-

wk von glei€hem Inhalt *, dasDreyeck 1n ein Recht- *Afg. 1.
wk*, und diefes nach dem eben gelehrtén Verfahren *Afg, 2.
i h ein gleich grofses Rechteck, welches iiber der ge-

;m'e!'f:. gbnen Linie MN flelit*. —  [8)-Oder mian zerichnei- * f, 1.

it die

au{ﬁ

et die gegebne vielfeitige Figur, entweder in lauter

. Dreyecke , oder in Trapezoide *, verwandelt jeden % - ,
“fm: fiefer Theile efnzeln in Rechteck *, und diefe in .;;_.r.!l‘fg‘:
i eich grofse Rechtecke liber der gegebnen Seite MN¥, * f 1.

N s = : e :
i % luigt dann die aweyten Seiten aller diefer Rechtecke in,
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eine grade Linie zufammen, “und belchreibt fber b |
als Grundlinie, und mit MN als Hohe, ein Rechteck: |

)

" E. 5. {o erhilt man das geluchte Rechteck *.
Aufdiefelbe Art 1a{st fich 7ber sine gepebne Line
éiit Rechireck “bilden, welches der Summe oder dem Uny:

Jeliede zweyer Vielecke Ry S gleich iff ; je nachdem mu

die Rechtecke itber MN; denen beyde’ Vielecke ein-i
zeln gleich find ; zu entgegengdletzter oder zu e

fo—y

ey Seite der: gemein{chattlichen Grundlinie MN,

:
|
ben oder auf- einander legt, :

An merig unig f. Die Geomeret das Mittelalets bt
fir diefe Conftruction.ein cignes Kunftwore Applicatio,” Dheh
bezeichnet im weidaufigen Sivn ':.'j.:;-.'f-:m'c fignvam ad finem ol
Secumdpm tinean: Gberhaupedas Belchreiben einer Figur itber tiat

* Afr.12 beltiniare Linip 2
1
Anwerkung 2. Da der Zahlausdruck eines Reched
das Produke aps den Zahlausdriieken der Grundlinie ‘und Hohell '~|
z. B. AB X AD., und umgekehrt der Zahlausdruelk der Hitt '
aus dem des Inhalts und der Grundlinie durch Divifion geiundet
i*
wirdyhi= = ; fo ift im Fall der erften Fulgerung , der Ziblu#

i

+ G, 4.

(=)
drucik der geluchten Hohe DF des zweyten Rechrecks,
I P\ i
DE = AB'XAD
BB

Ein folcoer Zablagsdruck Yafst fich daher in Linien darkelsh;
du by confiriiiven, wenn man das Rechreck, deflen Zahlausdrich
AR x AD,, d, h, weleher aus den Seiten AR und AD belchriebea

¥ it *, in ein gleich grofses Rechteck fibet die Grundlinie BE v@

wandelt; und dicfes bevechtigr tns {n geotivetri{chen Unterl
chunjeh “eiiién folchen Ausdruck diich ¢ Eebe pings Revbrec

WEI‘CI‘NI__I]I’:‘;‘_ Heb Grindiinie BE J'Wl‘:'f 3 hnd it Aim ﬁg{}:i:ri
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Wbt AB x AD gleichén Thbalt bat , zu tiberfetzen, Wie wir:das &, By
e i der Ausiegung des zoften Lehr(arzes gethan haben,

hteck; |

Anfherkdng s Dadagy was béy den Zahlausdriickem

der Linien’ und-Flachen'Divifon ik, in der geometrifchea Darftela

e Y lang fich:durch diefe Confiruction bewerkftelligen lafse 3 fo iibers

Unter trugen die dltern Mathematilter das Kunfbwore fiir diefes Verfah-

nmid | ren anchauf die Divifion, und fagten z. B. mumernm applicare

@ ¢in | A mumersm , wit'das' Dividiren einer Zahl durch eiic andre an-

ein.'-r»! auzeigen €7 T4oA, 0.
Ny e |

' s AN E.G.A BE A
1) Eine-gegebne grade Litie AB in beliebin viel

s | gleiche Theile zu theilen,

" Do ; ;
i ode 2) Eine gegtone grade Linie 4B, entweder 1neli-
wiel | pepers gegebuen Lf-:r_fcr_a P, 0, R oder einer 000
sen eiigetheslten "Linie MN,  proportivnal einzus
ichtecks theilemn. ;

fohel 1
i Higt

:mn-!'iﬁ

1) Gefetzt man foll die grade Linje AB in 5 glei-Fiv. as
g T % . 3 a8 fra
che Theile theilen; fo ziehe man durch den Endpunkt

A dieler Linie, unter einem beliebigen Winkel gegen

ihlws §  diefelbe, und in gehdriger Lifige, eine andre orade
Linie, trage auf diefe eine beliebige Linie AC fiinfmal
nebeneinander auf, dnd ziehe,vom letzten Endpunkge

G diefer Theile; hach deimn findpunkte B.eimne graca
fully; | \Linie GB« Dann fchneidet, behaupte ich, eine Pa-
it | rallellinie mit GB, die dirch den erften Theilpunk G

uiedt} gezogen wird, auf der gegebnen Linie AB den fiinfa

WL ten Theil Al'ab, und trigt man Al fiinfmal nebenein.
fateri il s o 1s | T Wy

"¢ ander, oder zielit man'dutrch alle Fernern Theilpunke
Rty

i t¢D, E, F, mit GB Parallellinien, fo wird AR auf
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die yerlangte - Art 5 -das- heust in fiinf gleiche Theile

T— i -

——

eingetheilt:

e

Denn-da vermge diefer Conflraction die Parallels

finien CI; DK etc, die Schenkel AB, AG des Winkels

A-durchfchneiden, fo theilen fie diele Schenkel einans

*7,Z.2. der proportional *, Sind alfo, der Conftruction gemil

die Stiicke AC, CD etc. insgefammt, unter einandér

. gleich, und jedes fiinfmal in der Linic AG enthalten;
{o miiflen auch die Stiicke Al, IK etc, untereinandr

glclcn , und jedes def fitnfte Theil der: gegebnen Lini:

AB {eyn. - Mithin ift:diefe in fiinf gleiche Theile ge

2 g
PR P C—

——s

|
|
1
|

theilt,

Fig. 73" 2) Soll die grade Linie AB den gegebnen Linien
p, Q, B, in diefer angegebnen Folge proportional g
x . g, theilt werden ¥, fo trage man auf eine grade Linie,wek

\ che durch den einen Endpunkt A der gégelmen, unbe:
\." it Sk fimmt gezogen ift, die gegebnen Linien P, Q, Rin
der verlangten Folge nebeneinander., fo dals AC=D,

CD = Q, DE=R wird, ziche durch die beyden End:

punkte B, E der gegebnen Linie, und der letzten gufge:

tragenen, eine grade Linie BE, und mit:hrparallelsdruh

die Pankte C und D Parallellinien, fo wird durch diele

Par_allelen die Linie AB auf die verlangte Art. das heilst

nach dem Verhiltnifs der Linien P, Q, R,in der V¢

langten Or dnung eingetheilt, Denn wegen des paral’

Ielismus der Linien CI, DK, EB, verhalten 1 fich die

Theile AI, 1K, KB des einen Schenkels, wie di¢ iiber-

kels

einftimmenden Theile AC » CD, DE des andern Schen-

3 -

F_ PR SR B
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£

kels *; und diefe Theile find vermdge der- Conftrue. * 7
tion den gegebnen Linien P, Q, R gleich,

Soll endlich die grade Linie AB einer gegebnen
eingetheilten Linien MN proportional getheilt werden,
fo yerfihrt man mit den Theilen, welche auf diefer
Linie gegeben find, grade fo, wie hier mit den gegeb-
nen Linien P, Q, R.

Noch andre Methoden beyde Aufgaben aufzuléfen, werden
wir im folgenden Buche kennen lernen,

Bemerkung 1. Man fiehtleicht dafs diefe Con-
firuction fich auch auf den Fall ausdehnen lifst, wenn
die geoebne Linie nur ein beftimmter Theil der einzu-
theilenden werden foll, z. B, der erfte, der mit dem
Theil AC der eingetheilten, gegebnen Linie iibereina
ftimmt *.  Denn in diefem Fall ziehe man durch die XE gl
iibereinflimnienden Punkte B und C eine grade Linie, i
und mit diefer durch die Punkte D und E Parallel.
linien; fo theilendiele, wegen des Parallelismus der Li-
nien durch C, D, E,dic verlingerie AB, der gegeh.
nen Linie proportional ein *, . -
Bemerkung 2, Da ferner nicht blos die Schen- Fig,

kel eines Winkels, fondern je zwey grade Linien, wels

78

che Parallellinien durchichneiden, von diefen propor-
tional eingetheilt werden *; fo fieht man leicht, dafs Y7, Z. 2.
man dicfe Conflructionen auch dabin abindern kanny dafs
man durch die Theilpunkte * der eingetheilten Linie *E. . «
AG oder AE, willkiibrlich Paralleilinien zieht, und
dann um irgend einen Punkt T in der dufserflen Pa-

Dd
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rallellinie, mit der einzutheilenden Linie als Halomf

fer,einen Kreisbogen befchreibt, der die andre uls. h

{te Parallellinie im Punkte V durchichneide. Zieht g
o
o

man TV, fo ift diefe Linie der gegebnen gleich, md
auf die verlangte Art (z. B, in 5 gleiche Theile) ein
gcetheilt, und man kann dann ihre Eintheilung dud ri.
¢inen Zirkel unmittelbar auf die gegebne Linie iiber | g

tragen, ! ie

. : i e et s 4 Sc

Zu Theilungen von Linien in gleiche Theile, mitlt |

7o : : , _ u
diefer Conftruction, dient ein befonderes Inffrunt, |

a

worauf eine Menge Parallellinien in gleichen Ente: |
nungen von einander eingegraben {ind, und welts .
uns der Miithe tiberhebt, jedesmal erft gleiche wil- | du
kiihtliche Theile aufzutragen, und durch die Thels | An
punkte Parallellinien zu ziehn, @ity

an & % g
Auf diefelbe Art findet man auf den Verldngesn

gen einer gegebnen Linie AB die Punkte, welche i

i S

a1

ihr eine Linie bilden, ~die einer gegebnen AE fo pn -
portional eingetheilt ift, dals AB mit einem der milt
iern Theile CD iibereinftimmt. Man zieire nemlich die
durch alle Theilpunkte willkiihrlich Parallellinien, i, ?9""
ge zwifchen die beyden durch C und D die gegebnt ik
Linie AB ein, und verlingere fie, bis fie von allenje:
nen Parallellinien durchichnitten ift, — Dann hat me

die yverlangte eingetheilte Linie,

Pat
the

Zufatz 1. Um ein gegebnes Dye yeck durch L
mien aus der. Spitze in eine beliebige Anzahl gfeis'fu’"

Theile, oder in Theile, welche zt einander ein gegenes Ver
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imef. |

iser, | Rilenif haben einzatheilen, theile man die Grundlinie
il . - 2
s | nach der verlangten Art ein, und ziehe aus der Spitze

7 grade Linien nach allen Theilpunkten.
{13

eine Denn das gegebne Dreyeck wird dadurch in klei-
urch | ne Dreyecke getheilt, die insgefammt auf derfelben

iber | graden Linien ftehn, und deren Spitze in einem Punk-

aiar

| te liegen, folglich in Dreyecke von gleicher Hohe % * Eo z.

l Solche Dreyecke verhalten fich aber wie ihre Grundjj.
ittellt |
nien *; daherf das gegebne Dreyeck dann auf die ver-*5 6 &
mtit . si.w :
' | langte Art eingetheilt ift,
il

iehes Zufatz I, Um ein gegebnes Pavallelo Eramm

Wl durch Parallellinien miv einer des Seiten in eine beliebige
Yeiv | Anzahl gleicher Theile, oder in Theile , welche zy
aiuder ein gegebnes Verhaltnifs baben | einzutheilen, theile
man die zweyte, an jener anftofsende Seite auf die ver.

langte Art ein, und ziche durch die Theilpunkte Pa.

eini=

erun:

e rallellinien mit der erftern Seite,
}j.'ll'i'u
oA Denn die kleinen Parallelogramme s Welche anf

mlich |Giefe Art entftehn*, liegen insgefamme zwifchen
tarallellinien; haben alfo gleiche Hohe *
5 g

i, £ % e
' kch folglich wie ihre Grundlinien*

5 'P'E[hﬂifen » E
s und das gegebne
Parallelogramm it daher auf die verlangte Art einge-

theilt.

rebnt
en jé
£ men

A UF G AGZBTE 5.

:&Iif; 1) Eine gegebne grade Linie BC, nach einem
che

i {Gebnen Zahlverhiiltnifle m : n, einzutheilen,
s

Dd 2

Wey *1.34.f1

5. £ 1
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¥ Afe.

{2)

Fig. 79+

= be gelei&ct wird *,

o) Auf der Verlingerung eincr pegebnen gy
den Linie BC [o einen Punkt g zu beftimmen , daf

die beyden Abfchnitte Bg, Cg , in dem gegebuen Zabl: |

verhiiltniffe. m:n flehn

Das gegebne 7ahlverhiltnifs m :n fey welched 4 |
- Lafst es fich jedesmalleichtin ein Linearverhilt |

wolle, {
erwandeln, Denn man braucht zn dem Ende nur

irlichen Linie zwey Linien Py Q git|
wie die beyden Zahlen |

ails v
aus einer willkiil
de fo zufammenzufetzen,
und n aus der Einheit zufammengeletzt find. Alsdann

vethaltfich m:n = P:Qund P und Q find bekani® |

Liniett.
1) Nun (oll im erffen Fall der Aufgabe die gegebnt
C felbft nach dem Verhaltnifle m:n, folglich

_L'm'm B
Leilt wer

den Linfen P und Q proportional einget
den; welches durch das Verfahren der yorigen Aufg

o) Im zweyten Fall foll auf der Verlingerung g
gegebnen finie BC ein Punkt g {o gefunden werden)
dafs {ich verhaite Bg:Cg=m:n="P:Q. Die beyén
Abfchnitte Bg , Cg find in diefem Fall um die gegth
ne Linie BC von einander verfchieden, konned olo
nicht im Verhilenifs der Gleichheit ftehn; und wisée
diefes gefordert, fo wiire die Aufgabe in diefem Tl
pnmoglich. Ueherdem mufs, je nachdem m gt

oder kleiner als n ift, auch Bg grifser oder kleinss gl

Cg feyn, mithin der gefuchte Punkt g auf der Verling!
rung der Linie BC tiber. C oder iiber B hinaus liegéh

Alles diefes zeigt auch die folgende Conftraction:

B
el
m
Iis



AU F G ARE N, 421

Gefetzt-nemlich, es fey m > #, fo verhilt fich

o Le'V.a.8
hﬁ | Bg:Cg:Bg—Cg=m:nim—n=P:Q:P—Q%*, oder
ol P—Q:P =BC:Bg. Man ziche daher durch B. eine

grade Linie unter einem willkiihrlichen Winkel-gegen
BC, trage auf fie von B.aus, BE =P, und vom End-
LR p;unkte E diefer Linie, riickwirts EF = Q auf, ({o dafs
hil- | BF = P— Q wird) und ziche FC {o {chneidet eine
i | Parallellinie mit FC, durch E gezogen, auf der Ver-
g | lingerung von B tiber Chinaus den gefuchten Punkt g

nf | gb. Denn wegen des Parallelismus diefer Linien ver-
dand | halt fich BC : Bg : Cg =BF:BE:EF* = P=Q:P:Q," 7. 2
mit | folglich Bg:iCg = m:n,

Ift dagegen m << m, mithin auch P < O und
41| BE ~ EF, fo fillt der PunktF iber B hinaus , auf
dem Stiick der willkiihrlich gezognen Linie, welche
mit dem erflern gegen B auf entgegengefetzte Art
uig liegt, und zieht man nun CF’y und mit ihr durch E
| eine Parallellinie, fo durchfchneidet such diefe dieLj.

nie BC, nur auf der entgegengefetzten Verlingerung,

g o
4 iber B hinaus.
€y
eyden Sollte endlich m = n, folglich anch P = Q und

sgdt| BE= EF {eyn, fo miifsten diePunkte Bund F, mithin
yalo} auch die Linien ¥C und BC zufammen fallen,. - Eine
wirde| Parallellinie durch E mit EC, wire al{o in diefem Fall
pfil| such mit BC parallel, durchfchnitte folgiich. BC suf
qbfr| beyden Seiten verldngert, nie, und.es ift dann kein
er ti] Durchfchnittspunkt g mdoglich,

fing¢

l i}‘ Wollte man fich indefs vorflellen, dafs zwey Parallellinien
B fich in einer unendlichen Entfernung (d. h. aber gar mickt) durch-
118
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fchneiden, fo riickt in diefem Fall der Punkt g ins Unendlicke
fort, Ein Kreis mit einem Halbmeffer Ag befchrichen, gienge
dann in einen Kreis, mit einem unendlich grofsen Halbefler
befchrieben; di h. in eine grade Linie tiber, und fo wiirden durch
diefe blos eingebildete Idee in Lehrfatz 20 die Fille, wo cinOr,
der, falls m und n ungleich find ein, Kreis ilt, wenn m uadn
gleich find, in eine ‘grade Linie iibergeht, auf jenen Haupdill
zurfickgebracht 3 und diefes Verallgemeinern ift {iberhaupt ¢ine
der vorziiglichften Anwendungen, die der Mathematiker von die
fen blofs eingebildetenIdeen des Unendlichen macht, Doch g
kort diefes mehr in die algebraifche Analyfis, als hierher,

Zufatz. Sind in einer graden Linie mehrere
Punkte, z. B. B, D, C gegeben, und man fucht af
ihr oder ihrer Verlingerung einen Punkt G, der o
liegt, dafs die Hrltfm'nung deffelben von den gegeb:

nen Punkten zu einander in gegebnem Verhiiltnifsfehn |

follen,z. B. Bg:Cg:Dg=m:n:p; fo ift diefes nicht
fiir jedes Verhalten, fondern nur unter gewiflen Bedin-
gungen moglich. Denn. es mufs dann z. B. fich verhsl
ten Bg~=CgiCg —Dg d. hs BC:CD =m—n:n—p
welches eine befondre Bedingung fiir das gegebne Ver:
hiltnifs m:n:p an dic Hand giebt.

Anmerkung. Dicles ift die vollltindige Aufiofung einét
Aufgabe; auf die wir uns in den Folgerungen und Zufdczen 2
Lehrfatz 20 durchgehends berufen-haben, Das dort Vorgetrage®
beruht gréfstentheils auf ihr, und befonders wird hieraus die
Anslegung S. 326, 2, ganz deutlich werden, Apollonins ebneQe
ter Il Lemma g.)

Die Aufgabe von einer gegebuen Linie BC einen befiimmit

Theil, z. Bden fechften abaufchueiden, oder fie nm diefen Theil # |

verlingern , ift nur ein befondrer Fall, dicfer Allgemeinetny

———

T e
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.E!ﬁge |
elfer | Wenn ein Winkel A, und ein Punkt B gegeben T'& 8%
Lia: find, durch diefen Punkt eine grade Linie fo zu ziehn,
Oty 3 - : . ) -
n | 9afs durch die Schenkel des Winkels auf ihr zivey Stii-.

L 2 ¥ ad - i L e ] . . Fosi =
pill | cke BC, BD abgefchnitten werden, die in einem ge
ae | gebnen Verhilenifs frehw,  fich nemlich 1wie die gegeb-

die- | sien Linien P:Q wverhalten.

1 |
: I Liegt der gegebne Punkt B 2wifchen den beyden
! Schenkeln des gegebiten Winkels, fo ziehe man durch ihn
rere ! eine Parallellinie mit dem einen Schenkel AH, welche
af | den andern im Punkte E durchichneide, nehme auf
t I diefem ein Stick EDfo, dafs AE, ED, den gegebnen
atbe | Linien P, Q proportional find, und ziehe DB, fo ift *Afg. 2.

tehn | diefes die verlangte Linie, Denn wegen des Parallelis-

cht | mus der Linie EB, AH, : durchfchneidet fie auch den

dine | zweyten Schenkel in irgend einem Punkte C *, und*l.24Z3.
fal | zwar (o, dafs fich verhilt AE:ED=CB:BD =P:Q*% " 7
=p Liegt der gegebne Punkt B aufserkalb des Winkels,

Ve | {5 ziche man durch ihn und einen beliebigen Punkt

E des einen Schenkels etne grade Linie, nehme auf

ilir ein Stiick BF, fo dafs BE, BF den gegebnen Linien

‘ref > . - 1 - .

“* | P, Q, proportional find *, und ziehe durch F eine*Afe. 2.
oo e E = . o “

g Parallellinie mit jenem Schenkel, welche den zweyten

geas

5 die Schenkel in irgend einem Punkte D fchneiden mufs ¥:*124Z 3
o | foift DB die verlangte Linie. Denn wegen des Paral-
lelismus der Linie FD, AE, durchichneidet fie den er-

mten | ften Schenkel AE nothwendig in irgend einem Punk-
il | te.C*, und zwar fo , . dafs fich verhilt BC : BD = BE¥,
BF = P :Q.

= N B - e
@ = T i L et g — e
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4 . .. - . »
oy ( Gregovins o St. Vinc, I, 28. 29). Man ficht leicht, dafs fih l
diefe Aufgaben noch auf mannigfaltige Are abindern laffen, 2,3,

wenn eing Parallellinie 'mir dem einen Schenkel gegeben ift, die |
Linie durch den Punkt B o zu zichn, dals die Abfchaitte der.
telben zwilchen den beyden parallelen Linien, und zwifche B
und demn andern Schenkell in dem Verhalniffe von P zuQ

ftehn ; eine Aufgabe, die orade (o aufgelott wird ( Greg. L %)

Zulatz, Um darch den Punkt B eine grade Linic If

zu giehn , dafs fie auf den Schewkeln des gegebnen Winkd |

zwey Stiicke AC , AD abfchneide, die fich wie P zu Qo 1

halten, trage man auf den einen Schenkel AE =P, al

den andern AF = Q auf, ziche EF, und damit pal |

lel durch B, CD. Denn dann verhilt fich wegends |

¥ 7. Parallclismus diefer Linlen, AG : AD = AE: Aff=
P:Q (Greg. L. 30.)

AU F -G AT HE 7

Fig. 82, u drey gegebnen Linien P, Q, R., die vt
te Proportionallinie zu finden

Man bilde einen willkiihrlichen Winkel K, un
trage von der Spitze K aus, auf dem einen Schtri!i!]
deflelben die erfle und zweyte der gegebnen Linten,
P=XA, Q= KB, und auf dem andern Schenkel dit
dritte Linie R = KC auf, verbinde dann die Endpiinks
te A, C der erften und dritten dureh eine grade Linie,
und ziehe mit diefer durch den Endpunkt B der 2wey*
ten cineParallellinie BX. Das Stiick KX, welches dic
fe Parallelinic auf dem zweyten Schenkel abfchneide

ift die gefuchte vierte Proportionallinie
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s fich } Denn da- die Parallellinien die be}'rderi Schenkel
i ‘B | einander Proportional eintheilen, fo verhilt fich KA+
S| EB=KC:KX*, mithin P:Q =R KX. el
hen B Bemerkung 1. So wie fich, unbefchadet des
Al - z . 3 1 . .
i“F .vierten Glieds, die mittlern Glieder jeder Proporiion
. 5

vertaufchen laffen, fo ift es auch fiir diefe Confiruction
-~
ey | 8302 gleichgiiltic, ob man die zweyte oder di€ dritre

der gegebnen Linien, mit der erften auf demielben

(inkel
Om. | Schenkel legt. Nur dafs man immer dercin den Enda

ol | punke der erflern Linie, und der, welche auf dem andern
par Schenkel liegt, die grade Linie ziehn mufs, durch wel-

o de che die Lage der Paralleilinie beftimmt wird.

43 Zieht man durch die Endpuumkte dey. beyden Linien,
welche in der Proporticn die mitelern Glieder ausmachen
eine grade Linie BC, und mit diefer durch den End.
punkt der erften eine Parallellinie AY, {o verhilt fich

i | EA KB = KY:KC und man erliiilt daber eine vierre Lis

#ie KXY, welche miz den dvey andera , nicht, wie unfere

Aufoabe verlangt, diiekt, fondern verkefurt proportio-
B B+ i

;und pal ift: und eine folche Linie lafst fich daher anf diefe

ekl | Art immer ganz leicht finden.” Eine ‘andre Methode
4
nien, | dazu haben wir in Aufgabe 3 kennen gelernt. * ¥Afg3f
EI dit -k TeT & =y a5 .

: Bemerkung 2. Ferner ift es nicht ndthig, dafs
onke . o =
B man die drey gegebnen Linien auf den Schenkeln zu
Liniey . b - o] <

einerley Seite des Punktes K, oder tiberhaupt von die-

1wey- 3 : s
sdlj; fem Winkelpunkte an auftrage; vielmehr kann man
1§ die L P : -

it fie ganz willkithrlich legen, wenn nur die tibereinftim-
[E18EY 4

menden Endpunkte der Linien P, R in zwey Parallel

linien fallen. Denn auch in diefem Fall {chneiden

e T e ———
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zwey durch die Endpunkte der Linie Q'mit jenen pa.
¥70Z.2 yallel gezogne Linien, vermoge Lehtfatz 7%, vom ges
LR gentiberfichenden Schenkel ein Stiick ab, welches au
| den drey gegebnen Linien die vierte Proportionallinie
ift. Allein die oben angegebne. Conftruction ift yon
allen die einfachfte. :

Bemerkung 3. Auch Lehrfatz 13. Folgerungs
fiihrt anf ein ganz bequemes Verfalhven, zu drey gegebun
Linien die vierte Proportionallinie zu finden , welches ich
dem Lefer felbt zu entwickeln iiberlaffe. Ebenlh
unfere Sitze iiber den Kreis, befonders Lehrfatz 3
und 25, aus denen leichte und artige Methoden

folren,

. , , Bemerkung 4. Diefe Conftruction ift iibrigens
N T . fiir die geometrifche Darftellung daffelbe, was die fo-
il ik A - .gcnﬂnntc Regel de Tvi fiir die Arithmetik ift, und fic
il fie nicht weniger wichtig, In fo fern man einen jeden
AB x AD

-~

Ausdruck wiefolgenden

als vierte Proportio-

s V.3 e nalgrofse zu den Linien DE, AB, AD anfehn kann *
: dient diefes Verfahren, ihnliche Ausdriicke noch auf ei-
- ne andre Art in Lineargrofsen anzugeben, d. i. 2 con
| flruizen, und bey geometrifchen Unterfuchungen noch
N\ ' ' auf eine andre Art zu #berfetzen, als wir diefes im Vo
B 1k ¥ Afg.g. rigen gethan haben *; nemlich durch vierte Proportio-
i i _ & 2 pallinie zu den drey Linien DE, AB, AD; eine Ausles
£ T ' gung , die indefs vermdge Lehrfatz 4 Folgerung 1. in
der That mit der erftern zufammen fillt,

e N o s il S

o - — L - g WS

#

i
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e g el



T it sl el e W - N Y L ke B e

fle
fin

A UTF GIA B E-N, 427

A s ol ¢ g e R "

Ein gegebnes Parallelograman ,  oder cin gegeb-,
nes Dreyeck oder cin gegebnes Trapezoid , in eine Fi.

gur von einer diefer drey Gattungen zn vevwandeln,

~welche mit der gegebnen gleichen Inhalt hat, uwd

entweder iiber einer gegebmen Grundlinie MN Jreht s
oder eine gegebne Hone hat.
Alle einzelnen Aufgaben, welche in- diefer allge<

meinen enthalten find - laflen fich durch Anffindung ei-

ner vierten Proportionallinie aufiifen, und mithia auf die

yorige Aufgabe zuriickfithren, find aber, wie fie hiet

ausgedriickt werden, unbeftimmt, Denn derInhalt des
Parallelogramms wird durch das Produkt waus der
Grundlinie in die Hohe beftimmt, derInhale des Drey-

-ecks durch die Hilfte diefes Produkts *, und der In-

halt des Trapezoids durch das Produkt aus der Hohe
jn die " halbe Summe béyder Grundlinien *  Sol-
len folglich zwey Figuren diefer Gattungen glei-
chen Inhalt haben; fo miffen zwey f{olche Produkte
gleichieyn, wodurch eine Proportionalitit zwifchen den
Grundlinien und Hohen beyder gegeben wird *, Nun
aber find von der gegebnen Figur, diec Grundlinie und
die Hohe bekannt, und von der zweyten f{oll entweder
die Grundlinie oder die Hohe gegeben feyn. Folglich
kennt man in diefer Proportion drey "Glieder, and
fucht man aus ihnen, nach der vorigen Aufgabe, die
vierte Proportionallinie, {0 findet man auch der ge-
{uchten Figur Grundlinie oder I—Ii.ihe_, wodurch jedoch
diefe Figur nicht vollig beftimmt wird.

54

* V‘F‘ 3.“"':
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Nach diefem Fingerzeig entwickle und lofe de
Anfinger felbft die einzelnen Aufgaben auf, diein
diefer allgemeinen enthalten {ind, Hier, zum Beylpic],

nur ein Paar,

Tig. 75. Das gegebne Parallclogramm ABCD in_ ein Paralleh.

gramm diber die gegebne Grundlinie CI zu vermandes,
Man - fuche die Hohe DK des gegebnen Parallelo-

¥ E. 3. gramms ¥, und zu CI, CB, DK die vierte Proportio:

nallinie, {o ift diefe die Hohe des gefuchten Parallel:

¥g. f.2. gramms *, und errichtet man auf CI ein Perpendikel,

tragt darauf 1L, diefer Hohe gleich, und zieht duxh
L eine Parallellinie mit Cl; fo fchneiden je zwey P
rallellinien-durch C und I ein Parallelogramin ab, wel
ches der Aufgabe gentige thut. - Diefe Aufgabe iftalfo
gnbeftimmt, weshalb unzihlige Parallelogramme ihr ge.
niige leiften. Beffimmt wird fie, {o bald roch der
Winkel gegeben ift, unter dem diefes Parallelogramm
. befchrieben werden {oll, wie in Aufgabe 3., und die
fes ift, wenn nach Rechitecken gefragt wird, immer d
EFall,
Hitte das Parallelogramiin ABCD in ein Dreyeck it
Cl verwandelr werden follen, {o fey die Hélie des ge
fuchtenDreyecks h. Dann wird der Inhalt des Paralle
logramms ausgedriickt durcly BC X DK, dés' Dreyecks

L dmch%C] xh* und da beyde gleich feyn {ollen, muls

BC % DK = 3 CI % h feyn, folglich fich verhalten

sy 3.4 3CLeBC=DK:h *. -Manfuche al{o die vierte Pro-

portionallinie zu £ €I, BC, DK, f{chneide auf dem

-

Perpendikel auf CI, diefer Linie gleich INab, und zie

he durch M mit CI cine Parallellinie; fo ift die P |

[T

L
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rallellinie der Ort der Spitze des gefuchten Dreyecks™, ¥ 2, Z.
und die Aufgabe ebenfalls unbeffimmt, etc.

AUFGAZBE 9.

Zu zwey gegebnen Linien P, O , als iufsere
Glieder einer Proportion , izwey andre Linien I', X,
deren Unterfehied oder deren Summe einer gegebunen
Linie N gleich ift, als mittlere Glieder der Proportiow
zu finden,

Man ziehe willkiihtlich zwey Linien, welche fich Fig. 6¢.

im Punkte F rechtwinklig durchichneiden.

I Fall des Untes[chieds trage man zil entgecenge-
{etzten Seiten des Punktes F auf die éine diefer Linien
FA =P und' FB=Q, und auf die zweyte Linie FH
— N. Halbire AB und FH, und errichte auf beyden
Linien in den halbirenden Punkten Perpendikel.  Der
Punkt C, wo diefe Perpendikel fich durchfchneiden,
it der Mittelpunkt eines Kreifes, der mit AC als
Halbmefler befchrieben, auf der 2weyten Linie die bey-
den gefuchten Linien FD, FE abfchneidet,

Denn da diefer Kreis vermge der Conftruction
durch die Punkte A und B gebt, fo find AE, DE Seh-
nen, die fich im Punkte F durchichneiden, folglich
FA:FE=FD:FB *: und da das Perpendikel aus dem *s2.f.30
Mittelpunkte C die Sehne DE halbirt, auch EF = HD
und mithin FD — FE=FH = N.

Im Fall dev Swimme trage man FA = Pund FB = Q
zu einctley Seite des Punktes F auf, und verfahre im
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tibrigen wie vorhin, - Durchithneidet dann die Kels.

linie, die durch A und Bgeht, die zweyte Linie in den

Punkten D, E, fo find jetzt AB, DE Sehren, die ver

lingert im Punkte F fich durchfchneiden, folglich wie.

*22.£17 derum FA:FE =FD: FB ¥, jetzt aber FD 4 FE=FH
="N:

In diefem Fall wird jedoch der Kreis die zweyts

Linie nur dann durchichneiden, wenn die Summe det

beyden Abfchnitte FE-| FD = N grofser ift, als do

Zweyfache der Tangente, die aus F am Kreife gezo-

Pazf3a gon wird *; oder, da das Quadrat diefer Tangente

¥ 22. 2, gleich ift dem Rechteck FA % FB *, nur dann, wen

Nz >4.FAXFBift. If N kleiner, fo wird die/AuF

gabe unmoglich.

Bemerkung 1. Da dasRechteck aus det mitt
lern von vier Proportionallinien, ftets dem Rechteck
aus den dufsern gleich, mithin in diefem Fall (N~
FE) x FE=P x Qift; {o liuft diefe Aufgabe anf eins
mit folgender hinaus: ,, Ein Rechteck von gegebnem In-
halt s zu befchreiben, wenn entweder der Unterfchied, oder
die Summe zweyer anlicgenden Seiten de(felben gegeben iff
Noch eine andre Form und Aufis{fung derfelben, findet
fich in Aufgabe 18§.

Bemerkung 2. Wo es iiberhaupt anf Gleick
heit von Rechtecken ankommt, wird diefe Conflruc.
tionsart vermittel(t des Kreifes, mehrentheils mit Vor
theil gebrancht werden.

Zufatz. Sind die beyden gegebnen Linien Pund
Q gleich, fo geht die gefuchte Proportion, in dicfe
P:X=X:P, und daher unfere Aufgabe (da es gleich-

2

U

{113

i
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| giiltig ift, ob die gefuchten Linien innere oder dufse-

it ik : g ‘
re Glieder in der Proportion ausmachen, in folgende

ien 3
tiber :

ere

s Wenn ¢ine mittlere Proportionallinie P, und von den

H beyden andern proportionalen Linien, entweder die Summe , .
oder der Unterfchied N gegeben find, diefe Linien [elbff

e | %6 finden,

i

1o Oder : Ein gegebnes Quadrat P2 in ein Rechteck zu

!
s | verwandeln, von dc_ﬂcu beyden anliegenden Seiten' die Summe
O | oder der Unterfchied N gegeben iff.

|
y ]' Oder endlich: Auf eimer gegebnen graden Linie N,
iz oder auf deven Verlingerung einen Punkeifo zu beflim-
£ men, dafs das Rechteck aus den beyden Abfchuitten ; einems
| gegebnen Quadrate P2 gleich fey.
; l‘ Diefe drey Aufgaben fragen, nur unter verfchied.
| ner Geftalt, nach ein und daffelbe, und find ein ein-
" | zelner Fall unferer allgemeinern Aufgabe.  Dadurch
i dafs fiir fie die gegebnen Linien P =FA, und Q=FB
g gleich find, wird die Conftruction in beyden Fillen
) betrdchtlich vereinfacht.
it Im Fall des Unterfchieds befchreibe iiber FH — N Fig, 89%
als Durchmefler einen Kreis, welchen FA = p beriihrt,
b und ziehe von A durch den Mittelpunkt eine grade Li-
g nie, welche den Kreis in D und E durchichneide, o
g find AD, AE die gefuchten Linien. - Denn es ift AD
% AE = AF2=P2 und AD = AE-4-N. :
i Im Fall der Summe belchreibe iiber FH = N ¢}
¢ nen Halbkreis, zieche mit FH in einer Entfernung
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gleich P, eine Parallelliniey und fille vom Puankte
wo fie den Kreis durchfchneider, ein Perpendikel Il%
auf den Durchmeffer , fo {chneidet diefes auf dem
Durchmefler die beyden verlangten Abf{chnitte FK, KH
ab. Denn es ift FK x KH=1K2= P2, und FK+ KH
=EH= N.

A U F GABE 10,

Wenn ziwey Rechtecke , aus den Linien 4, B
und P, O, gegeben find, eine Linie zu finden, 24
welcher fich eine Seite des einen Rechtecks , wie der I
hait beyder Rechtecke zu einander verhiilt.
Geletzt es fey X die Linie, zu welcher die Seite
A in dem Verhiltnifle des Inhalts beyder Rechtecke
fieht, AxB:Px Q= A:X; fo ift das erfte Vernil:
%3, £, 2, nifs anch gleich dem Verhiltnifs A X B : X % B*; folg:
Lich, da die Vorderglieder gleich find, miiffen es apch
xV, 3. ¢ di€ Hinterglieder feyn, P x Q =X x B*, oderes muls
*V.3.4 fich verhalten B:P = Q: X *
Man fuche alfo zu der einen Seite des einen, und
zu den beyden Seiten des andern Rechtecks die vierte
¥ Afg. 7. Pro peortionaliinie ®, {o vethilt fich zu diefer die andt
Seite des erftern , wie der Inhalt beyder Rechtecke,
oder A:X=AxXB:PxQ

Bemerkung. Auf diefe Art findet man awey

Linien , dic im zufammengefeszten ¥, erbiilenifs zweyer Povr

« V. 6. gegébner Linien fickn, A:X=(A:P)+(B: Q)™ Sind
die gepebnen Verhiltnifle gleich,fo it A: X =2 (A:P)

—A2:P2und A:P=P:X%, da denn diele Auflofung
in

|

"
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¢ in die iibergeht, welche wir in Aufgabe 12 fiir-diglen

y =

[K | Fall haben werden, *, 12. f, 2,

m |

H 1 A U F GAZBE 171.

B ! Zwey Linien davzuftellen , deven Verhiltnifs aus

'\ den gegebnen Verhiltniffen dreyer Panr Linien 4,B, C
" und P, O, R zufammengeferzt ift, oder die fich wie
die Produkte dreyer Linien, zu den Produkten dreyer

B andver Linien * verhalten. ‘R
iw i Gefetzt Yund X {ind die beyden gefuchtén Linien,
" 1 {o foll fich verhalter Y: X =A xTLxC:P x Q xR oder

| BxC %X R* x C*V.1g.
bl = : Q « _ Setzt man folglich Y = i.__E e
te i. P A B
e | x R ' s o
i und X = g-—ﬁ—rfo erhalt man gewils zwey Linien in
# | dem gefuchten Verhdltnifs, und von diefen Linien ift
| dann die Eine die vierte Proportionallinie zu P, B,
lg | und die Awdre die vierte Proportionallinié 2u A,

| Q, R ; *AGs -
: . _ e
e Zufatz 1. Solly wie in der vorigen Aufoabe, ;
o eine der gegebnen Linien, z. B. A, das Vorderglied des

gefuc]1te11 Verhiltnifles feyn , . fich folglich verhaiten

£y .

AXBxC:PxQx R::A:X:A:::B:{C:XxBxC*; -
fo mufs, wegen Gleichheit der Vorderglieder, Px Q x R

Y =X xB xCymithin BxC:Q xR=P:X feyn, Denkt

i man fich daher eine Linie Z {o, dafs fich verhalteB : 7

nd =p:X mithin anch Bx C:Z x C=P: X, fo mufs die-

P) | fe Linie fo belchaffen feyn, dafs Q xR=2ZxC*;,

T:E | felglich C: Q=K:Z ift. — Sucht man dahes zu C, s
i Ee

Va B,
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Q, R dievierte Proportionallinie Z, und dann 2 B, | 4

7. P abermals die vierte Proportionallinie. fo erhilt | g
i ‘man die gefuchte Linie X, zu welcher A in dem ver- i

langten Verhaltniffe fteht. il

Zufatz ¥1, Ueberhaupt médgen noch fo viel |
Verhiltnifle gegeben {eyn, und man ficht ein Verhilt- | de
nifs G: X, welches aus allen dicfen gegebnen Verbiltviflw | ve
zafammengefetze iff, o findet man dicles durch fortge. | T
fetzte Auffindung vierter Proportionallinien a, b,¢ | ch

LI AT B F. Dy

13
I
i
5
e 5
i
S
i
{
1k

glensis B s : | V_{
A Po=rig Y ki
B : Q e b :
LR = a X ;SCI
{o ift, wenn man zulammenfetzt G X' = CA:P) | bl

IVi40.(B:Q) +,(C:RY = AXxBxC:PxQxR¥

AUFGABE I2 _ | bey
r'ig‘ iz, 2 ) oedebuen Linie P O die d it KB

« Proportionallinie zu finden,

Diefe Anfgabe fordert - eine fletige Pmpm'sinn die

71 denken, worin die mittlern Glieder beyde der zwej*

% V. 5 ten gegebnen Linie gleich find *, und zu diefer die gel
vierte Proportionallinie zu finden, = Man wiederhole b

dahér die Conftruction der fiebenten Aufgabe, nur dals 2t

man jetzt Q = KB auf beyde Schenkel des Winkels

K auftrage, und man ziehe AB" und damit parallelBG

e , mifl
{fo 1t KC die geluchte dritte Proportionallinie. -Denn
* m
es verhilt fich KA: KB = KB:KC. 'KaI;

Oder fetze auf dem Endpunkte von P=AD. die zwey- |

te Linie Q = DF {enkrecht, ziehe AF, wund errichte
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darauf im“Punkte F ein Perpendikel. " Wenn diefes
die. verlingerte AD im Punkte B durchfchneidet, fo
itt BD. die' dritte gefuchte Pioportmnalhme. Denn e¢s

75

2fiz
it dann AD:DF = DF:DB*, @
Oder befchreibe einen Kreis, trage P und Q von Fig, 62,

| demfelben Punkte A aus'als Sehnen hinein, und ziche
| vom  Endpunkt der einen eine Parallellinie mit der
| Tanwente durch A, fo ift das Stitck AM oder Ay, wels
| che-; diefe Parallellinie anf der andern, oder:auf deren

Vexlanuemng abfchneidet, die dritte Proporticnallinie
| zu den beyden Sehnen *. .l

Und folcher Auflsfungen mehrere; die fich ohne

j Sehwierigkeit aus unfern Sitzen iibes den’ Kreis aushe.
ben laffen..

Folgerung 1. Dazu den Zahlansdriicken der
beyden Linien. KA, KB die dritte Proportionalzahj
KBz

P it ¥, fo mufs diefes auch der Zahlausdruck fiir V.34

die dritte P:oportmnalhme KC feyn,  Folglich dient
diefe Coaftruction einen folelven Ausdruck in Lineargrg.

{sen anzugeben, d. i. 2 jconfiruiven: und man ift um-
gekehrt berechtigt bey geometrifchen Unterfuchungen

Fig. g3.

tinen folchen Ausdruck durch driste Proportionallinie
zu'den Linien KA und KB zu iiberfetzen.

Folgerung a, Setzt man die gleichen Verhzlt.
nifle in diefer ftetigen Proportion zufammen * » 10 fieht + v
man, dafs fich verhalte KA : KC — 2(KA:KB) = Kaz o
kB2, 4, h. dafs das Ver haltnifs der erfien zuridritien Pro
Ee 2

MBS0 ol R v TN LT
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postionallinie-noch einmal [0 hoch, als das Verhilmnifs dov
erffen zur zweyten, oder dem Verhiltnifle der zweyten
Potenzen aus den Zahlausériicken diefer Linien, mit
hin dgm Verhaleniffe dey Quadyate iber diefe Linieny gleich
* 4.2, 3fF ¥,

«) Um folglich zwey Linien. zu bilden, die fich wit
zwey gegebne Quadrate verhalten, braucht man nur 20
den Seiten diefer Quadrate  die dritse Proportionglinie

zu finden 3

£) und umgekehrt findet man die Seiten zweyer Qi |

drate, die fieh wie zwey gegebue Linien verhalten, well

‘man 2wifehen-diefen beyden Linien die mittlere Pro:
=T pmﬁmmllinie bildet *; "withtige Bemerkungen, fon
denen wir im folgenden Buche hiufig Gebrauch mi-

chen werden,

Folgerung 3, TFihrt man in der angegebnen
Conftruction fort, triigt ferner KC’ auf den zweyt!
Schenkel auf, und zieht C'D parallel mir E’C, fo it
wiederum KB die dritte Proportienallinie zu KB und
KC; trigt man weiter KD’ auf den andern Schenkel
und zieht D'E parallel mit €'D, eben fo KE die dritte
Proportionallinie zu KC und KD u. {. £,

Auf diele Art 1ifst fich folglich eine ganze Reihe
fletig proportionaler Linien KA, KB, KC, KD etc. bildetty
wo jede diedritte Proportionallinie zu den beyden Vo
hergehenden ; -und die mittlere Proporrionalliniﬂ Wi
fchen der nichst vorhergehenden und folgenden ift, o

dafs fich. verhilt KA ;KB = KB: KC = KC:KD= R
KE ete.
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Setzt ' man diefc ftetigen Verhiltnifle Schrittweile
zufammen *, {o erhdlt man * V.6
KA : KC = 2 (KA : KB) = KA2: KB?
KA : KD =.3 (KA : KB) = KA3: KB3
KA : KE = 4 (KA : KB) = KA+ : KB# efc.
Man wird daher durch diefe. Conftruction im ‘Stande
gefetzt Linien za bilden , welche fie wie irgend zwey Poten.
zen wvon .gleichem Grade aus dem Zahlausdriicken zweyer
_gegefmer Linien KA, KB verbalten,

Allein wenn zwey Linien, wie KA, KE gegeben
find, die Linie KB zu finden, fo dafs KA : KE fich
2.B.wie KA4: KB4 verhielte, dazu erhalten wir durch
diefe Conftruction kein Mittel.

Anmerkung 1. Andere Mittel eine ganze Reihe folcher
ftetig proportionaler Linien zu bilden, giebt Lehrfatz 24. Folgerung
1, und Lehrfatz 25. Folgerung 3 an die Hand, und wer diefe
Conftruction intereflant] finder, wird fie ohne Schwierigkeit daraus
entwickeln kénnen. Die leichtefte Methode verfpare ich fir das
folgende Buch.

Anmerkung 2. Um ein gegebnes Quadvat in cin Rechi-
eck, odey im ein Dreyeck etcs iiber gegebney Ginndlinie an verwap-
deln, mufs manfauf eine ahnliche Art, wie in Aufgabe g, zur
gegebnen Grundlinie und zur Seite des gegebnen Quadrats eine
dritre Proportienallinie fuchen, Diefes dritcke z. B. Tacguet fol-
gendermafsen aus: ad datam rectam AB, datae rectae M guadva- Fig. 83
tum facileeff applicare, invenienda vectis AB, Mtertiam pro- T
Iparzimm!em CD et vectongnlum ABCD couftrnendo.  Eff ewim dato
_x_jﬂuffmfn M2 neguale vectangulum , ad vectam AB applicatnm¥, *Afp. 3.

A
AUFGABE 13

1) Zwifchen zwey gegebuen graden Linien P 5
und Q eine mittlere Proportionallinie zu finden, und
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2) zwifchen einer graden Linie AB und einem
gegebnen Abfchnitt derfelben AD, eine mittlere Propor
tionallinie darzufiellen.

1) Man trage die beyden gegebnen Linien aufeine
willkiihrlich gezogne grade Linie nebeneinander,
AD = Pund DB = Q, befchreibe um die Summe bej;
der AB als Durchmefler einen Halbkreis, und errichte
auf AB im Punkte D ein Perpendikel. Durchichneidst
diefes den Kreisbogen im Punkte E, (o #f DE di g
fuchte mittlere Proportionallinie.  Denn es verhilt fich
dann vermoge der Natur des Kreifes AD:DE = DE!

*:2f10 DB *,

2) Soll zu AB und dem Abfchnitt AD diefer Linie,
die mittlere Proportionallinie gefunden werden, fobe,
fchreibe man wiederum um die ganze Linie AB sls
Durchmefler einen Kreis, errichte in D das Perpendis
kel DE, und ziehe von Punkte E, wo diefes die Kreis-
linie durchichneidet, nach A cine Sehne AE, [0 iff die.
fe Sehne die gefuchte mittlere Proportionallinie, - Denn ver-
moge der Natur des Kreifes verhilt fich dann AD:AE

Oder man befchreibe um AB irgend einen beliebi-
gen Kreisablchnitt, ziehe durch A eime Tangente an
demfelben, da mit durch D eine Parallellinie, und nich
dem Punkte F, wo diefe den Kreisbogen durchfchnei-
det AF, fo ift AF,die’ gefuchte “mittlere Proportios

¥25.£ 3. nallinie *

Oder man befchreibe um den iibrigen Theil DB
der gegebnen Linie, als Sehne, oder Durchmefler,
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) einen Kreis, und ziehe an diefen vam Punkte A aus
# | eine Tangente AG, fo ift AG die gefuchte mittlere Pro-
|- portionallinie *, ¥22f1 3
ae Folgerung. Die mittlere Propostionallinie zwifchen
y | awey Linien, kam nie grifier feyn, als die Hiilfte : der
¥ | ‘Summme beyder Linien, Denn kein Perpendikel auf dem
te | Durchmefler, das bis an die Kreislinie reicht, kann
@ | grofser feyn als der Halbmefler. Und fo folgt auch
re- aus der Conftruction, diefer aus der Arithmetik bekann-

h | te Satz.

Bemerkung 1. Da zu den. Zahlausdriicken

zweyer Linien P, Q die 'mittlere Proportionalzahl

% o (Px0O) it *, fo mufs diefe auch der Zahlausdruck * V> &
e fiir die mittlere Proportionallinie M feyn. - Ein Aus-
s | druck, wie V(P % Q) 4. i. eime Qnadvatwurzel, lifse
s l fich daher mittelft des Verfahrens in diefer Aufgabe in
& | Tineargrofsen darftellen, und folglich durch Verbin-
# | dung derfelben mit den Verfahren der vorigen Aufga-
- | ben, jede reime Quadratifche Gleichung - conflruiven. Was
E die Conftruction einer unyeinen quadyatifchen Gleichung be.

trifft, fo verfpare ich fie fiir die Bemgrkungen am En.
i de der Planimetrie.
n Bemerkung 2, Ift M die mittlere Proportio-
h nallinie zwifchen P und Q, fo verhdlt fichP: M =M:Q,
- and P:Q = P2: M2 = M?2:Q2, wie wir {chon in. der vo-
(0 rigen Aufgabe bemerkt haben ¥, *Afy.1n
% o) Sind vier Linien proportional, A:B=C:D,und :

|

anan nimms 2wifchen den erflen A, B und zwifchen den letz-
| ten Cy D misilere Proporsionallinien M, N, fo find asch
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diefe wit den Vovdergliedern, und eben fo mit dew Hinger
gliedern der- gegebnen Proportion ,  propertional,  Denn
es verhilt fich A:B=A2:M2=M2: B2 und C: D=
C2:N2= N2:D2, Wenn alfo die vordern Verhiltniffe
gleich find, fo find es auch die hintern, A2: M=

*4f2.C2;:N2, alfo auch A:M=C:N *: oder M : B=N:D,
oder A:M = N:D.

B Grade fo find ‘in gleichen Verhiltniffen A : B
C : D die dvitten Proportionallinien Py O mit den Vorda.
gliedern , und folglich auch mit den Hintergliedern pro-
portignal.  Denn es wverhilt fich A2 :B2 = A:Pund
¥Af 12 C2:D2=C.Q ¥, mithin A :P = C: Q und A:C=ED
e R e

«) Daim Kreife die Tangente die mittlere Propot:
tionallinie zwifchen einer verlangerten Sehne und du
*22.f19 Verlingerung ift, "AE: AG = AG: AF *, fo verbilt fich
immer AE . AF — AE2: AG2: uind auf diefe Art laflen
fich andere brauchbare Sitze mittelft diefer Bemérkung

sus unfern Lehrfitzen ableiten.

Bemerkung 3. Sucht manerft zwifchen zwey
gegebnen Linien P, Q, die mittlere Proportionalli
nie M, und filrt dann fort zwifchen P, M und i
{chen M, Q mittlere Proportidnallinien zu fuchen, 0
erhidlt man zwifchen)P, Q, 21, d. 1. drey, und fihst
man mit dicfen wieder eben fo fort, 4 + 3, d i, fie
ben mittlere Proportionallinien u, 1. f. Aber anf zwey, vitt
oder’ fiinf mittleré Proporsivnallinien kimnit man dureh die

f¢ Conftruction micht, ~ Jene geben Confructiones V% |
Warzelp des Vierten ; acheen, fichzehmen Grades W {.f |
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## | Diele wiirdenConftructionen von Wurzeln des dritten,
nn ! fiinften Grads, u. {, f. an die Hand geben; allein za
= folchen Conftructionen reicht die. Elementargeometrie

fTe picht hin.  Man lefe deshalb Lehrfatz 22 Zufatz 4,
= | Lehrfatz 24. Folgerung 2, und“die Bemerkungen am
D, Ende diefes Werkes nach.

A U PG A B E 14.
o 4

e Eine gegebne gradelinige Figur in ein Quo-

': drat zu verwandeln,
1
D | Diefes gefchieht durch Anffindung mittlerer Proa
| portionallinien, und alfo durch die Verfahren der wori
| 'gen Aufgabe, durch welche man jedesmal die Seite deg
;:r gefuchten Quadrats, und zwar anf verfchiednen Wegen,
4 | finden kenn,
ies |
wd : &) Bely einem gegebnen Rechteck ABCD, fuche . %4
0 zwilchen den beyden anliegenden Seiten AB, BC die ==
| mittlere Proportionallinie M, {o it M = AB X BC *,
folglich das gefuchte Quadrat, Y4 £.3.
:13 ) Bey einem gegebnen Parallelogramm , f{uche
o eben {o zwilchen der Grundlinie, g, und Hohe, h; -
o bey einem gegebnen Dreyeck zwifchen der Grundlinie,
e | B und halben Hohe, 3 h; — und bey eine gegebe-
o nen 7Irapezoid zwilchen der halben Summe beyder
= Grundlinien, 3 (G ~+¢)s und der Héhe, h, die mitt=
e lere Proportionallinie M, fo ift diels die Seite des ge-
2 fuchten Quadrats, Denn es ift dann M2 im erften Fall

ot _Elei":h ghs im zweyten £ gh, im diitten £ (G4 g)h,
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und diefes find die Zahlausdriicke fiir den: Inhalt der

#3.u.6, drey gegebnen Figuren X,

v) Andeve unvegelmiifsige Vielecke verwandle man

FAfg, T, erft in ein grofses Dreyeck *, f{o laffen auch fie fich

Xy L

nach £ in ein Quadrat von gleichem Inhalt umbilden,
Und diefes it eine von den Conftructionen , auf dis
wir uns in den Folgerungen zu Lehriatz 20, und bey
den fermern geometrifchen Oertern , oft bezogel

®

haben,
Folgerung. Iedes gradelinige Vieleck]lifst Jich alfo

§m eigentlichen geometrifchen Sinn quadriven.

Anmerkung. Der Auvsdruck eine Figur guadrirer odet
die Ouadvatny einer Figur finden, lafse fich im  geometridos

oder im arithmetifchen Sinn nehmen. In jenenr, welcher der

eigentliche und urfprungliche ift, bedeutet er: ein Quadt

metrifch davfiellen , welches mit der Figur gleicken Tathalt baty

ittelfe

tgeh

uid das kénnen wir bey jedem gradelinigen Vieleck verm
disfer Conftruction bewerkfelligen. In diefem, dem arithmitifthes
Sinn, bedeutet ers ,, einen Zablansdruck fir den Inbalt der Figit

in Flacheneinbeiten (Quadroten® ) finden , wenn man, des Lav-

ausdruck gewiffer Linien , in ibr in Lineaveinbeiten kenut.” Al

der ccometrifchen Quadratut folge daher leicht die arithimetiche,

nicht aber umgekehrr; denn das bilden eines Quadrats dem §=
fundnen Zahlausdruck gemifs, darf man wohl kamn eine geome
erifche Conltruction nénnen, — Man {ieht hieraus, was die L3

dvatur des Kreifes , und die ( uadvatuy der Curyven fagen will =
Dis arithmetifche Quadratur-ift im Grunde nichts anders dls die
Berechuimg der Fignr , d, h. die Beftimmung des Zahlausdrdks
§ive ihren iohalt, aus dem Zahlausdruck der Seiten und da die-
[igﬁi[i.'l

fes fiir die Anwendung das eigentlich brauchbare und wich
s In-

fo pflegt man , mit {elrnen Ausnahmen, dicfe Beftimmung d¢
halts, oder die arithmetifche Quadrarar zu verftehn, wenn 14

von Quadyarar des Kreifes oder der Curvén fpricht.
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i Ein Ouadrat zu bilden, welches der Suwmm e Fig. 85
an |

e ate odleich -3
i | Zeeyer oder chrerer gegebuner Quadrate gleich ift,

(den, | « ) Man befchreibe einén rechten Winkel A,
f di, i trﬂge auf feine Schenkel die Seiten der beyden ge-.
bef | gebnen Quadrate AB = M und AC = N auf, uand
05" | ziehe BC, fo ift diefe Linie die Seite des Quadrats, wel-
ches den beyden Quadraten iiber M und iiber N zu-
vt | fammengenommen gleich iff. Denn BAC ift vermdue
| ~der Conftruction ein rechtwinkliges Dreyeck, folglich
ox | dem Pythagoreifchen Lehrfatz zu folge BC? = AB2 -}~
| AC?= M2+ N2 *

%123
“der B) Soll das geluchte Quadrat den drey Qxd&fy-arm
H% L gber M, N, P gleich feyn, fo ertichte man aufs neue
,M{; im Punkte C auf AC ein Perpendikel, trage auf diefes
]:{LIE“ CD = P auf, und ziche BD, fo it BDz = BC2 4
11:"55“ | * = M2 4- N2 P2, alfo BD die Seite des gefuch-

gk | ten Quadrats,

Aus v) Grade fo fihrt man fort, wenn man ein Qua-
ilche, | drat fucht, welches vier, oder fiinf oder mehreren oe-

#5° | gebenen Quadraten zufammengenommen gleich ift

indem man Schrittweile die Seiten der Quadrate {fucht,
¢ Unis . it
ez welchem vier, fiinf. fechs u. £ f. der gegebnen Qua-
Fi o
die | drate zufammengenommen gleich find.

20ms-

1rucjﬁ5 Zufatz 1.  Auf diefe Art'laflen fich aifo such
2 d’f: Schrittweife Seizen von '&;aa'ratm finden, welche den dop-
f:lmf pelten, dreyfachen, vierfachen Inhalt u, [+ [+ eines gegebnen
1t | Qtiadrars M2 haben, dergleichen die {ogenannte Flichen-

| feive des Vifirfiaabs zum Meffen cylindrifcher Gefifse, odex

Fig. $6.
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wom Tonnen nngiebt,‘ Zu dem Ende trage man auf
beyde Schenkel des rechten Winkels, AB und AR
gleich M, d. i. gleich der Seite des gegebnen Quadraty
aufy fo wird BB’ die Seite des doppelten Quadraty,

2 M2, Mit diefer fchneide man von A aus, A2 =B8 |

ab, fo ift B2 die Seite des dreyfachen Quadratr 3 M2
Schneidet man mit diefer wieder A3 = B2 ab, und
zieht B3, {o erhilt man die Seite des vierfachen Qus
drats 4 M2, mit der man wieder A4 abfchneide, u.ff
Und {o erhilt man einen Maafsftab AE, vermoge def

fen man den Inhalt jedes gegebnen Quadrats fogleich |

aus deflen Seite, mit dem Inhalt des bekannten Que
drats; M2; vergleichen kann. Man faffe die Seite mit
dem-Zirkel, und trage fie auf AE von A au af
Sclineidet fie da z. B, die Linge A5 ab, foift der
Inhalt jenes Quadrats das Fiinffache vom Inhalt d&
Bekannten, Kleinere Abtheilungen in Halften , Vier

tel ete., laflen fich mittelt der folgenden Aufgedt |
finden. '

Zufatz 1L Wollte nian ein Quadrat haben
welches das Zwanzigfache eines gegebnen ift, fo fucht
man erft das doppelte Quadrat, aus diefem das Vier
fache, und aus diefem fammt dem Gegebnen, dss Fiin
fache. Aus den Fiinffachen findet man das Zehnfuche,
und aus diefem das Zwanzigfache.

A UF G AGEBTE 16.

Fin Quadrat zu bilden, welches dem Unter

|

Jehiede 2weyer ader mehrevey gegebuen Quairatt |

gleich iff,



Cauf

AR |
draty |

Irats, |
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und |

Qua:
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def-

eich; |

Que .{

mit |

auf,

der |
“de /|

Vier
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«) Man befelireibe wiederum einen rechten Win-
kel A, trage auf den einen Schenkel deffelben die Seite
des kleinern Quadrats N = AC suf, und befchreibe
mit der Seite des grifsern M, als Halbmefler, um D als
Mittelpunkt, einen Kreisbogen. Schneidet diefer den
andern $chenkelin B, {o ift AB die Seite des gefuch-
ten Quadrats. Denn das fo befchriebne Dreyeck ift
rechtwinklig, und deshalb AB2 = BC? == AC? = * ¥i.f.1:-
M2 — N2,

£) Soll das gefuchte Quadrat dem Unter{chiede
2weyer Quadrate N2 und P2 von M2 gleich feyn, fo
{fuche man wieder auf diefelbe Art den Unterfchied
von AB2und P2 u. {i f., fo dafs man al{o auf diefe:Art
beliebig viel Quadrate, won: einem Gegebnen, welches grie
fier ift als alle zufammmengenommen , abziehn kann,

Zufatz, Auf diefelbe Art bildet man ein rechts
winkliges Dreyeck, wenn die Hypotenufe M wund eine der
Katheten N gegeben find; welches fich auch folgender-
masfsen bewerk{telligen lifst: hefchreibe tiber die Hy-
potenufe M einen Halbkreis, und um ihren Endpunkt,
mit der gegebnen Kathete N einen Kreisbogen. Wo
diefer den Halbkreis durchfchneidet, da it die Spitze
des gefuchten rechtwinkligen Dreyecks. Denn der
Halbkreis. ift der Ort der Spitze ¥, und. der angegebne ¥1I
Punkt der, welcher durch die gegebne Grofse der
Kathete beltimmt wird.

So kann man folglich rechrwinklige Dreyecke De-
fehweiben; wovon die eine Kathete die Hilfte, oder das
Drittel, oder dus Viertel der Hyporenufe iff etc.
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Anmerkung, Da fich jedes Vieleck in ein Quadrat vor-
¥Afg.a4. wandeln Lifse ¥, fo indet man micellt; des Verfahrens in digfer
und. der yorigen Aufgabe . ohne Schwierigheit ein Quadrat,

avelches die Snmme oder dem Unterfchiede gegebuer Eradeliniger
Theil deés dritten Bluchs mehreremal bezogen huben,

A UFGABE I
Fig, 38, Einw Duadvar zu befchretben ,~ zu 1welchem ein
gegebnes Quadrat M*, in dem Verkiiltnifle’ zweyer
gdgebien Linien P,:Q fleht,

Nimmt zwifchen ‘den’ gegebnen Linien P; Q die
niittlere Proportionallinie- V',  fo verhalt fich P: Q=

*13.B,2, P2 V2% FGTg’ﬁch"’ﬁ‘ehn--die Quadrate tiber P und V
in-demfelben Verhiltnifs als das gegebne und das ge-
fuchte Quadrat, weshalb auch ilire Seiten proportionsl

*4. L3, find *. Mithin ift die Seite des gefuchten Quadrats die
vierte Proporiianaliinée zu P,V und AB.

Diefe beyden Operationen laflén fich “indefs in-
einander zichn, und auf folche gefchickte Zufammens
zichungen beruht die Eleganz geometrifcher Aufiohns
gén, woill hiunfig, wie auch hier, geometrifche
Theoreme den Weg zeigen. §

Trage z. B. auf eine beliebige Linie AD' =P und
AB = Q auf, befchreibe iiber AB' einen Halbkreis
eriichte in D ein Perpendickel; welches ‘den Kreisbo:
gen in F durchichneide, und #ié¢he AF, fo verhilt fich

%12.f2s AF2: AB2 = AD : AB-*.  Triigt man daher auf AF
von. A gus, die Seite'M des' gegebnen Quadrats auf,
AG = M, zieht FB, und damit parallel GH; fo ift GH
die Seite des geluchten Quadrats. Denn wegen des

i

Figuren glesch iff; Conftructiofien, auf die wir uns im lewen |

e NN o
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nt- | Parallelisoitis diefer Linien verhilt fich AF : AB = AG

for | :AH, dv h.= M : AH, mithin anch M2 : AH2 =

| AF2:AB2 =*P:Q, %463,
S{I’

s Noch andre Conflructionen laffen fich aus Lehr( 12, Folg. 2.

_‘5} £; und Lehrfatz 22, Zufarz 1. Bs 75 und niche minder eles
gante von ganz andrerArt, aus Lehifatz 24 Folg. 3, Lelirfitz 20.
| Zufarz §, und aus dem {chonen Ort am Kreife in Lehifatz ae,
| Zufaiz 7 herleiten, welches ich dem Lefer, dem diefes Yergnie
ik | gen machen wird, felbft Gberlaffe.
e
AUFGABE 1§
lie Eine ‘gegebne grade Liniz 4B [0 zu verlingern, Fig, 9%
= | dafs das Rechreck aus dey verlingerten Linie AF, und
v | der Verlingerung BF, dem_Rechteck aus zZwey ge-
t | gebnen Linien P und Q gleich, oder AFX BF =P X Qa
fal iﬁ;‘y. ;
| Nimm zwilchen P und Q die mittlere Proportio-
nallinie M, fo foll AF x BF = M2 feyn.  Befchreibe
0 | man folglich iiber AB einen Halbkreis, fo kémmt es.
na | darauf an, ¢ine berithrende Linie fo zu ziehn, dafs die
" | verlingerte AB ein Stiick von ihr, gleich M, ah-
¢ | {chneidet. Zn dem Ende ziehe durch B eine Tangente,
mache BD = M, und fchneide vom Mittelpunkte C
id a::s,.aut t._lEl‘ verlingerten AB, CF = CD,ab, fo ift
" | BF die gefuchte Verlingeruneg.
0~ Denn zicht man CD, welche Linien den Kreis in E
h | durchichneide, und EF, {5 decken fich die beyden
F |Dreyecke CBD, CEF, daher EF suf dem Halbmeffer
fy
5 |

CE in feinem Endpunkte fenkrecht fteht, alfo den
| Kreis berithrt *, und iiberdem gleich BD, d, i. gl

| ; sich = . I,
i |M, folglich M2 = AF x BF* it :

-
23024
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Fig, 83, Zufatz. Soll die gegebne grade Linie AB felbf fu
eingetheils werden, dafs das Réchteck aus ihren beydm
Stiicken AD % BD dem gegebnen Rechteck P x Q. gleich fiy,
{o befchreibe man wiederum iiber AB einen Halbkgis,

siche mit AB cine Paralellinie, in einer Entfernung, |

fricH
[EF?
et

gleich der mittlern Proportionallinie M, und fille vom i
drat

Durchfchnitespunkt derfelben mit der Kreislinie, ¢in e
I
Perpendikel anf dem Durchmefler, fo theilt dieferdie g

1, Linie AB* auf die verlangte Art ein; wobey aber e |thei

4

¥ 32,

fordert wird, dafs.M nicht grofser als 7 AB [ey, folgy
' dumnt

Anmerkung. Beyde Aufgaben werden auf- diefe At
durch ciag leichtere Conffruction als in Aufg.g, wo wir fie fchn |

einmal , nut unter-einer andgrn Form gehabt haben, aufgeldl:

AUFGAEE I e

Eine gegebne grade Linie BH, o in zwey Thele |
BF, FH einzutheilen, dafs das Quadrat des einen | lieg
Theils, gleich [ey dem Rechteck aus dem andern Theils {wi
und einer gegeben Linie P, oder BF?* = PX FH. | ge:

Nimm auf die Verlingerung von‘HB, BA gleich

P, fo foll BF2 = AB x FH, und folglich, wenn mi8 iﬁ-u
beyderfcits AB x BF hinzufligt, AF XFB :ﬁ\BXE:H " Al
feyn. Naun aber find AB, BH gegeben; folglich fritt ;.1;,
hier der Fall der vorigen Aufgabe ein. 5
Befchreibe alfo fiber AH einen Halbkreis; {0 if
das Perpendikel BD die mittlere Proportionallinie 2w <
Afg.1s fchen AB, BH*, und befchreibt man um Al el
Halbkreis, welcher CD in E durchichneidet, und €4 )

sicheet
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richtet in B das Perpendikel EF anf diefe Linie, fo wird
PF2 — AF % FB, und mithin ift'F der gefuchte Punkt,
der BH auf die verlangte Art eintheilt,

| Anmetkung, Im Fall die’ gegebne Linie P, gleich der
snzutheilenden BH ift, wird BF2 = BH Y FH, oder das Qua-
digt des einen Theils ift dann gleich dein Rechteck-aus dem an-
ldern. Theil und der ganzen Linie; oder die beyden Theile und
die ganze Linie bilden eine ftetige Proportion. Von diefer Ein-
|theilung einer Linie sAdch fRetigem Vevbiiltnifs , werden wir im
folgeriden Buche einige intereffante Eigenfchaften und Anwen~’

\dungen kennen lernen.

AUFGAGBE 20

Eine gvade Linie AB; in welher eine Punke £ Fig. g1,

gfgebeﬂ ift, aufs newe [0 in eincan Punkte D einzu-
sheilen, dafs AD* =ED X DB feg. .

| Vermige diefer Fordrung mufs der Punkt D (o

\liegen, dafs, wenn durch B und F ein Kteis befchticben

|wird, die Tangente aus D nach der Kreislinie gezo-

{gen, gleich AD ift ¥ : ) “na
aan halbire daher EB im Punkte G, errichte ins

G cin Perpendikeli"nchme GK gleich GA) und be-

(hreibe um CKB einen Kreis *. Vom Punkte H, wo AL

AK diefe Kreislinie durchichneidet, falle mean auf AB M,-g' m.

¢in Perpendikel HD, fo theilt diefes die Linie AB auf

die verlangte Art.eim = _

Denn weil AEK vérmoge  der:Confiruction ein;
rechtwinkliges oleichfchénkliches Dreyeck ift, {ind;
die Winkel A, K'der Hilfte eines rechten Winkels
| gleich *. Eben fo grofs Gind mithin in deit rechtwink-." L.
‘P.' {‘1 .

b3
o

T.




¢ 1L12 feyn mufs. Daher ift HD eine Tangente *; folglich|

Flg 92,

sIlAfg
I—_'"

*oaf1d

*Afg.az.
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ligen Dreyecken ADH, KIH die Winkel bey y,
folglich diefe Dreyecke beyde gleichfchenklig, ap
= DH, und HI = IG, weshalb das Perpendikel j |
im Mittelpunkte auf FG aufftehn, und ein Halbmeffz |

DH2 = AD2 = DC x DB, folglich AB auf die ye: |
langte Art eingetheilt. ( Greg. 1. 73.)

Diefe und die beyden vorigen, fo wie alle dhnli
chen Aufgaben, laffen fich nach Anleitung des Zufatzes
zu Aufgabe g noch auf ganz verfchiedene Art ausdri |
cken, welche ich dem Lefer tiberlafle.

=S —— MGA}. St 21

Von einem gegebnen Punkte A aufcerhalb tinis
Kreifes eine grade Linie fo zu ziehn , dafs fie von der.
Kreislinie, ziveyen gegebnen Linien P, Q praportional
eingetheilt werde.

Gefetzt es fey AEF die gefuchte Linie, fo foll fich
vethalten P : Q = AE : EF, folglich auch P:P + Q
= AE : AF. Zieht man nun von A die Tsngente\
AG ¥, {o ift AS die mittlere Proportionallinie zwifchen
AE und AE *, Man fuche daher zwifchen P und P+Q
die mittlere Proportionallinie M *, {o mufs fich ver-

|
halten P: M=AE: AG. Nun find P, M und AG ge:

geben, Man fuche daher zu M, P und AG die vierte
Proportionallinie, und befchreibe mit ihr um A einen
Kreisbogen. Wo diefer den gegebnen Kreis durch.

fchneidet, da ift der Punkt E, durch den AE gerogén,

die verlangte Linie giebt.

=
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Denn verhilt fich AG : AE = M; P, fo ift auch
AG2: AE2 = M2 : P2, Und da AG und M mittlere
Proportionallinien, erftere zwilchen AF, AE, letztere
zwilchen P - Q und P find; fich mithin verhilt AF : AE

= AG?: AE2, und P + Q : P = M2: P2; fo verhalt

fich auch AF:AE=P-}-Q:P und FE:AE=Q:P,

Béftimmung. Gelit ABD darch den Mittelpunkt
des Kreifes, fo ift AB die kleinfte, AD die grofstevon allen
Linien, die von A aus nach dem Kreife gezogen werden
konnen *, urd daher hat; von allen &hnlichen Verhilt- ¢ 11 78,
niffen, das der Abfchnitte AB: BD den grifsten Expo-

nentenn ¥, Folglich darf 9 nicht grofser als @feyn,_-vl I.2
P AB i
fonft ift die Aufgabe unmboglich: (Greg, IIL 46.)

A UTF G A B E 22

Das Verhiiltnifs zwifchen der Seite AB- and derFig. o3,

Diagonale AC eines Quadrats zu finden.

Befchreibe um C mit der Seite BC als Halbmeffer
einen Kreis, fo berithrt die Seite AB diefe Kreislinie,
denn fie. fteht auf dem Endpunkte des Halbmeffers CB
fenkrecht *. Daher verhilt fich AD:AB = AB:AE 5 ) T
und AD. it derlelbe Theil yon AB, -als AB von -AE

A B * '
oder F.D. == ii_ » Nun aber ilt AE gleich2 CD 4~ AD, *V- 1.2.
AB AE
P DA *
folglich auchﬂ._-: A3 ey dem *Afgrg.
AB° 2AB4-AD 24 AD Z, 2.
AB
k2




452 p.u.c.r. IIL

: A 34 -
letzten Ausdruck 1adfst fich  fiir ..E diefer Ausdruck

AB
i i
felbft wieder fetzen, da denn f—? = wird, und
' AB 241
2+ AD
AB

da fich der Stuffenbruch, der fo entfteht,’ immer wieder
- -AD ., - .

mit dem Bruch = endigt , fo kann man mit diefer

Subftitution ohne Ende fortfahren, daher der Exponent

A_ﬁ-durc}l einen Stofenbruch wvon der Form

I o g
= der ohne Ende fortliuft, gegeben wird, Es
Ak
2 - ete,

lafst fich alfo AD nicht in Theilen von AB ausdriicken,

*Afg.19 und beyde Linien find incommenfurabel *,  Mithin
auch die Diagonale und die Seite des Quadrats, da dic
Diagonale AC gleich AB <4~ AD ift, und alfo, wenn
man die Seite AB als Einheit annimmt, der Zahlause

I

241
2 1 etc.
druck, deflen Werth fich nie genau in Zahlen darftellen

druck der Diagonale AC, 1 < wird; ein Aus-

lafst, weil er ohne Ende fortgeht, und dem man figh

nur nihern kann, ohne ihn je vollig zu erreichen.

|
|
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Anmerkung. Auf diefem Wege wird die Incommenfu-
rabilitit zwifchen der Diagonale und der Seite cines jeden Qua-
drats, die wir iibrigens {chon oben dargethan haben *, noch: evi-
denter, Zugleich ift diefes ein unterrichtendes Beylpiel der leich-
teften Methode, wie fich die Incommenfurabilitit von Ausdehnun.

gen, in geometrifchen Unterfuchungen erweifen lifst,
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	[Lehrsatz 21.] Zieht man aus der Spitze A eines gleichschenkligen Dreyecks ABC nach irgend einem Punkte G in der Grundlinie, oder nach einem Punkte g in deren Verlängerung, eine grade Linie, so ist stets der Unterschied der Quadrate aus dieser Linie und aus einem der gleichen Schenkel, gleich dem Rechteck aus den Abschnitten auf der Grundlinie, BG, CG, oder auf der verlängerten Grundlinie, Gb, Cg.
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	[Lehrsatz 22.] 1) Wenn mehrere Sehnen insgesammt durch einen Punkt O im Kreise gehn, so sind die Rechtecke aus den beyden Stücken, welche auf jeder Sehne durch diesen Punkt abgeschnitten werden, sowohl untereinander, als auch mit dem Quadrate der halben Sehne gleich, welche mit dem Punkte O gleich weit vom Mittelpunkte absteht, z.B. AOxOB=DOxOE=OF². ...
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	[Lehrsatz 23.] Wenn zwey Sehnen sich unter rechten Winkeln durchschneiden, so sind stets die Quadrate aus den vier Abschnitten zusammengenommen dem Quadrat des Durchmessers gleich.
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	[Lehrsatz 24.] Wenn man auf dem Durchmesser AB eines Kreises, oder auf dessen Verlängerung, in einem willkürlichen Punkte D oder d ein Perpendikel errichtet, und zieht von dem einen Endpunkte des Durchmessers z.B. von A aus, grade Linien, welche die Kreislinie in Punkten F, das Perpendikel in Punkten G oder g durchschneiden, so sind die Rechtecke aus je zwey Abschnitten AF und AG gleich dem Rechtecke aus dem Durchmesser AB und dem Abschnitt AD desselben, der an dem Punkte A anliegt, und jene Rechtecke ...
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	[Lehrsatz 25.] Wenn man durch einen beliebigen Punkt M einer Sehne AH, oder durch irgend einen Punkt m in deren Verlängerung, eine grade Linie MD oder md parallel mit der Tangente AK, welche durch den einen Endpunkt A dieser Sehne geht, zieht, so werden auf jeder andern graden Linie, welche durch den Punkt A geht, und daher den Kreis in einem zweyten Punkte F, die Linie MD oder md hingegen in Punkten G oder g durchschneidet*, zwey Stücke AF und AG oder Ag so abgeschnitten, dass ...
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	[Lehrsatz 26.] 1) Wenn ein Kreis, mithin auch dessen Mittelpunkt C, und irgend ein zweyter Punkt A gegeben sind, gleich viel ob A innerhalb, oder ausserhalb, oder auf der Kreislinie liegt, und wenn grade Linien, vom Punkte A aus gezogen, sich mit den Sehnen BD dieses Kreises je zwey so in Punkten e durchschneiden, 1) dass entweder Ae²=BexDe, oder wenn S einen gegebnen Flächenraum bedeutet, Ae²=BexDe+S ist: und irgend einer dieser Punkte e liegt ausserhalb des Kreises, auf der Verlängerung einer Sehne ...
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