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DRITTES EUCH.

DER INHALT GR ADELINI GER
FIGUREN.

" [ Diefes Buch befchärtigc fieh mit tint & faeliüngeii über den
Inhalt der gradelinigen Figuren , worauf fich allesAusmefl .cn und
« »rechnen diefer Figuren gründet , und mit Vergleichungen des
Inhalts von Figuren , befonders von Rechtecken und Quadraten,
»tlche über Linien von einer gewiffen Eintheilung , oder über
Seiten befrimmter Figuren , oder über Linien im Kreife befehrie-
"w find; Vergleichurigen"Jus denen fich nicht nur manche in-
ttteflante Eigenkhaft diefer Figuren und des Kreifes ergiebt,
fadem die auch für die folgenden Materien von grofsef Wkh-
tigkeit find. I.e Gendre tragt überdem im dritten Euch
die Lehre von der Aehnlichkeit der Fläehenräumc vor ; allein d«
beyde Materien durch meine Bearbeitung noch mehr als die in
-den vorigen Büchern (bis zum Dreyfachen und Vierfachen ) an-
jcichv/ollen find ; fo verwerfe ich die' letzte Materie ganz in dal
vierte Buch. Im Ganzen konnte ich zwar hier die Ordnung
le Gentes beybehalten , (nur dafs er die Sätze über den Kreis
wiche am Ende diefes Buchs ftchn , und von denen bay ihm
im ein Paar vorkommen ) aus der Lehre von der Aehnlichkeit

ableitet; allein fein Vortrag ift fo mangelhaft , fo voller Lücken,
Und übergeht fo viele wichtige und zur feinern Kenntnifs der
Geometrie unentbehrliche Sätze , die zwar in Compendicn , aber
in keinem vollftändigenLehrbegrirf der Wiffenfchaft fehlen dür-
f'B. dafs ich diefes Buch gröfstenthcils habe umfchmelzen muffen,
Um inders nicht die Gleichförmigkeit der Behandlung su flöten,.

P 2
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werde ich die Rolle des Ueberfetzers beibehalten, und wis mir
allein gehört, wie in den vorigen Büchern noch ferner mit ditk
Zeichen [ ] umklammern

Gilbert.

Erklärungen,

i.

Taf .III. [ Die Höhe einer Figur wird durch den Ah
ftand zweyer Parallellinien beftimmt , wovon die eini

durch irgend eine Seite der Figur {ihre Grundlmt)
die andere durch den Punkt , oder durch die Punkt!,

der Figur geht , die am weiteften von diefer Linieeifi-

fernt find . Die Höhe einer Figur toird mithin durchk
Perpendikel gegeben , welches man aus einem jener Ptak

•I .ifi.f.i auf die Grundlinie oder deren Verlängerung füllt *,
11. 37-

*) Sind alfo zwey Figuren fo befchaffen , dafs.
wenn man ihre Grundlinien in grader Linie ftellt,ft
re Spitzen , oder ihre der Grundlinie gegenüber
hende Seiten , in derfelbenParellellinie fallen , lb habet

lie gleiche Höhe.

ß) Umgekehrt laffen Figuren von gleicher
{ich immer zwifchen einerley Paralleiiinien fo legd
dafs ihre Grundlinien in die eine , ihre Spitzen «''0
hochften Seiten in die andre fallen.

Wendet man diefe Sätze insbefondere auf ^

Dreyeck und auf das Parallelogramm an , fo ergeben
fich daraus die folgenden Erklärungen . J
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Nimmt man Irgend eine Seite AB eines Dreyecks *»
ABC iur Grundlinie an * , fo ift das Perpendikel CD , *I. E.18.

welches aus der Spitze , das heifst aus dem gegenü-
krltehcnden Winkelpunkt C , auf die Grundlinie

oder deren Verlängerung gefällt wird , die Höhe des
Dreyecks,

[ «) Legt man die Grundlinien zweyer Dreyecke
in grader Linie , und zieht durch ihre Spitzen eine
grade Linie , fo find heyde Dreyecke von gleicher oder
ungleicher Höhe , je nachdem dieje Linie mit der Grundlinie

(arallel läuft , oder nicht *. r<K

ß) Ift im rechtwinkligen Dreyeck die eine Kathete

Grundlinie, fo ftellt die andere die Höhe dar . J

Nimmt man eine Seite eines "Parallelogramms

ABEC, z. B. AB zur Grundlinie * , fo wird der Abfthnd • r>
der gegenüberftuhenden Seite CE von dieler Grundli¬

nie, ( mithin das Perpendikel CD oder EF zwifchen

«liefen beyden parallelen Seiten oder deren Verlänge¬
rung) die Höhe des Parallelogramms genannt . Eben

fo ift die Höhe eines Trapezoid * das Perpen- ¥jj.
dikel EF zwifchen den beyden r parallelen Seiten def - Fig. 14,
felben, deren eine man ftets für die Grundlinie an¬
nimmt.

[Legt man die Grundlinien zweyer Parallelogramme p; g> 6.

grader Linie , fo liegen , ift die Hohe diefer Paral-

klogramme gleich , die gegenüberftehenden Seiten
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auch in grader Linie , und zwar in einer grabenLinit,
welche mit der erftern parallel läuft ; und ift umgt-
kehrt diefes bey zwey Parallelogrammen der Fall,
fo haben fie gleiche Höhe . Wo nicht fo ift: ihre Hott
ungleich,]

Fig. 3. [In jedem Rechteck ABCD Hellen iwey anein¬
ander liegende Seiten z. B. AB , BC die Grundlinieund
die Hohe dar ; denn je zwey Seiten deflelben ftek

"I.E.19. aufeinander fenkrecht *. Im gleichfeitigen Rechteck,
d . h. im Qjiadrat Hellt alfo jede Seite zugleich

* I- 34- Grundlinie und Höhe dar . — Dem im erften Buch*A t
erklärten Kunftausdruck zu folge , ift alfo jedes Reck-
eck aus feiner Grundlinie und Höhe befchrieben , unter fei¬
ner Grandlinie und Höhe enthalten.

a ) Rechtecke aus gleicherGrundlinie und gleicher
Höhe befchrieben decken lieh , und habeh gleichen In-

* I- 34- halt *. Sind alfo die Gtirndltuien AB , EFutid die Höh»A
BC , FG zweyer Rechtecke gleich , fo iß es auch der In¬
halt , und fie decken fich,

F,g- 3- ß) Eben fo haben Quadrate über gleiche Linien Ah
EF befchrieben , gleichen Inhalt,

7) Haben umgekehrt zivey Qtiadrate gleichen hk%
fo haben fie auch gleiche Seiten und decken fich . Denn ii
fie beyde rechtwinklig find , fo kann man fie fo auf-
einander legen , dafs zwey Seiten auf einander falle".
Wären nun die Seiten ungleich , wie z. B. AB, AK&
>ä 're das eine Quadrat t über AK = EFGH , nur ei»
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t • ■
Theil des andern ACDE , und alfo wären beyde nicht

gleich, gegen die Vorausfetzung.
ca. u.]

5-

[ «) Rechtecke von gleicher Höhe bähen zufammenge - ^ t ' a»

mmmen gleichen Inhalt mit einem Rechteck AG ven der'

ßsn Höhe AB , dejfen Grundlinie AH allen ihren Grund,

linkn zufammeisgeuommen gleich iß.

Denn jene Rechtecke decken fich zufarhmenge.

nommen mit diefem einen Rechteck , weil fich defien

Grundlinie AH aus den Grundlinien jener Rechtecke,

i. B. aus AD , DE , EH , der Vorausfetzung gemäf «.

mfarnmcnfetzen läfst . Errichtet man nemlich Perpen¬

dikel auf AH durch D und E , fo rheilen diefe das

Rechteck AG , in kleinere AC , DF , EG *, welche mit »ILA ri

dea gegebnen gleiche Grundlinien und Höhen haben,

feli alfo mit ihnen decken * , daher auch das ganze V 4- ^

Sechteck AG fich mit ihnen zufammengenommen

deckt, und folglich mit ihnen gleichen Inhalt hat.

ß) Befteht überdem die zweyte Seite eines Recht¬

ecks aus mehreren Abfchnitten AI , IE etc , und man

errichtet auch auf ihr in den Theilpunkten Perpendi-

kellM etc . , fo laufen auch diefe mit dem Seiten AH,

parallel * , durchfchneiden die parallelen Linien * I. 2t.

DC, EF , HG insgefammt rechtwinklig * und zevth'ei - n. 85 f,i

lendeshalb jedes der vorigen Rechtecke AC , DF , EG

ln kleinere Rechtecke * , welche die Abfchnitte der Sei - , I,E,i9-

te AB zur Grundlinie , und die erftern AD , die zwey-
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34 tenDEetc . zur gemeinfchaftlichenHöbe haben "; dahet
das Rechteck aus zvpiy graden Linien AB , AH , dithtyk erf
aus mehreren Abfchnitten beßehn , gleichen Inhalt hat mit
alUn den Rechtecken zufamniengenommen , weicht aus jt
zrvey Abfchnitten der einen und der andern befckrith
find.

X) Aus denfelben Gründen ift der ' Vnterfchiii
zweyer Rechtecke von gleicher Höhe AF , AC einem Recht¬
eck DF von derfelben Höhe gleich , deflen Grundlinie
ED dem Unterfchiede ihrer Grundlinien AC , AD
gleich ift.

4. S) Und hefieht eine grade Linie AB aus zmy 77»
len AC , CD , fo find die Rechtecke aas der ganzen LinkI
und jedem der beyden iTheile , d. h . Rechteck aus AB'i
AC und Rechteck aus AB ' , ' CB , mit dem Rechteck
aus AB' , und ( AC + CB' ) d. h . mit,dem Rechteck
aus AB' und AK , alfo mit dem Quadrat aus tder gar-»
Unit AB, von gleichem Inhalt.

, * ) Hingegen ift das Rechteck aus einer Linie Ah
die aus den beyden Theilen AC , CB befleht , und am «■
ttem der beyden Theile , z . B. aus AC , gleich dem Recht¬
eck aus AC , CB und dem Rechteck aus AC , AC,
d. h. gleich dem Rechteck aus den beyden, Theilen AC, CS,
l 'ammt dem Quadrat des Thüles AC.

Ift .umgekehrt die Ergänzung eines RechtecksCC,
welches über einem Abfchnitt AC einer igraden Linie
fleht , zum ( gleich hohen ) Rechteck 'über der ganien
Linie ein Quadrat ; fo ift das erftere Rechteck aus
den beyden Abfchnitten AC , CB der gegebnen Linie
befchrieben . ( Euklid Lemma zu X. 18-)
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Anmerkung . Die Sätze unter « ) f machen die drey

eilten Lehrfitze in Euklids zweytemBuch aus , wo fie mit um*

(ländlichem Beweifen, als es nöthig war , verfchen find. Le

drin übergeht fie und die Sätze unter 4 ganz und gar , und
dasfehr mit Unrecht, da fie die Fundnmenralfätze über die Ver-

gleic'nungfdes Inhalts gradcliniger Figuren enthalten. Ihrer gro-

fsen Einfachheit wegen, habe ich fie hierher , und nicht unter

die Lehrfatze gettellt. Dafs man fie mit einer kleinen Modifika¬

tion auf alle Parallelogramme übertragen könne, fieht jeder. Sie

find den einfachftcn Sätzen der Buchitabenrechnunganalog, und

«it werden in den Zufätzen zum vierten Lehrfatze zeigen, in

wiefern fie auf diefe hinauslaufen; nemlich die in Erklärung 4,

»ufdie Sätze, dafs , falls a = c und b = d ift , ab = cd und

»>= c», und umgekehrt , wenn a2 = c = , auch a = c feyrt

mufs. Die in Erklärung j hingegen auf die Sätze, dafs ab +

ic+ ad . . . == a ( b + c + d . . . ).; ferner ab — ac = a

(b—cj ; und falls a = b -f c ift , as = ab + ac und ac ==

tc+ ; und dafs endlich (a f b f c . . .) (e f f . .) = ae f

lef cef af f bf + cf .' . ift, d. U.]

6.

[Erklärung über die Verkältnijfe und Proportionen ztvl-

Jchen ausgedehnten Gröfsen , und über dem wahren Sinti

««« Produkts aus Linien,

Wir haben in den beyden letzten Aufgaben des

iweyten Buchs Methoden kennen gelernt , wie fich je-

iis Verk'dltnifs zwifcben zivey Linien, zwey Kreisbogen, oder

zmfchcn zwey Winkeln , auf ein ghicbgeltendes Zahlver-

hihmfi bringen läßt . Da nun ein Verhältnis , z . B.

iwifchen zwey Linien A , B , auf der Vorftellung be¬

ruht, wie oft die eine A , oder ein beftimmter Theü.

^rfelben , in der andern B enthalten ift * , alfo , auf
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Vorftellung durch einen 'Zahlausdruck , ( der' nad
*IIA .i6 Umftänden ieibft irrational feyn kann *) ; fo ficht man
Fall a.

leicht daß es jenes Zabherhdhnifi ifi , an dafs man[ith

halten muß , wenn man über Vtrb 'ähnijfe und Proportion

zxoifcken ausgedehnten Größen , ßch richtige Begrifft«•
eben will.

Darauf macht auch LeGendre aufmerkfam , als auf

etwas , das zur Einficht in den wahren Sinn der fol¬

genden Sätze fehr wichtig ifr. , , Eey allen Vera'n-

drungen , fagt er , die man in diefem und dem folgen,
den Buche mit Proportionen zwifchen ausgedehnt
Grofsen vornimmt , nmfs man fiets die Glieder diefer

Proportionen als Zahlen betrachten , deren jede fei

auf ihre eigenthümliche Einheit bezieht . Thut mm

das , fo wird man bey keinem diefer Verfahren , undI

bey kelnerPoIgevung die wir daraus ziehn , anftofsen."

Bey jeder richtigen Proportion A : ß = C : Dilti
wie bekannt , das Produkt der äufsern Glieder A.D :

dem Produkt der innern Glieder B , C gleich . Das

xnufs alfo auch der Fall feyn , wenn diefe proportiona¬
len Gröfsen alle vier Linien oder A und B Linien , Cund

DFlächen , oder andre Ausdehnungen find , vorauf

fetzt dafs anan fich beyde Verhältniffe in gleichgeltc»'
de Zahlverhältniffe verwandelt denkt . So kommt *

dann auf Produkte aus Linien oder auf Produkte austi-

men in Flüchen u , d . m. , doch immer nur unter der Vif

ausßetzmrg, dafs die Linien, Flächen it. f . darch Zahlt»aus-

gedrückt find , indem man fie auf ein beftimmtes Maaß
als Einheit bezieht . Aufser diefer Rückficht hätten

jene Begriffe keinen Sinn . Das Produkt aas zn/ejf
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mnAund D ift alfo nichts anders als ein Zahlprodttht

und zwar dasProdu .t aus den Zahlen , welche angeben»

wie viel Lineareinheiten in A und wie viel deren in B

enthalten find.

Eben fo ift das Produkt aus einer Linie A in eine

flächeB nichts anders als das Produkt der Zahlen,

welche angeben , wie viel Lineareinheiten in A und

wie viel Flächeneinheiten in B enthalten find , u . f. f.J

Anmerkung . Die wichtigften afithmetifchen Sätze über
VeriiakmfTe und Proportionen, findBuch1, Erkl. 23beyfimmen ge.
Seilt, und man wird (ich mitteilt ihrer leieht helfen können,

v/an man bey einer fuithmetifehen Vorftellung über -die Ver- ,

Mlmifte in den folgenden Sätzen anftofaen feilte. Ich verweife
Sit lie auch hier durch das Marginal V , z. B. V. 4. Ä, worun¬
ter man einen der Sätze Jibcr die VerhältnilTe zu verftehn hat

dieB. I. Erkl. aj . unter 4 , a aufgeftellt find. Welchen? das
wird jeder leicht herausfinden. d. U.

[Die Seiten vcoeyer Figuren , z . B. die Seiten AB , Fig. 10»

AD und AF , AE der beyden Rechtecke von gleichem

irinalt AB CD , ~A$ GE,fiid verkehrt proportional , wenn

lie in einer folchen Abhängigkeit von einander ftehn,

%ls in eben dem Verhältnis als die eine Seite der ei-

nen^S ur gegen die eine Seite der andern großer , ift,

z'ß . AB gegen AF , die xweyte .Seite der erften Figur,

AD, gegen die xweyte Seite AE der andern kleiner ift,

oder dafs , wenn AB = m . AF ift , AD sJ — . AE
, m .'- 1 '

mufs.
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Dann verhalt (ich aber allemal AB : A7 = AE:AD
(indem die fo gefiellten Verhäitniffe alsdann beyc:

* V. i . gleiche Exponenten m haben * ) und mithin gehö»
ren dann die Vorderglieder , fo wie die Hintergiit-
der der beyden gleichen Verhältnifie , als Seiten in
verfchiednen Figuren.

Grade fo können die beydtn Ahfchmttt zwcyer zwty
tbe 'tligea Linien verkehrt proportional feyn.

Anmerkung . Diefer Begriff ift in der Arithmetik cum»
und wird in der hier erklärten Bedeutung auch fchon von Euklid
gebraucht , wiewohl von ihm fo wenig als von Le Gendre und
den übrigen Geometern betonders erklärt. Eben fo mangeln bef
ihnen die fruchtbaren Begriffe der folgenden Erklärung, die
gleichfalls aus arithmetifchem Boden herlrammen. d. U,]

S| | | £ ^ -: 1 'i ;~lZZŜ Sm
[Zxvey grade Linien find proportional getheilt , wenn

in der einen dieTheile nach demfelben Verhältnis and

in derfelben Anzahl und Folge wie in der andern ver-
Fig . i >- handen find . So z. B. die beyden zweytheiligtn Ixa

AB , AC , in deren jeder die beyden Theile in gleichem
, Verhältnifs unter (ich und zur ganzen Linie ftebn,

(AD : DB : AB = AE : EC : AC ) ; oder die beyden
Fig. 16. drcytbeiligen Linien AB , AC , in deren jeder die die?

Theile in gleichem Verhältnifs unter fich und zur
zen Linie , und zwar in beyden in derfelben Folgt,
gedacht werden ( Ab : bD : DB : AB = Ac : cE : EC:
AC)

a) üeberhtupt nennt man die erften Theile iwejW
eingetheilten Linien , und die , welche von den
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nm gleich viel Steilen abftehn , alfo die zweyten , drit¬
ten u. f. f. iibereiv.ftimmende Theile , und eben fo die

Grsnzpunkte beyder Linien , und die welche von ih¬
nen um gleich viel Stellen abftehn , über einstimmende
Tbeilpunkte. ß) Diefe liegen entweder in gleicher Folge,
oderm verkehrter (entgegengefrtzter ') Folge wie z. B. wenn
man in der einen Linie die TheiJpunkte vcn der Lin¬
ken zur Rechten , in der andern von der Rechten zur

Linken zählt . 7) Zwey grade Linien lind alfo unferer

Erklärung zu Folge proportional getheilt , wenn
die übereinftimmenden Theile in der einen daflelbe

Verhältnifs untereinander und zur ganzen Linie , als
in der andern haben , ä) Liegen die übereinflimmenden
Theile in verkehrter Folge , fo pflegt man auch wohl
iu lagen , dafs zwey folche Linien in entgegengefetzter
Fo/geproportional find.

Anmerkung . Ein Zeichen wie diefesa : b : c = d :e : f
finrj aus, dafs je zwey der Gtöfsen links vom Gleichheitszeichen,
ar.rer einander daffelbe Verhältnifs haben, als die beyden Grö¬
ben die rechts vom Gleichheitszeichen in denfelben Stellen Hehn,

B. die eilten und zweyten, die erfteri und dritten und die
zweytea und dritten. Die obigen eingeklammerten Zeichen
ciiirakeriiiren slfo die proportionalen Eintheilungen zweyer Li¬
si« fehr gut. In fo fern eine Proportion in der Gleichheit
zweyer YerhältniiTe befteht, lind in diefen 7eichen eine Menge
Proportionen eingewickelt, von denen man die herausheben kann,
&man zu der jedesmaligen Abficht, braucht.

Da ferner die eilten Grpfsen a , din den zweyten b , e, und
tben fo in den dritten c , f, u. f. beyde (dem Begriff der Gleich¬
et unter,VerhältniiTen gemäfs; gleich oft , ganz oder Theüwei-
[ej enthalten find , und z. B. wenn b = ma und c — na ift , auch
~"mdundf = ndfeyumufsi fo ftehn dann auch die edlen Gli«.
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der , die zweyten Glieder , u . f. untereinander in demfelbenV«.
hältnifs a : d == b : c — e i f etc ; und ift das der MI -j
find, auch die Summen zweyer , dreyer oder aller übereinftiinmen-
der Glieder links vom Gleichheitszeichen und rechts von diefem

"7 " Zeichen in deinfelben Verhiiltnifs *.

«) Ditfcs auf proportionale Linien angewandt , ficht mana!to
dafs in ihnen je zwey überemfrimmende Theile in gleichem Ver-
hältnifs ftehn , und fo auch die Summe je zweyer , dreyer, kw
beliebig vieler , und folglich auch die Summe aller , d. h, die
ganzen Linien ; ein Satz den ich der Anwendung halber gleich
mit in die Erklärung proportional getheilter Linien aufgenommen
habe.

ß) Sind umgekehrt zwey Linien AB , AC fo eingeteilt , dafs
je zwey übereinftimmende Theile in demfelben Verhältnifs fteta,
Ab : Ac — bD : cE = DB : EC , fo find Ue proportional je¬
theilt . Denn dann verhalten fleh die Vorderglieder aller diefa
Verhäitnifie 'zu einander , wie die Hinterglieder , und das macht
das Wefen einer proportionalen Thailung aus. d, UJ

LEHRSATZ I.

Parallelogramme von gleicher Grundlinie Mi
gleicher Röhe haben gleichen Inhalt.

6. [Man lege beyde Parallelogramme fo aufeinander,
dafs ihre Grundlinien lieh decken . Dann ftehn beysii
über der gemeinfchafdichen Grundlinie AB , und weil
lie gleiche Höhe haben , fallen die Seiten DC, FE,
welche der AB gegenüberftehn , in einerley Parallel-

j . Linien mit der Grundlinie AB *. Und zwar liegen
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entweder ginz auseinander , oder fallen zum Theil

aufeinander, welche Fälle die Figur beyde darfteHt .]

In jedem der beyden Parallelogramme find die
gegenübeiftehenden Seiten gleich ; AD == BC , AF --=

EE und DC == AB — FE ; und da auch das gleich Feyn

mufs, was übrig bleibt , wenn man die gleichen Li¬

nien DC , FE beyde von der Linie DE .abzieht , fo

ift auch CE = DF * Mithin find die beyden i >re.y- *Gr-5f

ecke ADF , BCE untereinander gleiehfeitig , muffen.

licli alfo decken * , und haben gleichen Inhalt ; daher * I.

tuch ihr Unterfchied vom Trapez ABED gleich feyn

mufs. Zieht man aber von diefem Trapez das Drcy-

eck ADF ab , fo bleibt das Parallelogramm ABCü,
and lieht man das Dreyeck BCE ab , fo bleibt das

Parallelogramm ABED übrig . Folglich haben diefe
heyden Parallelogramme , weil ihre Grundlinien und

ihn Höhen gleich lind , auch gleichen Inhalt.

Folgerung I . Jedes Parallelogramm AEED,y ia.
''Wnlfo itisbefojidre gleichen Inhalt mit einem Rehteck

C£FD, welches mit demselben van_gleicher Grundlinie und
tfticbtr Höhe iß.

erutig 2. Haben zwey Parallelogiamme

gleiche Höhe , aber ungleiche Grundlinie , fo ift das

"«s Gröfscre, welches über der grö'fsern Grundlinie

Mtfe Denn ein Theil defielben , ift dann dem er-
ft"n gleich. " , • , '

[Anmerkung . Diefer Lehrfatz läfst fich auch auf Tra-
vot»gleicher Höhe *, deren parallele Seiten in bcyde'n ,

!lei4ünd > ausdehnen , und für diefe grade auf disfe'.be Ave
'Weifen,]

E. 3,
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LEHRSATZ 2.

ig. i. Der Inhalt eines Drcyecks ABC, iß halb fo^
als der Inhalt eines Parallelogramms, welches mit im
Dreyccke gleiche Grundlinie und, gleiche Hohe hat.

[Man ziehe durch zwey Winkelpunkte des Drey-

ecks B , C Parallellinien mit den gegenüberftehendm

Seiten , CE parallel mit AB , und BE parallel mii

AC , fo entlieht ein Parallelogramm ABEC , welche!

mit dem Dreyeck ABC einerley Grundlinie AB, und

gleiche Höhe hat , da beyde zwifchen denfelbenfr

E. !♦rallellinien AB , CE liegen *. In diefem ParaLlelo-

gramm ift BC eine Diagonale . Alfo find die Drey-

I. 34. ecke ABC , BCE gleich * , und mithin das Dreyeck

ABC die Hälfte des Parallelogramm ABEC. Di

aber mit diefem Parallelogramm ein jedes andere

gleicher Höhe und gleicher Grundlinie gleichenI»'

halt hat , fo gilt unfer Satz allgemein .]

Folgerung . I . Der Inhalt eines Drey ecks ABCj

alfo ins befondre halb fo groß als der Inhalt eines Ritk

ecks CDFE , welches mit Dreyeck gleiche Gruiidlimi

und gleiche Hohe CD hat.

[Folgerung 2. Alle Drey ecke von gleicherG«»

Urne und gleicher Hohe haben gleichen Inhalt , Dennf

find die Hälften von Parallelogrammen , die nach Lif

1. o-leichen Inhalt haben muffen.
* • O

[Zufatz . Haben umgekehrt zwey Dreyech M<

DBC gleiche Grundlinie und gleichen Malt , ß ^ al 1'
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euch gleiche Hübe. Denn gefetzt fie hätten ungleiche,
um] zwar ABC die gröfsere Höhe , fo nehme man in
einem der Schenkel des höhern einen Punkt G, der fo

weit, als im andern Dreyeck die Spitze , von der
Grundlinie abfteht , und ziehe von demfelben nach
fein gegenüherftehenden Endpunkte der Grundlinie
«ine grade Linie GC , fo entftilnde dadurch ein Drey¬
eck GBC , welches mit dein Dreyeck DBC gleich«
Grundlinie und gleiche Höhe , alfo gl ichen Inhalt,
mithin auch mit dem Dreyeck DBC , wovon es doch
nur ein Theil ift , gleichen Flä'chenraum hätte ; wel¬
ches ungereimt ift.

Die Spitzen aller Dreyecke von gleichem Inhalt,
welche über deifelben Grundlinie BC flehn , liegen
folglich in einer Parallellinie mit der Grundlinie , und
mifilcbe Pavallellime AE iß der geowetrifike Ort für
titfe Spitzenoder £ufr die Aufgabe , von zwey gegeb¬
nen Punkren B , C aus , zwey grade Linien zu zifehn,
die lieh fo durchfehneiden , dafs- das Dreyeck zwifchen
dem Durchfchnitrspunkt und den beyden gegebnen
funkten, eine gegebne Gröfse habe . Alle Punkte
d« Pavalleliinie , und keiner der Punkte aufser ihr,
Ann dieler Aufgabe genüge *. (Apolionius i . 3 . ) '] "I.e.

LEHRSATZ 3.

Die Fiächenr'äume zweyer Rechtecke von glefc
Boke, verhalten ßch zu einander wie ihre Gruni-kim,
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Eig. 8- Wenn die Rechtecke ABCD , AEFD beyde die Li¬

nie AD zur Höhe haben , [fbiglich fleh beyde zwilchej

zwey Parallellinien AB , DC legen lallen , deren AI.

* E- 3. Hand AD ift * , ] Co, behaupte icli , vei halt lieh der In¬

halt dieler beydea Rechtecke , wie ihre Grundlinien

AB , AE.

Denn gefetzt erflens die Grundlinien AB , AEtt

commenfurabel , fo lä'l'st lieh ilir Verhältnils in ein

t \\ A T9 gleichgeltendes Zahlverhältnifs verwandein *. Diel«

Eail »• fey z. B, das Verhältnifs 7 : 4 ; fo mufs , wenn

AB in 7 gleiche Theile theilt , AE genau 4 Coleb«

Theile enthalten . Errichtet man in jedem der Thei-

lungspunkte ein Perpendikel auf der Grundlinie AI

fo entftehn dadurch 7 kleine Rechtecke .(rectangles par-

tiels ) die allefammt gleiche Grundlinien und gleich«

• 1. Hohe , folglich , auch gleichen Inhalt * haben , und

wovon 7 im Rechteck ABCD , 4 im Rechteck AEFD

enthalten find . Folglich verhalten fich diefe beyden!

Rechtecke iu einander wie 7 zu 4, alfo wie dieGrua

Hnien AB zu AE . Da fich diefelbe Schlußfolgern

jedes andre Zahlverhältnifs übertragen lä'fst , fo verfe

ten fich allgemein , wenn die Grundlinien comn»

furabel find , die Flächenräume der Rechtecke von gl«'

eher Hohe , wie ihre Grundlinien , oder

ABCD : AEFD == Aß : AE.

. Gefetzt -zweytcni die Grundlinien AB , AE find«»'
9'

ter einander incommenfttrabcl , hätten kein gemeinA»* 1

»II A.19 Maafs * , fo mufs demungeachtet diefelbe Propoiti»1"'

1 3 litat zwilchen den Flächenräumen und den (?rii#

nien ftatt finden . Denn wollte man diel 'ej ia'ag«

ei
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die Li-
Ä ? &müfste'man behaupten nicht AE , fondern irgend
, «'ne andre Linie AO , die grö'fser oder kleiner als AE

ift, fey die richtige vierte Proportionallinie iu den
dlinien andern Linien . Wir wollen alfo fetzen uieies AÖ

fey um EO größer als AE , und es iey dann
ABCD : AEFD = AB : AÖ.

Theilt man nun die grade Linie AB in gleiche Theile.
welche kleiner als EO find * , fo rnufs zwifehen E und* 11-
Owenigftens, ein Theilpunkt 1 fallen . Durch dielen
liehe man auf die Grundlinie fenkrecht IK , ib ent¬
lieht ein Rechteck AIKD , welches mit dem "Rechteck
ABCD gleiche Höhe hat , und defien Grundlinie AI
mit der Grundlinie AB commenfurabel ift [ indem der
»ngenommne Theil beyde mifst ] Die Flächen räume
Wer beyden Rechtecke find alfo , nach dem was
vorhin bewielen ift , den Grundlinien proportional,
lifo '

KlU
in eil
Di*

in
[olck
: Thei-
lie AI

les par-
eleici*

11

AEFD

beyden
Gruml-

»Ige auf
verbi!-

jmrnen-
sn#

Indt»
famm«
oi'tio»1'
;runäü'
fugnUi

AECD : AIKD = AB ; AI

PiefeProportion hat mit der Vorhergehenden , gleiche
Votdtrglieder in beyden Verhältniflen . Ailb müfsien
die Hinterglieder proportional feyn * , oder ,

AEFD ; AIKD = AO : AI.

Nun aber ift AI kleiner als AO , alfo müfste auch
das Rechteck AIKD kleiner als das Rechteck AEFD
%n; folglich AI kleiner als AEi welches der Voraus,
feang widerfprichr . Alfo kann keine Linie AO,
*'(1<:negrößer als AE ift , die richtige vierte Propor-
'^ sllinw 'zu den drey Gröfsen ABCD , AEFD , ABtyti,
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Durch eine ähnliche Schlufsfolge beweift man

dafs auch keine Linie welche kleiner als AE ift, dii

richtige vierte Proportionalgröfse fein kann.

Nothwendig mufs diefes alfo AE lelbft fevH. .

. Wie fich demnach auch in zreey Rechtecken-M §i

eben Hüben die Grundlinien verhalten , immer findiKnB

chenr 'dume ABCD , AEFD den Grundlinien AB, AE

portional,

Fo l g erungi . Gleich hohe Rechtecke über in»

menfurabele Grundlinien befchreiben , lind folgil

ebenfalls incommenfurabel , indem ihr Verliä

* IT, A, gleichf alls irrational ill *.
19. a,

Folgerung 2. Zivey grade Linien AG: CB verhib

Jich ßets wie das Quadrat der einen , zum Rechteckm

beyden, alfo wie Qdrat AC : Rechteck ausAC , CBod«

wie Rechteck aus AC , CB : Qdrat CB , ( Eukl. X.J?

Lemma ) . Auch verhalten fie fich wie Rechtecl

AB , AC : Rechteck AB , CB ( Euklid X. 33 ) ]

[Anmerkung . Der Beweis diefes dritten Lehrte « IWj
in allem mit dem Beweis des soften Lehrlatzes irti Zwcyttc»

che uberein. Einige Bemerkungen über diele Beweis«: m

man dort in Zufatz I. ]

LEHRSATZ 4.

Fig. 10. ttächenr'dnme zwei/er Rechtecke AB®
AEGF verhalten fich zu einander wie die?r0

aus der Grundlinie eines jeden in dejjen.Biht>.(*

es iß allgemein
ABCD: AEGF =* ABX AD : AE XAF.
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[Man lege beyde Rechtecke fo an einander , dafs

iie einen Winkelpunkt A gemein : haben , zugleich

swey ihrer Seiten AB , AE eine grade Linie bilden,

and die beyden Rechtecke lieh auf entgegengeferzten

Seiten diefer Linie befinden . Da dann AD , AF auf

üemfelben Funkte einer graden Linie fenkrecht ftehn,

fo liegen auch fie in grader Linie . *] Verlängert man »I.i .z .t

die Seiten' CD , GE bis zu ihrem Durchfchnittspunkt

H, fo entflieht ein Rechteck AEHD , welches mit je¬

dem der gegebnen Rechtecke zwifchen denfelben Pa-

taiielkn CH , BE und DF , HG liegt * , mit ihnen -H.A.«

alfo eineiiey Höhe hat * , und deffen Flächenraum * 2 . 3.

lieh deshalb zu den Flächenräumen jener Rechtecke,

wie die Grundlinien EA , AB und DA , AF verhalten *, * 5.
oder

ABCD : AEHD = AB : AE
AEHD : AEGF = AD : AF.

Seht man diefe beyden Proportionen zufammen * , fo *V, 4.3.

«hält man , da aus den beyden erften Produkten der

Zahlausdruck des Rechtecks AE HD als gemeinfehaft-
ücherFactor hinausfällt,

ABCD : AEGF = AB X AD : AE x AF * * E- 6-

[Alfo find die Flächenräume je zweyer Rechtecke
wn Produkten aus ihren Grundlinien in ihren Höhen

proportional'*, oder , was daffelbe fagt , das Verh'älttiijs * E. 6-

i*t Hkhenr 'dume iß aus dem Verhältnifs der Grundlinien

Md aus dem Verk 'ältnifs der Hoben beyder Rechtecke zu-

fnimmgcfctzt* .] • V. 4.

[Folgerung i . Haben die beyden Rechtecke ABCD,
AEGF gleichen Inkalt , fo ftehn fie im Verhältnifs der
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Gleichheit . Folglich müden , die Produkte aus den
beyden Seiten , woraus fie befchrieben find , d, Ii. &

* E. 6. Produkte aus den Zahlausdrücken dtefer Seiten *) eben¬
falls im Verhäitnifs der Gleichheit Hehn , oder es mifs
AB xAD = AE X AF leyn , daher zwifchen diefra
Zalüausdrücken ftets folgende Proportion befleht

*V-l -y AB : AE = AF : AD *.
Die Seit/ » zweyer Rechtecke von gleichem Inhalt fd

E' 7- mithin jlets verkehrt proportional * ♦

Sind umgekehrt ziveyer Rechtecke Seite» , verkibt
* E. 7. proportional * , fo find ihre Flächenräume .gleich. Denn

verhält (ich AB : AE = AF : AD , fo find die Prodi
* E. 6. te AB X AD und AE X AF gleich * , daher auch dieVi 3. ß.

Flächenraüine beyder Rechtecke , welche dem Lehrfatt
„ 2.u folge , in demlelbenVerhältniffe wie diefe Produkte

ftehn , gleich feyn muffen,

Hat man alfo vier proportionale Linien , fo iß ä//<»«1
das Rechleck aus den mittlem dem Rechteck aus den hfuti
gleich. ]

Jtig. 11. [Folgerung 2. Sind die Linien AB , CD, EF|
GH , undfo auch die Linien AK , CL, EM , GN, «»»■
einander proportional , fo find auch die Rechtecke propt»
ttal , welche man aus den erßen , ziueyten dritten uniW'
tcn diefer Linien hefchreiht , oder

Recht/;. AB\ AK, : Rechtk. CD , CL — Recbtk,
EF , EM t Rechtk . GH , GN.

Denn aus der Zufamtnenfetzung der beyden gl'
gebnen Proportionen folgt , dafs dann auch die Pro¬
dukte aus den elften , zweyten , dritten , vierten di*
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proportionalen Linien * , proportional find , oder dafs * ? • ***

fch verhält AB x AK : CD X CL = EF X EM : GH X

GN*. Nun aber ift nach unferm Lehrfafz das edlere *v <4.£.

Verhäitnifs diefer Produkte , dem Verhältnifs des In¬

halts der Rechtecke , die aus den Linien in ihnen be"

fchrieben find , gleich , (Rechteck aus AB, AK : Recht¬

eck aus CD , CL ) . Eben fo ift das zweyte Verhältnifs

tiefer Produkte dem Verhältnifs der Rechtecke gleich,

die aus den Linien in ihnen befchrieben find (Rechteck

ausEF, EM : Rechteck aus GH , GN ) . Da nun bey-

de Verhäitnifse jener Produkte gleich find , fo find es

auch die Verhä'ltniffe diefer Rechtecke , und . dieje vier

Rechtecke ßiul proportional.

lusbejbndere find alfo die Quadrate vier proportiona-

hr Linien proportional , z. B. in unferm Fall (q . AK : q

CL= q. EM : q . GN .) Denn find die Seiten der vier

Quadrate proportional , fo find es auch immer ihre

Grundlinien und Höhen *. * % +<

Die Wahrheit diefer Sätze erhellt unmittelbar

auch daraus , dafs unferm Lehrfatx zu Folge das Ver¬

hältnifs der Flächenräume von Rechtecken aus dem

Verhältnifs ihrer Grundlinien und ihrer Höhen zufam-

mengefetzt ift . Denn ift diefes , fo miiffen zwey

Rechtecke untereinander daffelbe Verhältnifs , als zwey

snderehaben , wenn die Grundlinien , fo wie die Höhen

öerErftem untereinander daffelbe Verhältnifs , als die

Grandlinien und die Höhen der Letztem haben . ]

[Folgerung 3. Sind umgekehrt vier Rechtecke,

zugleich, deren Grundlinie» , proportional , i/o muffen

euch ihre zweyteu Seiten proportional feyni

V|/■a
e
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und flehn vier Quadrate in gleichen Verbtötmfk
(q . AK : q . CL = q . EM : q . GN, ) Jo ßehn darin nh
ihre Seiten.

Denn da nach unferm Lehrfatz Rechtecke fich wie
die Produkte aus ihren Seiten verhalten , fo im

V.4. 5. durch Trennung * diefer Proportion und der , weicht
die Proportionalität einer Seite in den Rechtecken an-
giebt , die Proportionalität der zweyten Seiten. -
Insbefondere folgt aus de-r gegebenen Proportionali¬
tät der Quadrate , die Proportionalität der Produkte
AK x AK : CL x CL = EM x EM : GN x GN.und
daraus die Proportionalität der Seiten AK : CL=

»V. i .ß. EM : GN *]

Zufatz I . Die hier ' erwiefene ProporticnaütsS
zwifcben den Flächenr 'dumen der Rechtecke und den Proäfc
ten aus ihren Seiten , berechtigetuns die Produkte ans
der Grundlinie in die Höhe eines jeden Rechtecks iw
M a a fs des Flächenraanis der Rechtecken
nehmen . Es verlieht lieh , dafs hierbey von den Zahl-
ausdrücken der Grundlinie und der Höhe , und von

* E. 6, deren Produkten die Rede ilt * ; d. h . von Produk¬
ten der Zahlen , welche angeben , wie viel Lineare*
heiten die Grundlinie , und wie viel deren die Hol»
enthält.

Bey diefem Maafs ift daffelbe als bey dem zu ^
merken , welches wir in den Zufätzen zu Lehriati 12
des zweyten Buchs für die Winkel aufgehellt habt«'
Es ift nicht abfolut , fondern nur Beziehungsweife
Maafs [oder vielmehr kein unmittelbares , fondern ^
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ein mittelbares Maafs ] , Es fet7.t voraus , dafs man ir¬

gend eines andern Rechtecks Flächenraum auf diefelbe

Art benimmt , indem man die Seiten deffelben mit

Jeri'elben Lineareinheit mifst , und das ;Produkt diefer

Zahlausdrücke, .nimmt . Dss Verhältnifs beyder Produk¬

te giebt dann das Verhältnifs der Fiächenräum -e. End-

ha'iti .'B. die Grundlinie eines Rechtecks A 7, deffen Höhe

3 Lineareinheiten , fo wird der Flächenraum dießg

Eechtecks durch die Zahl 7X3 oder 21 vorgerteilt,
welche Zahl einzeln und für lieh nichts bedeuten wür¬

de. Hat man aber ein zweytes Rechteck , ' deffen

Grundlinie 12 , und deffen iHÖhe 7 Lineareinheiten

enthält, fo wird der Inhalt deffelben durch die Zah¬

len 12 x 7 oder §4 vorgeftellt ; woraus mari -fchliehen

miifs, dafs die Flächen räume beyder Rechtecke A und

Blieh zu einander wie die beyden Zahlen 21 und §4

»erhalten, diefes ai'fo das Vierfache von jenem ift , [da

dem eben bewiefenen zu Folge die Flächenräume

Jweyer Rechtecke lieh wie die Produkte aus den

Grundlinien in die ;Kühen verhalten . ] Gefetzt man

käme darin übevein , das Rechteck A allgemein als Ein¬

heit beym Mellen der Flächenräume zu gebrauchen,
[allo die Gröfse aller Fläch 'emäume dadurch auszu¬

drücken, wie vielmal fie das Rechteck A , oder wel¬
chen Theil deffelben , iie enthalten ] fo wäre ff oder 4

das abiblute [ vielmehr das unmittelbare ] Maafs des
RechtecksB , und das hiefse dann nichts anders , als,

diefes Rechteck ift 4 folcher Flächeneinheiten gleich.

Nun ift es allgemein gebräuchlich , und in der
Ttat am einfachften , ein Qiia.irat zur Flacfctne'mhiH ztt

«iwe» , und zwar braucht man dazu das Quadrat , des~
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y?« S«7e Lineareinheit iß , z . B. den Quadratxoll , den
Quadratfufs , die Quadratruthe u . f. f. [Wenn ditfe
einmal feftgeferzt ift , fo geht jenes mittelbare Maafi
für den Flächenraum eines Rechtecks , durch die Pro¬
dukte der Grundlinie in die Höhe , in ein unmittelba-
res über . Die Zahl 21 , welche das Maafs des' Reckt
ecks A angab , bezeichnet dann 21 Flächeneinheiten
d . h. 21 Quadrate , deren Seite die Lineareinlieit ilt;
und dafs ein Rechteck deffen Höhe 3 und de den Grund¬
linie 7 Lineareinheiten gleich ilt , in der That 21 fol-
cher Quadrate in fich enthalten muffe , fpringt fr
gleich aus Erkl . *. e , und auch unmittelbar ms dir

Fig. I2- J-lgur in die Augen , indem ein folches Rechteck(ick

mitteilt Perpendikel aus den Theilungspunktetiin ' Ean-
den , deren jede 7 kleine Quadrate £«fst , zertheita
lä'fst . — jeder andre völlig begränzte Fiäcbenraum ift dm
Inhalt nach irgend einem Rechteck ' gleich , [indem uns
nichts hindert Rechtecke von jeder möglichen Groise
zudenken, ] wird fich alfo ebenfalls , durch einrWA
aus zwey Linien mefferi laffen , [ womit es denn immei
die hier entwickelte . Bewandtnifs hat , indem ein w

^ches Produkt zunächlt den Inhalt eines Rechtecks gÄ
das mit 4er andern Figur gleichen Flächenraum W

fig . 10.
[Zufatz II . Sind wir berechtigt uns den Flä¬

chenraum eines jeden Rechtecks ABCO durch ein Pro*
dukt aus der Grundlinie AB in die Höhe BC vonultf-
len ; fo find wir auch befugt den Flachsnraum ml!
Rechtecks durch diefes Produkt , oder durch AB X BC"■*
beseic kneity indem wir die Zeichen für die Grunii-
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linie und die Höhe durch das MuItiplkations2ekhen.
Xverbinden. Und diefes Zeichens wollen wir uns

liinfüro beftändig bedienen um den Inhalt eines

Rechtecks, das aus den Linien AB , BC befchnbeen

ift, oder deuen Grundlinie AB , deffen Höhe BC iir,
&u bezeichnen,

Ein lokhesProduktenzekhnen zweyer Linien z. B.

EFxGHkann man allb liinfüro nach Willkühr entwe¬

hr durch Produkt aus den beyden Linien Eb \ GH, oder durch

Mttck aus de» Linien Et , GH überfetzen , Beydcs
kömmt nach dem hier Erklärten auf eins hinaus . Um

indelsjnicht gänzlich in die rechnende Geometrie über¬

zutreten, wird es vortheiihaftcr feyn , wenn man ficli

im folgenden an die letztere Auslegung hält , und afc

fo bey einem fokhen Zeichen ftets an ein Rechteck aus

den genannten Linien denkt . Hierbey fällt es foglekh

in die Augen , uafs dkfe Bezeichnung für den Placken»

räum eines Rechtecks, (welche aus den Zeichen der Sei¬

te mitteilt einer arithmetifchen Beziehung abgeleitet

ift) , lediglich unter der Bedingung gültig und etnnvull //? ,

unter der es allein erlaubt war % den Fläch eiuauin

eines Rechtecks als ein Produkt aus feinen Seiten an-

lulehn; nemfich unter der Vorausfetzung , dafs wk ein.

für allemal den Fläehenraum aller Rechtecke mit einem

Rechtecke(als Flächeneinheit ) meflen , mit deffen einejc

Seite wir alle Grundlinien , mit deffen andrer wir alle

Hohen gegebner Rechtecke vergleichen und ausmeffen;

und zwar haben wir dazu ein für allemal das Quadrajb

erwählt, welches über der Lineareinheit als Seite be-

fchtieben ift , Und fo ift demnach der jmthtuetifchs
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Sinn dlefes Zeichens AB x BC , als Zeichen eines Iii
chenraums , fiet $ fo zu erklären , wie wir es mit d«
Vorfteilung felbft , worauf dafs Zeichen fufst , im voti¬
gen Zuiatz gethan haben.

Mit dem gtometrifchcn Sinn diefes Zeichens , bty
dem wir ganz davon abfehn , dafs es eigentlich ein
Produkt bedeutet , würden wir ohne die Sätze , weicht
die Folgerungen aus unferm Lehrfatze , befonders die el¬
fte , ausfagen , nicht weit reichen . Diefe berechtigen
uns aber , grade fo , wie wir aus der Proportionalität
von vier Zahlen auf die Gleichheit der Produkte der
innern und äufsern Gliader fchliefsen , aus der Pro¬
portionalität von vier Linien AB : AE = AF : AD auf
die Gleichheit des Flächenraums der Rechtecke aus den
mittlem und aus den äufsern Linien AB X AD = Ai
X, AF zu fchliefsen , und umgekehrt , abgefehn von
aller arithmetifchen Befugnifs zu diefem Schilifte.
Mittelft ihrer wird daher der Geometcr in den Stand
gefetzt , die arithmetifebe Anficht der Abhängig¬
keit zwifchen Seiten und Inhalt der Rechtecke , gri»
terith 'eiis zu umgehn , und die Begriffe von Produkt!
aus Linien ganz zu vermeiden . Das thut Euklid , und
die ihm folgen ; daher fie auch das Rechteck nichtaui
die Art wie unfer Verfaffer , fondern durch ein den
Ec .kbuchftaben vorgezeichnetes □ oder Rect. beieict'
nsn , z . B. □ ABBC oder Rect. AC . Allein da dasWe-
fen des Verhältniffes und der Proportion am Ende
doch auf Zahl , alfo auf arithmetifche Vorftellungen be¬
ruht "; fo dünkt es mich auf einen kleinen Mifsverftand
Irinaus zu laufen , wenn man aus der Lehre desvef-
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hlrens und der Proportionalität ausgedehnter Gröfsen,

alles Arithmetifche verbannen und es darin forgfältig ver¬

melden will . HöcTiftens kann man es verdecken , wodurch

aber diefe Lehre wahrlich nicht erleichtert , fondern nuf

verdunkelt wird . Ueberdem müden wir da, wo wir durch

Zufammenfetzen linearer Proportionen oder durch Mul-

tlplicationen auf Ausdrücke wie z . 8 . folgende kom¬

men AB X BC X EF X GH , doch nothwendig zum

atitlauetifchen Sinn unfere Zuflucht nehmen . Ich

bleibe daher bey Le Gendres Bezeichnung , (welche die-

fer aus Tacqufts und Wbifiom Euklid , oder vielmehr

ausSimpfins Elementen , die fleh ihrer durchgängig

bedienen, entlehnt zu haben fcheint ) , und die eben

durch den arithmetifchen Sinn , der zugleich in ihr

liegt, vorzüglich und recht chaiakteriftifch wird . Hier

im Lehrgebäude der Geometrie überfetzen wir das Zei¬

chen AB X BC durch Rechteck aus den Linien AB , BC,

und das ill der geometrifche Sinn deffelben . Dagegen

brauchen wir es nur nach feinem arithmetifchen Sinn,

als Produkt zweyer Linien AB , BC zu nehmen , um

uns unmittelbar in die rechnende Geometrie zu ver¬

letzen.]

[Zufatz III . Produkte von gleichen Faktoren

nennt der Arithmetiker Potenzen , und zwar nach der

Anzahl der gleichen Faktoren , die wir in ihnen .den¬

ken, diezweyte , dritte Fotenz u . f. Das arithmeti¬

sche Zeichen der zweyten Potenz aus einer Grö'fse a ift

a*i der dritten Potenz a 3 , u . 1. f. * « ) Ganz dem

Geifte unferer Bezeichnung gemäfs , werden wir daher

den FlHcbeuraum eines Quadrats , welches aus der Linie
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T'S- 4- AB befchrieben iß , mit AB2 bezeichnen f ) . Denn als
glrichfeitiges Rechteck wird es durch ; ein Produkts«

*Z . I- zwey gleichen Faktoren , AB X AB gemeffcn *, anj
mufs alfo durch das Zeichen der zweyten Potenzvon

Z* 2- AB , bezeichnet werden * ; eine .Bezeichnung , vö'ntlti
alles gilt , was wir über die vorige bemerkt haben, und
bey der man fich alfo allemal den Fiäcktnramn des übet
der Linie AB belchriebnen Quadrats denke , weich«
Euklid durch das Zeichen Q AB , andre , z. B Tac-
quet, ' durch ABq . , wie mich dünkt nicht ganz fo vor-

* Z. 2. theilhaft bezeichnen *. ß) Mifst man ferner dieSeiteM
mit der Lineareinheit , und verwandelt fie auf diele
Art in einen Zahlausdruck , fo 'enthäit Q ABjovielätr
der Lineareinheit bcfchriebene Quadrate (d . i . Flächenein¬
heiten ) in ßcb , aif ' die zvueyte Potenz jener Zahl an-

* Z. i . gkbt *, — 7 ) Weifs man endlich umgekehrt den Zahl»
druck eines Quadrats , □ AB , in Beziehung auf die Hl
cbeneinheit , fo giebt die Quadratwurzel aus diefer 7m
den Zahlausdruck für die Seite AB diefes Quadrats in Li.
tieareinhciten . Diefe beyden Satze fpringen auch durch
Conftruction , miitelft Erkl . 5. ß. fogleich ins Auge-

•J-) Le Gendre fügt diefem Zeichen durchgängig noch einen
Strich über die beyden Buchftabe hinzu, z. B. Aß ■Allein
da wir hinlänglich daran gewöhnt find , diefe Buchftaben

. ftets als Ein Zeichen, nemlich als das Zeichen einer Linie
anzufehn, folglich nicht zu furchten haben, dafs jemand
ein Zeichen wie AB2 für folgendes A . (B)2 nehmen, und
als folclies überfetzen werde, fo ift diefer den Druck er-
fchwerende Zufatz , in den mehrften Fällen überflüßig.
Auch bedient fich Siinpfon durchgängig des Poteszenzei-
chsns ohne diefen Zufaiz,
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Denn enthält z. B, die Linie ABa oder 3 Lineareinlieiten

in(ich , fb lä'fst lieh das Quadrat aus AB (d. h . AB DC

oder AB' D'C ) durch Perpendikel , welche auf der»

Seiten in den Theilungspunkten errichtet werden , in

joder 3 gleiche Banden zerfebneiden , deren jede im

(iftenFall aus 2, im zweyten aus 3 Quadraten befteht,

welche über der Lineareinheil als Seite befchrieben

lind; enthält mithin im erften Fall 4 , im iweytHi

9foiche Flächeneinheiten in lieh . ' Umfafst es umge-

kthrt eine foiche Zahl von Flächeneinheiten , fo ift

deffen Seite 2 oder 3 Lineareinheiten gleich , J

Anmerkung 1, Der Zablausdrnck eines jeden Qnndratt

iß tl[oeins Quairatuhl , neinlich die zweyte Potenz aus dem

Zahlausdruck der Seite ; und der Zahlc.nsdmck der Seite mnge-

feiit eint Quadratwurzel , nemlich ans dem Zahkusdruck der

Qtiadratflächc. Die Flächen aweyer Quadrate verhalten Jich alfo

u eiiioBiitr ftets wie %-iaey Quadratzablai , nemlich wie die zwey-

ten Potenzen aus dem Zahkusdruck der Seiten , und umgekehrt

wWte» [ich die Seiten ziveyer Quadrats wie awey Ouadratwnr-

i(k nemlich wie die Quadratwurzeln aus dem Zahkusdrücke»

der Flachen.
i

Hievaus folgt erfiens , die Reduction verfchiedener Flächen-

"ufse anf einander . Alle unfere Fkchenmaafse find nemlich

Quadrate, verhaken fich aifo wie die zweyten Potenzen der

Zahlausdtiicke ihrer Seiten . Enthält fo z, B. 1 Ruthe 16 Fufs,

iWs u Zoll , 1 Zoll 10 Theile in fich; fo geht) auf 1 Quadrat-

tutk 162 = o 56 Quadratfufs , auf 1 Quadratfuls ia 2 — 144.

Qpadvatzoll, und auf 1 Quadratzoll 102 = 100Quadrattheile;

«nd verhalten fich der Parifer und ilheinliindifche Fufs zu ein¬

ander wie 1440 : 1391, fo ift das Verhpltnifs beyder 'QrjSdi-atflufs^

Wie 14402:j 39l * d. i. ungefähr wie £07 .-.193.
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- Winea wir zvaytcns cafs ein Qi-idrat z. B. 25 oder ifc
Quadraczcll er.th ..!: , fo ift die Seite defiglben / 2> =  5 oq
1/* 169 = 1$ Zoll lang. Iii folglich der Zahlausdruck eins; W
drats in Beziehung auf ein anderes , als Einheit , keineQuaaraMÜ,
2. B. ij , fo ift der ZshhusdrucV : für die Seite fieiTclben, mBe¬
ziehung auf die Seite des andern , vtvxhrational &abl , /i5 ; lstj.
de Seiten find aifo incoMiuenjuvaliel.

Drittens wird vermöge diefar Sätze und der analojts
1111zweyten Zuf .uze die ganze Theorie von commenfiirahianl
incommenfnrnblen Flächen , und deren Verhalten , auf die Lehn
von den Irrationalzahlen zurück geführt , (wovon der eben auf¬
gehellte Sitz ein Eeyfpiel giebt , der bey Euklid X. 6 , fveylitk
anders ausgedrückt vorkommt, ) und mithin der eigentlicheGe-

^ genftand von Euklids zehntem Buch * aus der Geometrie in ilii
a. Arithmetik verwiefen.

Anmerkung 3. So wie unfere Bezeichnung fürüeckedst
und Quadrate aus der Arithmetik entlehnt ilt , fo haben feheu
die griicuiiiixn Matinnatütr (geitützt auf der Analogie de; f»-
dskts aus zwey Linien , und der Fläche eines Rechteckswek"6
aus dielen beyden Linien befchrieben ift 3 fo wie z'- e}terfw*
atn und der Flächen cas OaadrstgBj theils die Bejrifie TW la¬
chen , Rechtecken , Quadraten und andre verwandte , ms<a
Geometrie in die Arithmetik . theils umgekehrt die artbaetääa
Be-rifie des Muitiplicirens auf georuc-rriiche ConftrncriooeaSs¬

ein jedes Produkt aus zwey Zahlen eine Fijcbenzsbl , diezT
te Polenz einer Zahl ein Quadrat , und die Diviiion einer Zii
in die andre , Applicatio numeri ad numerum, naen der Ael»--*"
keit mit dem Verfahien in Aufg 3. am Ende , diefes Bu:B-

Umgekehrt deuten fie fbder vielmehr die Geometer des
telalters ) die Confiructioit eines Rechtecks aus zwey gegebnen"'
tuen AB , BC fo an . m'ilfiflicire AB in BC; das Rechteck tß

durch
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surch den Ausdruck ": qiiod fit ex äuctu ahtrixs Limat in iheram,
üud das Oiaiitrat einer Linie durch Poteßas lir.eae, oder blöS
durch potefi. Ausdrücke , die ohne diele Erläuterung allerdings
Mir fonderbar Ichienen. So z. B. fragt Clavius nach dem Unter«
fchiede der Quadrate zweyer Linien folgendermafsert : in 'jenire irf,
f»i plus potefi major , quam minor , und der Pythägoreifche
Ltbfatz wird oft fo vorgetragen ; hypötenkfa potefi ;cathetos;
d, h. das Quadrat der Hypotenufe ift dem Quadrat der beyden
Katheten gleich, Selbft Euklid bezeichnet auf diefe Alt die
Gleichheit des Quadrats einer Linie mit einem ändern Rechteck,
„Wenn eine Linie nach fietigem Verhälttiifs gefchnitten ift , fo
htmdas Quadrat des gröfsern Abfchtiitts das Rechteek aus dem
kleiaem Abfchnitt und der Linie " .

Anmerkung 3. Aüs den EtörtrüSgen zu diefeffl Lehrf.
erhellet endlich , in Wie, fern wir oben behaupten konnten , däfS
&m Erklärung 4 und 5 aufgeteilten Sätze , auf die Arithm «-
fcaen SStze, welche dort angeführt werdeh , hinaus laufen.

d. fef.

X. fi H . fi. SATZ 5.

Der Eachemaum eines ParaüdogranitHS itirZ

scr tJaihtiii'äHiit eul£s Dt'eyecks äUvcii Bus heubt
htAuif ™.,f j, « r, »;.,^i.'i,;* :„ j ;« tixu*cruMki aus tief uruHaliHtt in au tloae.

Denn ein Faraileiograrrim ABEC hat mit einem Fig. t,
RechteckCDFE, weiches von gleicher Grundlinie AB und
gleichet- Höhe CD trat dlefem Pärallelograrhrne ift:5
Richen Inhalt * , und alfo auch zürn Mäafse feines » {, f"j
p&bnraams ebenfalls das Produkt AB .X CD *, —^4.z,i,

K ,
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Ein Dreyeck ABC ift aber nur halb fo 'grofs als ein foi-
*2. f, i . ehes Rechteck * , hat folglich zum Maafse feines In¬

halts das Produkt § CD X AB.

Folgerung , i . Ziucy Parallelogramme und i'a
auch zivey Dreyecke von gleiciier Hobe , verhalten/»

folglich dem Inhalt nach , wie ihre Grundlinien ; und
/- haben fie gleiche Grundlinie ?: , fo verhalten lie lieh fit

ihre Höhen . Denn aus dem Verhäitnifs der Produkte

wodurch ihr Inhalt beftimrat wird , fallen die gleichen

•V. Juß. Factoren unbefchadet des Verhältnilfes hinaus *, daher
diefes Verhäitnifs im erften Fall mit dem Verhältnis!

der Grundlinien , im zweyten mit dem Verhäitnifs der
Hohen übereinftimmt.

rig . 13. [Folgerung 2. Da das Verhäitnifs . zweyer Pro¬
dukte aus dem Verhäitnifs der Faktoren zufammenge-

fetzt ift , fo ift folglich auch ] das Verhäitnifs des lädt

zweyer Parallelogramme , fo wie ziveyer Dreyecke, 2»/*

mengefetzt aus dem Verhäitnifs ,der Grundlinien undk
Hohen , z B.

A ABC : A EFG = AD X BC : EH x FG §

* V 6* = ( AD : EH ) ( BC : FG ) *.

Folgerung 3. Sind die Glieder des erfierndl;-

fer beyden gleichen Verhältnifle untereinander gleicb.

fo , find , es auch die des zweyten , und ■urageketo
Ift aber AD X BC = EH X FG fo ift allemal auch -AD:

=# FG : BC. Mitbin find in Dreyecke» von
Inhalt flets die Hotten und die Grundlinien verkehrt f f̂*

* E, ~*t ' ona! * , und find umgekehrt die Hoiitn und Grusü-'**

zweyer Dreyecke verkehrt proportional , fo haien di<f Pf
tcke gleichen InJia/t,
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Däfieibe gilt aus den nemlichen Gründen für die
Parallelogramme . Diefe Eigenfehaft kömmt alfo den
Rechtecken nicht ausfchlieisiich zu *,] . * *

Anmerkung . Der Kürze halber pflegt man unfernLehr-
kz such wohl fo auszudrücken : ein Parallelogramm ift devi Fre¬
istil a«j Her Grundlinie in die Höbe , und ein Dreyeck der Half-
tt tiefes Produktes gleicht Hat man fich hierüber fo wie wir im
ritten LehrfatZe erklärt , fo fieht man fogleich , dafs hier blofs
flffl den 7ahUusdvucl -.cn für den Inhalt und die Seiten die Rede
■It, UBd dann fällt alles Anftöfsige in diefem Ausdruck Weg.
Bezeichnet man diefe Zahlausdrücke mit i , g , h , fo ift für das
r- ; - o - • - . i iiKiliilogyammi = gh und umgekehrt g = ~ oder h = ~

und für das Dreyen i = § gh , g = —i > h esz — , fo dafsS
aslojede diefer drey Gröfsen durch den ZahUusdrück dev bey-
om andern', nach diefen leichten Formeln beftimmr -wird. Ein
hraliclogramm von 280 Qii .idratfufs , das über einer Grundlinie
ton M Vuß fttht > halt fo z. B. zur Höhe 20 Fufs , und ei«
Dreyeck vor 400 Qnadratfufs , deflen Höhe so .Fufs ift , -eine
Grundlinie von 40 Fufs,

rl. U>

LEHRSATZ 6.

Der Inhalt eines Trapezoid AB CD wird durch Hg.
hshpdukt ' aus der Hohe EF in die halbe Summe

parallelen Grundlinien dejjelben, AB , CD * ge- * £.
b^ h.

Man haibrre eine der nicht parallelen Seiten , i , B,
BC™ Punkte I , liehe durch diefen Punkt parallel

ltder gegenüberftehenden Seite AD die Linie KL,
^nriäagere DG , bis wo fie dilfe Linie trifft.
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In den Dreyecken IBL , ICK , lind vermöge der
Conftruction ' die Seiten IB , IC und die Scheitelwin¬
kel CIK , LIB gleich . Ueberdem find die WinkelICK,
IBL vermöge des Parallelismus der Seiten AB, DC
gleich . Alfo decken fich beyde Dreyecke , daher du
Trapezoid ABCD mit dem Parallelogramm ADKL glei'
chen Inhalt , und folglich , fo wie diefes, das Produkt
EF X AL zu feinem Maafse hat . — Nun find aber
auch die dritten Seiten CK, LB jener beydenDreyecke

gleich , mithin DC + AB = DK -f- AL ==aAL,
weil in jedem Parallelogramm die gegenüberftehenden

Seiten gleich find. Es iH: alfo AL = E^llL ^ ? ) und
2

folglich hat der Flächenraum des Trapezoids ABCD

iu feinem Maafse das Produkt EF X ( ^ B+ Dc)
2

Zufatz I. Zieht man durch den Punkt I, ä«

in der Mitte der Seite BC liegt , mit den parallelen
Grundlinien des Trapezoids eine Parallellinie , IH, b

entftehn zwey gleichwinklige Parallelogramme AHII,
h 3S. HDKI * , worin erßet/s (weil nach dem eben bewie-

fenen KI = IL;) auch DH = HA ift , alfo auch die

• zweyte Seite DA halbirt wird ; und zweytensHI=
AL ift. Folglich läfst fich der Inhalt eines Trt{fJ^
auch durch das Produkt EF X Hl meffen , d. h.durch

das Produkt aus der Höhe in die grade Linie zwilchm
den Punkten , welche in der Mitte der nicht parallel«
Seiten liegen.

[Zufatz II . Jede gradelin'tge Figur läßt fieltk
Wohl in Unter Dreyecke, ah auch in Dreyecke und Tt#
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aide zerlegen, daher man mit Hülfe diefes und des vo¬

rigen Lehriatzes den Inhalt jeder gradelinigen Figur

ohne Schwierigkeit findet . Um die Figur in Dreyecke
iu zerfallen , nimmt man irgend einen Punkt in ihr,

oder in ihrem Umfange , und zieht von demfelben nach

allen Eckpunkten grade Linien , (läge der Punkt ausfer-

hnlb der Figur , fo bekäme man additive und fubtrac-
tive Dreyecke , welches unbequem wäre ) , uncl zwar

iä es bey unregelmäfsigen Figuren am vortheilhafte-
ften, wenn man fie durch Diagonalen , die von einem

Winkelpunkte aus nach den übrigen gezogen werden,

in Dreyecke zertheilt . Jede diefer Diagonalen giebt

die Grundlinie für zwey an einandeiiiegende Dreyecke
ib. Mifst man fie und die Hohen , fo findet fich der

Zahlausdruck für den Inhalt jedes der Dreyecke nach

Lehrfatz5 , und ihre Summe ift der Zahlausdruck für

die ganze Figur . Figur und Beyfpiele wird fich jeder
leicht felbft hierzu bilden.

Um eine gradelinige Figur in Trapezoide zu zer¬
fallen, nehme man wiUkührlich eine grade Linie , und
»war ift es 'am vortheilhafteften , wenn man hierzu die

längfte Diagonale wählt . Auf diefe fälle man von al-

!{nEckpunkten der Figur Perpendikel ; fo bilden je

Wey diefer Perpendikel , fammt der Seite der Figur und

dem Abfchnitt der Diagonale , die zwilchen ihnen
ile2«n, ein Trapezoid , worin diefe parallelen Perpen¬

dikel die Grundlinie , und der Abfchnitt der Diagona-

lt>der auf beyden fenkrecht fleht , die Höhe abgiebt.

lj 'e äufserften Perpendikel bilden mit den Seiten der
f'gur. und dem Abfchnitt der Grundlinie.rechtwinklige
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Dreyecke . Diefe Zerfaiiung und Ausrechnung grade-
liniger Figuren ift in > ieieh Fällen , befonders, beym
Feldmeffen , fehr bequem.

Beyde Zerfallungen , befonders die letztere, kann
man felbfl auf , krummlinige Figuren übertrügen,
nimmt man nur die Höhen der Trapezoide fo kitin,
dafs die krummlinige Seite (ich ohne merklichen Fei¬
ler für gradelinig nehmen lä'fs.t , oder fubftituirt man
ftatt der krummen Linie eine grade , fo dafs der Inhalt
dabey nicht merklich verändert wird .]

[LEHR SATZ 7 -]

Fijt- ij . i . Jede grade Linie , welche) wie DE , dwi
ein Dreyeck ABC mit einer Seite deßelben, z. B. d
BC , parallel gezogen ifl, theilt die beyden audenSii-
teu des Breyecks in proportionale Theilt , fo dafsp
verhält AD : DB : AB = AE : EC : AC.

2 . Sind umgekehrt zwey Seiten AB , AC dfta
Dreyecks in den Punkten D und E proportionalj*

*E. g. theilt * , fo ifl die grade Linie DE , zieifih» 4"
beyden Theilpnnkten , mit der dritten Seite BC in
Dreyecks parallel.

Jit DE mit der,Seite BC parallel , und man*
EE , DC , fo entftehn zwey Dreyecke BDE, CEO;
welche ;Uber gleicher Grundlinie DE , und zwif*
gleichen Parallelen DE , BC ftehn , und deshalb gl"'

»«. f. 2. eben Inhalt haben \ Zugleich find die DreyeckeB* j
EDA , EBA von gleicher Hohe , denn ihreÜrundlu"0
liegen in einer graden Linie und ihre .Spitzenf»"*
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in einem Punkte E zufamnien * ; und eben fo find

such CDE, EDA , CDA Dreyecke von gleicher Höhe.

Folglich verhalten fich die Flächenräume diefer Drey¬

ecke wie ihre Grundlinien * , oder

A ADE : A BDE : A ABE = AD : DB : AB

und A ADE : A DEC : A ACD = AE i EC : AC

Da nun die Dreyecke BDE, DEC , und mithin auch

die Dreyecke ABE , 'ACD gleichen Inhalt haben , fo

find die Verhä'ltriiffe links vom Gleichheitszeichen in

beyden Proportionen gleich ; alfo auch die Verhaltniue

rechts vom Gleichheitszeichen * ,

AD :.DB : AB = AE : EC : AC,

und die beyden Linien AB , AC find folglich propor¬

tional getheilt *.

5. Sind umgekehrt zwey Seiten eines Dreyecks

AB, AC in D und E proportional getheilt , fo verhält

fich vermöge der proportionalen Theilung AD : DB

= AE : EC * Wäre bey diefer Vorausfetzung die

grade Linie DE mit der dritten Seite BC des Dreyecks

nicht parallel , fo müfste eine ândere grade Linie DO,

die FaralleHinien mit BC durch den Punkt D feyn,

Dann verhielte fich aber , vermöge des eben Bewiefe.

nen, AD : DB = AO : OC , und folglich , da dann

in diefer und der vorigen Proportion die elftem Ver-

liältniffe gleich find , wäre auch AE :EC = AO : OC * ;

welches unmöglich ift , da AE > AO , hingegen EC

< OC ift *. Alfo mufs DE mit BC parallel feyn.

Z u f a t z I, Auch wem man zwey Schenkel AD, AE

tims Dreyecks_ADE über die Grundlinie DE oder über die

* E. S.

*.5,f,i.

Gr. r

E. 8.

* E. 8.a.

• Gr . i.

rig . 16.
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Spitzt \ A hinaus verlängert , fo werden diefe WerUnitm
gen durch jede Paralleilinie mit der dritten ,|Se;'fe, z, ß,
durch BCoder durch ß y, den Schenkeln des Dreyecks propor¬
tional gefchnitten . Denn im erfiern Fall bückt ABC ein
Dreyeck , deffen Schenkel AB , AC von einer Linie DE
parallel mit der Grundlinie FG gefchnitten , und folg'
lieh , unferm Lehrfatz zu Folge , proportional ge-
theilt werden , —- Im zweyten Fall nehme man auf
dem Schenkel , auf deffen Verlängerung der Punkt(3
liegt , Ab gleich Aß , und auf dem zweytenAc gleich
Ar , und ziehe bc ; fo decken fich die bqydenDreyeckt

* h 6, Abc und Aßy * , folglich .find die Winkel b , (3, D
* I« 3J- gleich , und daher die Linien ßy , bc , DE parallel*'

Mithin werden , unferm Lehrfatz zu Folge , die Sehen-
kelAD , AE durch die Paralleilinie bc proportional ge-
theilt , fq dals fich verhält Ab ; AD = Ac : AE, und

3. alfo auch Aß ; AD : ßD = Ay : AE : 7E * , daher
auch in diefem Fall die Linien ßD , yB, proportionn
gethcilt find,

Grade auf diefelbe Art beweift man (nach 3) $
wenn zvpey Linien ßD , yE fich fo in einem Funkte Adww
febneiden , daß diefei - Funkt beyde proportional theilt, $
graden Linien zivifchen den über einftimnienden
ßy , DE , parallel feyn niü jfen*

Zufatz II , Zwey grade Linien , zveifchen ^ ,clm
Parallellmien in beliebiger Zahl und Entfernung pts^
find , teer den durch diefe proporthnal getheilt,

flg . ie . Denn find erßens diefe beyden Linien felbft p^ '
lel, wie AB,CD,fo fchneiden je zwey der Paralleilinie»



INHALT SRADEt . FIGURKK. 265

«uf beyden gleiche Theile ab * , dnher die überein - *1. j « £

ih'mmenden Theile beyder im Verhältniis der Gleich¬

heit Itehn , und alfo beyde Linien , proportional ge¬

teilt find *• *E. 8. a,

Treffendagegen zweytens die beyden Linien in ei- Fig 17,

nem'Punkte A zttfäftimen , wie z. B. BC , DE ; lo ent¬

lieht ein Dreyeck AGK , defleri Schenkel , in ihrer Ver¬

längerung, von Parallellinien mit . der Grundlinie GK

durchlebnitten , folglich , dem vorigen Zufatz gemäfs,

proportional getheilt werden , fo dals je zwey überein-

(limmende Theile der einen , und deren Summe , un¬

tereinander daffelbe , Verhältnifs wie in der andern

haben*, * E. 8.

Sind umgekehrt zwey grade Linien proportional ge-

tlitih,ß) ßnd die graden Linien dus ch die übereirißimnienden

Tkeilpunkte, insgefanitnt parallel , jene beyden Linien

mögen parallel feyn oder fich durchfehneiden . Diefes

folgt aufrdiefelbe Art aus dem zweytenTheil des vori«

gen Zufatzes,

Anmerkung , Die übrigen fruchtbaren Satze über pro¬

portionale Einthcilungcn von Linien , verfpare ich bis zum fol¬

genden Buche. Der Beweis qer hier vorgetragnen ftützt fich un¬

mittelbar auf dem Vorhergehenden, und itt uns in den gleich

folgenden Materien von fo. vielem Nutzen , dafs fie hier unttrei-

tig an der fchicklichften Stelle ftehn, Sie begründen nicht nur

^ Lehre von der Aehnlichkeit der Figuren , fondern geben uns

Weh fogleich die einfachlteMethodean die Hand , «« drey gegellt

W*Linien die vierte Proportior.oltinie s« finden; eine Methode,

welche Auf'g, 4 vorträgt, und die uns zur Verwandlung deri -igu,«
,sn in einander unentbehrlich ift,

<ä, u.l
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rig/ig . Zu Tat 7 III . Wenn man die Selten eines ürtytli
ABC insgefammt in zwey gleiche Theile tbeilt , undk
haÜirehden Punkte D , E , F durch grade Linien vtrfa
det , ß >wird das gegebne Dreyeck dadurch in vier klciniti
Dreyecke getbeilt , welche insgefammt mit dem Gcgcliu
gleichwinklig find , und [ich einander decken.

Denn je zwey Selten des gegebnen Dreyecks fini
liaibirt , d. i. nach dem Verhäitnifs von I : I , undrail-

* 8- Inn proportional getheilt * , daher die Linien DE,
EF , FD mit den gegenüberftehenden Seiten des Drey.
ecks ABC parallel laufen . Folglich find die kleinen
Dreyecke an den Ecken nseh I . 25 , und das Dreyec«
DEF in der Mitte nach I . 31 . Arim . , mit dem gegeb-
nen Dreyeck gleichwinklig . Diefes mittlere bildet mit
jedem der Dreyecke an den Ecken , wegen (jes Paral.
kiismus der gegenüberftehenden Seiten ein klein«
Parallelogramm , wie AFDE , deckt lieh folglich mi:
jedem derfelbcn , und daher auch diele untereinander,'
io dafs jedes der vierte Theil des ganzen Dreyecks»

Grade Linien AD , BE , CF , welche man von den
Eckpunkten des gegebnen Dreyecks nach den Pili*
ten in der Mitte der gegenüberftehenden Seiten liefe
geben für diefe kleinen Parallelogramme die zweytfn
Diagonalen ab , balbirenßchaljo mit den Seiten disD'f

* I. 37, ecks DEF wechfilßitig *. Verbindet man daher aufs
neue ihre Durchfchnittspunkte , fo entftehn wieder«»
vier den vorigen gleichwinklige , fich deckend;
Dreyecke , die ein Sechzehntel des Gegebnen,
deffen Seiten ebenfalls halbrrt find , und umgekehrt
die fn dem kleinem Dreyeck liegenden Stücke der ti-
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Dien AD, BE , CF , halbiren . Verbindet man immer

wieder die halbirenden Punkte durch grade Linien,,

fo gelit diefes ohne Ende fort ;, daher AG in Beziehung

auf AF als Einheit , dut/ch eine geometrifche ohne

Ende fortlaufende Reihe | 4 - \ . § - h \ %. § . . . de¬

ren Summe , wie die Arithmetik lehrt , § ift , gegeben

wird; ein Satz , den wir im folgenden Buche auf ganz

geometrifchem Wege darthun werden.

Zu fä t x IV . Wenn man alle Seiten irgend eines Figi 19,

Vitrecks AUCD halbirt , und die halbirenden Punkte je

Weyer Seiten, welche an einander flofsen , durch grade Li¬

nien verbindet , fo bilden diejh ßets ein Parallelogramm

E'rGH, deffen Sei teil mit den Diagonalen AC , BD des

pgtinen Vierecks parallel 'find . Denn jede diefcr Diago¬

nalen zertheilt das Viereck in zwey Dreyecke , wie

ADC, ABC, denen die Diagonale 'zur Grundlinie , und

iwey der halbirenden Seiten des Vierecks zu Schen¬

keln dienen . Diele Schenkel find proportional ge¬

feilt , daher HG und EF beyde mit der Diagonale

AC, alfo auch untereinander , und eben fo GF , HE

mit der Diagonale BD und untereinander parallel lau -,

fen. Mithin ift EFGH ein Parallelogramm von der er - * 7. (3)

wähnten Befchaffenheit.

Der Inhalt diefes Parallelogramms iß halb fo grqfs

nh der Inhalt des gegebnen Vierecks. Denn da CO und

EO beyde nach demfelbea Verhaltmfs wie DC durch

die Parallelen GH undGF eingetheilt * , mithin halbirt t 7, ( |)

werden, fo hat jedes der vier Dreyecke , in welche das

gegebne Viereck durch beyde 'Diagonalen geüheilt wir^

z.B. AQDj eine doppelt fo groiseGrundlinie undHohs
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als das kleine Parallelogramm OH , mithin «u;t
einen doppelten Inhalt % Die vier kleinen Paral¬
lelog;T.amme zufammengenommen find alfo halb Ii
grofs als die vier Dreyecke , d, jh. als das gegebne
Viereck.

Die Quadrate der beyden Diagonalen AC, BDfiitdtitiA
einmal fo grofs, als die Quadrate der vier Seite» desParat
lehgramms EFGH zufammengenommen. Denn jede det
Diagonalen ift , nach dem eben Bewiefenen, das Doppel¬
te der Seite des Parallelogramms , welche mit ihr p*

z-3' 5 raUel läuft *.
Endlich find die vier Dreyecke, worin; die Dkl»

Jen das gegebne Viereck theilen , einander proportional
Denn je zwey diefer aneinander liegenden Dreyecke,
z. B. AOD , DOC und fo auch AOB, BOC, ftehn übet
einer graden Linie , und ihre Spitzen fallen zufaramen,

. 2, Sie haben alfo gleiche Höhe *, und verhalten fielt folg*
lieh , jene fowohl als diefe , wie ihreGrundlinien AO,

f. i . OC * , find alfo Proporrionalflächen.

[LEHRSATZ g.]

SOi Zwey grade Linien FH , Gl , welche nmfcrt
einen Punkt E in der Diagonale eines Pardk-
granimsABCD, mit den Seiten parallel zieht, thult*

i ) die Flachen in vier kleinere Parallelogramm,
welche unter fich , und mit dem Gegebnen, gfe&
winklig und proportional find,

und,2) die Seiten in zwey proportionale Abfchnittb
3 ) Die parallelen Seiten der Parallelogramm!

«w dii Dieiganalet GF} Hl , AC, ßihnty
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1 JUii

Paril.
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oppel-
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fächern Verhältnis , und die E rg 'dnzungen die'

fr Parallelogramme, EA , EC , haben gleichen In-

klt, und find mittlere Proportionalfi 'ächen zwifchen

jtimu

4) Wenn das gegebene Parallelogramm ein Rhombus

Ütttin Quadrat ifl , fo find auch die beyden kleinen

hmlklogramme um die Diagonale Rhomben oder

{kdrate aus beyden Abfchnitten der gegebnen Sei'

ß, und die beyden Ergänzungen decken fich ; und.

iimrfindfie im Fall eines Quadrats Rechtecke , die

ms den beyden Abfchnitten der gegebnen Seite 6e-

t neben find,

1) Vermöge der Confhuctlon find AB , HF , DC

miteinander parallel , und fo auch AD , Gl , BC.

Beym Durchfchnelden diefer Linien entftehn alfo lau¬

ter Parallelen zwilchen Parallelen , folglich lauter Pa~

tallihgramme, die unter lieh und mit dem gegebnen

ßchwmktigfind.

Je zwey derfelben , welche an einander liegen,

!'B. HI , EC , haben gleiche Hohe , verhalten fich

folglich wie Ihre Grundlinien HE , EF * - Dlefen Li - *?♦ £t.

»ien find die Grundlinien der beyden andern , eben-

Wls gleich,hohen Parallelogramme AE , GF gleich.

Mithin find diele vier Parallelogramme Proportionatflä~

CK oder es ift p HI : p EC : p HC = p A£ : p GF i

MF =: p AI : pGC : pA c * »V.^

2) Well EH mit AB , und EI mit BC parallel Ift,

»erden in den Dreyecken BDA , EDC die Schenkel

^1 DC beyde dem gemeinfchaftlkhen Schenkel DB
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* 7- I. proportional * , folglich auck untereinander felbft fit.
*Gr . 1. portionnlgttheilt * , fo dafs lieh verhält DH : HA:DA

~ DI : IC : DC.

3) jedes der Parallelogramme um die
HI , GP ? AC , ift aus zwey Seiten befchrieben,
che in dieferj proportionalen Theilung übereinrhmmen.

K' de Glieder ausmachen * , das erfte aus den erftenGlie¬
dern DH , DI , das ztveyte aus den zweyten HA, IC,
das dritte aus den dritten DA , DC . Folglich flehen
die parallelen Seiten djefe # Parallelogramme in g/eiA»
Verhähnifs . (Hingegen find die Ergänzungen aus den
nicht - übereinftimrnenden Gliedern diefer  propottior.il
getheilten Glieder , befchrieben ) .

Da Parallelogramme , die einerley Höhe haben, (ick
r. -wie ihre Grundlinien verhalten * , fo verhält lieh»«•

* (2) möge der obigen Proportionalität * p DE : p. EG=
p. DE : p IF , daher wegen Gleichheit der Vorder,
glieder auch die Hinterglieder , Parallelogramm HGffli
Parallelogramm IF gleich feyn miiflen . Die beydtnfa
g 'dnzungen haben alfo immer gleichen Inhalt , und es ver-

* CO hält lieh mithin * p DE : p HG = p HG : p £Boder
p DE : p DG = p DG : p DB , fo dafs die Ergänzung«
die mittleren Proportional/trieben zwifchen den iu&
ielogrammen um die Diagonale find.

4 ) Ift das gegebene Parallelogramm ein
■oder ein Quadrat , fo. ftehn deffen Seiten , mithin auch

* (1) die ' übereinftimmenden Abfchnitte derfelben *>0
* E. 8. Verhältnifs der Gleichheit * Folglich find dann Sf
• ^ ' beyden kleinen . Parallelogramms um die , Diagonal'

\
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HI, 6F , auch gleichfeitlg :•* , und überdem mit dem * (3)

Gegebnen gleichwinklig * , mithin Rhomben oder * (1)

Quadrate, und zwar jenes aus dem Abschnitt AG,
»diefes ift aus dem Abfchnitt GB bel 'chrieben . — Die

Seitender Ergänzungen find dann gleichfalls unterem*

Inder gleich *, beyde Ergänzungen decken Geh *, und ^
im fall des Quadrats ift jede das Rechteck aus AG , GB,

1 u f a t z I . Auch wenn man durch mehrere Punkts

bDhpnale , z . B. durch E und L , (oder durch Punkt»

in der Verlängerung der Diagonale ) Parallellinien \mit

im Seite» des Parallelogramms AC zieht , wird das

hrallehgramm in lauter gleichwinklige Parallelogramme

$stheilt, von denen die Ausfägen des Lehrfutze gelten.
Denn alsdann find die Parallelogramme HI und MM

beyde auf die Art , wie es der Lehrfatz vorausfetzt,

eingetheilt; folglich haben die Parallelogramme um
die Diagonale , LD , EL , ED , BE , EL und BD insge-

fammt proportionale Seiten , und find , falls das Gege^

nene BD ein Rhombus oder Quadrat ift , allefammt

Rhomben oder Quadrate , über den Abfchnitten der

Seite AB befchrieben *. Die Ergänzungen LI und

LH, EN und EM , EC und EA und folglich auch NI

«nd MH, find von gleichem Inhalt , und falls AG

«n Rhombus oder ein Quadrat ift , decken fie fichj

und find aus je zweyfAbfchnitten der gegebnen Seite

AB befchrieben . Endlich find EN , EC , GC mittlere

Pro portionalflächen »wifchen GF , und zwifchen EL,
ED, ED u , f. f. '

2ufatz II . Nimmt man auf der einen Seite eines

^raUelogramms 4C einer. Punkt G , und auf der dura » '

ft)
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ßofsendenSeite einen Punkt F , fo dafs B und EF htm
•Äg .4. ftlbi « Verhahnifs als die Seitens BA und BC ßeh« *, «»/

zieht durch G und F mjt den Seiten du Parallelogramm
Parallet/inien Gl , FH ; fo durchfchneiden fich diffe hijk
Parallellinien in einem Punkte E t der in der Diagandtk
genebnen Parallelogramms liegt.

Denn da durch einen Punkt F nur eine einzigePi.
*Ii4 .Z 2 ralleüinie EF mit einer graden Linie AB *, io wie

zu drey gegebnen Linien nur eine einzige vierte Pro-
*V. j. a , portionallinie möglich ift * , und nach unf'erm Lei»

fatz die Pärallellinie EF die Seite BC fo durch«
fehneidet , dais BA : BC fich verhält wie EG : BF; io
rriufs , wenn man umgekehrt den Punkt F diefer Pro-

■ portion geiiä 'fs beftiinrnt , und durch Ihn eine Parai-
lellinie mit der Seite AB zieht , diefe Pärallellinie
durch den Punkt E gehn , worin die Parallellinie Gl
die Diagonale durehichneidet . Folglich gelte» vw

fo gezognen , Parallellinien alle Ausfagen imfers Lthrjataii
und alfo auch ins befondere , wenn AC ein Rnotnirai
oder ein Quadrat ift , und man BF gleich ßG nimmt,

2üfatz III . Dnffelbe Ift endlich der Fall, MM
jnan zvoey gleichwinklige Parallelogramme , deren Sei'
ten in gleichem Verhältnifs Hehn , wie GF , HI , fo»*
einander , oder wie GF , AC fo in einander fetzt , dafs
die proportionalen 'Seiten in grader Linie liegen , unl
wenn man dann durch Verlängerung der Seiten diefef
Parallelogramme , das Parallelogramm ÄC ergäm-t.

AMtfc
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Anmerkung . Die Sätze kommen Theilweife fchon bey
MMvor I. 43, VI. 24 und 46 , und X. 54 Lemma. Bey Le
Gendre fehlen fie, obfchon fie gleich bey den folgenden Sätzen,
undnoch mehr für die Verwandlung der Figuren , und für die
jtometrifche Analylis von Nutzen find.

d-. U.

LEHRSATZ 9.

Ein Quadrat aus einer zweytheiligen Link AC^l%' 31'
ift dm Quadraten über den beyden Abfchnitten AB,
iC, und zwey Rechtecken, welche aus den beyden
üjehnitten befchrieben find , zufammengenommen
lläch; oder es ift AC*d.h. (AB-hBC ) 2 = AB3 -f-
ic*+ 2 ABx BC,

Befchreibe über AC ein Quadrat ACDE * , nimm* n,A,n:

AFgleich AB , und ziehe FG mit AB , und BH mit

AE parallel. Dem vorigen Lehrfatz gemäls theilen

fae Parallellinien das Quadrat über AC in zwey Qua¬

rte AI , ID , welche über den beyden Abfchnitten

AB, BC der Seite des gegebnen Quadrats * befchrieben * 8. (s)

find, und in . zwey fich deckende Rechtecke IE , IC,

deren jedes ausliefen beyden Abfchnitten befchrie-

ift * Folglich ift AC \ = AB * + BC a + a AB * g, (3)
XBC.

Diefcr Satz läuft auf den arithmetifchen hinaus , welcher

& Zufammenfetzung der zweyten Potenz einer zweytheiligen
ZaM, aus;den beyden Theilen derfelben, ausfagt ; (af b) a —
J, +*ab + b* .

[Fo Igerun g. Fügt man zu den Crö'fsen , welche

^ Lehrfatz als gleich angiebt , beydeiieits noch dsg
S
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Quadrafaus dem einen Abfchriitt , z . B BC1, hlta,

fo wird , weil 2. BQ~ + 2 . AB x BC gleich ifl 2.BCx

K, ( AB + BC) d. h. gleich 2 BC X AC * , auch
AC * + BC 2 = 2 . BC X AC + AB*

eine Eigenfckaft , die alfo gleichfalls non jeder zwiytm

ligen Linie gilt , und deren Wahrheit auch in 'Fig. 20 fr

. gleich in die Augen fallt,]

[Zufstz I . Bcfleht eine grade Linie AB aus wk-

ren Äbfcbnkten , AR , RS , SB etc. , fo tfi das Otdii

de>feilen !gleichfalls den Quadraten aller einzelnmk

fcliriitte und den dop feiten Rechtecken ata je zwey Abjcki-

ten zufammengenommen gleich , oder AB* — AR* + ®

+ Sß * + 2 AR x RS + 2 AR x Sß + z RSxSBß

Ausdruck , in welchem man ftatt der doppelten!!«*

ecke auch die Rechtecke a AR X KB -f- 2 Ri>X.SB»

K Ten kann *) . Denn auch hier find wiederum erßm die

Rechtecke an der Diagonale a , ß , *y, Quadrate,»'

zwar die Quadrate aus den einzelnen Abl 'chnitten i«

gegebnen Linie AB . Zweytens find unter den Erp 1,

zungsrechtecken je zwey einander gleich <3' und«>

t und s , und ^ etc . , und diefe Rechtecke find»!«1'

dem aus je zwey der verfchiednen Abfchnitte belie¬

ben , S a= AR x RS , e = AR X SB , ^ — RS
etc . *

'/ufafzii . Diefe dfey Rechtecke find iüfa*

mengenommeri gleich AR x RB -f RS X SB *, *

auch AR x RS -f AS X SB , oder auch RS X (AR+

-4- AR x SB , je nachdem ' man zwey , die eine* ?

Höhe haben , in ein Rechteck zulammen nimmt. 1̂ 1
aus folgt
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l ) dafs bey jeder dreytbeWgen Linie AR X RB -f-
JISX Sß = ß $ X &4 4 - SÄ x RAiß , ünd dafs diefe

Eigenfchaft auf ähnliche Art / «V jWe in noch fo viel
Abfchnittegetbtjlce Linien gilt (Gregor von St, Vincenfc
B. I. S. 55.)

fi) Dafs eben fo für jede dreytbeitige Link AS X RB

= RS X AB 4 - AR X SB iß . Denn fügt mäh zurri
erflen und dritten jener Ausdrücke beyderfeits RS* hin.

lujo wird ARXRB + RS x SB + ■ RS2 == RS * 4,

ESX (AR + SB) 4- AR x SB , oder , da AR X RB +
RSX RB gleich AS X RB ift , AS X RB = RS x AB

+ ARX SB ; eine artige Eigenfchaft dreytheiliger Li-
auf welcher En/er den Beweis eines Satzes baut,

den man vor ihm noch nicht bewiefen hatte , und den

nun im folgenden Buche findet,

Zufatz Iii » Dä die dreythelllge Linie AB,

äenUus den beydcn Abfchnitteri AS , SB beßeht , fa
ift vermöge der Folgerung zu ünferm Lehrfatz AB 2 4-
BS* = 2 BS X AB -j- AS2 ; und da zweytens auch AS

aus zwey Tlieilen AR , RS befteht » AS 2 + RS « = 3
RSX AS 4 - AR * . Folglich ift für jede dreytheilige Li-

»>' auchABa '4 . BS* RS » = st ßS X *4ß 4 - a RS X /4S
+ AR2,

Ahmefktifif . Derii ertteri dleferSätze ift der ari&meüjfche
Satzj (b f ej f bc = c (a f b) 4- ab, dem zweyten der atitt*

ta «ifcho Satz (r. * b) ( b f c ) = = b (a * b 4- c) f ae atttlog-l

■' is
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LEHRSATZ 10.

23> Ein Quadrat aus einer Linie AC , ivtkh in
Unterfchied zweyer Linien AB,BC iß , befchriih
iß gleich den Quadraten dicfir beyden Linien zujti»
men genommen , weniger zweymal dem Rechteck an
beyden Linien AB , BC ; oder es iß AC1 d . h, (AI
— BC) 2 = AB 1 ~f- BC 2 — 2 . AB X BC.

Befchreibe überAC das Quadrat ABIF, mache AE
gleich AC , und ziehe CG mit AF , und HE mit lf
parallel , fo wird das erftera Quadrat durch dielePf
rallellinie , wie Lehrfatz 8 Zufatz 2 auslägt , eingeteilt
Befchreibt man folglich noch über EF , welches gleit!
BC ift , das Quadrat EFLK gleich BC2 , fo l&H'A
fammt AI , d. i. dem Quadrat über AB , gleich AD

d. 1. dem Quadrat aus AC und den beyden Rechtecke«
CBIG , GLKD. Jedes diefer Rechtecke ift aber aus/18
= LG und BC bekhrieben , und folglich M' +
BC2 —2 AB X BC = AC2.

Diefer Satz läuft auf den arithmetifchen hinaus: (a- '!:
= a* — 2 ab + ba,

LEHRSATZ II.
',

Fig. 24. ' Ein 'Rechteck aus der Summe und demUrtte
fchiede zweyer Linien AB , BC befchrieben, iß^
Unterfchiech der Quadrate aus beyden Linien gW'i
oder '{AB ^ - BC) X 0 *5 — BC) = AB* — BC

Befchreibe über AB und fo auch über AC einQ«'

drat , verlängere AB um BK , gleich BC, und vollen¬
de das Rechteck KCDL und das Quadrat DHIG.
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; Iis;

Die Grundlinie AK jenes Rechtecks ift der Sum¬

me, die Höhe deffelben AE dem Unterfehiede der bey¬

den Linien AB , BC gleich , und folglich ift jenes

Sechteck aus der Summe und dem Unterfehiede der

beyden Linien AB , I*C befchrieben , oder Rechteck

ARLE= ( AB -f BC ) X ( AB — BC. ) Nun befteht

diefes Rechteck aus den beyden Stücken ABHE und

BKLH, welches letztere dem Rechteck EDGF gleich

ift, da beyde aus den Linien AC , CB befchrieben

find*. Alfo ift AKLE = ABHE + EDGF . Diefe " S.z -*-

leyden Stücke find aber gleich dem Quadrat über AB,

weniger dem Quadrat über DH , d. ih , über BC ; alfo

ift AKLE= AB2 — BC 1, und deshalb ( AB + BC)

X(AB— BC) = AB* — BC1.

Diefer Satz läuft auf den avithmetifchen hinaus: (a 4- b).

(a- b) = aa _ b*.

[Folgerung j . « ) Iß eine grade Linie MN *>» F;£i 2J>

flinkte0 in ztoey gleiche, im Punkte.P dagegen in zwey

«gleiche Theile getheilt , (MO = ON und MP > PN ;)

fo ifl: MP = MO + OP , und NP = ON — OP =*

MO- OP und folglich ftets
MP X NP — MO* — OP=

ß) Nimmt man auf der Verlängerung einer folchen

UnieMN, welche in 0 gleich getheilt iß , einen Yunktp,

f« ift Mp = Op + MO und Np = Op — MO folg¬

lich ftets

Mp X Np = Op4 — MO *.

In beyden Fällen iß alfo das Rehieck aus den heyden««»

Richen Stücken MP , NP oder Mp, Np dem Unterfehiede

Quadrate aus der Hälfte da ' Linie MN unt aus dem
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Abßartd der heyden Tbetlpütikte 0 , P oder 0 , p (welche
die Linie in gleiche und ungleiche Theile zerfc'nnei-
den ) , von einander gleich . — Der Lehrfatz gehörtia
dieferForm zu den fruchtbarem Sätzen der Geometrie,
ift in ihr in geometrlfchen Unterfüc -hungen von nicht
minderm Gebrauch , als der Analoge arithmetifche in
der Buchftabenrechnung , und verdient vorzüglich ge¬
merkt zu werden , Schon in den Zufätzen zu diefeu
Lehrfatze findet man einige intereffante Anwendung
defTelben .])

[Folgerung 2. Verbindet man mit diefenSä'tien
Lehrfatz 9 und 10 , fo geben fie noch ein Paar ähnlich!
Sätze , die gleichfalls Bemerkung verdienen , ob¬
gleich fie nicht von fo häufigem Gebrauch als die vori¬
gen find,

« ) Im erflen Fall war nemlich MP -f NP = MN
— 2, MQ , Folglich müfl 'en auch die Quadrate diefet

•E . 4,ß , gleichen Linien gleich feyn * , mithin MP 1 -fNP s +
* s - 2 MP X NP * = 4 . MO 2 * Da nun in diefem Fall*4 Z "
T r nach Folgerung j , a . auch 2 MP x NP = 2 . MO*-

3 - QP * ift , fo folgt hieraus , wenn wir Gleiches von
Gleichem abziehn,

MP ? -j - NP 2 = 3 - MO 2 4 . 3 . OPJ.
Denn da die Grö'fse die wir abziehn follen um 2 •
kleiner als 2 . MO ? ift , fo ziehn wir , wenn wir2 -MO"
wegnehmen , um 2 . OP2 zu viel ab , muffen alfo ium
Rede , der bey jener Wegnahme bleibt , 2 . OP2.hinzu-
fügen > um den richtige « ünterfchied zu erhalten. ,
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)8) Im saveytcn Fall war Mg — Np = MN = 2,MQ.

folglich find auch die Quadrate diefer Linien gleich ?

lifo Mp2 + Np ? — 2 . Mp x Np * = 4 . MQ 2. Da "

„un nach Folgerung I . ß . in diefem Fall , 2 . Mp x Np

k 2 . Op2 — 2 • MO 2 ift , fo folgt daraus , wenn wir

Gleiches zu Gleichern hinzufügen

Mp ? + Np 2 = 2 . MO 2 + 2 . OP2.

In heyden Fällen iß alfo die Summe der Qtiadrate aus

im ungleichen Stücken MP , NP oder Mp y Np gleich dem

doppelten Quadrat der halben Linie MN , und des Al>ßa :tds

in leyden Tbeilptmkte 0 , P oder 0 , p von einander.

Diefer Satz läuft auf den arithmefhifchen hinaus:

(a+ b)2 + (a — b)2 = 2 . a2 -f 2 . b2,]

[Folgerung 3. Im ztveyten-Fall der erften Fol¬

gerung, d. h. wenn Mp = MN -f Np = 2 . MO + Np

ift, ift aüchMp 2 = 4 . MO 2 -j - 4 . MO X Np -f Np 2* * ej.

oder, da MQ + Np = Op , und folglich M0 2-f -MO

XNp = MO x Op ift * * * 5. f. 3.

Mp 2 = ; 4 . MO x Op + Np 2

ein Satz der auf den arithmethifchen hinausläuft

(2a-f b)2 = = 4 . a. (a + b) -f b2 ] .

Anmerkung . Man ficht leicht , dafj man" felche Sätze

nach Anleitung analoger arithmetifcher ins Ünbeltimnue vervicl.

faltigen kann, und das ift vielleicht der Grund, warum Le Gevdre

nwlShiffin die fünf Sätze, die in dielen Folgerungen ftehn,

ganz weggclaiTen haben ; dqch. fehr mit Unrecht, da durch fie.

manche Beweife fich abkürzen , und ohne fie die Schriften alter

Geometer fich nicht ohne Anitofs verftehn, huTen. Bey Euklid

machen fie im zwe.yten Buch der Elemente fünf befondre Leh.r-

fitze ans, und werden fehr umltändlicb, jeder durch befondexe.
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Confhuctionen bewiefen . Diefe Beweife find befonders für
beyden Sätze in der zweyten Folgerung , die von Euklid im
dem Pythagoreifchen Lehrfatz abgeleitet werden, ermüdend weit
läufig . Ssllte Euklid diefe langen Umwege , nach welchen blos
die Beweife diefer beyden Sätze zwey enggedruckte Seiten fülle»»licht blofs deshalb erwählt haben , weil die arithmetifchen Vor
ftellungsarten , mittelft derer wir fie abgeleitet ;haben, den altern
Geometern noch nicht fo recht geläufig waren.

Mit ähnlichen Sätzen ift faft jedes geometrifcheWerk,wf
ches tiefer in die Wiffenfchaft hineingeht , reichlich ausgeftattif
Nun ift es zwar nicht zu leugnen , dafs Sätze von diefer An, zu
gelegnen Zeit gebraucht , geometrifche Unterfuchungen aulserm.
dentlich abkürzen können ; allein fie find jedesmal, befonders im
arithmetifchem Wege , ( durch die etnfaehfte Buchitabenrech-«ungj fo leicht zu finden , dafs es in der That unnütz unl
fchädSch ift , mit ihnen die geometrifchen Werke zu überfüllenSie haben in der geometrifchen Analyfis einen ähnlichen Nutzen
wie die Verwandlung einer Formel in die andre in der Buchtb.
benrechnung , und billig nimmt man daher diefe bey jener«zu Hülfe . Clavius , Gregor von St. Vincenz und felbftTttfUt
ftanden noch in der Meynung , die Regeln derBuchflabefirtctaw}
müfsten aus dkfen geometrifchen Sätzen abgeleitet , und,duich
fle bewiefen werden ; ein fonderbarer Wahn , welcher zeigt,wieöt
noch vor hundert Jahren die arithmetifchen Wiffenfchaften iaii*
rer Kindheit lagen , und der vielleicht nicht wenig dazuH
beygetragen haben , die geometrifchen Werke mit Sätzen vta
Rechtecke und Quadrate aus Linien , welche nach einer gewif"Art eingetheilt find , fo fehr zu überladen . Von Bolchen Säreen
führe ich hier nur noch ein Paar an , die den Sätzen in |der,'ff-Fig » s(5 ftern Folgerung ähnlich find : Sind an einer Linie CD
che Linien AC, DB angefetzt ,fo ift imifier CB2= ABlf AB* CD,
7inA nimmt man in der Linie CD irgend einen beliebigenftfitfkfo iß AEX EB = DE X EA + EC X CA + ( Grtyt '-*
St. Vinc. B. i . S. 57. 58.) d, V.
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[Zjifatz I . Unter alle» Rechtecken die fich aus zivey Fig. *y,
Abfcbiitten einer gegebnen graden Linie.MN bilden laffen,
iß das Quadrat über ihre Hälfte MO das größte , und der

Inhalt wird immer kleiner , je mehr die Abfchnitte MP 4
PiVverschieden find . Denn denkt man ' fich die Linie

in0 gleich , und in P ungleich getheilt , fo ift , nach

Folgerung i . «. , MP x NP MO 2 — OP 2, und die-
fer fubtractive Theil OP 2 wächft mit dem Unterfchiede

der beyden ungleichen Theile , und nimmt mit densel¬

ben ab , und fallt ganz fort , wenn - beyde Abfchnitte
gleich find.

«) Unter allen Rechtecken von gleichem Umfang hat

Bithin das Quadrat den grofsten Inhalt.

ß) Und wenn xvvey Rechtecke , welche aus Ab*

fclmitten gleicher Linien befchrieben find , gleichen
Inhalt haben , fo find auch die Abfchnitte , welche iE-

«Seiten bilden , felbft gleich.

ZufatT . II . Dagegen wird die Summe der Qua'

drate ms den beyden Abfchnitten MP , NP kleiner , wenn

der Unterfckied der beyden Abfchnitte von einander »§- '
nimmt, Denn da die Summe diefer Quadrate MF 2 -f

NP2 = MN 2 — 2 . MP X PN ift * i nimmt iie ab , ,

wenn das Rechteck aus den beyden Abfchnitten MP,

PN zunimmt , folglich wenn die beyden Abfchnitte

von einander weniger verfchieden werden , ( kukl , X.

42>Lemma ) . ]

LEHRSATZ 12.

Bas Quadrat der Hypotenufe BC eines recht- p;g 2
ivititiigcn Dreyecks ABC iß -jgkick den Quadraten
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Uber den beyden Katheten zufammen genommn,okt
BC2 - AB2+ AC\

Es fey ABC ein bey ' A 'rechtwinkliges Dreyeck,

über deffen Seiten Quadrate befchrieben find. Fälle

vom! Scheitel des rechten .Winkels auf die Hypote-

iiufe ein Perpendikel AD , welches verlängert, die

gegenüberflehende Seite des Quadrats in E durch-

fchneide ; fo läuft diefes Perpendikel mit den Perpen-

*I-E.i9. dikeln BF, CG parallel * und theilt alfo das Quadrat

der Hypotenufe in zwey Rechtecke DF , DG. Jedes

diefer Rechtecke , behaupteich , ift dem Quadrat über

einer Kathete , mit dem es einen Eckpunkt gemein

liat , gleich.
Der Winkel ABFbefteht aus dem Stücke ABC und

dem rechten ;Winkel CBF ; eben fo befleht der Win- 1

Jc fil CBH aus demfejben Stück ABC und dem rechten

Winkel ABH. Alfo find die beyden .Winkel ABF,

HBC gleich . Ueberdem find die Schenkel des einen

den Schenkeln des andern gleich , indem , als Seiten

eines Quadrats , AB = BH und BF == BC iß- Z' e,,t

man folglich AF und CH, fo entftehn zwey Dreyecke

ABF , HBC , welche lieh decken, und mithia gleichen

* L 6- Inhalt haben %

Nun ift aber der Inhalt des Dreyecks ABF halb

•groß als der des Rechtecks BE , welches mit jenem

Dreyeck über gleicher Grundlinie BF fleht , und iW

" a, fchen gleichen Parallelen BF , AE liegt *. EbenfoÜ

der ?nhalt des Dreyecks HBC halb fo grofs als der des

Quadrats AH , indem beyde über der Grundlinie HB

ftsun, mi awifchea den Psraüalen HB, lA )'̂ tll>
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von welcher letztern AC eine blofsc Verlfingerung ift,

da BAL, BACbeyde rechte Winkel , folglich LA , AC

in grader Linie find *. Daraus dafs der Inhalt der bey - *

den Dreyecke ABF , HBC gleich ift , folgt alfo , dafs

dasRechteck BE , als das Doppelte des Dreyecks ABF,

dem Quadrat AH als dem Doppelten des Dreyecks HßC 5

dem Inhalt nach gleich feyn mufs.

Grade auf diefelbe Art lä'fs lieh darthun , dafs das

Rechteck DG mit dem Quadrate AI gleichen Flächen-

laumhat, indem , wenn nian AG undBI zieht , eben¬

falls zwey fich deckende Dreyecke ACG , ICB entftehn,

welche die Hälften jener Vierecke find.

Folglich find heyde Quadrate AH , AI den bey-

den Rechtecken BE DG zufammengenommen , mithin

dem Quadrat derHypotenufe gleich , oder es ift BC2 =

Aß24- AC2,

[Diefen Satz, einen der Wichtigften in der Geometrie, foll

nacb der allgemeinen Sage des Alterthuras Vythitgoraserfunden

laben, und er wird deshalb gewöhnlich der pythagoreifebe Lehr:
/«t genannt«]

Folgerung 1, Das Quadrat einer der Katbeten iß

j/ficiidem Quadrat der Hypetenufe , -weniger dem Quadrat

kr andern Kathete * t », B, AB* = B& — AC*. Mit - *

hin ift (Jas Quadrat einer der Katheten auch gleich ei¬

nem Rechtecke , welches aus der Summe und und dem

Unterfehiede der Hypotenufe und der andern Käthe«

*e belchrieben ift , oder AR * m (BC + AC ) X; (BC —

AC) *

[Folgerung 1. Unferm ' Beweife gema 'fs hat das

Achteck BE mit dem Quadrate 4H , und eben fa das
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Rechteck DG mit dem Quadrate AI glskki

Inhalt.

a ) Ein Perpendikel AD , welches aus der Spfat kti

rechtwinkligen Dreyecks auf die Hypotenufe gefällt mi

zerfchneidet diefe folglich fo , dafs das Rechteck amjtiti

der beyden Abfchnitte und der ganzen Hypotenufe,

drate derjenigen Kathete , welche an dem AbfcbnitUm

tiept gleich iß , oder dafs BD X BC — AB̂ undCbx

ALZ >ß.

ß ) Das rechtwinklige Dreyeck felbfl wird durch du

Perpendi -cel AD in zwey kleinere 'rechtwinklige Drtjtik
ABD , ACD zerfällt , und zwar find diefe untercii»

der und mit dem Ganzen gleichwinklig , indem die Win¬

kel B + BAD und BAD + DAC beyde einem Redte

*I 3»-f-2 gleich *i mithin B — DAC und C == DAB find.

7 ) Von jedem diefer kleinern Dreyecke gilt a/fo

• (f.11.) auch das Bewicfene , und es ift AD 3 = AB 2—BD 3*=

* O ) BD X EC * — BD2 = BD x (BC — BD) *, alfoAd'-

* E' -̂7- = BD X DC . Das Quadrat über dem Perpendikel iß4

dem Rechteck aus den beyden Abfchintten der Hptm'f

gleich ; eine elegante und fruchtbare Eigenfchaftd«

rechtwinkligen Dreyecks,

S ) Verbindet man hiermit den Satx, ' dafs die Sei-

4 f. i . ten gleicher Rechtecke verkehrt proportional find'1

fo folgt aus ? , dafs fich ftets verhält BD : AD = AD:0C

und eben fo folgen aus a , die Proportionen BD:A"
= AB : BC und CD : AC = AC : BC. Alfo wird * *

potennfe durch das Perpendikel AD fo zerfcbnitten, M1

I ) diefts Perpendikel felbß die mittlere ProportiontlUi ^ ''
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fcktnden beyden Abfchmtten, *2)jede der Katbeten die mit - r V. y.

fe( Proportionallinie zwifihen dem Abfchnitt unter der

Kathete und der ganzen Hypotcnufe iß . Hierauf wer --

den wir einfache Methoden gründen , um zu zwey ge - .

gegebnen Linien , oder zu einer Linie und einem Ab¬

fchnitt derfelben , mittlerePreportionallinien zu finden,

und gegebne Rechtecke in Quadrate zu verwandeln.

e) Die Quadrate der beyden Katheten und der Hypo»

ttniife verhalten ßcb zu einander , wie die beyden Abfcbnitte

dir Hypoteniifi untereinander und zur ganzen Hypotemtfe ,

uder c. ..

AB2 : A& .<ßC2 = BD .■DCBC.

Denn die RechteckeBE , DG , BG , denen jene Quadra¬

te gleich find , haben die Hypotenufe zur gemeinfehaft*

liehen Höhe , verhalten fich alfo wie ihre Grundli¬

nien*- — Durch Bildung eines rechtwinkligen Drey - * ^

ecks wird es alfo möglich feyn Linien darzuftellen , die

fich wie zwey gegebne Quadrate verhalten , und um¬

gekehrt. ]

[Folgerung 3 . et) Das Reckteck aus den beyden

Katheten hat gleichen Inhalt ■mit dem Rechteck aus der

Hypotenufe und aus dem Perpendikel , oder AB X AC =&

^0 X ßC, Denn diefe beyden Rechtecke haben mit

dem rechtwinkligen Dreyeck gleiche Grundlinien und

Höhe, folglich beyde einen doppelt fo grofsen Inhalt

a's diefesDreyeck , und mithin beyde einen gleichen

Flä'chenraum . ( Euklid . X. 34 . Lemma)

ß ) Der 'Inhalt des rechtwinkligen Dreyecks felbft ift

Sleich§ AB x AG oder | , AD X BC , und verhält ßck
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zum Quadrat der Bypotemife aoie \ AD ; BC; undjhj
Quadrat iiier einer Kathete , z . B. über AB , wie \ /üC;/lß
oder wie \ ADfBD . Denn es iß
A ABC : BO = | AD X BC : BC2 s = f AD t BCoal

A ABC ä AB2 = | AB x AC : AB2 «t § AC t AB

oder = l AD X BC : BD x BC = | AD;B3,

7 ) Da bey zwey gleichen Verhältniflfen die Vor-
dergiieder auch dem Doppelten der Hinterglieder pic

*V,4 .jj. portional find *, fo verhält fich

A .ABC : BC2 + AB 2 -f AC 2 = f AD ; aBC
= AD : 4 BC.

■ ( Gregor von St, Vincenz I . 23 . 24,)

[Folg e t ü » g 4. Fällt man im gleickJckenkfijtenDnp

Fig. 2S. tc ^ ABC , aus der Spitie eines der gleichen Winkel an
der Grundlinie , z . B. aus B , ein Perpendikel BD•«!

* den gegenüberliegenden Schenkel , fo ift die Summ in

Quadrate über alle drey Seitin des Dreyecks gleich CD1+
ü AD 2 if - 3 ED 2. Denn es ift BC2 = CD 2 -f BD!
Und *AB2 = AC 2 = AD 2 -h )BD z , folglich BC1+ A5'
-f AC 2 — CD 3 + 2 AD 2 -L 3 BD2. ( Gregor von
Sf Vincenz I . 40 . )

Sät ' die ich mehr ihrer Nettigkeit als ihretBrandl'
barkeii halber liier mit aufnehme . J

Fig. 29. Zufatz . Eint Quadrat ABCD wird ,' durcH'ü

Diagonale AC in zwey rechtwinklige Dreyeckeg('

theilt , wovon jedes , wie z. B. ABC , gleichfchenklij
ift . Aifo find die beyden Quadrate über die Kail*
diefes Dreyecks einander gleich , folglich AC 3s

ä . AB 2. In jedem Quadrate iß folglich dos Q»'^

der Diagonale doppelt fo groß alt das Quadrat
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Siiten, -*- Diefes läfst fich auch fo beweifen . Man

liehe durch die gegenüberftehenden Winkelpunkte des

Quadrats Parallellinien mit der zwifchen ihnen liegen¬

den Diagonale, fo entfteht dadurch ein Parallelogramra
IFGH, weiches , da beyde Diagonalen gleich und auf
einander fenkrecht find * , das Quadrat der Diagonale * l . 37«

iE Diefes Quadrat enthält 8 rechtwinklige Dreyecke

in lieh, die fich decken , und deren 4 das Quadrat ABCD ,

ausmachen; daher jenes Quadrat dasDoppelte von die-

fem ift. ■

Esverhalten fich alfo in jedem Quadrate ABCD, die

Über eine' der Diagonalen und über eine der Seiten be-

fchriebneri Quadrate AC2 : AB 2 = 2 : 1 , folglich die

Seiten diefer beyden Quadrate , wie die Quadrat¬

wurzeln aus 2 und 1 *, oder AC : AB = : 1. Diefe *4.Z3.y
beyden Linien haben alfo ein irrationales Zahlverhtih-

mfs, und mitbin find die Diagonale und die Seite eines je¬

den Quadrats untereinander inco?nnienfur«lel * ') ein Satz, »n .Auf.

womit Euklid feine Abhandlung über incommenfu - 19* a'

iable Flachen fchliefst ( X. 117) , und den wir weiter«
hin noch auf eine andre Art beweifen werden;,.

[LEHRSATZ IJ .]

In jedem fchiefwinkligen Drey eck ift dasQttadn ?>g-5»>
eher Seite BC, welche einem fpitzen Winkel d
gegenüber ficht , klein er > dagegen das Quadrat
etiler Sehe bc , welche einem flumpfen Win¬
kel a gegenüber ficht , grofser als die Sunt*

der Quadrate der beyden andern Seiten, Und
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zwar , wenn man von einem der Endpunkte iitftt
Seite , z . B. aus B , auf die gegenüberflehende Sät
AC , oder deren Verlängerung , ein Perpendikel fit]
fo ifi das doppelte Rechteck aus AC und demAbfchit-
te die/er Seite , welcher am Winkelpunkte A (nichtm
BC) anliegt , jenem Unterschiede gleich. Oder«|

1 ) wenn der Winkel A fpitz ifi,
. BC2 = AB 2 -+ - -AC 2 — 2 AC X AD

2 ) wenn dagegen der Winkel a ßumpf iß,
bc2 = ab2 -K ac2 + 2 «cX ^

I . Ift A eine fphzer Winkel , fo liegt das Perpen¬
dikel BD zwifchen den beyden Schenkeln diefes Win¬
kels , und folglich mit der Grundlinie des Dreyecki,

* I. i6..d, h, mit AB auf einerley Seite des Punktes A*. 11Z *
' überdem auch der Winkel C fpitz , fo fällt das Perpen¬

dikel BD innerhalb des Dreyecks , und es ift CD~
AC — AD ; ift dagegen der Winkel C ftumpf, &
fällt das Perpendikel BD über den Schenhel EC hinaus,

*I.i6.Z. aufserhalb des Dreyecks * , und es ift umgekehrt CD
3*f> = AD — AC. In beyden Fällen ift alfo CD demÜn-

terfchiede zwifchen AC und AD gleich , nur dafsn»
erften Fall die Grundlinie AC , im zweyten AD gri)'
fser ift ; und mithin ift in .beyden Fällen gleichmäßig

* io. CD2 =ü AD2 4 AC2 — a AC XAD *. Fügt man nun
zu diefen gleichen Flächenräumen beyderfeits BD2 l' in'
zu , und fetzt ftatt der Quadrate der beyden Kathete»

* « . 'BD2 -f CD2 , das Quadrat der Hypotenule , BC2*
Bflä
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und eben fo ftatt BD 2 + AD 2 , AB2, fo erhält man
■ BC2 = AE 2 + AC * - aACx AD . :

2) Ift a ein ßumpfer Winkel , fo liegt das Perpen¬
dikel bd aufserhalb beyder Schenkel *, ( Zwilchen »den *I.
Schenkeln des fpitzen Nebenwinkels ) und fleht daher "'
nicht auf der Grundlinie ac felbft , fondern auf deren
Verlängerung auf , die in Abficht des Punktes a entge-
■gengefetzt liegt . In diefem Fall ift alfo cd = ad -f- ac,
folglich cd2 = ad 2 -j - ac2 -{- 2 ac X ad , und wenn
man beyderfeits bd2 hinzufügt,

bc2 = ab 2 -f - ac2 2 ac X ad.

Folgerung 1. Der Winkel A mag alfo fpitz oder
Jtaty/' feyn , fo wird in beyden Fällen das Quadrat der
gegenüberftehenden Seite BC , durch die Summe der
Quadrate der anliegenden Seiten AB , AC , und durch
das doppelte Rechteck 2 AC X AD beftimmt ;, nur dafs
diefes für fpitze Winkel abzuziebn , für ftumpfe
hinzuzufügenift . Die Ausfage für beyde Fälle lallen
lieh daher bequem in folgende allgemeine zufammen
Hehn

BC2 = AB 2 + AC2 + 2 AC X AD

wo,wenn A fpitz ift , für den letzten Theil das obere
Zeichen, wenn A hingegen fttimpfiü , das untere Zei-
chen gilt.

Ift A ein rechter Winkel , fo mufs diefer Theil fort¬
fallen, damit wir die Ausfage des Pythagoreifchen Lehr.
/«fc« erhalten . In derThat fällt dann das Perpendikel
20 mit der Kathete BA zufammen , daher dann kein

T



290 Buch III,

Abfchnitt AD , mithin auch,kein Rechteck ACx AD
vorhanden iß".

Grade fo liegt der Abfchnitt AD , fo lange der

Winkel . A fpitz ift , mk der Grundlinie AC auf einet'

ley Seite des Punktes A , hingegen wenn a fturapf ift,
auf der entgegengefetzten Seite , hat alfo in diefeni

■zweyten Fall eine entgegengefetzte Lage sls im erftern,
und von diefera Entgegengefetzten in der Lage des
Abfchnitts rührt es her , dafs das Rechteck 2ACX AD

in beyden Fällen auf entgegengefetzte Art vorkömmt,

in jenem wegzunehmen , in diefem hinzuzufügen ift.

A n m e r ku n % i . Diefes Entgegengefetzte in Abficfit der
läge , ( es fey mm zweyer Linien , oder zwey er Winkel, u.U)
in Fallen , die fleh fonft ganz gleich find , pflegt man in iti mi¬
ttenden Geometrie durch die Benennungen pofitiv und m̂ sitina
charaktcrifiren , indem man die Linien , Winkel u, f. f., weicht
diefeibe Lage als indem Fall Haben, von dem man ausgeht, ff-
fitiva Linien , Winkel u. f. f. nennt ; diejenigen hingegen, &
auf entgegengesetzte Art liegen , negative Linien , Wivkün. U
In fo fern man fich dännblofs an den arkhmetifchen Sinn dergeo-
metrifchen Sätze und Formeln hält , und es lediglich mitZahlaui-
drücken für ausgedehnte Gl eisen zu thun hat , kann man
was durch diefes Entgegengefetzte . in der Lage , in den Sätzen
und Formeln abgeändert wird , nach den Regeln der Red» ?
mit entgegengefetzten Zah 'gröfsen , wie fie die Arithmetik ent¬
wickelt , beurtheilen , wobey uns die Auslage für einen einzig!"
Fall genügt , hier z, B, für den Fall eines fpitzen Winkels,™
den BC* = AB» 4- AC2 — s AB X AD ift. Denn mitteilt des

Begriffs negativer Größen , und den darauf gebauten Rechnungs-
regeln , liegt in diefer Formel zugleich die Auslage für den ftl
eiues ftumpfen Winkels , für welchen AD auf eine entgegen"!-
{eure Art als für den fpitzen Winkel liegt , folglich einen«/'-
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tkin Zahlwerth erhält , daher alsdann das fubtractiveJ ' rodukt
j;AB>' AD den Hegeln der Rechnung gemäfs , in ein Additives
übergeht. Allein dUfis Zv.fnvtmevfaß 'en mehrerer Fälle , die in eU
In , iit »vf das Entgegengefetate in der Lage geniijfer Linien ,
Winkdv, f . f . ijbereivßimmen , in einen Linzigen , gehört ei¬
gentlich nicht hierher , fondern in die rechnende Geometrie , wei¬
cheeben dadurch fo manche geometrifche Unterfuchung , die
wfdem oftenfiven Wege , durch die Menge, folchcr Fälle fehr
weitläufig und langwierig wird , aufserordentlich abkürzt und
erleichtert. Auf dem oftenfiven , eigentlich geometrifehen Wege,
aufs man diefe Fälle einzeln betrachten , und für jeden die Aus-
fageeinzeln aufhelfen und darthun , weil , wie gefagt , der
RunftgrifF, alle Ausfagen . in Eine durch den Begriff des Negati¬
ven zufarnmcnzufafTen, und aus ihr zu entwickeln , auf ,arithme-
tifchen Gründen beruht , und der rechnenden Geometrie aus-
fchliefslich eigen ift.

Daraus folgt aber nicht , dafs man im Syftem der Geome¬
trie aus fokhen einzelnen Fällen auch einzelne Sätze machen müfle.
Dadurch würde die Ueberfkht und das Behalten viel zuj fehl" er-
fchwert. Vielmehr mufs man fie, wenn ich nicht irre , auch hier
als blofse Modifikationen eines und deffelben Hauptfatzes unter
einer allgemeinen Ausfage zufammenftellen , die btios , je nach¬
dem gewiffe Linien , Winkel u. f. f. eine entgegengefetzre Lage
laben, nü-ancirt wird . Euklid , Le Gendre und fall alle andern
Geomcter pflegen fie zwar durchgängig als einzelne Sätze aufzu¬
führen, und machen fo z. B. aus den beyden Fällen dieles Lehv-

1fatzes, zwey verfchiedne Sätze . Weil aber dadurch die Ueber«
■fichtder Wiffenfchaft in der Thät nicht wenig geftörht und er-
fchwert wird , fo glaube ich diefes für einen Fehler gegen die
Methode halten zu muffen , den ich zu vermeiden durchgängig Be¬
dacht gewefen bin . Diefe Zufammenftellurig gewährt überdem
noch den Nutzen , dafs fie von felbft darauf führt , genau nach-
zufehn, worin fich jedesmal die verfchiednen Falk umerfchsi-

. t 2 . - §i



292 SUCH III.

den ', und wie fie (ich mittclft des Begriffs des Negativen unter
eine ' Ausfage zufammenziehn , und aus ihr entwickeln lallen;
Uebungen , die ich dem Anfänger recht fehr empfehle, und
durch die er fich in dem rechten Sinne und dem Gebrauch ditfes
für dleAnalyfis und ihre Anwendungen fo wichtigen Begriffs feil,
fetzen wird . Und zwar verfuche er das fogleich an Lehrfatz 14
und bey den Folgerungen zu Lehrfatz n , fo wie bey den fol¬
genden Lehrfätzen , bey denen ich hierauf nicht wieder zurück¬
kommen werde . .

Was unfern Lehrfatz betrifft , fo umfafst er , wie wir gefehn
haben , zugleich den Pythagoreifchen Lehrfatz , als einen voninj
Hauptfällen , und dehnt ihn mit gehörigen Moiificationen auf
alle Arten von Dreyecken aus. Und zwar beruhen diefe düj
Fälle unmittelbar auf der Befchoffenheit und Lage des Abfchnitls
AD , welcher den Abftand des Perpendikels BD vom Winkt!"
punkte A beftimmt , und folglich mittelbar auf der Befchaffa-
heit des Winkels A. Je nachdem diefer Winkel Afpitz , ß""}!
oder recht iffc, fällt das Perpendikel BD und zugleich der Ali-1
fchnitt AD , entweder auf Wie Seite des Punktes A , auf weichet
die Grundlinie AC des Dreyecks liegt , oder auf die entgegen?-
fetzte Seite , oder in den Punkt A felbft hinein . Und das inact«

die Verfchiedenhcit der drey Fälle aus >und begründet die Vtr-
fchiedenheit in der Auslage des Satzes . Dafs indefs felbft diefer
fo verallgemeinerte Satz fich wiederum nur als einen Jf/Wc
Fall eines noch allgemeinern Satzes über das Dreyeck anfeta
kuTe; davon wird uns Lehrfatz 15 überzeugen.

Folgerung 2. Fällt man aus beyden Endpunk¬
ten der Seite BC auf die gegenüberftehenden Seiten
des Dreyecks ABC , oder auf deren Verlängerungen'
Perpendikel BD , CE ; fo ift , unferrn Lehrfatz zu Fol¬
ge , fowohl BC2== AB 2 -f AC2 + 2AC x AD als auch
BC* = AB2 + AC 2 + a AßxAE ; wo in beyden»
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len das obere oder das untere Zeichen gilt , je nach-
demA fpitz oder ftu 'mpf ift . Mithin mufs in jedem
Dreyeck , der Winkel A fey 'fpitz oder ftumpf,
ACx AD = AB X AE feyn , und folglich auch AC : Aß
sAE : AD *. *4. f- i.

Zieht man durch den Durchfchnittspunkt der bey-
den Perpendikel BD , CE die grade Linie AF , fo fleht
Juch diefe auf der gegenüberflehenden Seite BC fenk-
recht* ; daher gleichfalls BC x BF «= BA X BE und * II. 2J.
CAx CD = CB x CF ift , und fich auch verhält BC : BA Z' 2"
= BE:BF und CA : Cß = CF : CD.
i ' « . >

Perpendikel aus den Winkelpunkten eines Dreyecks auf
die gegenübirßebenden Seiten gefällt , durchschneiden diefe
folglich fo , dafs je z-ceey Rechtecke t welche aus einer Seite
und demjenigen Abfchnitt derfelben , der an beyder Seiten
Durchfchnittspunkt anliegt , ßets gleich find ', oder dafs
je zweyer Seiten Aifchnitte , die an demfelbcn Winkelpttnk.
Uliegen, ßcfi verkehrt wie die Seiten verhalten *, * g , »■ ' ■ . . : ' " :

Folgerung 3. Für einen fpitzen Winkel *A ift
iat Rechteck2 AC X AD = > AB* + AC 2 — BC 2 ; für

einen ftumpfen Winkel a hingegen 2 ac X ad = bc*

—ab* — ac 2. Für beyde wird alfo diefes Rechteck

durch die Quadrate der Seiten auf gleiche Art gegeben,

nur dafs im erftern BC2 kleiner , im zweyten bc 2 grö 'fser

A als die Quadrate der beyden andern Schenkel xu-

kmmeng-enomrnen.
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Jeder der einzelnen Abfchnitte , %. B. AD , wird mit'
hin durch die drey Seiten des Dreyecks ; folgendetmafsen
, „ . . AB2 4 - Ad — BC2beftunrnt , Aü = - »- und

2 AC

ad = - i!1-ÜL _ ; Ausdrücke , welche, je nach-
2 ac

dem man den geometrifchen oder den arithmetifchen
*4-Z, a. Sinn der Zeichen nimmt * , verfchieden zu überfetiert

find . Dem geometrifchen Sinn gemäß - verlangen fie, daß
man erftens ein Quadrat , welches den [Quadraten von
AB , AC zufammengenommen gleich , und zweytens
ciri Quadrat welches dem Unterfchiede zwifchen die-
lem und dem Quadrat von BC gleich fey , bilde, und
diefes dritte Quadrat in ein Rechteck , das 2 AC im
Grundlinie hat , verwandle , (wozu man ' die Methodiii
unter den Aufgaben am Ende diefes Buches rindet) um
den Ahfchnitt AD , als die Hohe diefes Rechtecks itt
finden . Nach dem arithmetifchen Sinn genommen, er¬
hält man , wenn man die Zahlwerthe der Seiten auf dis
Art , wie die Formel es ausfagt , zufammen nimral
den Zahlausdruck des Abfchnitts AD , der für die
Trigonometrie , wenn man aus den Zahiausdriicken der
drey Seiten des Dreyecks den des Winkels A fucht,
und fürLehrf . 20 . von Wichtigkeit iil.

Aus AD uod BC rindet lieh endlich geometrifch
' 13. f.i . fowohl afcs arithmetifch das Perpendikel AD *j un'

aus dem Zahlwerth deiTeiben der Inhalt des D«p'
. 5, ABC * , der alfo auf diefe Art aus dem Zahlwerth d«

drey Seiten gefunden ifl . Indefs werden wir im[fol¬
genden Buche dazu einen bequemern Weg finden.
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Folgerung 4 . Endlich werden die an dem Win¬

kl A anliegenden Seiten des Dreyecks ABC durch folgende

fasdrücke gegeben. Erßens die Seite AB, auf welcher das

Perpendikel nicht lieht , durch AB2 m BC2 — AC 2 ±

jACxAD . Zweytens die Seite AC , auf die das Per¬

pendikel gefällt ift , durch AC 2 + 2 AC X AD =*

BCZ— AB 2 , ( folglich der Zahlausdruck deifeJben

durch eine unreine quadratifche Gleichung, ) wo wie¬

derum das obere oder das untere Zeichen gilt , je nach¬

demA fpitz oder ftumpf ift.

Aus der zweyten Formel folgt , dafs

ACX (AC + 2 AD ) = BC2 — AB 2 ift *. Theilt man * E- ?

daher die Grundlinie des Dreyecks, - AC , im Punkte

Oinzwey gleiche Theile , da denn AC X ( AC + 2 AD)

gleich AC x (2AO + 2 AD ) gleich 2 AC X OD wird,

und war fowohl für fpitie als für fturrrpfe Winkel;

fo ift 2 AC X OD = BC2 — AB 2 ; ein fehr brauchba¬

rer Satz. , den wir weiter unten nochmals als befon-

dern Lehrfatz aufftellen , und noch auf andre Art her¬

leiten werden *. ,

Folgerung 5 . Jß das Dreyeck ABC gleichfihenh ^ h ' W

Adie Spitze, BC die Grundlinie , und AF das Perpen¬

dikel auf die Grundlinie , fo wie BD das Perpendikel

auf den Schenkel AC (folglich AB = AE , BY— §BC * ' ll *-z

und die Winkel an der Grundlinie B , C nothwendig

fpiri * ) fo ift , dem hier Bewiefenen gemäfs * *• 31

OBC2^ 2 AC 2 + 2 AC X AD * = 2ACX (AC + AD ) , (f. , .

= 2 AC x CD * » E .

Afey fpitz oder ftumpf , da im erftern Fall das obere,

wi iwey ten das untere Zeichen gilt . Und das ift aller-
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* f. 2. dings richtig , da CA x CD = Cß X CF * und CF = | ,CB
ift.

' Ü * /B) . AD = 2AG2 - BC2 und ad^ be2 - 2 - aC"2 AC 2 . ac

Anmerkung 2. Folgenden eleganten Beweit, welcher Jij.
. de Fälle unferi Lthrßtues , ganz nach der Art , wie wir den

Pythagoreifchen Lehrfatz bewiefen haben , und zwar imabhänji«
von dicfem , darthut , hake ich der Mühe werth .hierher aus Gn-
gor von St. Vinzenz (l. 44. u . 45) zu übertragen , obgleich er fiel
auf einen Satz über die Sehnen ftützt , den wir erft weiterhin bt-

* i2 . weifen werden * , indem diefer Hülfsfatz fich auch? leicht unnur
Fig . 31. telbar aus Lehrfatz 7 ableiten fäfst. Unfre Figur (teilt zwar nur

den Fall des ftumpfea Winkels dar , reicht aber hin fich dam
auch den Fall des fpitzen Winkels zn denken , der nur wenig
verfchieden ift , und für den jeder fich leicht felbft eine Zeich¬
nung entwerfen wird.

Man befchreibe über die drey Seiten des gegebnen
Dreyecks ABC Quadrate AH , AI , BG , und über die
Grundlinie BC , als Durchmeffer , einen Halbkreis, je
nachdem nun der Winkel A reckt , fpitz , oder ßufflff
ift , fällt der Winkelpunkt A auf die Kreislinie , oder

$11 ij .f. -OHßfrkaW, oder innerhalb des Kreifes *. In den bey-
»,u. 26. j £n ledern Fällen wird alfo die Kreislinie entweder

von den Schenkeln , oder von deren Verlängerung , in
den Punkten P , Q durehfchni 'tten , und zieht man
durch diefe Durchfchnittspunkte die graden Linien
CPM , BQN , fo hndP , Q als Winkel im Halbkreife,

ni23Z2 Recnte * > folglich BPMH und CQNI Rechtecke , f»««
auch AFML , AQNK ; und zwar find diefe letztem
Rechtecke , jenes aus den . Linien AP , AB , diefes aus
AQ > AC befchrieben , alfo (da BP , CQ Sehnen Jini
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die fleh in einem Punkte A durchfehneiden, ) vermöge

der Natur des Kreifes .gleich *. Theilt man nun *

wie beym Beweife des PythagoreifchenLehrfatz .es, das

Quadrat über der Grundlinie BC durch das Perpendi¬

kel AE in zwey Rechtecke , und zieht AG, BI ; fo ent-

(lehnzwey Dreyecke AGG , BIG , welche , jsnes mit

dem Rechteck DG , diefes mit dem Rechteck CN über,

gleicher Grundlinie und zwifchen gleichen Parallelen

ftehn, folglich halb lo grofs als diefe Rechtecke find *. *

BeydeDreyecke decken fich aber, find alfo gleich , und

folglich haben auch die Rechtecke DG und CN glei¬

chen Inhalt. Grade fo thut man dar , dafs auch die

Rechtecke DF und BM gleichen Inhalt haben . Folg¬

lich ift BC2 = Rechtk . CN + Rechtk . BM oder BC*

s=AC2 + AC x AQ + AB2 + AB x AP ; und da die

bsyden Rechtecke gleich find,
BC2= AC 24- AB2 + 2 AC x AQ

wo das untere Zeichen gilt , wenn A ftumpf , das obe.

re wenn A fpitz ift , und wo man ftatt des letztern
Rechtecks auch das Rechteck + 2 . AB X AP fetzen

kann, d. U,

[LEHRSATZ I4 .]

Ein Dreyeck ABC iß bey A rechtwinklig , fpiit^

winklig oder ßtumpfivinkiig , je nachdem das Quadrat

Seite ,jBC , welche diefim Winkel gegenüberßeht,

dm Quadraten der bey den Seiten AB , AC , welche

den Winkel, A einfc'hliefsen , ziij ammengen omtnen

gleich iß , oder kleiner, oder großer iß , als diefe bey-
dtn Quadrate.
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Denn gefetzt es ift BC2 = AB 2 -fAC 2, und dach

wäre A kein rechter , fondern ein fpitzer oder ein
ftumpfer Winkel , fo miifste 'zugleich auch BCJ =

* 13- AB 2 + ÄC * T- 2 AC x AD feyn *, welches,der Voi-
ausfetzung widerfpricht.

Eben fo muffen , wenn BC2 = AB 2 -f AC2 f
2 AC X AD ift , und der Winkel A wäre nicht im Fall
des ober« Zeichens fpit », fondern recht oder ftumpfjund
nicht im Fall des untern Zeichens ßumpf , fondern recht
oder fpitz , vermöge der beyden vorigen Lehrfä'tie iu-
gleich HC2 = AB 2 -f AC 2 oder BC2 = AB 2+ AC ! ±
2 AC x AD feyn , welches ebenfalls derVorausfetxung
widerfpricht.

Zufatz . AehnUche '-Kriterien um , aus der Gröfse
der drey Seiten eines Dreyecks ABC , und eines der
Stücke , welche durch die Perpendikel aus den;Spitien
auf den ge genüberiteheriden Seiten abgefchnitten wer¬
den , zu beurtkeüen , ob ein beßimmter Winkel AdesDrt)-
ech , recht , jbhz oder ßumpf iß , geben die Formeln in
Lehriat ?, 13 Folgerung 3 und 4 an die Hand , fo wie
Folgerung 5 Merkmale , wonach fich aus der Gräfte
der Seiten beurtheilen läfst , ob ein Dreyeck g^ f

fchcnklig \&, oder nicht.

[L E H R S A T Z I5 .]

Fig. 33* Wenn man über zwey Seiten AB, AC eines Be¬
ecks ABC zwey Parallelogramme ABDE, ACM,
unter beliebigen Winkeln, und von beliebiger Grofo
und Lage befchreibt, die Seiten derfüben,, welche
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Säten des' Dreyecks gegenüberfiehn , bis zu ihrem

Dm-chfchnittsyunkte H verlängert , und durch diefeit

und die Spitze des Dreyecks die grade Linie HAK

zieht:

fo iß , wenn dieje Linien die Grundlinie BCfelhfi

fchueidet, die Su m m e ; wenn fie hingegen die Ver¬

längerung der Grundlinie fchneidet , der Unterschied

dtrbeyden Parallelogramme über AB undAC , einem

'Parallelogramme BCML gleich , welches über die drit¬

te Seite BC des Dreyecks fo befchrieben wird , dafs

ließen zweyte Seite der Linie HA gleich und paral¬

lel iß.

Zieht man durch die Endpunkte der Grundlinie

BC, ' parallel mit KH , zwey grade Linien , welche

die Linien DE , FG , in den Punkten L und M, durch-

ichneiden, fo find die Vierecke ABLH , ACMH , Pa¬

rallelogramme, da fie der Conftruction gemä'fs , durch

Parallelen zwifchen Parallelen gebildet werden Und " 54.

iwar ftehn diefe Parallelogramme mit denen", welche

über die Seiten AB, AC befchrieben find , auf gleicher

Grundlinie und zwifchen gleichen Parallelen , haben

flfo mit ihnen gleichen Inhalt *. * i.

In ihnen find die gegenüberftehenden Seiten BL,

AH,und CM , AH , mithin auch BL und CM , gleich.

Da diefe Linien überdem der Conftruction gemä'fs pa¬

rallel laufen , fo ift CBLM ein Parallelogramm * , und 1. jg.

iwar eirfParallelogramm , welches aus den Linien BC

und AH , letzterer in paralleler Lage mit KH , be.«

fchrieben ift.

I

'

tX. £
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Uebevdem bildet die Linie HK mit den Seiten dk.
fes Parallelogramms , oder deren Verlängerungen, eben-
falls zwey Parallelogramme LK , KM , welche mit du
Parallelogrammen BLHA , CMHA , über gleich»
Grundlinien BL , CM , und zwifchen gleichen Pauli«-
len fiehn , folglich gleichen Inhalt haben *.

Diefe letztern hatten aber mit den Parallelogram¬
men ABDE und ACFG gleichen Inhalt . Alfo iß du
Prlgr . ABDE = Prlgr . LK und Prlgr ACFG = Prlgr.
MK.

Durcbfcbneidet nun die Linie AK die Grundlimi in
Dreyecks BC filbß , fo ift das Parallelogramm über BC
die Summe der beyden Parallelogramme MK, LK
folglich

Prlgr . ACFG -f Prlgr . ABDE = Prlgr . BCML;
und dann iA diefes letztexe Parallelogramm unter Wirr
kein LBC = B + BÄK und MCB == C CAK be.
ichrieben.

Dwchfchneidet dagegen die Linie AH die Verl»
der Grundlinie in einem Punkte K , fo iA das Parallelo
gramm über BC der Unterfchied der beyden Parallelo¬
gramme MK , LK , folglich

Prlgr . ACFG — Prlgr . ABDE = Prlgr . BCML;
und dann find die Winkel , worunter das letztere Pt

•rallelogramm befchrieben iA, LBC = B — BÄK und
MCB — C — CAK.

Z u f a t z. Im Fall die beyden Parallelogramme,wel¬
che man über die Seiten AB , AC des Dreyecks , ABC
befchmbt , Quadrate find , geht die Ausfage diefesSat-

«s
Uk
Au
oet
jep
sei
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IX.
ies, für rechtwinklige Dreyecke in ' den Pythagoreifchen

tyhfatz * , und für fchiefwinklige in die allgemeinere

Ausfagedes itfen Lebrfatzis über . In dieiem Fall ift

nemlich das dritte Parallelogramm überBC , welches

jtnen beyden gleich ift , beym rechtwinkligen Drey-

«kauch ein Quadrat , bey fchiefwinkligen hingegen

ein Parallelogramm , das um iwey Rechtecke , wie fie

Lelirfatz 13 angiebt , gröfser oder kleiner als das Qua¬
drat über BC ift : Diefes läfst lieh leicht mitteilt fol¬

gendesLemmas zeigen.

Hülfsfatz . Befcbreibt man über eine der Katheten Fig. 34i

ikei bey A rechtwinkligen Dreyecks ABC , z. ß , über AC,

ii»Quadrat , verlängert die Seite deffelben, welche der

Kathete gegenüberßeht , und zieht durch die Spitzen des

mhtts Winkels und des Winkels C , Jenkrecht auf der Hy-

fttenufe, bis an 'jene Seite oder deren Verlängerung , die

paden Linien KAH und CM ; fo find AH und CM bey de der

Hypotenufi des gegebnen rechtwinkligen Dreyecks gleich.

Denn vermöge diefer Conftruction find erftens

CMAHParallelen xwifchen Parallelen , alfo CM = AH *. . r J+
iweytens find BAC und F rechte Winkel ; eben io

BCM und ACF , weshalb der Unterfchied derfelben

vom Winkel ACM , d. h . die Winkel BCA und MCF

Sleich feyn müflen . Endlich find , als Seiten eines

Quadrats, AC und CF gleich . Folglich decken fich

beyden Dreyecke ABC , FMC * , und es ift allemal * I. 7.

FM= AB und CM = BC , oder AH und CM find

to  Hypotenufe des rechtwinkligen Dreyecks gleich.

I

^liMr
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Folgerung u Werden folglich irt einem mk-
Winkligen Dreyeck über beyde (Katheten Quadrate-AF,
AD befchrieben , und auf den Endpunkten der Hypo-
tenufe Perpendikel BL , CM errichtet , welche die den
Katheten gegenüberftehenden Seiten der Quadrate, oder
deren Verlängerungen , in L undM durchfchneiden, fo
find diefe Perpendikel beyde der Hypotenufe BC
gleich , und folglich ift BCML ein über der Hypote.
Hilfe jefchriehnes Quadrat . Ueberdem durehl'chnei«
det das Perpendikel KA jede diefer beyden Verlänge¬
rungen in einem Punkte H fo , dafs für die eine AH
gleich CM , für die ' ändre AH gleich BL , mithin,für

■ beyde gleich ift , folglich in dem gemeinfchaftliclien
Durchfchnittspunkte beyder Verlängerungen . Da nun

i if - überdem AH mir BL und CM parallel läuft , fo ift*
das Quadrat über der Hypotenufe BC , den Quadutm
über den beyden Katheten zufaramengenommen gleich,
diefes dcrPythagoreifche Lehrfatz ausiagt.

£ '2- 35» Folgerung i . Werden in einem fcbiefiv'mMigttt
Dreyeck ABD , über zwey Seiten AB , AC Quadrate AD,
AF befchrieben , und man fällt aus den Endpunkten
der dritten Seite BC auf die gegenüberftehenden Seiten
Perpendikel CP , EQ , und befchreibt über die Seiten
BP , CQ Quadrate , BPed , und CQgf , fo gilt auch
für diefe Quadrate unlerLehnfatz , indem vermäge die¬
fer Conftruction BCP undBCQ rechtwinklige Dreyecke
find , welche BCgemeinfchaftlich zur Hypotenufe haben.
Errichtet man folglich auf B und C die Perpendikel Bl
Cm , weiche bis an die Seiten diefer letztem Quadrat
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oder ihre Verlängerungen reichen , fo ift jedes diefe?

Perpendikel der Hypot 'enui 'e EC gleich , alfo auch in

diefem Fall FiCmldas Quadrat über der dritten Sehe BC,

Zugleich mufs auch in diefem Fall ; das Perpendikel RA

ich mit den Seiten , welche den beyden Katheten ge¬

genüber ftehn , in demfelben Punkte h fchneiden , weil '
diefes Perpendikel , fowohl mit AB , Bl , 11) , als auch

mitACj Cm,mh , Parallelen zwifchen Parallelen bildet,

folglich für beyde Seiten gleiche Länge Bl = Cm .- hat.
Mithin ift nach Lehrfatz 15 BCq == Rechtk . Ad -f-
Rechtk, Af. Nun aber ift Rechtk . Ad = AB 2 + AB

xAP* und Rechtk . Af == AC 2 + AC X AQ , wo das *8.Z. 2.

untere Zeichen gilt , wenn A ( wie in untrer Figur)

Rumpf, das obere wenn A fpitz ift , ( für welchen fall

man lieh die Figur leicht felbft zeichnen wird ). Ueber-

dem find BQPC Punkte in einem Malbkreife * , und *2j,Z,3,
folglich AB X AP = AC X AQ der Natur der Sehnen

gtmäfs*. Mithin ift BC2 = AB 2-f AC 2 + 2 AB x AP,

mt tiefes Lekrjatz 13 ausjagt.

Anmerkung . Der intreffune Lehrfatz, von dem, vvia
wir fehn, die Sitze von den Quadraten , welche über Seiten ei¬
nesDreyecks befchrieben find , nur einen befondern Kall aus^-
fagen, kömmt im Wefentlichen fchon bey Pappus, an der Spitze

vierten Buchs feiner mathematifchen Sammlungen vor (Col-
fetiones mathematicae lib. 4, pr. 1. ) und wird vom altern Ca«
Wobin den Schriften der Berliner Akademie der Wiffenfchaf-
K»tPi'opofitions de Geometrie et de Trigonometrie elementaive,
dtmomreesd'une maniere nouvclle. Mem. de Berlin An. J76S.
f' iU<) auf tine ähnliche Art wie hier behandelt.

d. U.

32.

I

7

I
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[LEHRSATZ l6 .]

♦36» l . Ein Perpendikel , welches aus einem dcrEi
punkte eines Dreyecks , z , E . aus A , auf diegigsn- !
überziehende SeiteBC , oder deren Ferl 'ängerung.gtfilt\
wird , ßchneidet diefe fo , daß der UnterfcMei Itt
Quadrate aus keyden Abschnitten BD , DC, demVn-
terfihiede der Quadrate aus den beyden andern Stittn
des Dreyecks , AB , AC , gleich iß ( BD2-BC
ss AB2 — AC2; ) und zwar liegt fiets der gr'öfmt
Abßhnitt BD an dem grojsern beyder Schenkelß
an.

2 . Und theilt man die Grundlinie BC im Punk¬

te 0 in zivey gleiche Theile , ß iß der Unterfchieik \
Quadrate aus beyden Schenkeln AB , AC gleich im
doppelten Rechteck aus der Grundlinie und aus in
Abßande des Perpendikels AD von der Mitteilt'

- Grundlinie ; oder AB2 — AG2 = 2 . BCX

1. Da nac*h dem Pythagoreifehen Lelufstze AB2
— AD2 -f BD2 und AC2 = AD 2-f CD2 ift , fo mufj
auch , wenn man Gleiches von Gleichem abzieht, AB2
i— AC2 = BD 2—CD 2 feyn , wie diefes der erfleTheil:
des; Lehrfatzes ausfagt ; und dabey kömmt es. auf dw
Befchaffenheitder Winkel weiter nicht an, Ift derScli«1'
kel AB gröfser als AC , fo mufs folglich auch der an

. diefem Schenkel anliegende Abfchnitt BD der Grund¬
linie , der Jgrö'fsere .'feyn.

2. Da der Unterfchied iweyer Quadrate dem Recht¬
eck aus der Summe und dem Unterfchiede ihr" $tlta

gleich
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gleich ift * , fo folgt aas dem eben Bewiesenen , dafs * U.

AB2- AC 2 = (BD + CD ) x ( BD — CD ) ift . Nun

ift imffitzmnkligen Dreyeck die Summe , juu ßutnjtf-

mnkligen der Unterfchwd der beyden Theile BD , CD

äer Grundlinie BC des Dreyecks gleich . Halbirfc man
überdem die Grundlinie im Punkte O , und trägt OE

gleich OD auf , fo ift auch BE gleich DC * , folglich "Gr. aß

imfpitzwinkligen Dreyeck der Unterfchied der Linien

BD, DC gleich BD — BE = DE = 2DO , im ftumpf.

mnkligin Dreyeck dagegen die Summe der Linien BD,

DC gleich BD' -f BE == DE = 2 . DO . Mithin ift im

fpifewinkligen Dreyeck fowohl als iim ftumpfwink-
ligen

AB2 — AC 2 = 2 . BC x DO.

Und diefe Ausfage gilt auch für das bey C rechtwink.

Uge Dreyeck , für welches C und D zufammenfallen
und2 DO X BC = BC2 ift ; mithin für jedes Dreyeck.

Eine Allgemeinheit , in der wir diefen Sat ?. fchon wei¬
tetoben unter den Folgerungen aus Lehrfatz 13 ken¬

nen gelernt haben *. ' iÜ-f.4.

Folgerung , l . Da nach dem elften Theil des

Leht&tzes, für jedes Dreyeck AB2 — AC 2 = BD 2 — DC 2
ift, fo mufs auch , wenn man beyderleits AC 2, -f DC 2

hinzufügt, AB2.-f CD 2= AC 2 ~{- BD2 feyn . In jedem

Dreyeck find alfo die Quadrate der bey den Schenkel , fammt

in Quadraten der ihnen gegenäberßehenden Abfchnitte der

Grundlinie, die durch, ein Perpendikel aus der Spitze ge.

lildit werden , untereinander gleich.

1 U - '
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f ig. 37- Folgerung 2. Eine grade Linie CG, welche nun

aus dem Scheitelpunkte C eines der fpitzen Winkel

des hey A rechtwinkligen Dreyecks ABC , nach der ge-

genüberftehenden Kathete , oder nach deren Verlängerung
mllkührlicb zieht , theilt diefe folglich fo , dafs Cl̂ -f-

AG ^ CG2 * AB2 oder CB2 -f -Ag 2 = Cg 2+ AB2 ilt,

(Gregor von St . Vincenz I , 41 .)

flg . 36, Folgerung 3. Danach dem zweyten Theil des
Lehrfatzes in jedem Dreyeck der Unterfchied derQua-

drate zweyer Seiten , AB2 — AC 2 , dem Rechtecke

2 BC X DO gleich ift ; fo mufs in allen Dreyecken, wi¬

che über derselben Grundlinie BC ßehn , und für welch

der Unterschied der ' Quadrate aus hey den Schenkeln AS,

AC derfelbe , folglich einem ' gegebnen Flä'chenraume

F gleich ift (AB2— AC 2 = F, ) auch DO von emerleyGri-
F

fse feyn , (DO = — — ). In allen diefen Dreyecken

lieht folglich das Perpendikel , welches aus der Spitze'

auf die Grundlinie gefällt wird , vom Mittelpunkte der

Grundlinie O gleich weit ab , und da für alle diefe

Dreyecke der Punkt O derfelbe ift , fo muffen ihre Spit¬

zen insgefammt in daffelbe Perpendikel auf BC fallen,
F

welches um die beftimmte Linie OD = — — von der
2 BC

Mitte der Grundlinie abfteht . Die/es Perpendikel iß mit-

bin der geometrifche Ort des Durcbfcknittspunktes wefi

grader Linien , welche van den gegebnen Punkten B undC

ausgezogen , fich fo durchfcbneiden , dafs der Unterfind

*l,Ti,2i, ibr*r Quadrate einem gegebnen Flachenraunt Fgleich ift*,

Oder es ift der geometrifche Ort für die Spitzen eims
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ire/ich, von welchem die Grundlinie EC und derUn-

talchied der Quadrate aus den beyden Sdhenkeln , d , i.
F,gegeben ift . Verwandelt man dielen Flä'ehenraunv
Fin ein Rechteck , weiches über 2 BC als Grundlinie

Ml*, fo giebt die Höhe diefes Rechtecks den Ab - *AS-^I

itadDO; und jeder PunktA in dem Perpendikel , wel¬
lte auf BC in der Entfernung DO von der Mitte der

Grundlinie errichtet wird , giebt alsDurchfchnittspunkt
wey grade Linien BA , CA , oder als dritter Eckpunkt
einDreyeck ABC , deflen Schenkel die verlangte Befchaf-
faheit haben. Diefes Perpendikel fällt innerhalb oder

iüfserhalb des Dreyecks , oder auf dem Schenkel CB , je

nachdem der gegebne Flächenraum Fkleiner , oder grö-

fierals AB2, oder diefem Quudrate gleich ift.

Anmerkung . Unfer Lehvfatz , der bey Euklid fehlt , ift
fe erde Lemma, und die Auslage der dritten Folgerung der erfte

Sit!im Zweyten Buche von Apollonias ebnen Oertern ; auch eben
ttbft der erfte Fall des vierten Satzes . d, U.

HHfe ^
[LEHRSATZ 17 . ]

I. Wenn man in einem Dreyeck ABC von einem?\g,
ArWinkelpunktc, z. B. von A , eine grade Linie AO
«k km Punkte 0 in der Mitte der gegenüber-
fknden Seite BC zieht, fo iß allemal AB2 -+- AQ*
*%A0* + 2 OC2.

Fälle von A auf die gegenüberftehende Seite das
Perpendikel AD - Wie diefes auch liegen möge , fo

•teilt allemal die Linie AO das gegebne Dreyeck in

lweyDreyecke AOB , AOC , welche , je nachdem die-
U 2
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ie halbirende Linie auf RC fenkrecht oder fchief auf-

fteht , entweder beyde bey 0 rechtwinklig , oder das«

bey O ftunipfwinklig , das andre fpitzwinklig ift,

Im crßcn Fall (der ein gleichfchenkliges D̂reyeck , def.
7*1. 12.7 . fen Spltxe y\ jfjc vorausfetzt * ,) fallen die Punkte0

und D zufammen , und es ift Af; 2 - |- AC 2= 2 AC2 =

* 12, 2 AO 2 -f 2 OC 2 * , wie der Lehrfatz ausfagt . Ift im

ziveyten Fall AOB der ftumpfe , AOC der fpitze Winkel)

fo fteht in dem beyO J 'pitzwinkligefjDieyeck , dem Win-
kel O die Seite AC gegenüber , und aus A ift auf OC

das Perpendikel AD gefällt , folglich,
*, 3. (. ) AC 2 = AO 2 -f - OC 2 — 2 OC X OD *;

(eine Auslage , die für den Fall , dafs C ein recket
Winkel ift , folglich AD mit AC zufammenfa 'llt , und
OD in OC übergeht , fich in diefe , AC2=AO 2-0C>

verwandelt .) In dem bey O ßumpfwinkhgen Dreyeck

AOB , wo der Schenkel AB dem Winkel bey 0 gegen-

* B. (, ) überfteht , ift AB2 = AO 2 -f OB2 -f - 2 OB X OD *, oder,
weil nach der Vorausfetzung OB gleich OG ift)

AB2 = A0 2+OC 2 -f 2 0 ... X OD

(eine Auslage , die falls bey C ein rechter Winkel , und

OD gleich OC ift , in diefe übergeht , AB2 = A0 2f

3 OL 2) . Es ift daher auch in diefem zweyten Fall

AB2 4- AC 2 =2 AC 2 -f 2 OC 2

es fey bey C ein fchiefer oder ein rechter Winkel . Die

Auslage des Lehrfatzes gilt alfo für jeden möglichen
Fall.

Ein andrer viel kürzerer Beweis diefes Satzes läfst

fich unmittelbar aus Lehrlatz 11.. Folgerung 2. ableiten.
Denn da vermöge der Conftruction , die Grundlinie
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ICdes Dreyecks , in O gleich , und in D ungleich ge¬

teilt ift, lo ift BD2 + DC 2 = 2 CO 2 -f 2 OD 2, folglich,

Kijn man beyderfeits 2 AD hinzufügt , dem Pytha-

joieilchen Lehrfatx gemäfs , AB2 -f AC2 «= 2 AO 2 -f

jOC3. — Umgekehrt kann man aus dem letztern

Sitie den erftern ableiten , wenn man für ihn noch

am andern Beweis , als den oben * mitgetheilten *u .f. 3.

infeht.

Folgerung i . Für alle Dreyecke , wie ABC , xvel-

k 'ubtr derfelben Grundlinie BCflehn , ift die Hälfte die-

IirGrundlinie, OC , alfo auch 2 . OC 2 von gleicher

fimlse*. Diejenigen unter diefen Dreyecken , für wel - "E. 5. $

dieüberdem noch die Qiiadratc der beyden Schenkel AB,

itinerley Größe haben , alfo AB2 -j ~ AC2 = F , d. h. ir-

ffflieinem gegebnen Fläciienraum gleich find , müf-

flii folglich allefatmnt ; fo befchaffen feyn , daß ihre

JfifwA von dem Mittelpunkte der Grundlinie 0 gleich weit

Penn da unfefm Lehrfatz gemäfs für fieaüe

+ AC.2 = 2 AO 2 + 2 OC 2 ift , fo ift in jedem

fieler Dreyecke 2 A0 2= F — 2 OC 2, mithin

= Nr ( § F — OC 2) , alfo AO für alle von gleicher

irrclse, Folglich ift eine um den Mittelpunkt der

Grundlinie BC , mit einem Halbmeffer , deffen Zahl-

pdrucky" ( \ F — OC 2) ift , befchriebne Kreislinie , der

iumctrifche Ort für die Spitzen aller Dreyecke, welche über

fyjtlken Grandlinie BCflehn , und für luelckt die Summe der

Sü»kate aus den btydtn Schenkeln gleiclie Größe hat.

Oästfie ift der geometrifiheOrt für die Aufgabe, welche

?et«»gt , von zveey gegebnen Punkten B, Catis , zwey grade

knien zu nekn , die fieb in eitlem Punkte A fo durchfebnn-
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den , dafs ihre Quadrate zitfammengenomtnen einemgfyifc
£ } 'nett FVächenraum gleich find * . Den Halbmefier diefer

Kreislinie findet man aus den gegebnen Gröfsen Fund
BC geometrifch , wenn man nach Anleitung der
Aufgaben zu Ende diefes Buchs . die Figur F in
ein gleichgeltendes Rechteck , und die Hälfte
deffelben in ein Quadrat verwandelt , und dann die
Seite des Quadrats fucht , welches dem Unterfcliiede
des erftern Quadrats von ( 2 gleich ift.2

39. Folgerung 2 . Nimmt man umgekehrt auf im
Durchmeffer eines gegebnen Kreifes, oder auf dejfen Verlän¬
gerung , zu entgegengefetzten Seiten des Mittelpunkts, \%
gleicher Entfernung von demfelben , zwey Punkte B, C;/j
iß die Summe der Quadrate je zweyer Linien BM, CM,
die man von (tiefen Punkten nach einem Punkte M in itt
Kreislinie zieht , für jeden folcben Punkt von gleicher Grö¬
ße . Eine artige Eigenfchaft der Kreislinie , welche,
wenn man MO 'zieht , unmittelbar aus unterm Lehr-
fatz folgt.

Sie ftellt uns jedoch nur den einfachftenFall einet
viel allgemeinern und weiter greifenden Eigenfchaft far
Kreislinie dar , die grade 10 aus der Verallgemeinerung

J? 4®. unfers Lehrfatzes * , wie die hier entwickelte aus die-
fem Lehrfatze felbft fliefst , und von der man gleit'1
nach den Anwendungen des gegenwärtigen Lehriatzes

•iS -u.ig auf das Parallelogramm und Trapez *, nach demBeweife
jenes verallgemeinerten Satzes , einiges finden wird.

jpjg. 40, Zufatz I . Werden alle Seiten eines Dreyecks ABC
durch grade Linien aus den gegenüberßebenden IVinkelftd'

■f
int
Ist
Uf)
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, /fD, ßZT, CF balbirt , / o //? <#<?Summe der Quadro-

dicfer je &f diefe Linien, gleich | von der Stimme der Quadrate

Unij laden Seite» des Dreyecks. Denn da das doppelte Qua-

aus der Hälfte einer Linie , z. B. 2 BD2, der Hälfte

AsQuadrats aus der ganzen Linie ) § BC2, gleich ift,

liifi unferm Lehrfatz gemäfs
AB2-f AC2 — |BC 2=2AD 2

aex
Fin
Mk
n die

hiede

i f*

C;ß
CM,
i dtr

Grö-

!che,
.ehr-

in er
'der
H
die-
eich
tzes
eife

m
vi-

AB2+ BC 2— |AC2 = aBE 2

AC2-f - BC2— | AB 2= 2 CF2

| folglich| (AB2-f AC2-f - BC2) = CAD2+ BE 2+ CF 2)

Zufatz IL Ift ABC ein fchiefwinkliges Drey - Fig«

(Ir, fo ift das Quadrat der Seite AB, kleiner oder grö-

Sirals die Summe der Quadrate der beyden andern

Stilen AC, BC*. Dann mul's es folglich auf der Seite * i}t? "

.% oder auf deren Verlängerung , einen Punkt O ge-

kn, der auf ihr zwey Stücke AO , BO abfchneidet,

tan Quadrate zusammengenommen den Quadraten

ä'trbeyden andern Seiten AC , BC gleich find. Die-

ftnPunktÖfindet man allemal , wenn man AB über B

hinaus' , und die Seite AC über C hinaus verlängert,

auf diefer Verlängerung CF — CA nimmt , FB zieht,

inf der erftern Verlängerung BG — Fß änfträgt , und

imn AG balbirt . Der halbirende Punkt ift der gefliehte

Punkt 0.
Denn weil dann AG in O gleich und in B ungleich

jetheilt ift , -fo ift erftens AB2 -f - BG2 = 2 AO2 -f

2 EO1 *; , und weil zweitens auch im Dreyeck "ILf.3.

ABF, die Seite AF halbirt ift , ift AB2-f - BF2= 2 BC2

■f2 AC2. Nun aber ift der Conftmction gemäfs BF

SWciiBG, folglich AO2 -f . BO2 = BC 2 4 - AC2, mit-



3" * V C H III.

hin O der gefuchte Punkt , der "auf der Seite AB oder'
deren Verlängerung , zwey Stücke abfchneidet , deren
Quadrate den Quadraten der beyden ' Seiten AC, CB
zufammengenommen gleich find.

Da in den Dreyeck er. BCA , BCF , die "Schenkel,
welche die Winkel bey C einfchliefsen , untereinander
gleich find , fo ift , falls AB einem fpitzen Winkel ge-
genttberfteht , AB < FB , alfo < BG, und mithjn fällt
alsdann der Punkt O allemal in die Verlängerung der
Seite AB - * Steht hingegen AB einem flumpfen .Win¬kel gegenüber , fo ift AB > Fß , alfo > BG und der
Punkt O liegt dann ftets in der Seite AB , wie did'es
tuch Lehrfatz 13 gemäfs feyn mufs.

43., Zufatz III . Wenn man 1)0» irgend einem Punkt
F nach, den vier Eckpunkten eines Recktecks ABCD grtidt
Linien zieht , fo ifi die Summe der Quadrate je zweyer diu
fer Linien , die nach ,den gegenüberftehenden Winkelpunllt*
gezogen find , einander gleich , oder FA^ -J- FO ==ß*-ffD 2.

Denn zieht man die beyden Diagonalen AC,BD,fo
halbiren lieh diefe wcchfelfeitig , fo dafs AO = OC = OB

1 -3*. Z. — OD ift * Zieht man FO , fo ift im Dreyeck AfC
vermöge unfers Lehrfatzes FA 2 -f FC 2= a FO 2+ 2 A02t
und im Dreyeck BFD eben fo FB2 -j- FD 2 = aFO J +• Gr. 1. 2 DO 2, folglich FA 2 -f FC 2= FE 2 -f ~ FD 2*.

Anmerkung . Bey Le Genirt findet fichV.wav der Leto-fatz , aber,fein Beweis ift mangelhaft. Folgerung 3 undZufatij
kommen in Siiupfws Elementen vor; Zufatz 1 und a enrleh"1
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ichausGregor von St. Vincenz1. 42 und 49,und Folgerung1macht .
inApollonias,ebnen Oertern II , 5. dsn elften Theil des erftea
Falls aus,

d. U.

LEHRSATZ lg.

In jedem P arallelo gramm AB CD iß die riE«4J-
Stimme der Quadrate aus allen Seiten, den Quadra¬
tmeter beyden Diagonalen AC, BD zufammengenom~
mmgleich.

Da jedes Parallelogramm durch eine der Diagona¬

len, z. B. durch AC , in zwey Dreyecke ABC , ADC

getheilt wird , welche über der Diagonale als Grund¬

linie Hehn , und überdem die beyden Diagonalen fich

in ihrem Durchfchnittspunkte O wechfelfeitig halbiren,
fo dafs AO — OC und BO = OD wird , fo ift , erftens

im Dreyeck ABC
AB3 -j - BC2 — 2 AO 2 + 2 BO2

undzweytens im Dreyeck ADC
AD 2 + DC 2 = 2 AO 2 + 2 OD 2

folglich, wenn man Gleiches zu Gleichem hinzufügt,
und ftatt des vierfachen Quadrats der halben Diagona-

len(4A0 2, 4 BO2) die Quadrate der Ganzen fettt * , »4,2 .3.
AB2+ AD 2+ DC 2-f BC2 = AC 2 + BD 2

Folgerung . Da inv Parallelogramm die gegen-

übevftehenden Seiten , folglich auch die Quadrate der-

ftlben, gleich find , fo lä'fst fich diefer Satz auch fo

ausdrücken: In jedem Parallelogramm find die Quadrate

*f btyden Diagonalen , das Doppelte von den Quadrate » ms
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%w?y an einander lugenden Seiten , oder A& \>\ - BD*=
2 AIP + 2 AD*; ein Satz , der für das Parallelogramm
etwas Aehnliches, ' als Lehrfatz 17 für das Dreyeck aus-
faet "Ila ö u J

[LEHRSATZ I9 .]

Jig -H . In jedem Trapez ABCD übertrifft die Sum¬
me der Quadrate aller Seiten , die beyden Quadrate ßcr
Diagonalen AC,BDzusammen genommen ; und zwar
um ein Quadrat , welches man erhält , wenn man über
•zibey aneinander liegende Seiten des Trapezes ein Pa¬
rallelogramm ABCE errichtet , den Abfland der bey¬
den Eckpunkte D des Trapezes und E des PamMo-
pramms , die beyden nicht gemein find , nimmt , unA
über diefen Abfland DE als Seite , ein Quadrat bi-
fchreibt . Oder es iß AB* 4 - AD 2 H- DC2 4 - JSCZ
e AC %-h BD * -h DE 2.

Ein Parallelogramm , weches [man über zwey an
einander liegende Seiten eines Trapezes , z. B. über AB)
BC belchreibt , hat,mit dem Trapez die drey Eckpunkte
Ä, B, C und die Diagonale AC gemein , hingegen ift
der vierte Eckpunkt , D, E, und daher auch die iwey-
te Diagonale BD , BE in beyden verfchieden, weil
fonft das erftere Viereck , gegen die Vorausfetzung , ein
Parallelogramm feyn würde.

Ziehe vom Winkelpunkte C eine Parallellinie mit
der gegenüberftehenden Seite DA des Trapezes, und von
B aus eine Parallellinie mit DE , fo durchfehneiden fielt
diefe Paralleilinien in einem PunkteF fo , dafs fich die

\
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DreyeckeCFB, ADE decken. Denn die Linien AE,
BC*, und die Winkel an den Punkten C , A fo wie an 1

B. E find einander gleich *. - Folglich ift auch CF.= *
AD und BF — DE. Zieht man .alfo noch die Linien

FA, FE, fo entftehn zwey Parallelogramme ADCF und

EDEF*, von deren Seiten und Diagonalen folglich *

der fo eben bewiefene Satz * gilt . Es ift alfo im Paral- «
lelogramm ADCF

2. AD24- 2 . CD2= AC2 + DF2.
Eben fo ift im Parallelogramm BDEF

2. BD2-f - 2 . DE2= BE 2 4 DF2.

Kellt man folglich Gleiches von Gleichem ab , fo' er«
halt man

2. AD2 + 2 . CD2— 2 BD2— 2 . DE2= AC 2— BE 2»

Und wenn man beyderfeits wieder hinzufügt a . BD2-f-
S.DE2 ,

2 . AD* + 2 . CD2= 2 .BD24 - 2. DE2 4 -AC2— BE3
Nun ift endlich auch im Parallelogramm ABCE

a . AB2+ a . BC* = AC24 - B£2
Verbindet man wieder diele Gleichung mit der vorigen,
fo wird

2 .AB* 4 -2 . AD2 +2 . BC24 - 2 . CD2=2 . AC2 +
2 .BD24- 2DE 2; mithin auch , wenn

plan von beyden gleichen Grölsen die Hälfte nimmt,

AB2+ AD 14 -BO 4 - CD* = AC2 4 - BD*4 - DE2-

Folgerung i . Alfo ift kein Viereck möglich,
Worin die beyden Quadrate der Diagonalen größer als

die Quadrate aus allen Seiten zufammengenommen

Wären. Weicht ein Trapez vom Parallelogramm mehr
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ab , wird folglich DE grö'fser , fo wird auch die Summe

aus den Quadraten der Diagonale , gegen die Summe

aus den Quadraten aller Seiten immer kleiner.

Folgerttug 2. Halbirt man beyde Diagonalen

des Trapezes in den Punkten P , Q, fo wird durch den

Punkt P zugleich die Diagonale AC des Parallele
' .. . t " ' -•— ,-•

gramms ABCE , welche dieiem mit dem Trapez gemein

Iffc, mithin auch die andre Diagonale BE halbirt *. Zieht

man daher PQ , fo theilt diele .Linie fowöhl BD als BE

in zwey gleiche Theile , daher auch PQ die Hälfte von

" 7. DE , und mit diefer Linie parallel ift *, Ift aber DE

= 2 . PQ , fo wird DE 2 = 4 . PQ 2. Setzt man diefe

Grö'fse ftatt der erltern , fo ift alfo auch in jedem

Viereck

AB2+ AD 2 -f BC2 -f CD 2 = AC 2+ BD 2+ 4 . PQ2.

A n m e r k u n g. Dielen Lehrfarz entlehne ich vonEaitr,der

ihn zuerft gefunden, und auf die hier mitgetheilte Art bewiefen
hat , in feinen Vm'üs Demonflrationitut Geometricis, in den
Nouif Comm. Acnd, hup, Pmop , T, 1. p. 40) . feg.

d. fcr.

[LEHRSATZ 20 f .]

ig^ Wenn man aus einem der Winkelpunkte eins
Dreyecks ABC, z. B. aus A , nach irgend einem

Wer mit den bisherigen Sätzen noch nicht ganz,im Deut¬
lichen ift , und frch noch nicht ftark genug fühlt, um fid»
in das Feinere der Geometrie zu vertiefen, überschlage
fürs erfte diefen Lehrfarz fammt allen feinen Folgerungen

und Zufätzen, und wende uch fogleich zu Lehrfatz21, «">
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PunkteG in der gegenüberfiehenden Seite BC , oder

in deren Feriingermig , eine grade Linie AG zieht,

fo ifl allemal
.'AB2 — AG 2 , AC 2 — AG 2

«) BC ==, '-- — - —-
BG CG

oder, was auf eins hinauskommt,
BG BG

ß) AB2± AC2X — = BCxBG± AG2X —
CG CG

T?fr T?C*
= BG2 ± CG2 x — ± AG2 x _Z

CG CG

oder7 ) AB2 X CG ± AC2 x BG
= BG2 x CG ± CG2 x BG ± AC2 x ßC

oder, wenn GE irgend eine beliebige Linie iß,

AB2 x ^ ±AC 2 x ^ = BG2 x ^ ±CG 2x^
GE GE GE GE

± AG2 X ^ ? — — X (BG X CG ± AG2)
GE GE

Utr endlich
f ~*C* *R

S) AB2 X — ± AC2 x — = BG X CG + AG2
J BC BC

wo, je nachdem der Punkt G in der Seite BC filbfi,

oderin deren Verlängerung liegt , die obern oder die

untern Zeichen gelten , und zugleich angenommen

wird, dafs im zweyten Fall Bg > Cg iß.

«r ohne Anftos fortfahren kann. Der gegenwärtige Lehr-

fatz, und die hinzugefügten Sätze, enthalten vom zwey¬

ten Buche der ebnen Üerter des Apollonias, fo viel als es

nur immer der Zweck diefes Werks erlaubte , auf eine, wie

. mir fcheint, leichtere Art als!von andern vorgetragen, und

wird hinreichen einen deutlichen Begriff von jenem intsref-
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i' ig. 48. Stelit AG 1 ^ * r p ^ dlime BCfelbfl , oder2) mf
deren Verlängerung fenkrecbt , fo bildet diefe Linie mit
den Schenkeln des Dreyecks zwey rechtwinkligeDrey-
ecke , worin BG2 — AB - — AG 2 und CG2 = AC *-

AG 2 , mithin auch BG = ^ 2LH _̂ £ r und CG2
BG

~ tSl —- -1 ift . Nun ift im erften Fall die Grund-
CG

Knien BC — BG -f CG , im zweyten Fall BC = BG-
CG , vorausgefetzt dafs BG > CG ift. Daraus folgt
für diefen Fall die Ausfage « , und mithin die Wahr¬
heit der andern ' Ausfagen , die , wie wir gleich lehn
werden , unmittelbar aus ihr abgeleitet lind.

Steht dagegen AG feinef auf , und zwar 1) aufdir
Grundlinie BC filbfl , fo dafs AGB ein fpitzer , AGC
aber ein ftumpfer Winkel ift , fo theilt diefe Linie das
gegebne Dreyeck in zwey kleinere Dreyecke , ein
fpitzwinkliges AGB , und ein ftumpfwinkliges AGC,
denen die Spitze A und das Perpendikel AD auf die ge-
genüberftehende Seite gemein ift , und in denen bey-
den das Perpendikel , von diefer Seite oder deren Ver¬
längerung , ein gleiches Stück GD abfehneidet . Die
Gröfse diefes Abfchnitts wird in jedem Dreyeek durch

*3*̂ >J ' die Gröfse der drey :Seiten beftimmt * , und zwar ilt

Tanten Theile der Geometrie zu geben, und eine Menge
netter und allgemeiner Sätze, befonders über den Kreis, dem
Lefer,;der die kleine Mühe des Durchftudirens nicht Ichcur,
bekannt zu machen,

Gilbert.
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in dem bey G fpitzwinkligen Dreyeck AGB , GD

BG2 -f AG2 - AB2 .
ss ., 1 1 , -- *— , hingegen m dem beyu itumpt-

2 EG
AC 2—CG 2—AG 2-

winkligen Dreyeck ACT-, GD — , — ■--- -
5 2 CG

Ausdrücke, die wir ihrem geometrifclien und ihrem

arithmetifchen Sinne nach , am angeführten Orte er¬

klärt haben . Folglich find , da für beydeDreyecke der

Abfchnitt GD derfelbe ift , diefe Ausdrücke gleich :,

mithin auch ihr Zweyfaches , und da überdem

EG* r , CG 2 AG 2 -ABS
—: = BG und - = CG ift , BG 4 - -.------
BG CG BG

AC2 — AG 2
— CG . Fügt man beyderfeits CG und

CG
AB2 — AG2

hinzu « fo bleiben auch diefe Gröfsen
BG

gleich, und folglich ift
* t>/~< AE2 — BG2 V AC2 — AG2

BG+ CG d. h . BC = _ r _ - + -

welches in der Ausfage k , der erfte Fall ift . Und da

hier AB , AC undBG , CG völlig auf einerleyArt vor¬

kommen, fo hat es auf den Ausdruck von BC weiter

keinen Einflufs , welcher von den beyden Schenkria

AB, oder ob AC dem ftumpfen Winkel bey G gegen,

überfteht. Diefer Ausdruck gilt daher unbedingt für

jidm Punkt Gin der Grundlinie (feibft dann , wennG mit

B.oder C zufammenfällt ) .

Steht 2) Ag auf der Verlängerung der Grundlinie

fchiefattf, und zwar zuerß auf der Verlängerung detjelben
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über C hinaus , fo daß Bg > Cg iß , fo unterfdieidet
{ich diefer Fall von dem vorigen darin , dafs nun die
Schenkel AB, AC entweder beyde dem fpitzen , oder
beyde dem ftumpfen Winkel bey .g gegenüberftehn. Iii
das erflere der Fall , und die Drey ecke AgB , AgC find
beyde bey g fpitzwinklig , fo ift

gD ^ 2+ A^~ AB3 und zugleich

gD̂cgW— ao mIth.n w - m
2 Cg bg

r> J - A^'r '— ^Ü . . Ift hingegen das zweyteder
Cg

lig . 47. Fall , und ftehn beyde Schenkel AB , AC dem ftum-
pfen Winkel bey g gegenüber , fo ift in dielen ftumpf-

„ , ta AB2—Bg2 -~ Aga j
winkliger * Dreyecken gD — --------- ö ---E . undiu-

2 Bg
AC2-*- Cg2~ Ag2 AB2 - Aj'

gleich gD = - . — > folglich--
2 Cg Bg

AC2 — A° 2
— Bg = -- — — Cg. In beyden Fällen ill der

Cg
Vorausfetzung gemä'fs Bg — Cg — BC. Zieht man da.
her im erftern Fall beyderfeits Cgab , und fügt zugleich
AB* _ Ag2
—.-- beyderfeits hinzu , und verfährt dagegen

Bg
im zweyten Fall grade umgekehrt , fo erhält man«
beyden Fällen gleichmäßig

a) Bg - Cg d.1, BC = ™ +
Bg Cg _

oder ', da es einerley ift , ob man den Unterichied
Ag2
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Ag2— AC 2 hinzufügt , oder umgekehrt den Unter-
IdiiedAC2— Ag 2 abzieht,

, Bg- Cg d. h. BC = A.B2 Ag 2 AP - Ag2
Bg Cg

velches oben in der Auslage «. der zweyte Fall ift, bey
«elchem es alfo wiederum nicht weiter auf,'dieBefchaf-
fenheit des Winkels bey g ankommt , wenn nur g ein
Punkt in der Verlängerung der Grundlinie über C hin-
ausift.

Liegt dagegen g in der entgegengefetzten Verlan-Fig. 4$.
{tmng, und fleht , Ag nicht wie wir hierbey voraus-
fttiten, auf der Verlängerung der Grundlinie über den
Punkte, fondern auf der entgegengefetzt liegenden Ver'
kgerung über den Punkt Bhinaus auf ; fo ift Bg < Cg, und
folglich Cg — Bg = BC, daher wir unter dielen Umftän-
«en nicht den Werth Bg — Cg, fondern den umgekehr-
ttn, Cg— Bg, hätten herleiten muffen, für welchen lieh

EC= ^ 1= _AÜ - . alfo BC ebenfalls als
Cg Bg

ItrUnterfchied' der beyden Theile in b) findet nur dafs
in jenem Fall der erftere , in diefem der letztere diefer
Theile grö'fser ift. Will man daher die Form in b)
such auf diefen Fall übertragen , fo giebt lie in ihm
Sur BC einen fubtractiven Zahlwerth , oder etwas Sega¬
kts * 5 welches alfo allemal ein Zeichen ; ift , dafs " i3-a U

üe Linie Ag eine, entgegengefetzte Lage hat j als die,
für welche die Formel unmittelbar gebildet ift , und
*elche wir im Lehrlatz ausdrücklich bemerkt haben •
d' h. dafs fie fo auffteht , dafs nicht , wie die Formel
"«ausfetzt, Bg > Cg , londern umgekehrt Bg < Cg

X
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ift . Unter dieferBedingiivg gilt auch die Formeliallge¬
mein für jeden beliebigen Punkt g in der Verlänge¬
rung der Grundlinie . (Durch die Vorftellung des Ne¬

gativen läfst fich diele Formel lelbft mit unter die Aus¬

lage für den erften Fall ziehn , wenn der Punkt Gin
der Grundlinie liegt , indem beyde Fälle fich ledig¬

lich durch das Entgegengefetzte in der Lage des Ab-
fchnittsCG unterfcheiden , und daher die erftere, wenn

man in ihr CG negativ fetzt , In die zweyte übergeht'
Doch haben wir es nicht nöthig uns hier bis zu diefer

gänzlichen Verallgemeinerung zu erheben . )

Die Ausfage unter et läfst fich noch auf eine Mihi
Art [ ehr leicht bexveifen, die ich hier wenigftens andeu.

ten will . Man fälle im gegebnen Dreyeck ABC
auf die Grundlinie das Perpendikel AD , und es fey D
fowohl als G ein Punkt,in der Grundlinie felbft, fo

ift die Grundlinie BC = BD -f GD -f CD — GD*
Nun ift das Rechteck aus der Summe und dem Unter¬

fchiede zweyer Linien , dem Unterfchiede ihrer Qua¬

drate gleich * , folglich BD 4 - GD = ^ A ^ — und
BD — GD

CD 2 — GD 2
CD — GD — -- , und da überdem imDrey-

CD + GD

t eck ABG , BD2— GD 2= AB 2— AG 2 * , und im Drey¬
eck AGC , CD2 — GD 2 = AC 2 — AG 2 ift , fo inufs
. , . r v , . _ AB2 —AG 2 AC 2—AG 2 ,in dieiemfall BC = -- __ fevn,

BG ^ CG \

welches der erfte Fall in der Ausfage a ift . Eben fo
leicht laften fich die übrigen Fälle , je nachdem G und
D verfchieden liegen , auf diefe Art herleiten.

i
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Aus diefen Sätzen dafs für Punkte Gin der Grund-

.. . „ _ AB2 — AG2 AC 2 — AG 2 ,.Imt, BC = --- 1-- , hingegen
BG ^ CG

Aß2 _ \̂ o-2
fir Punkte g in ihrer Verlängerung , BC —

BgO

+—-- . ift , ( wobey Bg > Cg angenommen
Cg

ifird,) laffen fich die übrigen Ausfeigen des Lebrfatzes
Ultndermafsen herleiten . Man füge zu den gleichen

Gtäfsen im erften Fall beyderfeits — |- , undBG CG
Ac 2 As 2 .

1zweyten Fall —5- — —2- hinzu , d. i. Linien , de-
Bg Cg

mZahlausdruck auf gleiche Benennungen , nach den
Regeln der Bruchrechnung , gebracht , im erften Fall
»x (CG -f BG) , AG 2 xBC .,- :- J _- i , das ift --- 1 , im zweyten Fall

BGX CG BG X CG

S* CCgr22 das Ift_ AG ^ xßC ;ft (da
Bgx Cg Bg X Cg

toiausfetzung gemäfs Bg > Cg ift ) ; fo verwandeln
ä durch diefe Hinzufetzung jene Ausfagen für beyde
..... . . . ■ AG 2 X BC AB2 AC 2
fälle in folgende : BC ±-- = ----- . ± _— ,

& BG X CG BG CG
«0 dieoberen Zeichen für den erftern Fall gelten , wenn G
i»der Grundlinie BC felbft liegt , die unteren Zeichen

den zweyten Fall , wenn g in der Verlängerung der
Grandlinie liegt , (wobey zugleich Bg > Cg angenom¬
menwird) . Und das iß ein für allemal , auch bey allen

m Ausdrücken zu merken,

X 2
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Ferner find auch die Producte dieferZahlausdmckt

in den Zahlwerth der Linie BG gleich , oder
np J RP

AB2 ± AC2 x — = BC X BG ± AG2 X - T
CG BG

und hier lafst fich wieder ftatt BC X BG fetzen
Bf"'

(BG ± CG) X BG oder , BG2 ± CG * X — ■>welches die
CG

Formen des Satzes unter ß find.

Nimmt man aufs neue die Produkte diefer Aus¬

drücke in , den Zahlausdruck von CG , fo erhält man

die erfte Form unter 7,
AB2 x CG ± AC2 x BG

= BG2 x CG ± CG2 x BG ±A6 2 x BC

und diefe Gleichheit bleibt , wenn man alle Glieder,

zum Behuf der geometrifchen Auslegung derfelben,
durch den Zahlausdruck irgend einer willkülirlichen
Linie GE dividirt , wie in der zweytenForm unter —

Da endlich die beyden Theile BG2 X CG + CĜ x EG

fich in das Produkt BG X CG X (BG ± CG) , das iftEG

X CG X BC zufammen ziehn lafTen, fo ift auch, wie

die dritte Formel unter 7 ausfagt

AB2 x — ± AC2 x — = — x (BG x CG + AG3)
GE GE GE

und diefe Gleichheit bleibt wiederum , wenn man alle
BC

Glieder durch den Zahlausdruck _ dividirt , da denn,
GE

wie ä ausfagt , ift

AB2 x — ± AC x —
BC BC

BG x CG + AG»

/
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Auslegung . Die geometrifchen Satze , welche

dielen verfchiednen Formen , wenn man die Zeichen

in ihrem geometrifchen Sinne nimmt * , entsprechen , *4.Z, 2,

toten folgendermafsen,

et) Wenn man von der Spitze A eines Dreyecks ABC

uck der gegenüberflehenden Grundlinie DC, oder nach de¬

nn Verlängerung eine grade Linie AG zieht , und den Un.

ttrfchitd der Quadrate iiber AB und AG in ein Rechteck,

mlclus über der Grundlinie DG fleht * , und eben jo den *Aut~4:

Vnterfchied der Qjiadrate über AC und AG in ein Rechteck

iltr CG verwandelt ; fo ifi die Grundlinie BC des gegeb-

m Dreyecks, gleich den Höben dieflr heyden Rechtecke 2«-

fimmen genommen oder von einander abgezogen , je nach¬

demG in der Grundlinie felbft , oder in deren Verlän¬

gerung über C , oder überB hinaus liegt , und je nach,

dem AG gröfsenoder kleiner als AB oder als AC ift.

Wiehes denn jedesmal durch die Formel a dielen Um-

Händen gemä 'fs beftimmt wird . Diele Formel fchliefst

daher in der That fo viel verfchiedne Sätze , als Unter.

He des Hauptfatzes , in fich , als hierin Modifikatio¬

nen möglich find ; und lie alle müfsre der Geometer

eimein aufführen , der (wie wohl vor Zeiten gefchah)

die Vortheile unfrei - Bezeichnung verfchmähte.

Eey der Auslegung der andern Formen , mufs man
BG

temerken , dafs ein Ausdruck wie diefer , AC 2 x _ -L.G

.den wir der Kürze wegen mit a bezeichnen wollen)

in feinem geometrifchen Sinne genominen * , einen »4 Z.2,

Wickimaxm bedeutet , welcher vom Quadrate über AC
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ein beßimmter Thtil — , d . Ii. der nemlicheTheil , alsCG

BG von CG ift ; oder was auf eins heraus kömmt , etri®
Raum deffen Vtrh 'dltniß zum Quadrate über AB beflimr.t,
iiemlich BG : CG , iß ; oder einen Raum, zu dem Al̂ ßck
wie CG : BG verhüll (denn diefer Ausdruck läfst (ich
ftets als vierte Proportionalgröfse iu folgenden drey

*V-s,kCG : BG es AE2 : a betrachten *'; ) oder endlich tlne
Sf(f. 3.) der Gattung nach gegebne und über AC befebriehne Figur*,

deren Verhältnifs zum Quadrate über AC eben deshalb gc-
geben , nemlich BG : CG , iß . Je nachdem man in
unfern Formen ß , 7 , <S, eine diefer Bedeutungen
für folche Ausdrucke fetzt , verwandelt ficli eine jede
in mannigfaltig ausgedrückte geometrifche Sätze, an
deren Ausdruck man fich jedoch nicht Arolsen wird,
wenn man das hier bemerkte feit hält . — 2) Muli
man fich dabey aus der Lehre von den Verhältniffen
des Satzes erinnern , worauf unter andern in der Arith¬
metik die Gefellfchaftsrechnung beruht , dafs , nemlich,
wenn eine Gröfse A aus mehreren Theilen « , ß , 7i
befteht , und entweder diele Gröfse A leimt , oder ei¬
ner ihrer Theile cc bekannt, : und überdem das Verhält¬
nifs diefer Theile untereinander ( m .- n : p ) oder zum
Ganzen gegeben wird , dadurch zugleich die Größe aller
Theile einzeln beßimmt iß , weil wir nemlich dann auch
das Verhältnifs des Ganzen zu jedem der Theile
(m -Ln -j- p '. m , und : n , und : p ) kennen . Ift alfo%. B. die Linie BC und das Verhältnifs BG : CG gege¬
ben , fo ift auch die Gröfse der Linien BG , CG be¬
kannt , und mithin auch das Rechteck BG X CG, *el"
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dies alfo In diefem Fall auch ein gegebner Raum

ift; _ Dieles vorausgefetzt , laffen fich alfo z . B. die

andern Formen folgendermafsen überfetzen:

ß) Fall I : ,, Zieht man nach einem Punkt G in der

§mdlime BC eine grade Linie AG , fo iß die Summe des

Quadrats über AB, und eines Raums zu welchem das Qrta-

01 über ACein gegebnes Verbähnifs (CG: BG) bat , gleich

h Summe des Rechtecks BC x BG und eines Raums zu

mlchem das Quadrat über AG ein gegebnes Verbähnifs

(CG: ßC) hat . — Oder : „ Zieht man von zwey gegeb¬

nen Punkten B, C aus zwey grade Linien , welche fich

fo in einem Punkte A durchfehneiden , dafs das Qua¬

drat über AB und ein Raum , deffen Verhältnifs zum

Quadrat über AC gegeben ift , zufammengenommen

einem Gegebnen Flächenraum gleich find , fo ift auch

die Summe eines gegebnen Raums (BC X BG) und ei¬

nes Raums , deffen Verhältnifs zu AG2 gegeben ift

BC
(AG2 X — ) bekannt,
H BG

7) Fall 1 : „ Unter denfelben Umftänden ift die

Summe einer Figur gegebner Gattung über AB
CG

(AB2 x — ) und einer Figur gegebner Gattung über AC
GE

(AC2
RG

.GE
) , gleich der Summe " eines gegebnen

Raums ( BG2 X — + CG2 X — ) und einer über AG
GE GE

BC
Mchriebnen Figur gegebner Gattung (AG2 X —- ) u . f. f.;GE
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Auslegungen die Folgerung i noch verdeutlichen
wird.

Anmerkung . MeinBeweis dieferweitreichenden,fürgeo-
metrifche Unterfuchungen aufserordcntlich brauchbaren Satze,
von welchen Lehrfatz 17 , und eine Menge anderer bekannter
Theoreme blos einzelne Talle ausfagen , tritt zwar aus dem ei¬
gentlich Conftructiven hinaus , und in die arithmetifchen Vor-
ftellungen der rechnenden Geometrie über ; allein bey geometri-
fchen Sätzen von diefer Art , welche eint fo gvofse Menge ver-
fchieden modifieivter Fälle in fich fallen , möchte das eher ein
Vorzug als ein Mangel feyn. Uoberdem wäre es nicht fchwie-
rig gewefen den zweyten Beweis der Formel * , und die Heilei¬
tung der übrigen Formeln aus diefer , ganz in ein geometrifches
Gewand zu kleiden , welches aber durch die Befchreibungder
geometrifchen Conftructionen , welche der Divifion und Multipli-
cation , fo wie der geometrifchen Begriffe , die den Producren
u. f. f . entfprechen , zu weitfehweifig geworden wäre. Solche
ganz geometrifche Beweife für den erften Fall der Formen ß und
7 ( wenn G in der Grundlinie liegt, ) giebt Röhrt Simfonin
feiner IViederherftelhmg von Afollonius, ebnen Oertem Buch II
hemmn 10, und Anhang Lemma 3 , und diefe Beweife, welche
doch nur Einen Fall betreften , find beynahe eben fo weitläufig,
als mein Beweis für alle Formen in ihrer Allgemeinheit , Einen
andern Beweis für die Form ß giebt , wie Sinifon anführt)
Matthias Steward in feinem Buche de qnikusdam Theoremmiks
generalibits etc. Edinb . 1746, und zeigt den Gebrauch derfelben
beym Bewetfe mehrerer Theoreme . DieHauptfätze im zweyten
Buche von Apollonias ebnen Oertem ( und fie gehören zu den
netteften und allgemeinften , aber auch zu den fchwierigfren in
der Geometrie, ) gründen fich am' Ende auf unferm Haupt"
fatz , und können durch eine- ähnliche Behandlung ! erleichtert
werden.

Die Formen unter a und £ finde ich bey Simfon nicht,
Die beyden andern eignet fich Simfon ( S. 351) als feine Er-
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äung zu , beweift fie aber mittelft eines Lehnfatzes über drey-
thtilige Linien , defTen nach Pappus Bericht , fchon Apollonius
Ith in feinem Werke bedient hat , und aus dem fie nicht fchwer
abzuleiten waren , wie denn diefer Lehnfatz rückwärts unmit¬

telbaraus unferm Hauptfatze fich ohne die geringfte Schwierig.
Itir ableiten läfst . Werden nemlicb in einer graden Linie vier Fig . 49^
fakteß , C, D , G willkührlich angenommen , und man errich-
tstüberD ein Perpendikel , und zieht aus irgend einem Punk¬
tsAdes Perpendikels , nach den übrigen Punkten B, C, G grade Li¬
nien, fo entlieht ein Drey eck ABC, worin aus der Spitze nach einem

nkteG in der Grundlinie , oder in deren Verlängerung , eine grade
Liniegezogen ift. Für diefe Dreyecke ift nach unfrer Form un_

AE2 — AG2
(et den oben angegebnen Vorausfetzungen BC — - ■-BG

AC2 - AG 2
: ----- — ■ und da zugleich das Perpendikel AD die

CG __ , ilifpll IfilliNll ■-
Grandlinie fo zerfchneidet , dafs AE2 - AG2 — BD2 _ DG 2 und
ACä_ AG* = CD2 — DG » ift * , * 16. f.

BD7- — DG2 . CD * — DG2
K) BC = -- ± ---- .BG CG

DiefeFormel ftimmt in ihrer ganzen Zufammenfetzung mit der

vsrigen überein , und ift an denfelben Vorausfetzungen gebun-
Jin, daher fich aus ihr , grade auf diefelbe Art , wie ' es in un-
lermLehrfatz gefchehn ift , drey andre Formen für jede dreytheilige
LinkBCherleiten laffcn , in welchen die obern oder die untern 1
Zeichen zu nehmen find , je nachdem G in oder aufserhalb BC
liegt, auch im letztern Fall , Bg > Cg gefetzt ift , die Ver
fdiiedenheit in der Lage von D aber nichts ändert:

ß) BD2 ± CD2 x — = BC x BG± DG2 x — I
CG CG *

(In diefer Form kömmt der Satz bey Vappus Buch 7. Satz 125, und
l's 71« Lemma zum zweyten Buche von Apollonius ebnen Oer-
'"n, doch nur , wenn G ein Punkt in der Grundlinie ift , vor.
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Befchreibt man über BC einer. Halbkreis, und erricntefaufCund

G Perpendikel , fo läfst (ich der Satz leicht unmittelbar njittelll
*I2 .f. 2. unfrer Folgerungen zum pychagoreifchen Lehrfatze* beweifea,)

Ift die Grundlinie BC, der Punkt D und das Verhälmifs des
BG

Flächenraums CD* X ——■zum Quadrat über CD , mithin
•v* v CG

CG : BG gegeben, fo ift es auch der Punkt G , und mithin auch

*(A1.«.).BC x EG ± DG2 x ~ gegeben * ( Apollonias II Lemmas,

bey Pappiis Buch 7, Satz 126.)
CG iL "' BG

7 ) BD2 x — ± CD*x _
1; GE GE

= BG*xS2±CG *X— ±DG' x-
GE GE 6E

fDiefe Form beweift Simfon als Lehnfatz r im Anhange.) SM
hier wiederum BC , der Punkt D , und die Verhältniifc GE;CG
und GE : BG gegeben , 10 find auch der Punkt G und die glei¬

chen Flächenriiume beftimmt. (Anhang Lemma 2). Wenn über¬

haupt auf einer graden Linie mehrere Punkte B, G, H, Cett.

gegeben lind , fo ift allemal auch ein Punkt D gegeben, der auf
diefer Linie fo liegt , difs der Inhalt von Figuren gegebner Gat¬
tung , die über DB , DC, ' DGetc . befchrieben find, einen ge¬

gebnen Inhalt haben, (Anh. Lemma4.}

, Folgerung 1. Figuren , welche der Gattung s«A

gegeben find , und Figuren , welche unter einander 'dhnliA

find , bedeutet nach dem geometrifchen Sprachgebrauch

daflelbe . Mit diefen Figuren werden wir uns im nach-

ften Buche befchäftigen , und ich verfpare es bis dort¬

hin , diefen Begriff genauer auseinander iu fet" n'

Hier kömmt es nur auf die Eigenfchaft ähnlicher Fi¬

guren an , dafs ihr Inhalt fich zum Inhalte des (?«»•
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drats über eine ihrer homologen Seiten , in allen auf

eioevley Art verhält , und dafs folglich , fo wie eine

Figur, welche über eine Linie AC befchriehen iß , der

Gattung nach gegeben wird , das Verhältnifs dicfcr Fi-

pr zum Quadrate über AB völlig beflimnit , unveränderlich
ml bekannt iß ; ein Leknfatz aus dem folgenden Buche,

den wir dort ftreng beweifen werden . Mitteilt diefes

Satzes lallen lieh unmittelbar aus der Auslegung un.

fersHauptfat7.es in feinen verfchiedenen Formen , fol¬

gende intereifante Sätze über das Dreyeck und den

Kreis folgern:

A) Für alle Dreyecke , welche über derßclben Grund ' Fig. 50

IßeBCßchn , und in welchen entweder die Summe oder

derUnterschied des Quadrats über den einen Schenkel
ß , und einer über den andern Schenkel AC bejehriebnen

fißr (a) von gegebner Gattung ., einem gegebnen- Flächen.
171

mm F gleich ifi {AB2 ± AC2 x —— F ) ; iß der geo-

mtrifche Ort der Spitze A eine Kreislinie

v»s gegebner Lage und Große,

Denn ift die Gattung der über AC befchriebnen

Figura gegeben , fo ift auch , ünferm I.^hnfatz zu Fol¬

ge, ihr Verhältnifs zum Quadrat über AC gegeben,

tnd zwar ift diefes Verhältnifs , welches m : q feyn mag,

für alle folche Figuren einerley und unveränderlich.

WOt man daher im Fall der Summe auf der gegebnen

GmiiclünieBC felbft , hingegen im Fall des Unterfchieds

wf der Verlängerung der Grundlinie einen Funkt G fo,

M<(tch verhält BG . CG = m : q ; fo ift erfiens
CG ,q
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folglich , unfern Vorausfetzungen gemäfs , F = AB!
BG

± AC 2 X — , das ift , der Form ß gemäfs , = BC XCG
CG
BC

± AG 2 X — , und mithin
CG

BC P = F — EC x CG im Fall der Summe
AG * yZ —. l

CG \ — BCx Cg — F im Fall des Unterfch.
Ziveytens find dann , weil BC gegeben ift , auch die

beydenLinien '.BG , CG , fo wie der Punkt G , das Recht-

*(A1,2.) eck ßC x CG un)j der  E Xp0nen t gegeben * ; und
CG

daher ift dann in beyden Fällen eine Figur gegehmr Gut-

tunv , welche über AG befcbrieben wird , (nemlicln »=
BC

AG 2 X — , ) auch der Gröfse nach gegeben , indem de
CG

dem Unterfchiede gegebner Flächenräume ( F und

BC x CG) gleich ift . Zu diefer Figur fleht das Qua¬

drat über AG , weil fie der Gattung nach gegeben ifti

in einem gegebnen Verhältnifle (CG : BC oder q : m±q)

daher auch das Quadrat über AG, und mithin AGfelbß,

der Gröfse nach gegeben und unveränderlich,ift . Da

nun zugleich der eine Endpunkt Gl diefer Linie gege¬

ben und unveränderlich ift ; fo mufs der geometrtfck

Ort des zsceyten Endpunkts A eine Kreislinie feyn , welche

umG als Mittelpunkt , mit AG als Halbmeffer befcluie-

♦U.E. r. ben wird *. Und zwar findet man diefen Halbmeffer

durch Conftruction , wenn man , nach den Methoden

in den Autgaben zu diefem Buche , den Unterfchied

des gegebnen Raums F und des Rechtecks BC X CG

in ein Quadrat verwandelt , und darauf ein Quadrat
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bildet, zu welchem lieh das gefundene wie BC : CG

verhält*. Die Seite diefes Quadrats ilt der Hajbmef - *:

l'ev AG.

Apollonias ebne Oertsr IL Fall 1Ausfage2, aacli/i . A;
dochfehlt an beyden Stellen der Fall , wenn der Unterfchied ge¬
geben'ift. — Aus der Beftimmung des Punktes G und der Li¬
fe AG, ficht man , dals für den Fall der Summe der Mittel-
faktG in der Grundlinie , für den Fall des ÜHterfchieds alU-
tu!auf ihrer Verlängerung liegt , und dafs im eilten Fall der
gegebne Raum F nothwendig gvöfser, im zvveyten kleiner als das
Rechteck BC * CG feyn mufs. Sonft würde AG negativ , und

der erfte Fall gienge in den zweyten, und umgekehrt über.

B) Auch für alle Drcyecke , welche über derßlhcn

Grundlinie BC ßehn ^und in welchen^ entweder die Summe>

litr der Unter j 'c k i e d einer Figur gegebner Gattung (#),
tstlche über den einen Schenkel AB , und einer andern Figur

l^ebner Gattung (//) , welche über den andern SchenkelAC
}c!it , einem gegebnen FUchenraum Fgleich iß (a ±b ~ F) ;
mfs der geometrij 'cbe Ort der Spitze A eine

Inislinie vun gegebner Lage und Größe Jeyn.

Denn da a und h der Gattung nach gegeben find,

foift das , Verhältnifs der erftern Figur zum Quadrat
über AB , welches m : q feyn mag , und das Verhält¬

nifs der letztern zum Quadrat über AC , welches n : q

tyn mag , mithin auch das Verhältnifs rn : n gegeben,

Hd diefes ift das Verhältnifs , worin die beyden der

Gattung nach gegebnen Figuren , wenn man fie über

diefelbc willkührliche Linie befchreibt , zu einander

ß'hn. Nimmt man im Fall der Summe in der Grundlinie

im Fall des Unterfihieds auf ihrer Verlängerung einen Punkt
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G , und zugleich eine grade Linie GE , fo dafs ficbvtt.
hilf , BG : CG : GE = *» ;' « : q , fo find , da BC ge.
geben ift , diele Linien , folglich auch das Rechteck
BG X CG = R gegeben . Da nun nach 7,

CG ]3G
a = AB2 X — und b = AC 2 X —I ift , a ± b das iltGE GE

EC
F = — • X (R ± AG 2) feyn mufs ; fo ift , fallsaundbGE

Figuren gegebner Gattung , folglich ' — , - gegeben
q q

lind , und der Raum F — a ± b gegeben wird , auch eine
Figur gegebner Gattung über AG gegeben , und zwar ift

AG 2 x "-iZi 1 = F — m + " x R im Fall der Summe
"WfflßMBtjKi' 1

m — n m — n
AG 2 X - = R X -- F im Fall des Unterfch.

q q
In beyden Fällen ift alfo , auch unter diefer yoraus-
fetzung , nicht nur der Punkt G , fondern auch das
Quadrat über AG , und alfo auch AG felbft , als Seite
diefes Quadrats , gegeben und unveränderlich , daher
eine um den Mittelpunkt G , mit AG als Halbmeffer
bei 'chriebene Kreislinie der geometrijebe Ort der SpitzeA
feyn mufs.

Apollonins II . r. Fall 1. Ausfege3. Wö doch wiederum der
Fall , wenn der Unterfchied der Figuren gegeben ift , fehlt. —
Aus der Beftimmung von AG fällt übrigens in die Augen, dafs

hier für den Fall der SummeF > !" "̂ " 'x BG X CG und für^ ^ ^ te ^ ffi BBaSHI
den Fall des UnurfchiidsV <; - - " X Bg H Cg , folglieh ein

Raum , der fich zum Raum F im erften Fall wie die Summe, im
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ateyten wie der Unterfchied der bcyden Figuren gegebner Gat¬

tung, wenn fie über derfelben Linie ftchn , zum Quadrat diefev

linie, verhält , im elften Fall nothwendigi gröfser , im zweyten

iwthwendig kleiner als das Rechteck aus . den beyden Abfchr.iucn

raf der Grundlinie feyn mufs ; und das ift die Beflimmnvg die-

ferAusfage.

Für den zweyten Fall (wenn der Unterfchied der Figuren ge-

lAntr Gattung a und b gegeben wird) ift die Ausfage- unter B

nochbefonders dahin einzufchränken , dafa a und b nicht ahnli-

h Figuren feyh dürfen . Denn dann würden fich a und b zu

denQuadraten über AB und AC auf gleiche Art verhalten , folg¬

lichm und n , mithin auch Bg und Cg gleich feyn müffcn ; wel¬

chesunmöglich ift , da in diefem Fall der Punkt g in der Verlän¬

gerung der Grundlinie liegt , und für jeden folchen Punkt die

Linien Bg und Cg um BC verfchieden find. In derThat ift dann

lacha_ b = F = AB2X — — AC2 X - , folglich AB2 — AC 2
q q

= 1 x 3. , mithin der Unterfchied der Quadrate aus den bey-
m

den Schenkeln gegeben und unveränderlich , daher in diefem

Hl der Ort des Punktes A keine Kreislinie , fondern nach Lehr,

felö Folgerung 3 eine grade Linie feyn mufs , und zwar ein

hqendikel auf der Grundlinie BC, deffen Abftand vom Mittel¬

punkt der Grundlinie gegeben ift *. *lö.

C ) Audi für alle Dreyedce , welche über derfelben

Grundlinie BCßelw , und in welchen das Quadrat , oder

(isfandere der Gattung nach gegebne Figur a über dem c;-

m Schenkel AB , gleich ift , der Summe oder dem Unter-

fttiede eine* gegebenen Raumes S und des Quadrats , oder

tiner andern der Gattung nach gegebner Figur b , über dem

zwjten Schenkel Ad muß der geometrijehe Ort der Spitze

Aüne Kreislinie von gegebener Lage und Größe feyn.
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Denn , ift erfiens a = b ± S , To ift im Fall derSum.

tue a — b = S , im Fall des Unterfckieds b — a = S, in
beyden Fällen alfo der Unterfchied zweyer der Gattung
nach gegebenen Figuren , die über AB und AC be.
fchrieben find , einem gegebnen Räume S gleich.
Folglich, tritt hier der zweyte Fall der Ausfage B ein,

Verhalten fich daher die beyden Figuren gegebnerGat-
tung a und b , zu den Quadraten über AB und AC,
■wiem : q und n : q , und man nimmt auf der Verlan,
gerung der Grundlinie BC einen Punkt g , fo dafs fich
verhält m : n — Bg : Cg , fo ift eine Kreislinie , weiche

um g als Mittelpunkt , und mit der Seite des Qua¬

drats Ag 2 = Bg X Cg X m ~ " — S als Halbineffer be-
q

• ( BJ fchrieben wird , der Ort der Spitze A * ; es fey denn, dafsm
und n im Verhältnifs derGleichheit ftehn , alfo aanib ahn-
licheFiguren lind , indem alsdann der Ort derSpitzeA

*i6 . f. 3. eine grade Linie wird *. — Ift zweytens a = S — b)
mithin a - j- b — S , oder die Summe der beyden Figu¬
ren a und b einem gegebnen RäumeS gleich , fo mufs,
nach B Fall 1 , der Ort derSpitzeA ebenfalls eine Kreis¬

linie feyn , deren Mittelpunkt nun aber in der Grund¬
line BC felbft liegt , und zwar der Punkt G in der
Grundlinie ift , für welchen fich verhält , BG : CG =

m : n , und deren Halbmeffer AG nun als Seite eines

Quadrats AG 2 = S — f" "1" " X BG X CG , gefunden
q

wird.

Bey diefer Ausfage C ) wird vorausgefetzt , dafs
a.undbFiguren gegebner Gattung find , und zwar dafs

a glci-



INHALT . GRÄBEL, . FIGUREN. -337

9gleich AB2 x — , und zugleich diefe Figur AB2 x —
q q

= b + S, oder umgekehrt = S — b fey ; eineVoraus-

fetiung, die mit der auf eins hinausläuft , dafs fich

verhalteb + S (oder S — b ) : AE 2 = m : q * , dafs folg - *V.

liehdas Verhältnifs der Summe oder des Unterfchieds
ier Figur b -und eines gegebenen Raums S , zum Qua¬
drat über AB, gegeben und unveränderlich fey . Der Satz.
C) lä'fst fich daher auch folgendermafsen ausdrücken:

Bir Dreyecke über derfilben Grundlinie HC, für die das
Ytrhiiltnifs der Summe oder des Unterfchieds einer der

Innung nach gegebnen Figur , welche über dem einen Schen¬
kt AC fleht , und eines gegebnen Raums S , zum Quadrat

skr dem andern Schenkel AB gegeben iß ; ifl der g.eometri-

[che Ort der Spitze A eine Kreislinie van gegebner Lage und

Grefte, den Fall ausgenommen , wenn beyde Figuren
'Michfind , für welchen dieferOrt eine derLage nach

gegebnegrade Linie wird.

Auf diefe Art wird der Satz in Apolloniur ebnen Oertem IT, 4
vorgetragen, wiewohl er dort weder in leiner Allgemeinheit
(«ur für den Fall , wenn b ein Quadrat ift) dargethan, noch auf
im vorigen Ort B zurückgeführt wird. ( Vielmehr ftellt ihn Apol¬
lonia vor den Ort B, und feheint daher umgekehrt diefen aus
toferm Satze C abgeleitet zu hahen , find anders nicht , wie Sim-
fa vermuthet, diefe Sätze von fpätern Abfchreibern falfchlich ver¬
fitzt worden. Simfonbeweift ihn dagegen, Satz 3 und 3 des An¬
fangs, allgemein, mit Hülfe unferä Lehrfatzes 20.

D) Ifl das Quadrat über dem einen Schenkel AB, einer,Figur
X'»her Gattung , weiche über den andern Schenkel AC befihrie-

ktiaird, felbfi gleich, AEz = Ad X —, mithin das Verhält-
- Y ■- • *
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nifs der beyden Quadrate der Schenkel AB2; ACZ=m :q, und

folglich auch das Verhaltnifs der beyden Schenkel felhft zu jj£

ander gegeben und unveränderlich; fo iü diefe Vorausfetzunj

zwar algebraischunter der Bedingung unferer AusfageC enthal¬

ten , als der Fall derfelben, da der gegebne Raum S. — o iti

d. h. gar kein folchcr Raum gefetzt wird , indem die Arithme¬

tik lehrt , dafs man o mit unter die Reihe aller möglichen Wer-

the einer Gröfse nicht nur aufnehmen darf, fondern auch aufneh¬

men mufs. Allein hier ift ,die Gültigkeit , unferer Ausfage für

diefen Fall noch befonders darzuthun , und ausdrücklich zu be-

•weifen, dafs auch unter diefen Umltiinden der Ort des Durch-

chnittspunktes A eine Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse

fey , wie diefes in Zufatz VI und VII gefchehn foll.

Folgerung 2. Alle diefe Sätze find nicht blofs

auf die Schenkel von Dreyecken , welche über einer

gegebnen Grundlinie BC flelm eingefchränkt , oder

was daffelbe fagt , gelten nicht blofs - von graden Li'

nien , welche von zwey gegebnen Punkten B, C aus

gezogen , fich fo durchfehneiden , wie die Bedingun¬

gen der Sätze/1 ) , # ) j c ) ausfagen ; fondern fa gelte

auch für grade Linien , welche von 3, von 4 , van 5 pgeh

nen Punkten , «. f . f . , kurz von jeder beliebigen Zahl gf

gebner Punkte aus gezogen , fick insgefammt in einem Pud-

te A fo durchfehneiden , daß die Figuren gegebner

Gattung , welche man über /Je beschreibt, ße mögen Qua¬

drate feyn oder nicht,

•a) entweder ,a 'le zufammen genommen einem

gegebnen Räume F gleich;

6) oder fo beschaffen find ', daß der Unterfcbiei

zwifclien der Summe einiger diefir Figuren und der Summt

"andrer einem gegebnen Räume Fgleich iß;
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C) oder endlich fo , dafs die Summe einiger , gleich
iß der Summe der andern , vermthrt oder vermindert tun
imn gegebnen Raum S :

Immer iß unter diejen Bedingungen der ' geometri.
[ehe Ort des gemeivfchaftlichen Durchfchnittspunktes A
ilkr folcher Linien , eine Kreislinie von gegebner Lage

irbfie , ausgenommen in ' dem Fall , wenn in 0,
ille diefe Figuren einander ähnlich find , oder wenn

C, der Kaum S dem Unterfchiede ahnlicher Figuren-
leich ift , in welchen Fällen derOrt des Durchfchnitts-

punktes eine grade Linie von gegebner Lage wird.

0 ) Wenn zwey Punkte B und C gegeben find , von
ätnen grade Linien fo gezogen werden , dafs fie fich
»ey und zwey in Punkten A durchfehneiden , und es
»erden beliebige Figuren gegebner Gattungen * * (f- *■)

= — X MN 2 über die einen BA , und b = " x MN'
q 4

ber die zweyten AC befchriebn , (wo MN irgend eine
»illkührlicheLinie bedeutet, ) und man nimmt auf der
Linie BC, oder auf deren Verlängerung , einen Punkt
,und überdem eine Linie GE , fo , dafs fich verhält
•.BG: CG : GE — m + n : m : n : q , und zieht AG ; fo

%ellemal, wo jauch " die Spitze A des Dreyecks BAC
liegen möge , der Natur des Dreyecks gemäfs,

AB»x — + AC 2 X — = — X (BG X CG ± AG 2) */ * so ,6E GE GE J '' 3° . T-

«hin ftets a±b = X ( R ± AC 2) , wie inq
t 3
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Folg . I . B„ die beyden Figuren gegebner Gattung a und
b mögen zur Summe oder zum Uterfchied einen befta'n-

digen , oder einen veränderlichen Fiächenraum F ha¬

ben , worauf es hierbey weiter nicht ankömmt . Nur

hat im erftern Fall AG 2 einen beftändigen und immer

einerley , im letztern hingegen einen veränderlichen
und ungleichen Werth , weshalb zwar im erftern,

nicht aber im letztern Fall , der Ort der Durch-

fchnittspürikfe A eine mit dem Halbmeffer GA, um

*f. i . B. (Jen Mittelpunkt G , befchriebne Kreislinie ift *.

F 'S- i 2» Wird alfo noch ein dritter Punkt D gegeben, und dir

Gattung nach noch eine dritte Figur c =ü x MV2, und
4

durchlchneiden lieh nun drey von den Punkten ß, C,D

aus gezogne grade Linien in Einem Punkte A fo, difs

die Summe oder der Unterfekied der drey Figuren geahmt

Gattungen a , b , c , über diefi Linien befehrieben, einem

gegebnen , imvsrän derlichen Fläckenraum F gleich find,
(a ± b ± c = F' , ) fo muls , wenn man ftatt a ± b, fetzt

m± _n ^ ( R + AG 2) , welches für jede Bedingung et-
' <l V. -

laubt ift , allemal auch ÜL̂ Ü X ( R + AG 2) ±f = f*i
q

folglich

AG 2 X m + n + c = F ' - R x m + n im Fall von l
q q

AG2 x m ~ n ± c == R x m ~ n — F' im Fall vona~ i
q q

feyn , Mithin muffen dann in beyden Fällen die £}•
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nien BA, CA , DA fich drey und dre .y fo in Punkten
Adurchfchnelden , dafs wenn man von dem Punkte

Gaus, (der auf die angezeigte Art , durch dieGaftung
der Figuren a und b beftimmt , und alfo gegeben ift,)
GA zieht , entweder die Summe , oder der Unterfchied
weyer Figuren gegebner Gattungen über GA und DA
befchrieben, einem gegebnen Flächenraume gleich .ift,
nemlich demUnterichie .de der gegebnen Räume F' und

RX — HÜ . Es tritt dann alfo allemal ' für die Linien
•*;.** • i ■ •• '
GA,DA der Fall A>der vorigen Folgerung ein , und ver¬
möge des dort Bewiefenen nmfs der geometrifeke Ort
iir Durcbfcbnittspunkte A jener drey Linien, wiederum ei¬
le Kreislinie von gegebner Lage und Grö'fse feyn.
,1'ndzwar , wenn man er// , im Fall der Summe a - {- b
auf BC felbft , im Fall des Unterfchieds a.— b hinge¬
gen auf ihrer Verlängerung einen PunktG fo beftimmt,
us fich verhält BG : CG = m ; n , und dann auf ähnliche.
Art, je nachdem c additiv oder fubtractiv ift , auf GD
oder auf deren Verlängerung einen Punkt G' fo nimmt,
äafs fich verhält GG' : DG = m ± n : p , ( da denn
die Punkte G , G' , die Abfchnitte BG , CG und
GG' , DG ' , und die Rechtecke aus . den elftem R,
und aus den letztem R' gegeben find ) ; fo iß G'
Itr Mittelpunlit diefer Kreislinie , und auf diefe Be¬

fummung des Mittelpunkts hat lediglich die Gattung t
nicht aber die Grö'fse der Figuren a , b , c Einftufs . Der
wbmejfer der Kreisiinie beftimmt fich hingegen da-
iaus, dafs dann , »7» Fall die Summe aller drey Figuren
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gegebner Gattung dem Räume F' gleich ift , nach Folg,
I . B. feyn mufs

r/A2v m+ n+ P_ F R,> r_n r .̂ m+ "~fi>
i q q

(und auf eine ähnliche Art , im Fall der Unterfchied ei¬
niger der Figuren gegebner Gattung von den andern,
dem Räume F' gleich ift , nur dafsidann einige der(üb-
tractiven Theile diefer Formel additiv , und umgekehrt
einige der additiven fubtractiv werden , wie man (ich

das leicht aus Folgerung i . B. entwickeln wird .) Folg¬
lich ift dann fowohl die Gattung , als die Grö'fse einer
überG 'A befchriebnen Figur , mithin G'A 'felbft, iu-
gleich mit F' gegeben und unveränderlich , und die¬
fer Halbmeffer des Ortes läfst fich nach den Aufgaben

au Ende diefes Buchs ohne Schwierigkeit durch georae-
trifche Gonftruction , fo wie deffen Zahlwerth durchRech-
fiung finden . Ift aber F' kein unveränderlicher Kaum,

fo ift auch die Figur gegebner Gattung überG 'A , und
diefe Linie felbft , von veränderlicher Grö'fse, und dann
alfö der Ort der Punkte A keine um G' befchriebne
Kreislinie.

Iß dam aber noch ein vierter Punh E gegebe» ,

der Gattung nach eine vierte Figur d == — X MN2, und
i

durchfchneiden fich die aus den vier Punkten B, C,D,E

gezogne grade Linien , je vier in Einem Punkte A, h
dafs die Summe der vier Figuren gegebner Gattungen
a , b , c , d , über diefe Linien befchrieben , einem

gtbnin unveränderliche » FUthenroum l " gleich ß^ '
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!>-£- c -J - d = F ) ; fp mufs , (wenn man tu » de«

Gattung von drey diefer Figuren , z . R , aus a , b , c,

imdaus der Lage der Punkte B , C , D , wie im vori¬

gen Fall , den Punkt G ' beflimmt , und nach den

Durchfchnittspunkten A die grade Linie G'A zieht,)

wiederum die vorige Gleichung beftehn . Fügt man

folglich, beyderfeits die vierte Figur gegebner Gat¬

tungd hinzu , und fetzt ftatt F ' - j~ d den Kaum F", fo

erhält man für jeden Durchfchnittspunkt A die Glei-

ihung G'A^ X m + " + P 4 - d
- .■ '■. ■ q . . . / ' ."' I -

_, , „ m ■+ • n m 4 - n 4- p
= F — RX — - -- R' X — 4- !_ £„•

;;■ -> ii ^ iii ^ ^s^ .'
Die Durchfchnittspunkte A je vier folcher Linien,

lind folglich wiederum fo befchaffen , dafs wenn man

wn den beyden gegebnen Punkten G" und E aus , nach

ihnen die graden Linien G'A und EA zieht , Figuren

gegebner Gattungen über diefe Linien befchrieben , zu-

limmengenoinmen einem gegebnen und unveränder¬

lichen Flächenraume gleich find . Der Ort diefer Durch'

fi'mittspunkte ift alfo wiederum eine Kr-eislittie von ge¬

gebner Lage und Gröise, * deren Mittelpunkt und '*£ ' •*•

Haibmefler man wieder grade fo , wie im vorigen Fal^

»acliFolg. i . ß . findet . Man theile nemjich , nachdem

man den Punkt G' beftimmt bat , die Linie G'E im

PunkteG" nach dem Verhältniffe von m -j- n -J- p : r ein,

[i h, nach dem Verhältniffe der beyden Figuren ge¬

gebner Gattung ! über G'A und EA , wenn fie auf der"

f'lbenGrundlinieftehn ) ; f 0 erhält man den Mittelpaukt'
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und der Halbmejfer G "A wird wider durch eine ähnll-

che Formel wie vorhin beftimmt,

G«A*x Z±±±l±l = F" —Rx ÜLLll
f q .1

— R' X 171 + n + rP _ R" x m + n + P+ r,
q q

Wird noch ein fünfter , und dann noch ein feckßtr,
«in ßebenter Punkt u . f. f. unter ähnlichen Bedingun.

gen gegeben , fo geht , wie man . leicht Hellt , die

Schlufsfolge grade fo, wie hier für drey und vier Punk¬

te fort , daher unfere Behauptung auch für 5 , für 61

für 7 , kurz für jede Zahl von Punkten gilt.

Wen» man folglich aus einer beliebigen Anzahl gegth-

11er Punkte grade Linien fo zieht , dafs fie fich insgefamM

in Einem Punkte , und zwar fo durcbfchneiden , dafs Figu¬

ren von gegebner Gattung , I welche man über diefe Lhiitn

befchreibt , zufammengenommen einem gegebnen Flächenraitn
gleich find ; fo iß allemal der geometrifcbe Ort ihres Dunk-

fcbnittspunktes eine der Lage und Große nach gegebne Kreis¬

linie , fo dafs jeder Punkt einer beftimmten Kreislinie)

und kein Punkt aufserhalb derfelben , mit den gegeb¬

nen Punkten grade Linien beftimmt , welche die er

wähnte Eigenschaft haben . — Verhalten fich die der

Gattung nach gegebnen , über BA , CA , DA , E^1

u . f. f. xu beschreibenden Figuren , zu den Quadraten

diefer Linien , wie m , n , p , r , u . f. f. zu q ; und mal1

theüt die grade Linie BC , im Punkte G nach deniVer-

hä'ltniffe m : n ein , ferner GD , im Punkte G' nach dem
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Verliältniffe m - |- n : p , und G'E Im Punkte G" nach

dem Verhä'ltnifte in -f- n -f p : r u . f. f. ; fo findet man

denMittelpunkt diefis Kreißet: und der Halbmeßer deffel-

ben wird durch den gegebnen Flachenraum , durch die

gegebnen Gattungen der Figuren a , b , c etc . , und
durch die Rechtecke eus den Abfchnitten der Linien

BC, G'D , G"E u . f. f. , durch Formeln , deren Gefetz,

leic' %zu Überfehn ift , beftirnmt.

6) Daß der Satz in diefer Allgemeinheit auch für den

Fall gilt , da der Unterfcliied der Fi guren gegeb¬

ner Gattungen , einem gegebnen unveränderlichen Flächen-

ratim gleich iß , fällt aus unferer Erörterung für 2 und

3 Punkte in die Augen . Der einzige Unterfcliied da-

bey ift, dafs für jede fubtractive Figur , der durch ihre

Gattung beffimmte Punkt G in einer Verlängerung zu

nehmen , und die Grö'fse der Figür gegebner Gattung

über GA aus F , R , R' etc . auf andre Art zufammenzu>

fetzen ift.

C) Iß endlich die Summe einiger der Figuren gegebne?

Gattung , der Summe der übrigen , ßammt einem gegebnen

RäumeS gleich ; fo ift der Unterfcliied der Figur gegeb¬

ner Gattungen dem Räume S gleich : alfo auch der

SatzC , in diefer Allgemeinheit wahr *. *(£. i .Cy

Der crftere von diefen Sätzen, welche zu den allgemeinften

und eleganteften in der geemetrifchen Analylis gehören , wird in

Afolhnins ebnen Oerter« II . r. Fall 2 und j dargethan. Blofs dar

Beweis für 3 Punkte und den Fall der Summe, nimmt dort 16

Seiten ein, indem er durch alle Verfchiedenheite'n , ( wenn alle

3 Figuren gegebner Gattung Quadrat; find, oder wenn ihrer 3,

oder wenn 1, oder wenn-keina ein Quadrate- ift ,) umftändlich
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durchgeführt wird , und obgleich Simfon den Fall des Unter-
fchieds ganz übergeht , fo füllt doch der ganze Satz über ^ Sei¬
ten . Der deutfcha Uebei [etzer , Camever, hat dort atithrnetifdie
jjpd trigoöometrifche Formeln zur Beftimmung des Halbmeffcts
hinzugefügt , die aber , wie fleh fchon aus unfern Formeln fchlie-
fsen lüfst , außerordentlich weitläufig werden . — Dafs im Fall
der Summe der gegebne Raum F nothwer.dig gsSfser feynm'jß
als die Summe aller fubn ictivenRäume , fällt r>:5 der Beftiinimin}
des Halbmeffers in die Aügen,

Stellt man fich alle gegebene Punkte B , C , D etc. »ls'gleich
fcliwev vor , fo findet man den Lehren der Statik gemäfs, ihren
Schwerpunkt grade auf diefelbe Art , wie man hier den Mittel¬
punkt G der Kreislinie findet , welche der geometrifche Ort des
Durchfchnittspuuktes A für den Fall ift , dafs alle Figuren übet
BA , CAu . f. f- Quadrate find. Daher hat umgekehrt jeder Kreis,
welcher aus dem Schwerpunkte mehrerer in einer Ebne gegeb¬
ner , und gleich fchwerer Punkte befchrieben wird , die Eigen-
fchaft , dafs wenn man von allen diefen Punkten , nach irgend
einem Punkte der Kreislinie , grade Linien zieht , die Quadrate
über diefe Linien zufammengenomrnen immer dem nemlichenFIä.
chenraume gleich find ; ein Satz den Simfon aus ' Hugbem Hort-
lo^imn Ofcillittorinm prop . 12 entlehnt , und unfermSatz a gemäfs
noch erweitert.

Folgerung 3. Aus diefen Sätzen fliefsen in
Verbindung mit unferm Lehrfatz umgekehrt folgende
interefante Eiglhßkafiek der Kreislinie, wodurch dieEi
genfehaft , welche wir In Lehrfatz 17 , Folgerung 2
kennen gelernt haben , ausnehmend verallgemeinert
wird.

Fig. ?i- Nimmt man nemlicb aufeinem der Durchlief er tintr
Kreislinie, oder auf deren Verlängerung, mllkübrttb mt)
Punkte Bund C, und zieht von beyden nach einem beliebig«
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I PrikteM der Kreislinie grade Linien BM , CM ; fo haben

wiy Figuren gegebner Gattung , welche matt über diefe Linien

i/ifclireibt) (neinlich folche Figuren , die über einerley Li-

niebefchrieben , lieh wie die Entfernungen CG und BG

verhalten,) für jeden .Punkt der Kreislinie, falls B und C zu

entgegengefetzten Sei teti des Mittelpunktes

Gliege?i , immer einerley Summe : falls hingegenBundC

tu einerley Seile des Mittelpunkts G liegen, immer einer-

Ity Unterfchied . Denn \{i erflens M ein Punkt au.

jitrhalb des Durchmeffers BC, und man zieht MB, MC,

MG, fo entlieht ein Dreyeck MBC , von defien Spitze,

im erften Fall nach der gegenüberftehenden Grundli¬

nie, im zweyten nach ihrer Verlängerung eine grade

Linie AG gezogen ilt , für weiches folglich nach der

Form y unfers Lehrfatzes , MB2 x — ± MC 3 x ~
GE GS

= + CBG XCG + MG2 ) ift . Nun find B , G , C
GE

gegebne Punkte , alfo BG und CG unveränderliche Li¬

nien, wie auch der Halbjnefler des Kreifes MG , und die

beliebig gegebne Linie GE . Mithin find die Räume

rechts vom Gleichheitszeichen , für jeden Punkt Min der

Kreislinie , der aufserhalb BC liegt , von einerley Grö-

fse, alfo auch die Räume links vom Gleichheitszeichen,

Folglich haben zwey der Gattung nach gegebne Figu¬

ren über MB und MC befchrieben, , und zwar Izwey

Figuren , die über diefelbe Linie befchrieben fich

*ieCG : BG verhalten , im erßenY &ll zufammengenom-

men, im zweyten von einander abgezogen , immer ei¬

nerley Grofse, Dafs diefes zweytem auch für die bey-
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den Punkte N der Kreislinie , welche in der Linie BC
liegen , und für Welche kein Dreyeck MßC vorhanden

29- ilt , gilt , folgt aus Proklus Lehnfatz in Anmerk . i *,
indem nach der Form y diefes Lehnfatzes , auch für jene

CG * %iC
beyden Punkte , NE 2 X — ± NC 2 x ~ = — y

GE QU GE
(BG x CG ± MG 2) ift.

Nimmt man in oder anfserhalb der Kreislinie leillkiilir.
lieh drey Punkte , B , C , D , und zieht von ihnen nach
Einem Punkte M der Kreislinie grade Linien , fo hakn
auf dicfelbc Art drey Figuren beflimmter Gattungen Hier
diefe Linien befchrieben, für jede » Punkt MeinerleySumnii,
oder nacbJJtffjtiinden einerley Unterfckied . Und zwar, wenn
man BC, und von D nach dem Mittelp . G, DG lieht , und
dief 'c -beyden Linien {ich in einem Punkte H durchfehnet-
den , fo wird die Gattung der Figuren über BM, CM,
DM , durch das Verhältnifs der Abfchnitte CH : BH
und HG : DG , wie in Folgerung 2. beüimint . Und
daß 'dbe gilt für 4 , für 5 , kurz für jede beliebige Zdl
willkührlicb angenommener Punkte , wofür der Beweis nach
Anleitung des Bewei .I'es in Folgerung 2. fich ohne
Schwierigkeit , grade fo wie für 2 Punkte führen lafst,

Anmerkung 3. Diefe interefTanten Folgerungen aus im-
ferm allgemeinen Lehtfarz , habe ich unmittelbar auf die Ausle¬
gung der verfchiednen Formen deffelben folgen Ulfen, weil lie
fich lediglich auf diefe gründen. In den folgenden Zufötzinfü¬
ge ich nun noch die Entwickelnng einiger befondrer Sätze hinzu,

o- die in nnfevm allgemeinen Lehrfatze ' liegen, und aus deren grofser
Brauchbarkeit in geometrifchen Unterfuchungen, die Wichtigkeit
diefes Lehrfatzes noch einleuchtender werden wird.
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Z u fa t z I . I ) Wien» i» www Dreyeck ABC aus Fig. 4f-

der Spitze nach der Verlängerung der Grundlinie BC eine

pade Linie Ag fo gezogen iß , daß , wenn S einen gegeb¬

nen Raum bedeutet,yfcÄ verhält AB2— S : AO- — Bg : Cg ;

fo iß allemal das Rechteck aus der Grundlinie und dem grü.

jsern Abschnitt BG , größer als der gegebne Raum S.

Dennesift alsdann AE 2 — S = AC 2 x ? i * ,* v -3-^
: eg

Bcr BC * * *° >ß*
(olgli h S # AB2— AC 2 x ~ = BC x Bg — Ag 2 x — ,

Cg Cg

und mitliin S > BC X Bg.

2) Wird hingegen AG nach einem Punkte in der Grund-

hie felhfl jo gezogen , daji fich verhält S — AB* : AC*

- BG : CG,Jo mufs daß Rechteck BC x BG kleiner als

der gegebne Raum S fiyn . Denn alsdann ilt S = AB2 -f.

AC2 x — = BC X BG + AG 2 x * , alfo * i0 «ß.
CG CG

S> BCx BG.

Beyde Sätze kommen in Apollonias ebnen Oettern II Lern-
taa4 und 5 vor , und ihr Beweit wird dort weit hergehohlt.

Zufatz II . Nach der Ausfage ä unfers Lehr Fig. 45,
fat2.es , ift , wenn man in einem Dreyeck ABC , die
Linie AG willkührlich nach einem Funkte der Grund¬

linie oder deren Verlängerung zieht , immer

AB2 X — ± AC 2 x — = BG x CG ± AG * .
BC BC ?

wo die obern Zeichen für den erftern , die untern für

den letztem Fall gelten.
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Tig, 36, 1) Zieht man folglich AG nach dem Panke in dir
Mitte der Grundlinie, da dannBG = CG —§ BC wird,&
Hl immer § AB2 -f - ~ AC2 = B6 2-f AG2; unferLehr-
Satz 17 , welcher alfo der einfachfte Fall diefes allge¬
meinen satzes ift. — Zieht man Ag nach einem Punkte
in der verlängerten Grundlinie , fo dafs BC = Cgwird,
fo erhält man ebenfalls die Auslage jenes Lehriatzes,

■P'S- 45- 2 ) Zieht man AG fo , daß BG = 2 CG, und mithin

BC =,3CG iß , fo ift f AB2 -f § AC2= 2 CG2+ AG 2
u . f. f.

3) Iß überhaupt BG= m . CG, folglich , im Fall G
in der Grundlinie liegt BC — ( in -f 1) CG, falls
aber G in der verlängerten Grundlinie liegt BC =
(m — I) CG ; fo ift

im erflenFall "LAE2 + m • AC' -^ m . CG 2 + AG 2
m -}- 1

. . 'AB2 — m . SAC2
im ziveyten- —_ = = m . CG2 — AG 2;m — 1

Ausfagen , welche lieh beyde in folgende Formel zu-
fammenziehn laflen,

AG2 = —— . AB 3 ± -HL . . AC2 + m . CG2I ± m 1 ± m

wo die obern Zeichen für den erften , die untern Zei¬
chen für den zweyten Fall gelten.

£ 'g"48 Zufat .z III . 1) Zieht man AG fenkrecht auf die
Grundlinie oder deren Verlängerung , fo wird AG2 ==
AB* — BG2, und fetzt man diefen Werth in S, b
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Gleichheitszeichen in diele AB2 X ( 0 = ± .AE' ,

geht die,'allgemeine Ausfage , je nachdem der Winkel

Bfpiti oder ftumpf ( d. i . BC = BG 4 - CG oder BG

-CG ) ift , in die beyden Auslagen des dreyzebmeri

Lehrfatzes über ; eine Ableitung , die ich dem Leier

überlade. Auch diefer Satz ift ailb nur ein befondrer

Fall unfers Allgemeinen.

2 ) Iß das Dreyeck ABC gleichfchenklig , 'und AG von ^ g- 4t

kr Spitze nach der Grundlinie oder deren Verlängerung ge¬

sogen, fo verwandeln {ich in ä die Theile links vom

CG ± BG,
BC~

indem, im' Fall G in der Verlängerung der Grundlinie

liegt, der Vorausfetzung bey unfern Formeln gemaTsj

Bg— Cg = BC ift. Es ift alfo im gleichfchenkligen

Dreyeck ± AB"2 = BG X CG ± AG 2 oder AB- — AG*

± BG X CG ; ein fruchtbarer Satz , bey dem ich rrjich

hier weiter nicht verweile , weil ich ihn , zum Behuf

derer, die unfern allgemeinen Lehrfatz überfchlagen

haben, bald als einen belondern Lehrfatz aufführen

und noch auf andre Art beweifen werde *. * aii

£ufatz IV . 1 ) Zieht man in einem Dreyeck AßCTig . 5».

& grade Linie AG fo nach der Grundlinie BC oder mich

itren Verlängerung , daß fleh die beyden Abschnitte LG

CG, wie die Schenkel, an welchen ße anliegen , verhalten,

ßG: CG = AB : AC ; Jo iß das Rechteck aus den beyden

Schenkeln, gleich, im erßen Fall der Hümme, im zweyten

itm VnterJ'chiede des Rechtecks aus den beyden Abschnitten

ßG, CG, und des Quadrats der tbeilenden Linie , oder

<® xAC ^ BGxCG± AG2,
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Denn aus der vorausgefetzten Proportion fliefst
auch die Proportionalität folgender »oiöfsen

»V-4-/3. KG ± CG : BG : CG = AB ± AC : AB : AC *, &.%
da im eilten Fall BG -f- CG = BC , im zweyten aber,
der Bedingung ünfers Lehrfatzes gemäfs , BG — CG
= BCift , BC : BG : CG — AB ± AC : AB : AC. Folg-
. s . „ BG - AB i CG AClieh ift — = ------ und

BC AB + AC BC AB ± AC

Setzt man diefe Werthe in unfrer Form 3 , fo wird in
diefem Fall der Theil links vom Gleichheitszeichen,

das ift AB 2 X — ± AC'2 X —
BC BC

AB2 x AC AC 2 X AB . „ A_ AB+ AC— _ - ± - = AB X AC X ,--
Aß + AC AB ± AC ABicAC

— AB X AC ; und mithin ift in diefem Fall immer
AB X AC — BG X CG ± AG *.

Auch diefer bekannte und brauchbare Satz , der gewöhn¬
lich aus der Lehre von der Aehnlichkeit der Dreyecke bewiefen
wird , und der auch bey Lt Genäre und vanSwinden vorkömmt,

•ift alfo ein befonderer Fall unfers allgemeinen Lehrfatzes. Dafs
er auch für einen Punkt in der Verlängerung der Grundlinie,
nur mit der Verfchiedenheit gelte , dafs dann die Summe in
den Unterfchied übergeht , fcheint man bey dem gewöhnlichen
Eeweife deffelben Überfehn zu haben'.

2 ) Es fey AB = m . AC , und folglich , da
BG : CG , dem VerhältnifTe AB : AC gleich ift.
BG — m . CG , fo erhält unfere Auslage folgende Ge-
ftalt , m . AC 2 = m . CG 2 ± AG a , fo dafs alfo unter det

Bedingung diefes Zufatzes für jeden Punkt G * **"
SÖ
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: Gmtidlime, AG2 = m . (AC 2— CG 2) = -I . ( AB 3 — BG 2),m

und für jeden Punkt g in der verlängerten Grundlini»

Ag2= ni ( Cg 2 — AC 2 ) = - (Bg 2 — AB 2) ift.m

Zu f a t x V. I ) Zieht man endlich von der Spitzt
im Dreyecks ABC , die grade Linie Ag fo nach der Ver¬
heerung der Grundlinie , dafs die Abfcknitte Bg , Cg fick
fie die Quadrate der Schenkel , an welche ße anlie-
p verhalten , Bg : Cg — AB2 : AC2; fo iß allemal das
fabeck ans den Abjchnjtten , dem Quadrat der theilenden
Linie gleich, Bgx Cg = Ag2, oder dieJe Linie iß die mittlere
hoportionallinie zvoifchen den-beyden Abschnitten,

Denn aus der angenommnen Proportion folgt,

äafs.AB2 x Cg = AC 2 xBg , folglich AB2 x Sß . —AC 2' BC

x ?£. — o fey . Da nun dieferUnterfdued , nach un-
BC

frei-Form 8, gleich iftBg x Cg — Ag 2, fo muffen auch

JicfeRäume keinen Unterfchied haben , alfo gleich feyn
oder es ift alsdann immer Bg X Cg = Ag 1 , und folg¬
lich Bg : Ag = ;Ag =Cg *

Apollonius ebne Oevter II. Lemma 2 , und Fappns VII. n9,
»o diefer Hülfsfatz aus der Lehre von -der Ähnlichkeit der Drey-
ttke abgeleitet wird.

2 ) Für einen Punkt G in der Grundlinie , der diefe
fo fchneidet , dafs die Abfchnitte lieh wie die Quadrate

CG
anliegenden Schenkel verhalten , ift 2 AB2 x —

BC
Z
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— BG X CG -f AG2; eine Erweiterung diefesHülfsfa-

tzes , die ich nicht erwähnt finde . fu

Zufatz VI . Wenn man von ' zwey ' gegebnen Punk

ten B , C ans , grade Linien zieht , die fich in einem Pmih

te A fo durchschneiden, daß je zvvey diefer Linien zwarn

gleichßnd , aber ein gegebnes und unveränderliches Vir- ^
hältnifs zu einander haben ; fo iß der geomt-

trijche Ort ihres D u r c hfc hnittsp unktes , im ^

Kreislinie von gegebner Lage und Größe.

Denn ift das Verhä 'ltnifs diefer Linien AB, AC

gegeben , fo ift auch das Verhä 'ltnifs ihrer Quadrate be-

lcannt . Nimmt man daher [auf der Verlängerung der

Linie BC einen Punkt g fo , dafs Bg , Cg in diefem

Verhä 'ltnifs der Quadrate über AB , AC ftehn , und

zieht Ag , fo ift nach Zufatz V, Ag2 = BgxCg . Nun

find die Punkte ß , C, und g gegeben und unveränder¬

lich ; alfo auch Ag 2, und die Seite Ag . Mithin ift

der Ort der Spitze A , eine - mit Ag um g faefchriebne
Kreislinie.

Iß das gegähnt Verhältnis der Linien BA : CA, dm Vtih'M-

uifs der Gleichheit , fo ift kein Punkr in der Verlängerung da

Linie BC möglich , für welchen Bg : Cg in dem gegebnen Verhält-

nifle Münden , da Bg immer um BC gröfser oder kleiner als Cg

ift. — Hingegen giebt es einen folchen Punkt G m äcrXiniW

felbft , für welchen BG = CG ?— | BC ift, und ; für dielen wird,

laut der zweyten Ausfage in Zufatz V , AB2 = BG2+ AÖ1

alfo der Ort der Durchfchnittspunkte A für diefen Vtü ein I*

14. pendikel auf der Mitte der Linie BC K

fa

m.
lik,

Ire!
[MC
hie
5,

ftyn
=E
EtO

der

«8
MB:

»ac
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Zufatz VII . Umgekehrt hat jede Kreislinie
iie Eigenfchaft , dafs wenn man innerhalb oder au-
[itrhalb des Kreifcs mtlkttbrlieb einen Punkt , z . B. C nimmt,
ad auf dem Durchmeßer durch C, nach derfetben Seite hin,
km zweyten Punkt Bfo , dafs das Recliteck aus den Enu
\mmngen diefer beyden Punkte vom .Mittelpunkte g , dem
^ «drat des Halbmeßers gN gleich iß , gC X gB = g \ ~2,
oder, was auf eins hinaus kömmt , fo dafsgB die dritte
faportioiiallitiic zngC und dem Halbmejfer gN ifl ; fo fehl
juwcy grade Linien , MB : MC , welche man von dicfen
haktenC, B aus , nach demfelben Punkte M der Kreislinie
Utk, insgefammt in gleichem Verhältnifs , und
«wr im Verhiiltnifs des Halbmejfers und eines der Ab-
fmttte, gB :gN , oder der beyden Linien NB : NC , oder
SP: CP.

Denn zieht man nach demfelben Punkte M der

Kreislinie BM , CM , gM , fo entfteht ein Dreyeck
MC, von deffen Spitze nach der verlängerten Grund¬
linie, Mg fo gezogen ift , dafs BgX Cg = Ng 2 = Mg-
ii, daher vermöge S auch MB2 x Cg = MO x Bg
(ijn* , und folglich fich verhalten mufs MB2 : MC * *
=Bg: Cg . Nun aber ift der Mittelpunkt g , der Halb-
nieder gN , und einer der Punkte B , C , mithin auch
itr andre , alfo das j Verhältnifs der Linien Bg : Cg,
folglich. das diefen gleiche Verhältnifs der Quadrate
fcMC 2 , und alfo auch das Verhiiltnifs der Seiten
&fer Quadrate MB : MC gegeben und unveränderlich.

Da nun die Punkte B und C , der Vorausfetzuns
Meli fo beftimmt find , dafs fich verhält gB • gM

Z 2
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= gN : gC , oder , wenn man diefe gleichen und fte-

* V. 6, tig en  Verhä 'ltniife zufammen fetzt * gB : gC = gB- :gN!

oder auch wie gN 2 : gC 2 ; fo verhalten fich die Qua¬

drate ML 2 :MC 2 = gß 2 :gN 2 , und folglich je zweyü.

nien MB : MC = gB : gN oder wie gN : gC , oder eniiA

wie gB + gN : gN + gC d . i . wie BN : NC oder wij

*V. 4,^ , BP : CP *. Mithin verhält fich die größere je zwey fikkr

Linien MB , MC zur kleinem , wie der größere Abjchitt

zum Halbmeffer , oder wie der Halbmejßer zum kltinen

Abßhnitt , oder wie die beyden an diefen Linien anliqen-

de» Abfchnitte , in welche BC durch die Kreislinie get!ml>
wird.

Da der Halbmeffer die mittlere I'roportionallinie zwifdten
den Entfernungen der beyden Punkte B , C, - vom Mittclpun!.«

g ift ; fo können die Linien gB , gC , nicht beyde zugleichg'ü-
fser,, oder beyde zugleich kleiner ah der HalbmeiTer feyn, folg¬
lich die Punkte B , C nicht beyde zugleich innerhalb oder su-
fserhalb des KreiCcs, eben fo wenig als zu entgegengeietzten Seiten
des Mittelpunktes genommen werden.

Anmerkung . Die Ausfagen in Zufatz 6 und 7,welch
zu den fchönften Sätzen über den Kreis gehören , machen in
Apollonias ebnen Oertern den zweyren Ort des zweyten Buchs
aus , und laffen fich auch aus Sätzen des nächften Buchs folgern-
in der That find fia aber nur der einfachfte Fall der AusfegeC

*f . I . D . jn Folgerung 1 • , und [äffen fich daher noch jehr verallgemeinern.

Wenn nemlich beliebig viel Punkte .*, B, B , C, D >» «'»"
Ebne gegeben find , und grade Linien von diefen Punkten «»' S1'

zogen fich (in ditfem Fall je irey ) fo in Punkten , A durch]. '*""-
den, dafs fie zn einander ftets in dcmfelben gegebnen Vetbdt*'4<
ftehu , fo iß der Ort der Durchfchnittspnnkte A fiets eine # »*
nie von gegebner Lagt und Große . Denn da alsdann auch die
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Qwdrste über (liefe Linien in einem gegebnen , unveränderlichen
ÄlmilFe ftehn , z. 8 , BA2: CÄi JDA2 = m : n : p ; fo iftBA » +

■ m r n
CA2;DÄ2 — m + n : p , und mithin BA2+ CA2 = DA2 x -

tder eine Figur gegebner Gattung über DA befchrieben , gleich
is Summe der Quadrate über die anderen Linien . Es ift dann
ifcauch der ünterfchied diefer Quadrate und der Figur gegeb-
itröatttmg über DA , gleich , einem gegebnen Flächenraume,
i» iich dem Flächenraume o , und deshalb der Ort der Punkte
Aeine Kreislinie , deren Mittelpunkt und Halbmefler , wie in
ftjgctuag2., beltimmt wird.

[LEHRSATZ 21 .J

Zieht man aus der Spitze A eines gl eich - FiS- 3*-
khenkligeu Breyecks ABC nach irgend einem
hnktcGin der Grundlinie , oder nach einein Punkte g
hierin Verlängerung , eine grade Linie , fo iß ßets .
kr Ünterfchied der Quadrate aus diefer Linie und aus
kern der gleichen Schenkel, gleich dein Rechteck aus
kAbfchnitteu auf der Grundlinie , BG, CG, oder auf
itr verlängerten Grundlinic , Bg , Cg.

Da ein Perpendikel AD , aus der Spitze auf die
Grundlinie gefallt , diefe im Punkte D halbirt * , fo 'hy .t 3
geht für diefen Punkt das Rechteck aus den beydenAb-
fchnitteh in das Quadrat der halben Grundlinie , und
»Ho die Ausfage des Lehrfatzes in folgende über , AB2
-AD^ ^ BD2, welche vermöge des Pyfhagoreifchen
Wufatxes wahr ift. * *i2.f. .

Ieder andre Punkt G in der Grundlinie theilt diefe
Werdern in zwey ungleiche Abfchnitte, , BG, GC , mit-
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Hin fo , dafs BG X 6C = BD2 — DG 2 ift * , oder, da

im Dreycck BAG der Unterfchied diefer Quadrate, dem

Unterfchiede der Quadrate aus den Schenkeln AB, AG

* 16. 1. gi e;ch ift » , f0)  dafs ift
BG X GC = AB2 — AG 2.

Für jeden Punkt in der Verlängerung der Grundlinie

Laben wir eine in D gleich getheilte Linie BC, wel¬

cher ein Stück Cg angeletzt , für die folglich BgXgC

= Dg 2 — DC 2 ift . Und da wiederum im Dieyeclc

CAg der Unterfchied diefer Quadrate aus den Abfchnit-

ten der Grundlinie , dem Unterfchiede der Quadrate aus

" 16. t . den Schenkeln Ag und AC = AB gleich ift * ,

Bg X gC = Ag 2 — AB 2.

Man nehme alfo den Punkt G in der Grundlinie felbfl,

oder in deren Verlängerung , allemal ift das Rechtul

aus dem Abßande diefes Punktes von den beydett Endpunk¬

ten ß , C der Grundlinie , gleich dem Unterfchiede dir

0 nadrate aus der Linie AG und einem der gleichen Schnait!,

jpm mit dem Unterfchiede , dafs im erften Fall de[

Schenkel größer , im zweyten kleiner als ■die Linie AG

ift ; welches {ich aus der Natur des gleichfchenkhgen

• I. 16. Dreyecks von felbfl verlieht *.

Folgerung . Das Quadrat einer gradin Linie AS,

welche durch die Spitze des gleickfchenkligen Dreyecksi1'

zogen wird , ift folglich , je nachdem fie auf derGrund-

linie , oder auf deren Verlängerung auffteht,

AG 2 == ABS _ BG x GC oder Ag 2= AB 2+ Bg XgC;

Ansfagen , die man bequem in folgende zufammefl-
fafst

AG 2 = AB * ? BG X GC

V.'.
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¥0 das obere oder das untere Zeichen gilt , je 'nachdem

der Punkt G in der Grundlinie BC felbfl , oder /* deren

Verlängerungliegt . Grade fo ilt
AB2 = AG 2 + BG X GC ;

ein Satz , den wir fchon oben gehabt haben *. *2oZ5,2

Zufatz . Iede Sehne eines Kreifes, welche kein Durch - Taf. IV.

mijferiß , z . B. AB , bildet mit den beyden Halbmef-

fem, -die nach ihren Endpunkten gezogen werden,

im gkichfcbenkliges Dreyeck ABC , welches den Mittel¬

punkt zur Spitze , die Sehne felbfl: zur Grundlinie , und

den Halbmeffer zu Schenkeln hat . Durch unfern

Lehrlatz wird ; mithin folgende artige Eigenfchaft diefer

Sehnenbegründet:

1) Iede grade Linie , welche aus dem Mittelpunk¬

teC eines Kreifes nach irgend einem Punkte O in einer

Sehne ivie AB , gezogen iß , theilt diefe fo in zwey Ab-

fchnitte AO , OB , dafs AO X OB — CA2 — CO 2 ift.

Und auf diefe Art wird auch der DurckmcJferHl , der durch

ien Punkt 0 geht , [folglich jede Sehne durch 0 ) mitteilt

diefes Punktes eingctheilt . Denn giebt es gleich , da

der Mittelpunkt C in HI liegt , alsdann kein gleich¬

fcbenkliges Dreyeck , wie für die übrigen Sehnen,

fo ift doch HI im Punkte C gleich , im Punkte O un¬

gleich getheüt , und deshalb gleichfalls das Rechteck

HO x Ol = CP — CO 2 *. *n,f .i«

2) Eine grade Linie , welche aus dem Mittelpunk¬

te nach einem Punkte o in der Verlängerung einer Sehne

wie AB gezogen ift , fchneidet dagegen auf ihr zwey

Abfchnitte Ao , Bo, fo ab , dafs Ao x oB = Ca 2—CA2
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ift. Und auch der Durchmeffer, der] durch den Punh' ü
geht 1 (folglich, jede Sehne durch 0) wird mitteilt des Punk¬
tes o auf diefe Art eingetheilt , da dem in C gleich ge-
theilten Durchmeffer HI , in diefem Fall , ein Stück

'nf -i-ß lo angefetzt , folglich Ho X ol = Co2 — CI 2 ift *.

In beyden Fällen , der Punkt O liege in einer Seh¬
ne , oder in deren Verlängerung , iß alfo initiier das
Rechteck aus den Abfchnitten, die durch diefen Punkt ge¬
bildet -werden, (oder noch beßimmter das Reckteck aus im
Abßand des Punktes 0 von den bey den EndpunktenA, Bdir
Sehnê gleich dem Unterfc'iiede der Quadrate aus demlitih
meßer und aus der Linie CO.

3 ) Diefe Linie CO felbft , und der KalbmefferCA,
werden durch folgende Ausdrücke gegeben,

C02 = CA2 + AOx OB
CA2 = C02 + AO X OB

wo die obern oder die untern Zeichen gelten , je nach¬
dem der Punkt O in der Sehne , oder in deren Ver¬
längerung liegt.

[LEHRSATZ 22 .]

Taf. ni . l ) Wenn mehrere Sehnen insgefammtdurch W
T'S- ss-nm  p mi kt 0 im Kreiße gehn , fo find die Rechteck

aus den beyden Stücken > welche auf jeder Sehne durch
diefen Punkt .abgefchnitten werden , Jbwohl unten » '
ander , als auch mit dem Quadrate der halben Sehm
gleich , welche mit dem Punkte O gleich weit vo«
Mittelpunkte abfieht , z . B, AO X OB ^ DOX^
= 0T\
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2) Wenn dagegen die Verlängerungen
mehrerer Sehnen insgefammt durch einen Punkt o

mfserhalb des Kreifes gehn, fo find die Rechtecke aus

kr ganzen fchneidenden Linie und aus ehr VM'änge-
!ung,fo wohl untereinander, als auch mit dem Qua¬
rte der Tanietitc gleich, welche vom Punkte o

O O '

mch dem Krcife gezogen wird , z. B. Ao X oB =
doXoE = o<3\

IftO der Mittelpunkt des Kreifes , fo find alle Seh¬

nen, welche durch diefen Punkt gehn , Durchmeffer,

die(ich im Punkte O halbiren , mithin die Ausfage i

richtig-. — Ift O nicht der Mittelpunkt , fo ziehe man

nach demfelben die grade Linie OC . Für alle Sehnen,

wiche fich entweder felbft , oder verlängert in demfel-

ien Punkte O durlchneiden , ift diefe Linie CO , und

mithin der Unterichied der Quadrate des Halbmeffers

tnd diefer Linie , von gleicher Grö'fse. Da nun diefer

Ünterfchied den Rechtecken AO X OB , DO X OE,

HO X Ol etc . dem vorigen Zufatz gemäfs * gleich ift , ¥

äer Punkt 0 liege im Kreife oder aufserhalb des Krei¬

fes, fo find auch in beyden Fällen alle diefe Rechtecke

unter fich gleich.

Im erflen Fall wird eine Sehne GF , welche durch

den Punkt O geht , und vom Mittelpunkte um CO ab¬

feilt, vom Durchmeffer durch Ofenkrecht durclüchnit-

ten und halbirt * , fo dafs GO X OF = OF * ift . Und ,

da diefes Rechteck jedem der übrigen Rechtecke aus

den beyden Abfchnitten der Sehnen , die durch den
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Punkt Ogehn , gleich ift , fo mufs auch jedes tiefer
Rechtecke dem Quadrate über OF gleich feyn.

Ina ziveyten Fall ift , wenn man vom Punkte oaus

eine Tangente oG am Kreife , und nach ;dem Berüh¬

rungspunkte den Halbmefler CG zieht , CG auf oG

»TT; u . fenkrecht * , daher oG2 = oC 2— CG 2* , und folgiidi
* 12.

das Quadrat der Tangente oG, gleich dem Rechtech ms
den beyden Abfchmtten jeder verlängerten Sehne, die durch,

den Funkt o geht , indem jedes diefer Rechtecke , dem

Unterfchiede der Quadrate ^über Co und über dem Halb-

*ai Z. 2 meffer CG , gleich ift *.

Folgerung j . Da in Rechtecken von gleichem

*4 . f. i«Inhalt , die Seiten verkehrt proportional find *, fo erge¬
ben fich hieraus unmittelbar folgende Sätze:

« ) Zuoey Sehnen , welche einen Punkt 0 innerhalb der

Kreislinie gemein haben , durchfehneiden fich in diefem

• E. y, Punkte verkehrt proportional * , fo dafs fich , verhält
AO DO — OE ■■OB;

6 ) und die Hälfte der Sehne FG , welche vom Mittel¬

punkte um CO abfieht (oder die auf dem Durchmefler im

Punkte O fenkrecht fteht ) iß die mittlere ProporthnS-
nie zwifchen den beyden Abfchmtten einer jeden flehen Selt¬

ne , fo dafs fich verhält AO : OF = OF : OB.

Y) Eben fo werden zivey Sehnen , die fich verlängert

in einem Punkte o außerhalb des Kreifes durchfehneiden,

durch die Kreislinie verkehrt proportional eingetheilt , fo

dafs fich verhält Ao . Do — oE : oB;

S) und die Tangente , welche von diefem Punkteo

nach dem Kreife geht , iß zwifchen der Verlängerung 0i
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itt ganzen durchfchneidenden Linie die mittlere Proporth'

nillinie, fo dafs fich verhält Ao : oG = oG : oB.

Ueberhaupt werden alfo z-coey grade Linien , welche

mn Einem Punkte 0 nach der Kreislinie gehn , von diefer

ßets fo gefchnitteu , dafs die Entfernungen des Punktes

0 von den beyden Durchlchnittspunkten einer jeden

diefer Linien , verkehrt proportional find *-, oder dafs die " E- 7.

Rechtecke aus diefen Entfernungen insgefammt unter

einander gleich find . Dafs fich auf diefe Eigenfchaften

der Sehne und der Tangenten Methoden gründen laffen,

zu drey gegebnen Linien die vierte , oder zu zrvey die drit¬

te Proportionallinie , fo wie zwifchen zivey gegebnen die

mittlere Proportionallinie zu finden , fällt in die Augen.

Folgertin g 2. Ift von einem Punkte einer Sehne

AB, eine grade Linie OF nach dem Kreife fo gezogen, dafs

0 [ 2 = OBxOAifi ; fo ift OF ein Perpendikel auf dem

Durchmejfer , der durch den Punkt 0 geht . Denn ver¬

längert man die Linie FO , bis wo fie zum zweyten

male den Kreis in G durchfchneidet , fo ift OG x OF

= OB X OA , folglich OP — OG X OF und alfo OF

= OG ; d. h . die Sehne üF wird im Punkte O halbirt,

uud fleht daüer auf dem DurchmeiTer durch O fenk-

recht.

Von allen Sehnen die durch den Punkt 0 geha , iß

ditje Sehne FG (die auf dem Durchmejfer durch 0 fenkrecht

fleht) die kürzefte . Denn unter allen Rechtecken , wel¬

che von gleichem Inhalt find , hat das Quadrat den

kleinften Umfang *. *i3.Z.i.
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Folgerung 3, a ) /_/? w « einem Punkte in derVer.
Vdugerung einer Sehne AB , e/'»? g« (fc «G »«cA ifo»
Kreife ßo gezogen , ^ ,2/} 062 = d x oß z)2; _/o berührt
oG den Kreis im Punkte G. Denn zieht man von 0

durch den Mittelpunkt des Kreifes oH , fö iftoAxoB
"hi . 2. — oH x ol * und alfo 0G2 = oH X ol = 0C2— CG2,

weil dem in C halbirten Durchmefler HI , das Stück

tihi .fi i 0 an gefetzt ift *. Folglich m'ufs das Dreyeck COG
* ' 4- bey G rechtwinklig * lbyn , und daher oG den Kreis

* II««2- im Punkte G berühren *.

Diefe berührende Linie iß ßets kleiner als die Hälfit
der Summe aus den bey den Abschnitten Ao , Bo jeder Seht,

♦n .Z.i . die durch den Punkt 0 gebt * , und je zwey Abfchnitte'
Ao , Bo einer Sehne zufammen genommen , find ftets
kleiner als die beyden Abfchnitte Ho , Io auf dem
Durchmefler.

ß) Sind endlich nach irgend drey Punkten A,B,o einet
graden Linie , von einem Punkte K grade Linien Jo gezogen,
daß Ko* = AoxBo iß , und man befchreibt durch ARB
einen Kreis , fö berührt oK diefen Kreis , vermöge «,
und folglich find dam allemal die Winkel BKo = KAB,

" II 24» AHL = ABK * , und als die Nebenwinkel der letztem
KBo s= AKo , mithin die Dreyecke KBo und AKo
gleichwinklig.

Folger ung 4 , « ) Liegen vier Punkte A, D, B, E

fo , dafs , wenn man ße Paarweifit durch grade Linie vAt
AB , DE verbindet , dieße Linien fieb entweder ßelbß in ei¬
nem Punlite 0 , oder verlängert in einem Punkte 0 durch-

, ßchneiden , und das Rechteck aus den Abßchnitten AO, BO
der einen , dem Rechteck aus den Abßchnitten DO , $
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der andern gleich iß , oder , was auf eins hinauskömmt,

ib, dafs die Entfernungen des Durchfchnittspunkts O

von den beyden Punkten , die auf jeder diefer Linien

gegeben find, in verkehrtem Verhältnifs (lehn ; fi liift

ftcli durch diefe vier Punkte ßets eine Kreislinie befchreiben,

und ein Kreis, der z . B. durch die drey Punkte A , ß , C

gezogen wird , inufs nothwendig auch durch den vierte » E

piw . Denn wer diefes leugnen wollte , müfste behaup¬
ten dafs ein folcher Kreis die Linie DE nicht in E, fon¬

dern in einem andern Punkte F durchfchnitte , da denn

das Rechteck aus DO , FO dem Rechteck aus AO , BO,

mitbin , der Vorausfetzung gema 'fs , dem Rechteck aus

DO , EO gleich feyn müfste , welches nur dann ' mög¬

lich ift , wenn FO = EO , und alfo F und E einerley
Punkt find.

ß ) Umgekehrt läßt ßch durch vier gegebne Punkte mir

dann ein Kreis ziebn , wenn ße entweder auf diefe Art lie.

gen, oder wenn ße die Eckpunkte eines Rechtecks find. Denn
laufen unter den Linien , welche die vier Punkte ver¬

binden , je zwey der gegenüberftehenden parallel ; l'o

bilden fie ein Parallelogramm , und um kein Parallelo¬

gramm , das Rechteck ausgenommen , Mst fich ein

Kreis befchreiben *. Durchfchneiden fich hingegen «tj

diefe Linien , und die vier gegebnen Punkte lägen nicht

auf die angezeigte Art , und doch in einem - Kreife , fo

müfste eine grade Linie einem Kreis in drey verfchiede-

nen Punkten D , E , Ffchneiden können , welches un«

möglich ift.

7 ) Gehn überhaupt mehrere grade Linien durch Eine»

Punkt 0 , und es liegen entweder auf allen zu einerley,
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oder auf allen zu entgegengeßtzten Seiten dejfelkn »rey

Punkte fo , dafs die Rechtecke aus ihren Entfernungen vom

Punkte 0 gleich find ; fo liegen alle diefe Punkte in ei¬

ner Kreislinie , und ein Kreis durch drey derfelbca

befchrieben , geht auch durch alle übrigen . Und iwar

liegt im erften Fall der Punkt O aufserhalb , im zwei¬

ten innerhalb diefes Kreifes . Umgekehrt giebt die-

fes eine Bedingung ab , unter der allein ein Kreis durch

gegebne Punkte gehn kann.

Alle drey Ausfagen find für die Theorie des Kreifes von

Wichtigkeit , und befondeis wird uns der Satz a , in Verbindung
mit Lehrfatz 23 und 26 im zweyten Euch , gleich im Folgenden
fehl- nützlich feyn.

T- r Folgerung 5. Jedes Perpendikel , weicht auf
rig . 56. ^ r

dem Durcbmcffer eines Kreijes auffleht , und vom Durch'

nicjfer bis zur Kreislinie reicht , ifl die 'mittlere Pro«

portionallin ie ztvifchen den Stücken , welche es auf
dem Durchmejfer abfehneidet , z . ß . PM Zwilchen AP und

PB , und das Quadrat über dem Perpendikel ifl dem Reckt-

eck aus den Abfchnitten des Durchmejfers gleich , PM1 =

AP X PB ; Aasfagen , die fchon in uaferni Lehrfati

und in Folgerung 1. ß) liegen , und die auch unmit¬

telbar daraus folgen , dafs wenn man von dem Punk¬

te M , wo das Perpendikel den Kreis durchfehneider,

nach den Endpunkten des DurchmeiTers grade Linien

MA , MB zieht , ftets ein rechtwinkliges Dreyeck ent-

fteht , worin der DurchmeiTer Hypotenufe , und MP

ein Perpendikel aus der Spitze des rechten Winkels auf

» u .f. 2. die Hypotenufe ift
ß<7,

*
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Die Quadrate zweyer foicher Perpendikel ftehn al-
j fo auch zu einander in demfelben Verhaltnifs , wie die
j Rechtecke aus den Abfchnitten , z. B. PM2:QN 2 *= AP
xPB:AQx QB ; eine Eigenfchat , worin der Kreis,
wie wir in der Folge fehn werden , mit den übrigen
Kegelfchnitten übereinstimmt , nur dafs für diefe das
Quadrat jedes Perpendikels gröfser oder kleiner ift , als
das Quadrat ,der beyden Abfchnitte.

Durch Perpendikel welche man aus Punkten einer Linie auf
\ eine grade Linie AB fallt , wird die tage diefer Punkte , und
: mithin die Lage der ganzen Linie , gegen die grade Linie AB be-
i llimmt*. Folglich dient diefe Eigenfchaft der Perpendikel, welche *I,l $,f»

auf einem Durchmeffer errichtet werden , die Natur der Kreisli¬
nie in Beziehung auf ihren Dnrcbmejfer völlig zu beftimmtn , und
wir können uns ihrer als eines unterfcheidenden Charakters der
Kreislinie, wodurch fie fich von allen andern Arten krummer
Linien auszeichnet , bedienen , wie wir diefes befonders in dem
Buche von den Kegelfchnitten thun werden . — Bezeichnet man
den Halbmeffcr der Kreislinie mit r , folglich den Durchmefle r
mit sr , jedes Perpendikel mit y , und den Abfchnitt des Durch-
meffers vom Anfangspunkte deflelbcn A an , bis zum Perpendikel
mitx , folglich den zweyten Abfchnitt mit zv — x , (da denn
natürlich die Zeichen y und x keinen feften unveränderlichen
Werth haben , fundern einen Werth , der für jedes Perpendikel
anders ift) ; fo ift diefer Eigenfchaft des Kreifes gemäfs y2 =
«.(k —x) ; und diefer Gleichung bedient man fich in der analyti-
fchen Geometrie als Charakter der Kreislinie , fo wie umgekehrt
mitteilt der Natur des Kreifes fich für jede folche Gleichung Linien
iarftellen lafTen, welche zu einander das in der algebraifchen
Gleichung ausgedrückte Verhaken haben . Diefe Linien darftel-
1m .nennt man eine Gleichung confiruiren.

2 u fa t %I . Jede Sehne AM iß die mittlere Propor-
tionaltinie zwifeken dem Durckmejfer und dem an ihr /,>-
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genden Stücke AP , welches durch ein Perpendikel aus im

einen Endpunkt der Sehne auf dem Durchmejfsr , der iurA

den andern Endpunkt gebt , ahgefcbnhten wird . Denn ift

AB dieler Durchrneffer , und man zieht MB , foift

AMB ein rechtwinkliges Dreyeck , worin AM, EM

Katheten , folglich AM 2 — AB x AP und EM2 =

#I2*f'2|XAB X BP * , diefe Sehnen alfo die mittleren Propor¬
tionallinien Zwilchen dem Durchnreffer AB und den

»4,f . 1. Abfchnitten AP , BP find *. — In einem der folgen¬
den Lehrfätze wird dieler fruchtbare Satz noch be-

* 24" trä'chtlich erweitert werden *♦ Hier einige Folgerun.

gen daraus,

a ) Setzt man mit der Proportion
AM 2: BM2 = AP : BP

*V.4. £. die identifche AM : BM — AM : BM zufamm'en*,

fo ergiebt lieh daraus
AM : BM* — AM x AP : BM x BP.

Diefe letztern Rechtecke verhalten lieh folglich wie die
dritten Potenzen aus den Zahlausdrücken der Sehnen

AM , BM , oder ftehn im dreymal fo hohen Ver-

« V. 6. hältnils * .
« e „ Grade fo ift AM 2 : PM 2 = AB : PB * und mithin
*I2 »*. Zt £

AM3 : PM3 = AB X AM : Pß x PM . ( Gregor, a. St,

Vincentio III . 91 . 92 .)

Auch verhält lieh PM 2 : AB X PM = AB X PM:AB!

indem die erllern und die letztem Rechtecke von glei¬

cher Höhe find , und lieh daher wie ihre Grundlinien

PM : AB verhalten . Nun ift PM 2 = AP X PB und

, I2 f 3. AB X PM = AM X BM *. Folglich ift auch AP Xft
' «. :0
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■AMxBM — AM x BM : A& , oder das Rechteck aus

den beyden Abfcbnitten , das Rechteck aus den beyden
Sehnen, und das Quadrat des Durchmeffers find in fte-

tigern Verhältnifs ( Greg . III . gi .J

ß ) Zieht man von einem Punkt der Kreislinie ans me!i~

nre Sehnen, AM , AN , AR , fo verhalten Jich die Qua-
irete derfelben untereinander und zum Quadrat des Durch-

«ß 'ers, wie die Abfchnitte AP , AQ̂ , A 9 unter einander und

mm Durchmejfer AD , Denn da AM 2 — AB X AP , AN 3
= AB X AQ , AR 2 = AB X AS ift , fo verhält fich
AM2: AN * : AR2 : AB2 = AP : AQ : AS : AB. Sind alfo

i, B. die letztem Abfchnitte ftetig proportional , fo

lind es auch die Quadrate der Sehnen , und mithin die

Sehnen felbft (Gregor III . 20) .

Folglich verhalten fich auch hier , aus denfelbert
Gründen wie in V , AM3 : AN3 : AR3= AP X AM : AQ
XAN : ARxAS , und auch diefe Rechtecke ftehn ia

dreymal (o hohem Verhältnifs als die Sehnen AM , AN,
AR. (Gregor III . 92 .)

7 ) Berühren fich zwey Kreife im Punkte A , fo find Fig. j -,
ihre Durchmeffer Stücke derfelbe graden Linie , die

durch den Punkt A geht *. #tt , 6>

Sind daher DF , Gl etc . Perpendikel auf diefem ' **

Durchmeffer , welche den einen Kreis in E, H etc . den

«ndern in F, I etc . durchfehneiden , fo verhält fich fowohl

AE2: AH2 = AD : AG , als auch AF 2 : AI2 = AD : AG,

Und mithin find die Quadrate der Sehnen im einen

Greife, mit den Quadraten der beyden Sehnen des an«
A »:



37° E U C H III.

dem Kreifes , und alfo diefe Sehnen untereinander pro¬

portional , oder AE : AH = AF : AI . (Greg . III . ig.)

Auch verhalten lieh die Quadrate je zwey folcher

Sehnen aus den verfchi ^Ünen Kreifen AF2 : AK 2:AD2

wie die DurchmefTer der Kreife AB : AC : AD, weil AF:

S AD X AB und AE 2 = AD X AC ift. Ift daher AD

die dritte l' roporrionallinie zu den beyden Durchmef-

fern , fo verhält fich auch AF " : AE 2 == AE 2 : AD 2und

AF : AE = AE : AD , daher dann auch AE die mittlere

pi -oportionallinie zwifchen AD und AF ift. (Greg'

III , 19)

J8> Zufatz II . Wenn fich mehrere Kreife im Vmki

A berühren , und man zieht aus einem Punkte B ihrer

meinfchaftlichen Tangente grade Linien , welche diefe Krei¬

fe durchschneiden , fo find die Rechtecke aus den beydenbü

cken , welche jeder der Kreife auf den durchfchntidmim

Linien abfchneidet , von gleicher Größe , z. B. BD XBI

= BE X BH — BF X BG , oder bf x bg = bd X be. Denn

jedes diefer Rechtecke ift dem Quadrat der berührenden

2_Linie , AB2 oder ab2, gleich * (Greg . III . 68-)

Befchreibt man daher um irgend einen Punkt B ink

getueinfchaftlichen Tangente einen Kreis, der dio fick btn%

renden Kreife in den Punkten F durchfchtieidet , und w\i

durch diefe Punkte Fgrade Linien , welche die Kreife tttß

zveeyten male in Punkten G durchfchneiden , fo liegen allt

diele Punkte G im Umfange eines mit dem elftem coitM

trifchen Kreifes. Denn die Rechtecke BF X BG und die

Linien BF find insgeiammt gleich , folglich auch die

Linien BG. ( Greg . III , 56 .)
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Zufatz III . Iß die Sehne IG dem Halbmeßer des Fig. 55»
Kreifes gleich , und man zieht durch den einen Endpunkt
derselben einen Durchmeffer , durch den andern eine Tangen.
U, die fick heyde in o fchnciden , fo wirdGCI ein gleich-
feitiges D'reyeck , aus deffen Spitze Go nach der ver¬
längerten ■Grundlinie geht . Folglich rnufs Go 2 ==
Co xIo ~j- CG2, und da zugleich Go 2 — Ho X Io ift * , * 21.
CG2= Ho X Io — Qo x Io = HC x Io , folglich , da HC =
CG ift , auch Io = CG feyn . Die Tangente durchfchnei,
det alfo in diefem Fall den verlängerten Durchmeffer fo%
daß lo dem Halbmeßer gleich , folglich Co = Hl , und
da fich die rechtwinkligen Dreyecke CGI , IGH decken

«uchGo = GHifi , daher 67; '- = Io X Ho = IG x (IG + HI)
= 3. CG2 wird , (Greg . III . 22) .

Zufatz IV . «.) Sind von einem Punkte Oaußerhalb
t'ines Kreifes zwey fibncidende Linien OBA , OED fo nach

dem Kreife gezogen , daß das Quadrat der einen Verlange,
rang EO, dem Rechteck aus der andern Sehne AB und ih¬
rer Verlängerung BOgleich iß , fo iß umgekehrt auch da?
Quadrat der zxveyten Verlängerung BO dem Rechteck aus der
trßern Sehne DE und ihrer Verlängerung EO gleich. Denn
ift E0 2 = AB xBO , fo ift auch , wenn man beyderfeits
BO2 hinzufügt , EO 2 -f BO2 = AB X BO -f BO2 =
£OxAO = EOxDO * = E0 2-fE0xDE , und mit - ,t
hin BC2 = EO X DE . Ift alfo EO eine mittlere Propor¬
tionallinie zwifchen AB , BO , fo ift umgekehrt auch
BO eine mittlere ProportionaÜinie zwifchen DB
«nd EO,

Aa 2

»
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*v. $

ß ) Sind dagegen die beyden Sehnen fo gezogen, rftfi

die Rechtecke aus den Sehnen, den Rechtecken aus ihren Ver¬

längerungen gleich find , AB X DE — BO X EO fo find&.

fe Verlängerungen in verkehrter Ordnung genommen, ztsU

fchen den beyden Sehnen AB, DE zvoey mittlere Pro-

portionallinien *. Denn ift

22. 2.

V. *,

. , . AB BO ,
■ et) AB X DE = BO X EO , mithin — = — »und

* - EO DE

man fügt AB X BO xu den gleichen Rechtecken hin?ti>

fo wird AB x DO = AO X EO . Nun ift,

EO x DO = AO x BO * ,

mithin, , wenn man Gleiches durch Gleichem dividiit)

AB EO BO '
—: = — = — vermöge a ).
EO BO DE

Betrachtet man alfo diefe Brüche als Exponenten von

Verhältniffeh , fo find alle diefe Verhä 'ltntlTe gleich,

AB : EO = EO : BO = BO : DE *

und folglich find die Verlängerungen EO , BO zw]

mittlere Proportionallinien zwifchen den Sehnen AS,

* V. 5. D £ *•

Auch folgt aus jenen Gleichheiten , dafs

AB ? AB ■EO BO _ AB ' . . . ,-l
_ = — X — x — — — ift dafs mithin m
EO ^ EO BO DE DE

verhält AB : DE = AB3 : E03.

Anmerkung . Wäre es ,a1fo nur möglich 2wey gegehn«

grade Linien AB, DC fo in einen Kreis als Sehnen zu leg«5,

dals die Rechtecke aus denfelben, den Rechtecken aus ihren Ver¬

längerungen bis zu ihrem Durchfchnittspunkte gleich wären; fo

hätte man die Aufgabe, xn m/ey gegebnen Linien AB> DE **e"
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irfcrcVroportionallinien ex finden , und zugleich auch das be¬

rateDtlifche Problem von der Verdopplung des Kuhn aufgelöft»

Dn man fände auf diefe Art eine grade Linie EO, deren Kubus

i\Kubus von AB des Verhältnifs zwey beliebiger Linien DE : AB

h,:!,. indem wir in der Streometrie fehn werden , dafs dieWür-

faweyer Linien fich wie die .dritten Potenzen der Zahlausdrü-

cldiefer Linien verhalten , grade fo wie die Quadrate im Ver-

liiifs der zweyten Potenzen dieferZahlausdrücke itchn . Auf

je Aufgabe hat Vieta (Opera p. 342) diefes berühmte Problem

Uckgeführt, doch auf einen langwierigeren und weniger ele-

gien Wege , als es hier ,gefchehn ift.

Allein zwey grade Linien auf die geforderte Art einem Kreis

ihfehreiben , ift eint Forderung , welche die Kräfte der Elemcn-

tmmetrie überfteigt. Diefes läfst fich nicht durch grade Linie

jtt Kveis allein , fondern nur durch Hülfe der Kegelfchnitte oder

»nei Curven wiffenfehaftlich bewerkftelligen . und zwar ausähn-

fcn Gründen ", aus denen wir die Unmöglichkeit auf diefem

\\ z einen Bogen qder Winkel in drey gleiche Theilejzu thei-

Icideducirt haben *. Mechanifche Verfahren und Inftrumente

iiss zu bewerkstelligen , laffen fich indes mehrere erdenken.

Noch einige andre Wege , diefes Problem aufzulösen , findet

U in den Bemerkungen zu diefem Werke.

Z u fa ti V. «) iß in einem Dreyeck ABC, aus der Fig

tyze nach irgend einem PunkteG in der Grundlinie

u >rade Linie AG gezogen, und man nimmt in einem der

kenkel, z. B. in AB, einen Punkt E fo , dafs ßch verhält

h.AE = BG x CG: AG2, und zieht GE ; fo iß allemal

ät.Winkel AGE, gleich dem Winkel ACG des gegebnen

üiyecks. Denn zieht man durch B eine Parallellinie

i EG, welche die verlängerte Linie AG im Punkte

Furchfeh neidet , fo theilen die beyden Paralleüinieii
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* 7' EG , BF die Schenkel des Winkels A proportional,
*3 - fodals fich verhältBE : AE = FG : AG = FG X AG: AG-.

Die VerhältnitTe der Rechtecke , BG X CG,' : AG2 ul
FG X AG : AG2 find alfo demfelben Verhältnifs , BE : A,
mithin untereinander gleich , .daher auch die Rechtece

* v - * BG X CG und FG X AG gleich feyn muffen *. Da üb-
dem BC und AF grade Linien lind , die fich imPunle
G fchneiden , fo liegen die vier Punkte A , B , F , Gj

4-) einer Kreislinie * , und da in diel 'er die Winkel F ud
*Il23Zi c über derfelben Sehne AB ftehn , fo find fie gleich 1,
"USai . alfo Z_ F = AGE * = C

ß) Iß Ag nach einem Punkt in der v erlättgertn
Grundlinie gezogen , und man nimmt auf der Verlauf-
rang des Schenkels AB einem Punkt e fo , dafs ßchverUt
Be : Ae = Bg x Cg :Ag- , und zieht ge , fo iß , je nachaa
t auf der Verlängerung über A oder über B hinaus litt,
der Winkel Age dem Winkel ACg , oder deffen Nebenwitsl
ACB gleich . Denn vermöge derfelben Gründe fill,
wenn man die vorige Conflruction wiederholt , .ie
Rechtecke Bg X Cg und Ag X fg gleich , mithin A,B,
C , f Punkte irt einer Kreislinie , nur dafs die Winel
ACB und f = Age im erften Fall einander , gegenüler,
im xweyten hingegen auf derfelben Sehne AB ftan,
und daher f im erften Fall dem Nebenwinkel on

* II. 17. ACB * , d . h. ACg , im zweyten aber dem Winkel A)ß
felbft gleich ift . Diefe Lage des Punktes e rieftet
fich aber danach , ob das Rechteck Bg x Cg größer der
kleiner als Ag% iß . Im erden Fall mufs der Punkt 11»
der Verlängerung über A , im zweyten in , der Verän>
gerung über B hinaus liegen.
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«/) Durch die umgekehrte Schlufsfolge erhellt aucfc

itr umgekehrte Satz , daß falls man GE oder ge fo zieht%

iafs der Winkel AGE = AGG oder L Age im erflen Fal 1

\ sä ACg, im [zvoeyten = ACB iß , fich, allemal verhält

EE:AE = BGxCG : AG* oder Be : Ae = Bg x Cg : Agi.

Diefe Ausfegen, eigentlich Zufätze zu Lehrfatz 20 , find in

1 SimfinsWiederherftellung von Apollonia) ebnen Oertarn , de

yveyten Buchs drittes Lemma.

[LEHRSATZ 23 . ]

Wenn zwey Sehnen fich unter rechten Winkeln Fig- 6«i

durchfchneiden , fo ßnd ßets die Quadrate aus deh

vier Abßhnitten zufammengenommen dem Quadrat

des Durchniefjers gleich

Durchfchneiden fich beyde Sehnen im 'Mittelpunkte,

fo find fie Durchmeffer , mithin die vier Abfchnitte

Halbrneffer . Durchfchneiden fie fich rechtwinklig in

einem Ptmüe des Umfangs , fo bilden fie einen Winkel

der auf einem Halbkreife fleht * , , und folglich mit dem •n .,^

Durchmeffer als Hypotenufe ein rechtwinkliges Drey-

eck *. In diefen beyden Fällen liegt die Wahrheit

des Satzes aus Lehrfatz 4 , Zufatz 3. und durch den Py-

thagoreifchen Lehrfatz * am Tage , • tt

Durchfchneiden fich hingegen die beyden Sehnen

AB, DE recht -winklig in einem Punkte F , der entweder

innerhalb oder außerhalb des Kreifes liegt , fo verbinde

man ihre Endpunkte durch grade Linien AE , DB , uni

liehe durch einen derfelben einen Durchmeiler DCG.
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Im erßea Fall , wenn F im Kreife liegt , hat der
Winkel DFB zu feinem Maafse die halbe Summe der

25- Bogen DB , AE *, welche feine Schenkel umfpanncn,
Da er nun als ein rechter Winkel den vierten Theil der
Kreislinie zu feinem Maafse hat , fo müffen die Bogen
DB 4 -AE dem Halbkreife , folglich dem Bogen DB+
BG gleich feyn . Mithin find die Bogen AE und BGi
alfo auch ihre Sehnen , untereinander gleich , lieber:
dem ift , wenn man BG zieht , DBG ein Dreyeck im
Halbkreife , folglich rechtwinklig . Es ift alfo vermö¬
ge des Pythagoreifchen Lehrfatzes in den drey recht¬
winkligen Dreyecken AFE , DFB , DBG , erftens BQ
0= A£2= AF2+ FE*, zweytensDB2 = DF2-f FB2,und
drittens DG2 = BG2+ DB2, folglich DG2= AF 2+ FE 1
-fDF 2+ Fß2 . (Greg. III . 77)

Im ziveyten Fall , wenn F aufserkalb des Kreif«
Hegt , hat der Rechte Winkel F zu feinem Maafse den
halben Unterfchied der Heyden Bogen BMD —AE, die

. Sj , feine Schenkel umfpannen * , daher der Unterfchied
-diefer Bogen dem Halbkreife BMD — BG , mithin AE
s= BG feyn mufs . Alles übrige ift wie im vorigen Fall,
Auch hier haben wir wieder drey rechtwinklige Drey-
ecke AFE , BFD , GBD, und aus der Anwendung des
Pythagoreifchen Lehrfatzes auffie , folgt eben fo wie
vorhin,

DG2= AF? -f BF2-f DF2-f EF2;
fo dafs alfo in allen Fällen die Quadrate der ahge-
fchnittnen Stücke zufammengenommen dem Quadrat
des Durchmeffers gleich find.
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Z u f a t z l . Zieht man , falls beyde Sehnen fich im
greife rechtwinklig durchfchneiden , noch AD und EB , ßt

J find in dem Viereck AU ED die Quadrate von je zxvey der ge-
lenüberßehenden Seiten zufammengenommen untereinander,
tmd',mit dem Quadrat des Durchmeffers von gleicher Gröfse,

< AD2-̂ -EB2 :=AE ^ ~̂ DE2r = DC2 , indem fie vermöge
des Pythagoreifchen Lehrfatzes den Quadraten aus den
vier Abfchnitten der Sehnen , die fich in F rechtwinklig
durchfchneiden , gleich find . Der Inhalt des Vierecks

AEBD ifi gleich \ Aß X DE * , oder wie wir im fol - * ?>
gendenBuche fehn werden , vermöge des Ptolemäifchen

Lehrfatzes gleich f AD X EB -f f AE x BD . ( Greg.
Hl. 75 . 76 .X — Liegt der Durcbßhnittspunkt F aufser-
balb des Kreifes, fo durchfchneiden fich zwar die Linien
AD , BE , und bilden mit AE , BD kein Viereck , aber
dem ungeachtet gilt auch von ihren Quadraten diefeir
Zufatz.

£ufatz II . Eine Sehne FG , welche mehrere paral - Fig«$i.
'hie Sehnen DE rechtwinklig in den Punkten H, und den mh
ihnen parallelen Durchmeffer AB im Punkte K dttrchfchnei-
det , theilt jede derfelben fo ein , daj 's DH X HE -j- Hh '2
flets von einerley Gröfse , und zwar dem Rechteck AK x KU
gleich iß . Denn da der Durchmeffer AB die Sehne FG,

die auf ihn fenkrecht fleht , im Punkte K halbirt * , * n j,
und diefe von jedi .r der parallelen Sehnen in einem
Punkte H ungleich getheilt wird ; fo ifl ftetsGHxHF
= KF2 -KH 2*,und zugleich GH X HF = DH X HE *, , „ £

1 fo wie KF2 = AK x KB * , folglich DH x HE = AK x * 22, *
RB - KH 2 und DH x HE -j- KH 2 = AK X KB. (Greg . * ^ sl
1II. 7J) .
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[LEHRSATZ 24 .]

jg. 6s. Wenn man auf dem Durchfneßbr AB eines Kni¬

fes , oder aufcleJJ 'en Verlängerung , in einem willkührli-

'ekelt Punkte D oder d ein Perpendikel errichtet , md

zieht von dem einen lindpunkte des Durchmeffers z.B.

von A aus , grade Linien , welche die Kreislinie in

Punkten F, das Perpendikel in Punkten G oderg durch-

fchneiden , fo find die Rechtecke aus je zwey Abfclmit-

ten AFund AG gleich dem Rechtecke aus dem Durch-

tneßer AB und dem Abfchnitt AD dejjelben, der am

Punkte A anliegt , und jene Rechtecke find insgt-

'Jamntt untereinander gleich.

Man liehe FB , fo ift der Winkel AFB ein Win¬

kel int Halbkreife , mithin ein rechter , und fo auch

fein Nebenwinkel BFg . Ueberdem find die Winkel

bey D und d , der Vorausfetzung gema'fs rechte.

Für Perpendikel welche auf dem Durchmejftr felißf

oder auf deffen Verlängerung über B hinaus auffiel™,

lind daher die beyden Winkel D und F oder d undF,

aufanimengenomrnen zwey rechten gleich , daher fick

um das Viereck BDGF oder BdgF ein Kreis befchreibtn

*H- 27' läfst * , worin F.G, BD oder gF , dB Sehnen find, die

fich verlängert im Punkte A - durchfehneiden , daher

ikts AF x AG = AB x AD , fo wie AF x Ag —ABX

7* c'**Ad ift *•'

Für Perpendikel , welche auf der VerYangtrunî

Durckn/rffers über A hinaus errichtet find , Hehn!<"'

Schenkel der rechten Winkel bey F und d' über der-

felben Grundlinie Bg' , daher auch in die fem f ^ Bl
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P ) d' , g' Punkte in einer Kreislinie * , und F'g' , Bd.' * II,S
Sehnen find , die fich jetzt aber innerhalb des Kreifes
im Punkte A durchfchneiden , fo dafs auch für diefen

Fall ftets AF ' x Ag' — AB x Ad ' ift.

Für ein Perpendikel , welches im Endpunkte des
DutcbmejfersB . auffleht , und daher zugleich eine Tan¬
gente des Kreifeiiß , ift A7 x -)'F = 7B2* , überdem A72 " 33.
= 7B2 AB2, folglich auch , wenn man Gleiches von
Gleichem abzieht , Ay x AF = AB2 *. * £.

Wo alfo auch auf dem Durchmefler oder auf def-

fen Verlängerung , das :Perpendikel aufftehe , und wie
man auch aus dem Punkte A grade "Linien nach dem
Kreife und dem Perpendikel gezogen haben möge , im¬
mer Ift das Rechteck aus den beyden Abfchnitten einer
folchen Linie AF , oder Ag , oder F'g , demRechteck
AB X AD , oder AB X Ad etc . gleich , daher auch bey
demselben Kreife und für daffelbe Perpendikel (für die
AB und AD von gegebner und unveränderlicher Grö.
fse find ) jene Rechtecke AF x AG etc. insgefammt unter
einander gleich feyn muffen.

Folgerung 1. Steht das Perpendikel auf dem
Durchmeffer felbß auf , fo durchfehneidet es die Kreis¬
linie in irgend einem Punkte E , und dann ift AE2 =
AB x AD *. Mithin iß in diefem Fall jedes der Reclzt-
tcke AFx AG = /4£2 , und folglich die Sehne AE die min.
Jen Proportionallinie zwifeben je ztoey Abjchnitten AF und
AG; welches eine artige Verallgemeinerung der Aus-
fage in Lehrfatz 22 Zufatz I ift . Wenn man folglich

durch den einen Endpunkt irgend einer Selm AE einen
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Durehni 'Jfer , und durch den andern ein Perpendikel uj

diefem Durchmeffer zieht , fo iß die Sehne AE die mittlen

ProportwnaUinie zwifchen jeder andern Sehne, die äurcl

den Punkt A gebt , und dem an A anliegenden Stück dtt-

felben , das durch den Perpendikel abgefchnitten wiri

(Hugeaü Horol . Ofciliat . p . 49 . Edit . 1673O

*ig 63. K) Befchreibt man mit ÄE um A einen Kreis,

welcher die Linien AF in Punkten H durchfehneidet;

fo find folglich auf ihnen allen von A aus drey ftetig

proportionale Stücke AG , AH , AF abgefchnitten , da

AE 2 ss AH 2 = AG y AF ift . ( Greg . III . 39 .)

*%<«». ß ) Zieht man FE , fo entlieht ein Dreyeck FEG,

aus detfen Spitze nach der verlängerten Grundlinie,

•eine grade Linie EA fo gezogen ift , dafs EA2 = .-GA

X FA ift . Folglich verhält iich ftets GE * : FE2 = GA

*ao.;z.5 : FA *.

Folgerung 2- Verlängert man ' eine Sehne AF,

bis fie in 7 die Tangente durchfehneidet , welche den

Kreis im entgegengefetzten Endpunkte des Durch-

meflets durch A berührt ; fo ift allemal der Durchme§«

die mittlere Proportionallinie zwifeben der Sehne AF

der verlängerten Sehne 4g , weil nach unferm Be*"'s

AF X Ar % AB 2 ift . Fällt man von F auf dielen

Durchmeffer das Perpendikel FS, fo ift überdem AP-

♦aj.Z.i . Ab X A£*,und es verhält (ich daher AS : A7 = AF:A»

= AB ; Ar , oäsv AFund AB find zwey mittlere Proport»

nollinien zwifeben AS und Ay ; ein Satz worauf fichm('

«hanifche Vorrichtungen gründen lallen, -um vi ^
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gegebnen Linien zwey mittlere ProportionalÜmen zu

finden* (Greg . III . 17.) *2i -Z4»

Folgerung 3. Wenn man durch einen gegebne»

PunktA willkührlich grade Linien zieht , und auf diefe»

avey Punkte F und G fo nimmt , daß ein Rechteck aus den

Abfcbnitten AF , AG fiets einerky Fläcbenraum , z. B. dem

gegebnen Räume S gleich iß ; fo muß 1) falls der geo-
metrifche Ort des einen diefer Punkte G eine grade

Linie EE von gegebner Lage iß , der geometrifche Ort

des zweyten Punktes F eine Kreislinie von gegebner

Große und Lage feyn : und 2) falls umgekehrt der Ort des

Punkts Feine gegebne Kr eislinie iß , die durcb den

gegebnen Punkt A geht , der geometrifche Ort des
zweyten Punktes G eine grade Linie von gegebner Lage

jeyn. _ Man falle nemlich in Fall 1 von A auf die ge¬

gebne Linie EE ' ein Perpendikel AD , verwandle den

gegebnen Raum S in ein Rechteck über AD , und neh¬
me auf AD oder deffen Verlängerung , AB gleich der

Höhe diefes Rechtecks , fo dafs AD X AB = S wird,
und befchreibe dann um AB als Durchmeffer eine Kreis¬

linie; fo , behaupte ich , ift diefe der geometrifche Ort

der Endpunkte F . Denn erftens wird diefe Kreislinie

von jeder Linie die durch den Punkt A geht , die ein-

lige Tangente ?AK ausgenommen , in A und einem

iweyten PunkteFdurchfchnitten * ; die Tangente aber *;n .'J2t

fleht auf dem Durchmeffer AB fenkrecht * , läuft folg - »^ ,

lieh mit der gegebnen Linie EE' parallel ! * , und jede * j '
andre Linie durch A durchfehneidet nothwendig auch
EE' in irgend einem Punkte G , weil fonft durch einen

?«nktA mit einer gegebnen Linie EE' verfehiedn*
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*l2 4-z ~Parallellinien möglich wären *. Zweytens ift furjerJt
durchfchneidende Linie nachunferm Lehrfatz AFxAG

== AD X AB = S weshalb alle Punkte F der fo be-

i 'chriebnen Kreislinie die verlangte Eigenfchaft haben,
aber kein Punkt aufserhalb derfelben . — Verwandelt

man umgekehrt in [Fall 2 den gegebnen Raum S in ei«

Rechteck über dem Durchmeffer AB , nimmt AD,der

Höhe diefes Rechtecks gleich , und errichtet durchD

auf AB ein Perpendikel EE ' ; fo ift diefes der Ort der

Punkte G , grade aus denfelben Gründen . In dieftai

Fall darf man jedoch die Beftimmu/ig nicht JÜberfehn,

dafs der gegebne Punkt A in der gegebnen Kreislinie Ufa

fall . Denn ift diefes nicht der Fall , und liegt er inner¬

halb desKreifes , fo werden wir in der Folge fehn, dafs

derOrt j,der Punkte G keine grade Linie , fondern gleich

r-r r falls eine Kreislinie ift *.
L-1.24t -l
Anm.

Dieftr intereffante Satz wird in Apollonias ebwn Cm««

I . g und 9 Fall 1. folgendermafsen ausgedrückt : „ Wenn<«'

einem gegebnen Punkte A , auf einer graden Linie zwey Sri*

AF , AG abgefchmtten werden , welche ein gegebnes Reckteci
enthalten , und der Endpunkt des einen Stücks G eine derW

nach gegebne grade Linie EE' berührt , fo berührt der Endpunkt

F des andern Stücks einen der Lage nach gegebnen Umkreii;

ein Ausdruck der keine Nacachmung verdient . Die Analyfe1*1

Simfon in Fall 1 läuft darauf hinaus , dafs wenn G ein Punk»1

der gegebnen Linie EE' ift , und es foll AF x AG == c

»22, fc^ x. AB feyn , F , G , D , B Punkte in einer Kreislinie *, folä'»-1

wenn man FB zieht , die Winkel bey F undD gleich , und<M

ein rechter ift , auch bey F ftets rechte Winkel feyn muffen, |

der folcher Winkel fleht aber auf der gegebnen Linie AB, ^ '
•»»ich "ift der Orr der Punkte F eine Kreislinie üb «rAB als
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rfer beschrieben' \ Die Analyfis in Fall s jiegt am Tage. — 36,
Mehrere anajoge Sätze, findet man im nächßen Buche.

Zufatz I . k ) Nimmt man dagegen auf jeder^ lP ^ *
Sf/i» ? ^ F , aus einem gegebnen Punkte A im Umfan.
{eeines gegebnen Kreifss gezogen wird , einen Punkt G fo ,
iltifs das Rechteck aus den beyden Abfchnitten einem gegeb¬
en unveränderlichen Raum gleich iß , AG x GF = S ; f»
iß der geometrifche Ort der Punkte G , eine
Kreislinie , welche mit der gegebnen concentrifih iß.
Denn ift G ein Punkt von der bedungenen BefcharFen-
lieit, und man zieht durch ihn einen Durchmefler HI,
fo ift erftens AG X GF = HG x Gl * , und zweytens . *
weil der Durchmefler in C gleich und in G ungleich
gethelit ift , HG x Gl = CI * — CG2 *. Mithin mufs 'u .Us.
AG xGF = S = CI * — CG 2 oderCG 2 = CI 2— S leyn.
Nun aber ift der Kreis , alfo auch das Quadrat über def»
fen Halbmefter , CP , mithin auch CG gegeben und un¬
veränderlich , und daher der Ort der Punkte G eine
Kreislinie , die mit der Seite eines Quadrats = Cl 2— S
s/sHalbmeffer, um den MittelpunktG befchrieben wird.
Der Ort ift unmöglich , wenn S < CI 2ift ; da in derThat

jedes Rechteck aus den beyden Abfchnitten einer Seh¬

ne kleiner als das Quadrat des .Halbmeffers feyn
mufs *. , _•ju .Z.i,

ß ) Nimmt man auf den Verlängerung e » der
Sehnen AF , welche ans dem Punkte A in einer gegebnen
Inislinie gezogen find , Punkte g fo , dafs die Rechtecke
AgXgF =z S find , und zieht von g durch den Mittel,

Punkt gH' ; fo ift erftens Ag x gF= H'g x gl' *» S, *ss. 2,
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■V zweytens H 'g X gl ' == Cg2 — CI' 2 * , folglich Cf =

S -f CI' 2, alfo wiederum der Ort der Punkte g eine mit

der gegebnen concentrifcbe Kreislinie , deren Halimtfer

in diefem Fall die Seite eines Quadrats S -f CI2 ift,und

die alfo den gegebnen Kreis einfchliefsr.

Diefe brauchbaren Oerrer , werden bey Apollonius nick

ausdrücklich aufgeführt. Man fieht leicht , dafs der letztere On

auch für den Fall gilt , wenn g auf der Verlängerung der Sehn;

über A hinaus liegt , und Ag' Xg' F = S ift.

Z u f a t z II . k) Da für jedes Perpendikel auf dem

Durchmeffer AB oder auf deffen Verlängerung , erlttns

nach dem Pythagoreifchen Lehrfatze AG a =AD2+

GD 2* » oder AG X AG = AD x AD + GD 2 unchwef

tens nach unferm jetzigen Lehrfatze AG X AF —ADx

AB ift ; fo mufs , wenn man Gleiches von Gleichem

abzieht , auch , falls G im Kreiß liegt , alfo AF > AGiil,

a q x GF = AD xDBx GD2 feyn ,falls hingegen ^ wj«t-

halb des Kreifes liegt , alfo AF < Ag ift , AgXgF ^ gä̂ J

xdB , wo das obere Zeichen gilt , wenn d aufserhalbd«

Kreifes liegt , das untere , wenn d noch im Kreifefa'l

.indem in diefem letztern Fall Ad 2 um das Rechtecke

X dB kleiner als Ad x AB , folglich diefes Rechteck

noch von gd 2 abzuziehn ift.
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tintreZeichen gilt , je nachdem d aufserbalb oder inner,
halb des Kreiies liegt.

7 ) Zieht man daher von irgend einem Punkte g au¬
ßerhalb des Kreifes ein Perpendikel gd nac ]i einem be¬
liebigen Durchmeffer AB oder nach deffen Verlänge¬
rung , und zugleich irgend eine den Kreis in H und I
duichfchneidende Linie ; fo ift immer , falls das Per¬
pendikel gd auf d«m Durhmeffer felbfl : auffleht , alfo d
im Kreile liegt , od * — Ad X dB = Ag x gF = Hg X
gl *, falls hingegen das Perpendikel gd auf der Verlän¬
gerung des Durchmeffers aüffteht , gd 2 Ad X dB
= AgxgF = HgXgI . (Greg . III . 87 .) —- Ift G ein
hinkt im Kreife , fo iit AD V DB ~ - GD2 = AG x GF =
Hg x gl . (Apollonius ebne Oerter lt . 8- 9 « Zu Q

[LE HRSATZ 25 .]

Wenn man durch einen beliebigen Punkt M einerFig. Sj,
Sehne AH, oder durch irgend einen Punkt m in de.
ren Verlängerung, eine grade Linie MD oder und pa¬
rallel mit der Tangente AK, welche durch den einen
EndpunktA die/er Sehne geht, zieht, fo werden auf
jeder andern graden Linie, welche durch den Punkt
Ageht, und daher den Kreis in einem zweytenPunk¬
teF, die Linie MD oder md hingegen in Punkten
Goderg durchfchneidet*, zwey Stücke AF und AG*j4.f.| .
oierAgfo abgefchnitten, dafs die Rechtecke AFX.AG
insgefammt dem Rechteck AH X AM, und daher auch
untereinander gleich find.

Bb
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Denn ift AB derDurchmeffer , der durch den End¬

punkt A der gegebnen Sehne AH geht , fo fleht die

Tangente AK , und allb auch jede der Linien MD und

md , welche mit ihr parallel laufen , auf dem Durchmef-

*H . 12, fer AB , oder deffen Verlängerung fenkrecht *, Die

graden Linien , welche durch den Punkt A gezogen

werden , durchfehneiden folglich ein Iblciies Perpen¬

dikel MD , wo es auch auf dem Durchmefier , oder

delTen Verlängerung auffteht , und durch welchen Punkt

der Sehne A oder deren Verlängerung es folglich gellt,

ftets fo , dafs die Rechteck AF X AG insgefammt unter¬

einander , alfo auch insgefammt dem Rechteck AHX

* 24, AM gleich find * , fo wie die Rechtecke AF X Ag alle
untereinander und mit dem Rechteck AH X Arn gleiche

Grofse haben,

Diefe Verallgemeinerung des vorigen Lehrfatzcs, U6t fiel
auch leicht durch eine ähnliche.Schlufsfolge, wie jener,
aus der Lehre von der Aehnlichkeit der Dreyecke beweifen. Dl
der Winkel , den eine Tangente mit einer Sehne mach!, &
durch den Berührungspunkt geht , den Winkeln in den entgegen-

gefetzt liegenden Kreisabfchnitten, z. B. KAm' den Winkeln i'
Abfchnitt AUH, undKAHden Winkeln im Abi'chnitt ABK, »-W
itt ; fo läfsc fich die Lage der Linien MD auch dadurch bell»
men , dafs fie die Sehne unter Winkeln durchfebueiden, **r
den Winkeln in den entgegen gefetzt liegenden Kreisabfchniu®
gleich find , und fo drückt Greg, a St. Vinc, III. 73 dielen Sitz

■t ' -i flUSi ' ■ :- »J. . - V, ' 1 : ■-.

Folgerung , j . Werden von einem gegebnen Punk¬

te: A aus, ivUlkührlich grade Linien gezogen , und auf jei»

derj 'elben von diejetn Punkte an zivey Abfi/mitte Af <"»

•̂ G, fo genommen.) dafs , (wenn man von den Punkten Gtütf
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l ati

wgegebnen Linie Q̂ Parallellinien zieht , und dieje eine
dtr Grüße und Lage nach gegebne grade Linie AH entweder
[elbft, oder deren Verlängerung über Hhinaus , in Punkten
M. durchschneiden̂ ) immer das Rechteck AFx AG = AH x
AMißi fo iß der ge om et ri [ che Ort der Punkte
F eine der Lage und Gröfse nach gegebne Kreislinie,

Denn zieht man durch »den gegebnen Punkt A >
parallel mit der gegebnen Linie Q , die Linie Kk , und
befchreibt zu diefer Linie als Tangente und über AH
als Sehne einen Kreis ; fo hat , unferm Lehrfatz zu Folge,
diefe Kreislinie die Eigenfchaft , dafs wenn man aus
A irgend cineSehneAF . und aus irgend einem Punk¬
te G auf ihr , oder auf ihrer Verlängerung , parallel
mit der Tangente die Linie GM zieht , AF X AG =
AH X AM ift . Folglich thut jeder Punkt Fdiefer Kreis¬
linie unlrer Bedingung genüge . Hingegen kein Punkt
P , der nicht in ihr , und doch mit ihr zu einerley Seite
der Tangente Kk liegt , weil fonft lowohl AG X AP
als auch AG X AF gleich AM x AH , Und doch AP
gröfser oder kleiner als AF feyn mülste ", welches un¬
möglich ift.

Verlängert man AH über A hinaus , auf die entgegen-
gefetzte Seite derTangente Kk , nimmt AH ' gleich AH,
und auch hier auf die durch A gezognen Linien zwey
Abfchnitte AF , AG fo , dafs Parallellinien GM mit der
Tangente Kk gezogen , auf AH ' LinienAM ' fo abfehnei.
den, dafs AF X AG = aH ' x AM ' ift ; fo mufs .der Ort
der Punkte F ebenfalls eine über AH ' als ;Sehne zu Kk
als Tangente befchriebne Kreislinie feyn ; welche folg¬
lich mit der erftera gleich ift , fich mit ihr iui Punkte

Bb 2
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A berührt , und deren Mittelpunkt mit dem der erftaa

zu entgegerigefetzten Seiten der Linie HH ' liegt, •

Deshalb ift es einerley ob die Abfchnitte AF und

AG auf einerley , oder zu verfchiedner Seite des PimktttA
genommen werden . Immer find zwey gleiche im
Punkte Afich berührende Kreislinien , von der enväk
ten Befchaffenheit , der Ort Punkte F . Auf diel'elkt

Art gilt der Ort in Lehrfatz 24 Folg . 3 auch für den
Fall , wenn AF und AG Abfchnitte einer gradenLini«
find , die zu entgegengesetzten Seiten des Punktes A Hfl

Uebrigens bleibt der Ort der Punkte G unter unfrei' ge¬
wärtigen Vorausfetzung gänzlich unbeftimmt, da G jeden Punkt
in jeder Sehne AF bedeutet. Kömmt aber eine zweyte Bedin¬
gung hinzu , fo wird dadurch auch der Ort der PunkteGbs-
ltimmt. Noch einen andern Beweis für die Ausfege in dief«
Folgerung findet man in ? ufatz. x.

Folgerung . 2. Durchfchneidet die Linie MD
die Kreislinie in irgend einem Punkte E , und mm

zieht AE , fo fallen die Punkte FundG beyde inE*
fammen , und es ift AE 2 = AM X AH . — Zieht mm

durch H eine Parallellinie mit der Tangente AK, &
fallen die Punkte M und H zufammen , und es i&M
X A*t ==AH 2. Man findet alfo zu -zwey gegebnen SAu
AH , AE , oder AF , AH , die von demfelben PunkteA"1
gezogen find , die dritte Proportionallinie AM oder Mi
wenn man durch den zweyten Endpunkt der Sehtie, wel¬

che die mittlere Proportionallinie feyn foll , eine Päd
lellinie mit der Tangente durch den Punkt A zielii.

Fig, 65. Folgerung 3. Zieht man von den beyden End'
punkten einer Sehne AH nach irgsnd einem Punkte im
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Kieife grade Linien AE , HE , und parallel mit den

Tangenten durch die Endpunkte der Sehne die Linien
EM, EN , fo ift alfo AE 2== AH X AM und HE 2 = AH X

HN. Daraus folgt
« ) dafs fich verhält AE 2: HE 2 = AM : HN und,

wenn man diefe gleichen Verhä 'ltniffe beyde mit dem * y _ gt
Verhältnifs AE : HE zufammenfetzt * , AEi ? HE3 —
AMX AE : HN X HE . Diefe Rechtecke ftehn alfo im

dreyfachen Verhältniffe der Sehnen AE , HE ; eine
Ausfage, denen inLehrfatz 22 , Zufatz I analog . (Greg.

III. 93 . )
ß ) Da im Dreyeck HEM aus der Spitze E nach

der verlängerten Grundlinie eine grade Linie EA geht,
deren Quadrat gleich ift dem Rechteck aus de'n Ab-
fchnitten HA , MA auf der verlängerten Grundlinie,
AE2 = HAxMA ; fo müden fich die Quadrate über
den Schenkeln diefes Dreyecks, ' wie die Abfchnitte
verhalten , oder HE 2: ME 2 = HA : MA * , undaus den - "ao.Z.y.

fclben Gründen AE 2:NE 2= AH !:' NH . Folglich Ver¬
kält fich auch erfiens HE 2 : ME 2 = HA X LN : MA

X HN *» Nun aber ift dem obigen zu Folge HE 2 = '3 . f, r.
HAx HN , alfo mufs auch ME 2 = MA x HN feyn * , * V. 6.
und aus ähnlichen Gründen NE 2= NH X AM , mithin

ME2 = NE 2. Die beyde» mit den Tangenten parallel ge¬
zognen Linien EM , EN find alfo ßets von gleicher Länge,
und febneiden von der Sehne zwey Stücke AM , HN fo ab
dafs ME*= NE * = AM x HN iß , ( ein Satz den Clai
raat als zwölfjähriger Knabe gefunden haben foll;

Krafft Inftit . geom . fubl . §. 105.)
7) Ift zsveytens , zu Folge der erften Proportioa

«iß , HEa : ME2"= HA : MA ; fo verhält fich auch

;
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#J . f, i - HE 2 :ME 2 = HA 2 : HA x MA * oder , da Folgerung j
gemäfs HAxMA = A£ 2 ift , HE 2 : ME 2 = HA 2:AEJ,
Folglich find auch die Seiten , diefer Quadrate propor-

*4 -f- 3- tional HE : ME — HA : AE *, und mithin iftAEx HE
= AH X EM . Folglich muß in jedem Dreyeck , welch
eurem Kreiß eingeßhrieben ift , vcenn man von der Spitu
nach der Grundlinie eine PardllelUnie EM mit einer derlm>
genten durch die Endpunkte der Grundlinie zieht, das Rick,
eck aus den beyden Schenkeln AE,HE gleich fcyn dem Reck-
eck aus der Grundlinie AH in diefe ParalleUinie Eil
{Greg, III . 70 .)

Fig. 66. ^ -j zieht man hingegen in einem Dreyeck ', mich
dem Kreiß eingefchrieben ift , aus der Spitze E , durch dm
Punkt 0 , der in der Mitte der Grundlinie AH liegt, li*

* >7- Sehne EOF , fo .ift AE 2 r-J- EH 2= 2 AO 2 -f - 2 EO2*, oder,
da AO 2 = AO x OH = EO x OF *, und EO X OF + E01
— EO x EF ift , ftetsAEi + EH * = 2EO x EFt

Fig. 67. Folgerung 4. Wenn eine grade Linie AHderGröjit
und Lage nach gegeben ift , und grade Linien MN , mich
auf AH oder auf deren Verlängerung über H binam in
Punkten M aufftebn , und mit einer gegebnen Linie panU
laufen , werden jede von einer aus dem Punkte A gezognen
graden Linie , fb in einem Punkte E durchfehnitten , äfi
das Quadrat über AE, dem Rechteck aus den Linien Ah «d
AM gleich ift , AE2 = AH x AM ; ß ift der Ortdtt
Vurchfcknittspunkte E fiets eine Kreislini 1
van gegebner Lage und Größe . Und zwar eine Kreisli¬
nie , die man findet , wenn man mit der gegebnen Li¬
nie Q , durch den gegebnen .Punkt A eine Paraliellii"'e
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Kk zieht , und dann über der gegebnen Linie AH , als
Sehne, einen Kreis befchreibt , den Kk im Punkte A

berührt *. Denn nach Folgerung 2, hat jeder Punkt E in *
diefer Kreislinie die Eigenfchaft , daß ' .wenn man AE -,

und parallel mit der Tangente durch A , EM zieht,
AE2=AH X AMift : und kein Punkt F , der nicht in der

Kreislinie liegt , kann diefe Eigenfchaft haben , weil
ibnft entweder eine grade Linie den Kreis in drey
Punkten E , F , E durchfehneiden , oder es eine Sehne
geben müfste , die grö'fser als der Durehmeffer wäre , 1

Nimmt man auch auf der Verlängerung der ge¬
gebnen Linie AH über A hinaus folche Parallellinien,
fo wird für diefe der Ort der Durchfchnittspunkte E'
eine der vorigen ! gleiche Kreislinie , welche jene im
Punkte A fo berührt , dafs die Mittelpunkte und die

gleichen Abfchnitte zu entgegengefetzten Seiten der
verlängerten Linie ;AH Hegen.

Apollonius ebne Oerter II . Fall 1. Simfons Analyfis führt
dort den Beweis diefes Orts noch auf andre Sätze zurück. Ge¬
fetzt nemlich E' fey einfolcher Punkt , für welchen AE' z __ AH'
X AM' ift , fo muis , wenn man durch die drey Punkte E' , H' ,
M' einen Kreis befchreibt, AE' diefen Kreis im PunkteE ' berüh¬
ren *; folglich, wenn man E'H' zieht , der Winkel AE'H' , ♦
dem Winkel AM'E' , gleich feyn *« Nun find für alle Parallel- »
linienM'E' , die äufsern Winkel AM'E' zu einerley Seite der Li¬
nie AH' , von gleicher gegebner Gröfse, nemlich gleich KAH
cderkAH, mithin auch der Winkel AE'H' von gegebner, un¬
veränderlicher Gröfse. Ieder der Durchfchnittspunkte E' ift alfo
die!Spitze eines Dreyecks AE'H' welches über der gegebnen
unveränderlichen Grundlinie AH' fteht , und deffen Winkel an
det Spitze E' , gleichfalls von gegebner LGrüfsejjft , liegt mithin
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im Bogen, entweder, desKreisabfchnitts über AH' , welcher de»
gegebnen Winkel KAH fafst , oder des Kreisabfchnitts unter AH'
der den Nebenwinkel kAH fafst , mithin in einem Kreife, den
inan findet , wenn man über AH als Sehne und zu Kit als Tan.
gente , einen Kreis befchreibt.

f ig- 6t . Z u f a 11 I . Bleibt alles , wie im vorigen Fall , mit
mit dem Unterfchied , daß die Linien aus dem Pmitt
A gezogen , die parallelen Linien MN fo in Punkten E durcl
fchneiden , daß entweder i ) das Quadrat über AE um einengt-
gebfiep Raum S größer oder kleiner als das Reckteck aus dm
Abfcknitteu AH , AM iß , AE* = AH x AM ± S; odtr
daß 2) AE* = S -+- AH X AM iß ; fo iß ebenfalls du
geometrifc he Ort der D u r c hj c kn i tts putiklt
£ , eine Kreislinie von gegebner Größe und Lage,

I ) Gefetzt es find ME und AEzwey Linien , von
der BefchafFenheit , dafs AE 2 = AH X AM ± S ift ; fo mufs
für den Fall des obern Zeichens AE = größer , im Hl
'des untern kleiner als das Rechteck AH X AMfeyn , und
daher mufs es in jenem Fall auf AE felbft , in diefem
auf der Verlängerung von AE über E hinaus , einen

Punkt von der BefchafFenheit geben , dafs das Recht«
eck AE X AD = AH X AM ift ; und zugleich mufs in
beyden Fä'lln AE X ED == S feyn . Dann liegen aber«•
ßens die vier Punkte E , D , H , M auf derfelbenKreis-

*i*. f. 4. linie * , und zieht man DH , fo find die WinkelADH
und AME von gleicher Gsö'fse , weil entweder dieN''

benwinkel von beyden , Winkel am Umfange find , die
* II. 23. auf demfelben Bogen ftehn * , oder weil der Neben¬

winkel von ADH dem Winkel AmE , in einem Vierecke,

welches dem Kreife eingefchrieben ift , gegenüberft e'1'1
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oder umgekehrt *. Nun ift der Vorausfetzung gemäfs ¥H- 27*
ME der gegebnen Linie AK parallel , alfo der Winkel
AME immer von einerley Grö'fse ; folglich auch ADH;
und da ' überdem AH von gegebner unveränderlicher
Grö'fse ift , fo ift der geometrische Ort der Funkte D eine
heislinie \ welche über AH als Sehne , und zu AK als
Tangente befchrieben wird , die mithin durch den
Punkt A geht , und deren Halbmeffer CA feyn mag.
Nun liegen zweytens auf den Sehnen AD diefer
Kreislinie , die insgefammt aus dem gegebnen
Punkte A ausgehn , die Punkte iE fo , dafs im Fall
des ober» Zeichens AE X ED = S , im Fall des untern
AE X Ed = S ift . Mithin mufs vermöge des Orts
in Lehrfatz 24 Zuiatz I , der geometrifebe Ort der
Tunkte E , eine der vorigen concentrifche Kreislinie , und
zwar ihr Halbmeffer CE die Seite eines Quadrats feyn,
welches im Fall des obern Zeichens gleich CA 2 -f S * , *2<jZi.ß
im Fall des untern CA 2 — S ift *. — Nimmt man auch *24Z.iK
auf der Verlängerung der gegebnen Linie AH über A
hinaus Parallellinien M' E' , fo find zrvey gleiche Kreifi,
die im Fall des obern Zeichens fich duchfehneiden , im
Fall des untern aber um den doppelten Unterlchied der
beyden Halbmeffer von einander abftehn , und in de¬
nen AH verlängert zwar gleiche , aber entgegengefetzt
Hegende Abfchnitte bildet , der Ort der Punkte E *. *>24. f.i>

2) Soll AE 2= S — AH X AM feyn , fo müffen die
ParallellinienMN fo von den Linien AE durchfehnittea
werden, dafs AE 2 + AH x AM = S ift , folglich AE 2< S
%n . In diefem Fall mufs es alfo auf der Verlange,
lung jeder Linie AE , über A hinaus , einen Baak*

I
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T>' geben , der fo liegt , dafs das Rechteck aus AE und
ED ' dem gegebnen Räume S gleich , oder AE >; ED'
= S ift , da denn AE2 + AH X AM = AE X ED', mit-
hin , wenn man beyderfeits AE 2 fortnimmt , AHxAM
= AE X AD' feyn mufs . Nimmt man daher auf der

Verlängerung von AH über A hinaus , AH ' gleich AH,
fo ift auch AH ' x AM = AE x AD ' , und da H'M und

D 'E grade Linien find , die fich im Punkte A fclinei-
den , fo liegen die vier Punkte H' , D' ; E, M in einet

* II. 23. Kreislinie , und ,es ift der Winkel AD 'H = AME

mithin , von gegebner , unveränderlicher Grö'fse : undda
er über AH ' fteht , fo mufs der Ort der Punkte -D ', für Per¬

pendikel , welche -auf AH und derenlVeriängerung übet
H hinaus genommen werden , eine Kreislinie feyn, die
über AH ' als .Sehne , und zu Kk als Tangente befchrie-
ben wird . Und da überdem AE x ED ' — S iß , fo wird
zugleich der Ort der Punkte E, eine mit jener concentrijclit
Kreislinie , deren , Halbmejfer C'E die Seite eines Quadrats
ift , welches das Quadrat des erftern Halbmcffers CA
um den Raum S übertrifft , oder C'E 2 = C 'A2 -f S. Die-
fes wird auf diefelbe Art wie inLehrfatz 24 , Z. 1.2. ht-
wiefen . — Für Parallellinien machen wiederum

zwey gleiche, ßch fchneidende , um C und C befcbriebne Kriii'
Unten, den Ort der Punkte E aus.

Apollonias ehne Oerter II . 3, Fall 2, wo jedoch dicfer Ort
etwas anders ausgedrückt wird. Unmittelbar auf ihn laflen̂
mehrere ebne Oerter,die zu denZulammcngefetzteften gehören,mit
Leichtigkeit zurückführen , welches ich im Folgenden Zufttz!
("den der , werLehrfatz 20 übcrfchlagen bat, gleichfalls übergeW
wenigftens andeuten will.

t
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Zufat 'z II . « ) Der Ort der Punkte E ift auch btV \g. 69.

F«// « 7zcgegebne Kreislinie , wenn der Anfang
der parallelen Linie/) MN auf irgend einer andren , der Gr 'öfse
und Lage nach gegebnen Linie BL genommen wird , die
nicht durch den Punkt A geht . Denn man mache AH
gleich und parallel BL, und liehe durch B, parallel mit
AK, die grade Linie BC ; fo fchneidet jede der Linien
MN , welche mit AK parallel laufen , auf beyden Li¬
nien und deren Verlängerungen , vonBundC an glei¬
che Stücke . ab , fo dafs BL x BM —- All X (AM ' + AQ
— AH X AM ' ± AH x AC , -wird , wo das Rechteck

AH X AC ein gegebner Flachenraum P ift . Ift daher
AE2 = BL x BM ± S ; fo wird auch AE 2 == AH X AM'
+ S + Pj mithin dem vorigen Zufatz gemäfs , der Ort des
Punktes E eine gegebne Kreislinie feyn , ( Apollonias
II, 3. Fall,30

ß ) Der Ort der Punkte E ift ferner auch dann eine
Kreislinie von gegebner Lage and Gr 'öfse , wenn die Li¬

nien AE die Paralkllinien fo durchfehneiden , dajs eine Fi¬

gur gegebner Gattung über AE befchrieben, AE 7- X —*, ent- ~° ' '̂ x'
2

weder gleich ift dem Rechtecke aus irgend einet Linie Bl, und

dem Stück BM dcrfelbeu , welches die Parällellinien auf
ihr oder ihrer Verlängerung abfehneiden , Bl X BM -. oder

gleich diefem Rechtecke vermehrt oder vermindert um einen

gegebnen Raum , Bl x BM ± S : oder endlich einem gegeb¬
nen Raunt weniger diefem Rechteck, S — Blx BM . Denn

da die Figur über AE der Gattung nach gegeben ift\

fo ift ihr Verha 'ltnifs zum Quadrat über AE , m : q, ge¬
geben, Man nehme auf der gegebnen Linie BH oder
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deren Verlängerung , einen Abfchnitt fo , dafs lieh ver¬

hält BI : BL — ni : q, fo iftBL gegeben , undBI = BLx-
q

Setzt man diefen Werth ftatt BI , und tiividirt dannbey-

derieits durch —; fo verwandeln fich lunfere Voram-
q

fetzungn in folgende : AE 2 = BLxBM ; oderAE2 =
BL X BM ± S ; oder AE 2 = S — BL X BM. Und für

alle drey ift nach «) der Ort der Punkte E ein Kreis
von gegebner Lage und Gröfse . (Camerers Bemerkun¬

gen zu Apollonias ebnen Oertern . )

7 ) Endlich iß der Ort der Punkte E auch unter dir

Vorausfetzung eine Kreislinie von gegebner Lag! «"̂

Große , dafs , wenn zwey Punkte A , C und die gradtn Li¬
nien Qjmd BH der Lage, und die letztere auch dir Grifit

nach , in einer Ebne, gegeben find ; grade Linien vondenPuA
ten A und C aus gezogen , fich in den Punkten E fi dura'
fchneiden , dafs eine mit 0_durch E parallel gezogni Li¬
nie, auf BH , oder deren Verlängerung , ein Stück BM ßd"
jckneide , dafs die Summe oder der Unter fchied ztveyer Fi-

piren gegebner Gattung über AE und CE befchrieben, dm
Reefiteck aus den Abfchnitten BH und BM gleich £j

AE * x — ± CE* y. — — BH x BM. Denn da die Fi-
f q

guren über AEund CE der Gattung nach gegeben find,

io iit dafs Verhältnifs m : n : q gegeben . Man nehme im
Fall der Summe auf AC , im Fall des Unterfchieds aui

deren Verlängerung zwey Abfchnitte CG , AG , und
überdem eine LinieGe fo, dafs fich verhält m ; n :q-
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CG: AG : Ge , fo Ift AE2 X — ± CE2 x - = AE 2 x ~
q q Ge

BG
-f- CE2 X — , undj diele Summe ift nach Lehrfatz 20

Ge
AC

Form. 7 gleich — x ( AG X CG ± EG 2) , alfo auch
Ge

diefer Raum der Bedingung unferer ' Aujfage gemä 'fs,

gleich BH xBM . Nun find die Punkte A , C und G,

mitbin auch AC und das Rechteck AG X CG = R ge¬
geben , überdem die Linie Ge , alfo auch der Raum

AP AC
ÜX - = S,und alfo ift EG2 X — BH x EM — S

Ge Ge

im Fall der Summe , oder = S — BH X BM im Fall des

Ünterfchieds . Folglich find dann vom gegebnen

Punkte G aus , die Linien GE fo gezogen , dafs eine

Figur gegebner Gattung über GE befchnebeh , gleich
ift dem Rechteck BH X BM vermindert um den gegeb-

nenRaumS , oder umgekehrt , und daher vermöge /2,

der Ort der Punkte E eine Kreislinie von gegebner Lage
und Gröfse . (Apollonias II 6 . wo jedoch der Fall des
Unterlchieds Überfehn ift , und dieler Ort in allen fei¬

nen Fällen 10 Seiten einnimmt . Auch , ift er dahin ein-

lufchrä 'nken , dafs wenn im Fall des Ünterfchieds die

Figuren gegebner Gattung ähnlich find , es keinen PunktG

giebt , und der Ort der Punkte E keine Kreislinie , fon-

dern.eine der Lage nach gegebne grade Linie wird.

Ift die Summe oderjler Unterfchied der beyden.

Figuren gegebner Gattung , vermehrt oder vermindert

«f.. einen gegebnen Raum P t dem Rechteck BH X BM,

"der jene Summe oder Unterfchied dem RäumeP vve-
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niger diefem Rechteck gleich ; fo ändert dlefes weitet

nichts , als dofs. ftatt des gegebnen Raums 'S , ein andrer

gegebner Kaum in die letzte Beitimmung mit eingeht,
daher auch für diefe Fälle der Ort der Punkte E eine

Kreislinie ift , mit der eben erwähntenEinlchränkung,

Ueberdem läfit dieferOrt ficb grade fo, wie der in den
Folgerungen zu Lehrfatz 20 vorgetragne , auch auf dnj,

vier , und jede beliebige Zahl von Punkten ausdehnen: „Sind

nemlich beliebig viel Punkte A, C, D,etc . in einerEb-

ne gegeben , und grade Linien aus ihnen gezogen
durchfchneiden fich insgefammt in einem Punkte £ fo,

dafs die Summe oder der Unterfchied yon Figuren ge¬

gebner Gattung , über diefe Linien befchrieben , im

Rechtecke EH X BM ± S gleich ift ; fo ift der Ort der

Punkte E eine Kreislinie von gegebner Lage und Grö'li«,

doch mit der erwähnten Einfchränkung . " (Cmnmt

Bemerkungen zu Apollonius ebnen Oertern ) .

Anmerkung . Die Sätze in Folgerung 4 undindiäfemZ;"
fatzc betreffen den Ort der Durchichnittspunkte E , wovinn grads
Linien , von einem gegebnen Punkte A aus gezogen?, W-
leHinku fo durchfchneiden, dafs das Quadrat über AE entweder
allein , oder in Verbindung mit beftändigen Gröfsen, durch ein
veränderliches Rechteck beftimmt wird, deflen Gröfse zuletzts*
dar- veränderlichen Abfiande ditfer Parallellinien 110m
Tunkte-A abhängt. — Der folgende Ort betrifft die Durch-
fchnittspunkte E, worin grade Linien, von einem gegebnenPb"1»-
te A aus. gezogen , Sehnen eines gegebnen Kreifes fo durchfchn"'
den , dafs das Quadrat über AE durch das Rechteck ans den kfa
Abfchnitten jeder Sehnebeftimmt wird. Diefen Ort führe ich101
folgenden Lehrfatz auf , um mit demfelbcn nach Simfons Beyfp'£'
«liefen Hauptcheil aus der Lehre der ebnen Oerter zu befchlieisen.
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1) Wenn.ein Kreis, mithin auch deffen Mittel Fi
pmiktC, und irgend ein zweißer Punkt A gegeben
pid, gleich viel obA innerhalb, oderaußerhalb, oder
auf der Kreislinie liegt, und wenn grade Linien, vom
funkteA aus gezogen, [ich mit den Sehnen BD
diefcs Kreifes je zioey und zweu fo in Punkten e
diirchjchneiden, 1 ) dafs entweder Ae2 — BeY . Be,
oder, wennS einen gegebnen Flüchenraum bedeutet,
Ae2 — Be X De if S iß : und irgend- einer diefet
Punktee liegt aufs .erha .lb des Kreifes, auf der Ver¬
längerung einer.Sehne; fo ifißets der geometri¬
sche Ort aller folcher Punkte e eine gra¬
de Linie von gegebner Lage. -- 2 ) Durchfihnei-
den ße ßch hingegen, unter übrigens gleichen Uinßchi-
den,fo, dafs Ae2 ~ S — Be\ De iß ; fo iß der Ort
der Punkte e eiue Kreislinie von gegebner Lage
und Große,

2) Wenn aber von den graden Linien, die vom
gegebnen PunkteA aus gezogen iverden, irgend eine
fdi mit einer der Sehnen BDfelbfi , folglich
Innerhalb des Kreifes, in einem PunkteEfodurch-
jdineidet, 1) daß entweder AE* = BEXDE , oder
4E* == BE X DE S iß ; fo iß umgekehrt fiets
itr geometrifcheOrt aller Punkte E , eine
Kreislinie von gegebner Lage und Größe: und
hrchfehnciden ße ßch 2) fo , dafs AE2 = S — BE
XDE iß; fo iß der Ort aller Punkte S eine gra-
%Li ni e von gegebner Laget
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Da diefen Voraussetzungen gemäfs der PunkteA

und der Mittelpunkt desKreifes , C , gegeben'!find'

fo ift auch die grade Linie AC der Lage und Grö'fse

nach , und überdem der Halbmeffer CG oder CMdei

Kreifes der Gröfse nach gegeben . Man ziehe von dem

Punkte e oder E , welcher den Bedingungen des Sa¬

tzes genüge thun möge , durch den Mittelpunkt dii

grade Linie eH , oder EH , von der der Kreis denDutch-

raeffer ^FG abfchneide.

Ii) Liegt diefer Punkt e außerhalb des Kreifsei, kkf

Verlängerung einer der Seimen BD , So ift Be XDe=

* 22. 2. Fe x Ge * = Ce2 — CG 2, weil in diefem Fall Jeu

in C gleich getheilten DurchmefTer CG , das Stück Gt

•II . f. 1. angefetzt ift *. Folglich mufs der erflen Vorausßmi

ß* gemäfs , nach welcher Ae2 = BexDe ? Sfeyn foll,Ae:
= Ce2 — CG 2 + S , und alfo Ce2 — Ae* = CG2 t $

feyn , wo das obere oder das «»/ ^ Zeichen gilt , je nach¬

dem Ae 2 um den gegebnen Raum S kleiner oder gw/w

als das Rechteck Be X De gefetzt wird . Unter diefer

Vorausfetzung durchfchneiden folglich die vom Punk-

te A aus gezognen Linien , die verlängerten Sehnen

fo in Punkten e , dals in denDreyeckenCAe , dien*

gefammt über der gegebnen unveränderlichen l ltlic

CA (lehn , der Unterßhied der Quadrate aus den ^

Schenkeln gegeben und unveränderlich ift , nemüch

gleich dem Quadrate des gegebnen Halbmeflers , ver-

mehrt oder vermindert um den gegebnen RäUm ^

Deshalb mufs der Ort der Durchfcknittspunkte e, alsSpi-

tien diefer Dryecke , ein P erpendikel auf ^
«eetbnt«
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Itgelitien . Linie CA *, und ' zwar dasjenige Perpendikel
fem, welches vom Punkte O , der in der Mitte der'
Grundlinie CA liegt , nach der Seite des kleinem
Schenkels zu , um eine Linie Oh abfteht , deren Grö'fse
dadurch beftim .mt wird , dafs 2 Oh X CA = CG 2 ±S
oder4 CO X Oh ^ CG * ± S ift, Und daraus findet
man Oh durch,Conftruction grade wie in Lehrfatz 16
Folgerung 3. (Apollonias ebne Oerter II . 7. 8- 9.)

Ift aber der zweyten Vorausfetzung gemä 'fs Ae 2 = S
-Be x De , fo mufs Ae2-)- Bc x De == S und folglich Ae2
4. e e2— CG2 = S , oder -f Ca = S -f CG? i'eyn . Un-
ter diefer Vorausfetzung durchfchneiden fich alfö die
Schenkel derDreyecke ACe , weiche über der gegebnen
Linie AC (lehn , fo , dafs die Summe der Quadrate aas
im beyden Schenkeln einem gegebnen Flächemaum gleicli
ift, weshalb nun der Ort der Durchfclinittsptitskte e keine
grade Linie , fondern eine Kreislinie von gegebner
Lage und Gröfse wird *. Und zwar , wenn man die Li - «17<f x
ie CA im Punkte O halbirt , fo ift 0 der Mittelpunkt
ilefer Kreislinie , und ihren HalbviejferOe ünäet man da¬
raus, dafs Oe2 = | (S + CG2) — CO 2 feyn mufs % *j7.f. I(
Apollonias II . 14.)

2 ) Liegt der Durchfchnittspunkt E in der Sehne BD
Mß, und alfo innerhalb des Kreifes , fo wird diefe

Sehne vom DurchmelTer FG , der durch den Punkt E
5eht, fo durchfchnitten , dafsBE X DE = FE x GE * * 22>**
a CG2,— CE2 ift , indem der DurchmeflVr EG in die-
fan Fall im Punkte C gleich , und im Punkte E un-
t'eich getheilt iil * , ' »mf .ijc

Cc
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Ift alfo nach der erflen Voraussetzung AE2 = BE t

DE + S, fo mufs in diefsm Fall AE 2= CG 2— CE 2+ S,

und AEi -f C£ 2 = C6'2 $ S feyn . Alfa ift dann , nicht

wie unter i ) der Unterfchied , fondein die Summe itr

Qiiadrate aus den Linien AE , CE , welche von zwey

gegebnen Punkten aus gezogen , fich durclifchneidet,

einem gegebnen Räume gleich , mithin der Ott der ?m\-

te E jetio eine Kreislinie , um einen Punkt 0,k

in der Mitte z-wifchen A und C liegt , als Mittelpunkt

befchrieben , mit einem Halbmeffer OE, fürdenOE !=> ,

* 17• f-1 ( CG2 + S ) — OC 2 ift * (Apollonias II . 11. 12. 13) (

Ift aber nach der zweyten Vir ausfetzung , AE2=S ^

■— BE X DE , fo mufs in diefem Fall AE ~f BE xDE4 j

oder AE2 + CG2 — CEa = S,und folglich <4£S- Cß= <

S — CG2 und umgekehrt CE2 — AE* = CG2 — 5 feya 1

Da alfo der Unterfchied der Quadrate über den Schenkels *

_AE,CE einem gegebnen Räume gleich ift , fowird '"

Ort der Punkte E in diefemFall ein P erpendikel «»/ £

AC , welches , wie in der erften Vorausfetzung unteil)

aus Lehrfatz 16. Folgerung 3 . dadurch gegeben wird, j

dal 's 4 CO X OH =*=CG 2 :a - S feyn mufs . {Afolltf» 1

II . 10.) i

Beßitnmung , im Pall 'der Ort eine grade Um t

j/7j und zwar j ) für Punkte e aufserbalb des KreifihV* ^

der Ort diefer Punkte das Perpendikel eh , und fürd* ]

* 16. i . fes Ce 2 — Ae 2 =CG 2 ±S= 4 COx Oh = CL?— (

ift , fo mufs , wenn S gleich null ift , und im /•'<*" ^ 1

bbern Zeichens , Immer Ce > Ae und Ch > Ah le)'c <

folglich das Perpendikel zu der Seite von O, auf wel* j
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A liegt, "aufftehrt . Folglich, "wenn ' 0 atifierhälb das
Kreifes *liegt , oder CA > 2 CM ift s auch der Punkt h
und das ganze Perpendikel eh nöthwendig mifserbalb
des Kreifes fallen » Daffelbe findet iiis Füll -des untern
Zeichens ftatt , wenn CG2 >Sift , dä hingegen , wenn.
CG2<Sift , Ce < Ae wird , unddas Perpendikel eli
nach der Seite von C zufällt.

Da ferner der Halbmeuer CG == GM ift , rrinfs
auch 4 CO X Oh — CM 2 = = ± S feyn » Iß -A ein Punkt
im Kreiß , fo befteht derHalbmeffer CM aüs .iwey glel»
eben TheilenCO s- ÖA und einem dritten - dielen ange-
fetzten Stück AM , CM = 2 CO -f AM , und deshalb
ift dann CM 2= 4 CO x OM 4 - AM 2*, folglich 4CO X "xt. t },
(Oh — OM ) — AM 2 = + S . Daher mttfs » wenn S gleich
null ift , und im Füll des ober?! Zeichens , .nöthwendig
Oh > OM , alfo b ein Punkt außerhalb des fCreifisileyn,
welches im Fall des untern Zeichens nicht nöthig ift,
da für dieies , nach Ümflandcn , Oh kleiner oder grö*
iser als OM feyn , und h innerhalb oder aufserhalb des
KraÜes liegen kann . —- Wenn A in der Kreislinie liegt,
ift CM 2 — 4 CO x OA . mithin 4 CO X (Oh — OA ) .
== + S. Ift folglich alsdann $ gle:cij null , fo mufs Oli
gleich OA leyn , alfo h in A fallen , und eh den Kreis im
Punkte A berühren *. Im Fall des obern Zeichens iiet?t * -A0 v 42. 4»
dagegen h außerhalb , im Fall des äiittrn innerhalb des
Kreifes . — Wenn en 'dich A aäfsirnalh des Krufts liegt . Ift
CM = 2 CO - AM , folglich CM * = 4 CCä - 4 CG x
AM-f AM2* = 4CO x ( AÖ — AM ) -f AM 2= ± 4CO . *,- 9*kOM -J- AM 2, wo das obere bder das untere Zeicbea
gilt , je nachdem M mit A oder mitC aal «ineriey aeite

Cc 2



404 BUCH III,

von O liegt , d. h . O ein Punkt innerhalb oder aufser-

halb des Kreifes , und CA kleiner oder grölser als

2 CM ift . Wenn daher S gleich »«// oder additiv genom¬

men wird , und O liegt im Kreife , fo mufs 4 CO X

. ( Oh — OM ) — AM 2 — o oder S feyn , welches nur

dann möglich ift , wenn Oh > OM , alfo h ein Punkt

aufserhalb des Kreifes ift . — . Folglich, liegt , ivennS

gleich null oder additiv iß , das Perpendikel eh , ah Ort

der Punkte e , unter allen Umßiinden aufs er halb des gt$A-

Ken Kreifes , nur dafs es den Kreis in dem Fall , wenn

S gleich null und A ein Punkt der Kreislinie ift
berührt,

2 ) Für Punkte E innerhalb des Kreifes , für welche

der Ort ein Perpendikel EH auf dem Durdunelfer AE

oder deflen Verlängerung ift , mufs der lufspunkt H

*J.i«. 1. immer innerhalb des Kreifes liegen , weil CH < CE*

und E ein Punkt im/Kreife ift , und es ift für daffelbe

CE 2— AE 2 = CH 2 — AH 2 = CM - — S = 4CO X OH.

Ift alfo der gegebne Raum S dem Quadrate über dem

Halbmeffer des gegebnen Kreifes gleich , S = CU2, ib

ift CA = AH , H fällt in O , und das Perpendikel EH

lieht im Punkte O felbft auf . — Ul S < CM1, fr

fällt H mit A auf einerley Seite von O, indem dannCH

> AH ift , und dann mufs nothwendigO ein Punkt im

Kreife , alfo CA < 2 CM feyn , und , wie wir eben ge-

fehn haben , CM 2 = 4 CO X OM -f AM 2 oder CM2

— AM 2 =4 CO X OM feyn . Da nun OM > OH ift,

1b mufs in diefemFall immer CM * — AM * > CM2-S

und daher S > AM 2 feyn . Wenn der gegebne Raum

kleiner als. diefes Quadrat ift , fo giebt es keine Punkte
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£ welche den Voraüsfetzungen , die fich widerfpre-
eben , genüge tbun könnten . — Ift endlich S > C7W2,
fö ift AH > AC und der Punkt H fällt mit dem Mit¬
telpunkte C iu einerley Seite des Punktes O ; und i'1
diefern Fall können die Punkte A und O auch aufser-
halb des Kreifes liegen.

Beßimmung im Fall der Ort eine Kreislinie iß.
1 ) Für Punkte e aufserhalb des Kreifes , wird der Ort
eine Kreislinie , wenn Ae 2-f - Ce2 — S -f- CM 2ift ; und
dann ift O der Mittelpunkt , und für den Halbmefler
2 0e 2= S -fCM 2—2 CO 2. Ift O ein Punkt im ge¬
gebnen Kreife ; fo mufs immer S > AM 2 fcyn , fonfl
jft der Ort unmöglich . Ift O ein Punkt aufserhalb des
gegebnen Kreifes , und S < AM 2, fo liegen der Ort
lind der gegebne Kreis gan ?s aufserhalb einander ; ift
S > AK 2, fo fchliefst der Ort den gegebnen Kreis
ringsum ein , und ift S < AK 2 aber > AM 2, fo 'durch¬
schneidet der Ort den gegebnen Kreis , da denn eini¬
ge Punkte e aufserhalb , andre innerhalb des gegebnen.
Kreifes liegen ; daher (ich . daraus , dafs ein Punkt e
auf der Vetla 'ngerung der Sehne BD liegt , keineswegs
fchliefsen läfst , dafs auch alle andre Punkte e auf Ver¬
längerungen der Sehnen BD liegen müften.

2) Für Punkte E innerhalb rfei Kreifes , wird der Ort
eine Kreislinie , wenn ÄE 2 |f CE 2 = CM 2 '+ S ift , und
dann ift O der Mittelpunkt , und für den Halbmefler
des Orts 2 OE 2= CM 2—2 CO 2 + S . In diefern Fall
mufs , wenn S gleich null ift , der Ort von dem gegeb¬
nen Kreife ringsum eingefchloffen werden . Jt/t Fall
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des ohtrn additiven Zeichens durchfchneiden {ich der Ort

und der gegebne Kreis , wennO eafserlialb des gegeb¬

nen Kreifes liegt ; ift aber O ein ' Punkt in diefem Krei"

fe , fo wird , je nachdem OM -grölser ., gleich , oder klei'

ner als ON iiT , der Ort gaaz innerhalb des gegebnen

Kreifes fallen , oder ihn innerlich berühren , oder ihn

fchneiden , Im Fall des nntem fubtractiven Zeichen!

wird der Ort wiederum , vom gegebnen K reife einge.

fchlolTen,

Anme -tkung . Diefe Beftimmungen laffen (ich mit Hülfe

der Ausfagen in Lehvlatz 11 , Folgerung 2 und Lchrfatz ' 17«f

eine ähnliche Art , als für den Fall , wenn der Ort eine grade

Iinie jft , entwickeln , weshalb Ich aber auf Simions Wicdevlier-

Teilung von Apbllonius ebnen Oettern -Verweifen mufs, um mich

Iiier nicht in zu grufse Weitläufigkeit zu verlieren.
Simfon ma,cht aus den Theilen diefes Orts acht verlchiedn«

Sätze , und feine Entwicklung derfelben nimmt ig Seiten ein. In

Pappns Bericht über den Inhalt der Ebnen Oerter des Apoilnnius,

findet (ich nur ein eingeschränkter Fall der erfteh Vorausfetzimj
unter 1 ) und (elbft diefer ift durch- die Abfchreiber entfrellt woi-

<3cri. Auch ftimmt temma 33 aus Euklids Porismen (Pappus VII,

159) mit dein einfnclulen Fall von 1.) überein , indem diefer Lei"'

fatz ausfagt , dafs falls eh auf dein verlängerten DurchniclTi' IM

fo fenkrecht fleht , dafs Lh X hM == Ch? ift , auch für jeden Punk:

c in diefem Perpendikel , wenn man cL zieht , Fe x eG = Ceauy«

tnufs.
Man fieht leicht , dafs man die Ausfage diefes Otts nach Au

der vorigen Oerter noch erweitern und verallgemeinern !>aM>

welches aber , wie es fcheint , ichon Simfon für fiberflüfilgg* *

%znhat . Ich endige daher mit diefem Satze nach Simfons Beyfpie'

«liefen Haupttheil der Lehre von den Ebnen Oettern , den ich

hier ziemlich ausführlich vorgetragen habe , weil theils meineAo-

ficht , wo möglich , die Geometrie in ihrem ganzen Umfange,
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ße von Alten und Neuem behandelt worden ift , im Kurzen dar-
zufteüen , diefes erforderte , theils die Sätze an fkh fo nett und
brauchbar find , theils fehr gute Uebungen in der geometrifchn
Analyfis, und Beyfpiele ^ on .zufammenlvängendcsen geometrifchen
Unterteilungen an die 'Hand geben,

A.uf , algibraifchtm Wege, wo man die Eigcnfchaften - dor Cur-
ren lediglich aus ihrer Gleichung *, durch aVgebrai[che Mittel , *2j . £ J.
und nicht wie hier durch Darltellung der Figur und durch geo-
metrifche Conftructionen erforfcht , läfst (ich indefs fchon man->
dies von , dem hier Vorgetragnen erleichtern , und überdem der
Kreis noch auf. allgemeinere Arten als Ort eines beftimmtert
Punktes darftellen , und die Bedingung , unter welcher ein Kreis

;«Hein der Ort von Punktet! -, feyrt, 'kann , allgemein . entwickeln s- "
daher man die weitre Ausbildung diefer Lehre , billig der alge-
braifchen Analyfis vorbehält,

. S.i Ich wende mich nun zu/ den Aufgaben , welche zu diefem
Buche gehören , werde hier , aber nicht vial mehr als die u.nent-
rjehrlichttenConftructiousMten , auf die ich mich zum Theil fchon
berufen habe , vortragen . Andre Aufgaben , und b'efonders
den Gebrauch der aufgeftellten Oerter in Auflofung geonietrifchei
Aufgaben , verfpare ich für das Buch des folgenden Theils , wel-.
ches der -geometrifchen .Analyfis beitimmt ilt.
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welche zum dritten Buche gehören.

AUFGABE I.

Em gegebnes Vieleck in ein Dreyeck von gkickw
Inhalt zu verwandten . ■

< Man ziehe -eine Diagonale , z. B. AF, fo , dafs da¬
durch von dem ganzen Vieleck ein Dreyeck AFGabge-
fchnitten wird , und duch die Spitze G diefes Dreyecks

, eine Parallellinie mit der Diagonale . Darauf verlänge¬
re man eine von den Seiten der Figur , welche an das
abgefchnittene Dreyeck anftofsen , z. B. AB, MsW
ihrem Durchfchnitt H mit der Parallellinie , und zieht
von dem andern Endpunkte der Diagonale die grade
Linie FH , fo erhält man ein Vieleck mit den Seiten
FH , HB, welches eine Seite' weniger als das Gegebene,
und doch mit demfelben gleichen Inhalt hat.

Denn das fo gebildete Dreyeck FHA fleht mit d«m
abgefchnittnen FGA über gleicher Grundlinie FA und
zwifchen gleichen Parallelen FA , GH , hat alfo mit

, demfelben gleichen Innhalt * , daher es fich unbefcha-
det des Flächenraums ftatt des abgefchnittenen Drey*
ecks fetzen läfst . Der Conftruction gemäfs liegen aber

1
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BA und AH in grader Linie , folglich hat das letztere
Vieleck gleichen Inhalt , aber eine Seite welliger, als das
Ctgeirit. . . . .»' * . . ~ . .. . - '■̂SJfe»!»T*̂ : ■•

Fährt man auf diefe Art fort , und fchneidet z . B.
durch die Diagonale BD wiederum ein Dreyeck LCD
ab , für welches ., wenn HB bis I verlängert wird,
-man ein Vieleck FHIDEF erhält, ' welches zwey Se'aett
.■weniger und denselben Inhalt als das Gegebne hat.

Da man nun diefes Verfahren fo lange fortfetzen
kann , bis man endlich auf ein Dreyeck kommt , fo
läfst (ich mittelerdeflelben jede gradelinige Figur von .
beliebig vielSeiten , in ein Dreyeck von gleichem In¬
halt verwandeln.

Bemerkung i , Oder überhaupt kann man
.mitteilt diefer - Methode zu jeder gegebnen grade/inigen
Figur , eine ihr gleiche Figur von einer beliebigen Seiten¬
zahl , die geringer ah die Seitenzahl der gegebnen Figur iß,
bilden. Mit gehöriger Vorgeht läfst lieh diefes Verfah¬
ren felbft auf krummlinige Figuren übertragen * , und *?«Z.a,
ift beym Ausmeffen von uniegelmäfsigen Flächenräu --
men oft von Nutzen.

Bemerkung %. Hohle Winkel, wie E , ändern bey *I. £. 16
dielem Verfahren nichts . Sie geben Diagonalen , wie
DF, welche aufserhalb der Figur fallen , und fchneiden.
Dreyecke wie DEF ab , welche dem Flächenraume der
Figur an dem Räume mangeln den die Diagonale mit
den übrigen Seiten umfchliefst . Die Parallele durch
die Spitze E mit eine * folchen Diagonale , durchfehnei-
det die Seiten der Figur , z . B. die Seite ID der reducir-
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ten Figur in K . Zieht man FK , fo find dieDreyecto

» t ' ■

.DEF , DI\ F gleich , und mithin hat ''dann das Vieleck

HIKF , mit dem Vieleck HIDEF gleichen Inhalt, aber
eine Anzahl von Seiten , die um eins kleiner iß,

^S - 7h Bemerkung 3, «) Zieht man alle Diagonalen,
durch welche man Dreyecke Schrittweife abfehneidet,

^von demfelben Winkelp -unktD aus , und ichafft aus je¬

dem Dreyeck die Seite weg , ,welche der Spitze D ge¬

genüber fleht , fo erhalt das Dreyeek , auf welchesm

Eig«'74; zuletzt kömmt, den Winkel D' als Winkelpunkt , — ß)Zieht
man dagegen alle Diagonale von einem Punkt in einst
Seite der Figur AECD aus , fo liegt eine Spitze des ntßu
henden Dreyecks in ditfim Punkte det-jSeite . —\ 7) Und

auf diefelbe Art läßt [ich irgend ein anderer Punkt■tißim-

tuen , in welchem die Spitze , und eine Seite der Figur,
in welche die Grundlinie [des zu bildenden 'Dreyecks liifl

foll , dergleichen in practifchen Büchern mit großer
Umftändlichkeit , und mit weit mehr Wortaufwand als

die Sache verdient , gelehrt zu ŵerden pflegt.

AUFGABE 2.

Ein Parallelogramm unter einem gegebenen
frei zu bilden, welches mit einem gegebenen':Parddo-
gramm, oder Trapezoid, oder Drtyeck/ ĝ "1
Inhalt hat.

Taf. tU, 1 ) Ziehe ven den Endpunkten der Grundlinie

£ des gegebenen Parallelogramms , unter dem gegê ä'
rien Winkel , Fasallellinien nach der gegenübeiftel «!'-

den §eitc , fo eutftelu «in Parallelogramm unter dei*

m
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gegebenen Winkel , welches mit dem erftern gleichen
Inhalt hat .*. - .-. . -."' . , . . -" ■ * *

2 ) Theile die eine der ' nicht - parallelen Selten des Fig, 14.
Irapezoi 'ds , x. B. CB , in zwey gleiche Theile im
Punkte I , liehe durch dlefen Punkt eine Parallellinie
mit der gegenüberftehenden . Seite AD , und nach die.
fev von den Punkten A, D, unter dem gegebenen Win¬
kel, Parallellinien , fo ift das fo entflehende Parallelo¬
gramm unter dem gegebnen Winkel befch 'rieben , und
hat mit dem Trapezoid gleichen Inhalt *« * 6.

3 ) Im Dreyeck theile man eine der Seiten , %. B. Trtf, V;.
LB, in zwey 'gleicheTheile im 'Pünkte A ( ziehe durch Fig. 7%i

die ge ^enilberßehende Spitze mit LB eine Parallelliriie,
und nach diefer aus den Punkten L, B, unter dem gegeb¬
nen Winkel , Parallellinieh , fo ift das fo entflehende

Parallelogramm das öefuchte,

- Folgerung , Da fich jedes Vieleck , der vorige^
Aufgabe gemäfs , in ein Dreyeck von gleichem Inhalt
verwandle 'n -läfst - , fo -kamt man alfo auch jedes Vieleck
in ein ParaUel 'ogvamm mit einem gegebnen Winkel vei\
■wandle», — Alfo auch in ein Parallelogramm , mit ei*
psiu rechten . Winkel , d. h . in ein Rechteck.,

AUFGABE 3«

lieber eine gegebne grade Linie MH ein Paraüe-ptg%̂
bgvamm zu befchreiben̂ivelches mit einem gegebnen
Parallelogramm ABCD gleichen Inhalt hat } und
ttr gkiclmn Winkl enthalten iß*

«

.

♦J|

%



412 * V 6 H III.

Man verlängere ,eine der Seiten des gegebnen Pi.

rallelogramms , z . 13. AB , Ichneidei auf der Verlänge¬

rung BE, gleich der gegebenen Linie MN , ab, und iiek

durch E und den Eckpunkte eine grade Linie , Durcli

Ichneidet diefe die verlängerte Seite AD des gegebnsn

Parallelogramms in einem Punkte F ; fo ift- DPA

zweyte Seite des gefliehten Parallelogramms , Und verlän¬

gert man die beyden andern Seiten des Gegebnen üb«

C hinaus , und zieht durch E und F mit ihnen Paral¬

lellinien ; fo ift die Ergänzung BGHI , welche aufk î

Art tntjieht , das gefliehte Parallelogramm,

Denn da vermöge der Gonftruction die Linien AE,

DI , FH , und auch die Linien AF , BG , EH , parallel

laufen , fo find die Vierecke welche auf diele Art gi-

bildet werden , insgelammt gleichwinklige Parallelo-

*8 . ( O gramme Ueberdem find die Ergänzungs -Paral-

* *• ( S) leiogramme ABCD und CGHI einander gleich *; &

auch die gegenüberMehenden Seiten DF = CH undü

• I. 34. -= BE = MN *. Folglich ift CGHI das -gefliehteh

raiieiogramm , welches über der gegebnen Linie MN

= CI lieht , und mit dem gegebnen Parallelogramm

AbGD gleichwinklig und gleich grofs ift.

Folgerung i . Auf die Art läfst fieb alfo auc"

ein gegebnes Rechteck in ein anderes , vou gleicher Grift,

weichet über einer gegebnen Grundlinie fleht , ver̂ nnM11-

Und zwar , da es mehrentheils nur darauf ankommt,du

Höhe diefes zweyten Rechtecks zu finden , und hierin

der eilte Theil der Conftruction hinreicht , fo verdient

diefe einfache Methode felbft vor der den Vorzug >^
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wir in den folgenden Aufgaben , mittelft Auffindung

einer vierten Proportionallinie , werden kennen

«rnen . : _. , . ; . . . . . .- . ... «s

Folgerung 2. Ferner läfst fich auf diefe Art

jedesgegebne Brey eck LMN , oder jedes Trapezoid in ein

Parallelogramm von gleichem Inhalt , welches über eine ge-

libne Linie MN , und unter einem gegebnen Winkel W be¬

schrieben iß , und zwar insbefondere , in ein Rechteck üben

ftgibtteiGrundlinie verwandeln . Man verwandle zu dem

Ende das gegebne Dreyeck oder Trapezoid in ein

gleich ; groises Parallelogramm , unter dem gegebnen

Winkel * , oder in ein gleich grol 'ses Rechteck , und " Afg.s.

lerfalire dann wie unfere Conftruotion angiebt . Eine

andre Methode lehrt Aufgabe g.

(ä. 30

Folgerung 3 . Endlich läfst fich auch durch die*

fes Verfahren jedes gradelinige Vieleck in ein Parallelo¬

gramm tinter einem gegebnen Winkel , und zwar insbelbn-

dere in ein Rechteck , welches über eine gegebne Grundlinie

Mi\\ flehet , verwandeln . Dazu führen verfchiedne Wege.

«) Entweder man verwandelt das Vieleck in Ein Drey-

tck von gleie'hem Inhalt * , das.Dreyeck in ein Recht - *Afg. 1.

eck* , und diefes nach dem eben gelehrten Verfahren *Afg. 2.

in ein gleich grofses Rechteck , welches über der ge¬

gebnen Linie MN fteht *. — ß) Oder man zerfchnei - * f. 1.

det die gegebne vielfeitige Figur , entweder in lauter

Dteyecke , oder in Trapezoide * , verwandelt jeden *6 z „

diefer Theile einzeln in Rechteck * , und diefe in * Afg. »

gleich grofseRechtecke über der gegebnenSeite MN *, * f. 1.

ftägt dann die iweyten Seiten aller diefer Rechtecke in
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eine grade Linie zufammen , und befchreibt über lie
als Grundlinie , und mit -MN als Höhe , ein Rechteck;

* E. 5. fo erhält man das gefachte Rechteck *>

Aufdiefelbe Art läfst {ich ither ehe gegebne UnitMfi
iin Rechteck bilden , welches der Summe oder dem Utittt-
fikiede z-̂ eyer Vielecke R , S gleich ifi i je nachdem man.
die Rechtecke über MN ., denen beyde Vielecke»
zeln gleich find , zu entgegeiigefetzter oder zu einer-
ky Seite der gemeinfehaftiiehen Grundlinie MN, (le¬
ben oder auf einander legt»

Anmerkung - t . Die Geomerer des Mittelalters taM
für diefe Conftvuction .ein eignes Kunftwort : Applkatit .' D"15
bezeichnet im weitläufigen Sinn appfieäre figüräm ad linunoder
fecundum lineam überhauprdas ßefchreiben einer Figur übereilt

»Af->.I3 bcliinirtite Linie *.
a. "•' 0 ' ' ' ' - -

A um er kling 2. Da der Zahiausdrüek eines Rechtecks
das Produkt aus den Zahlausdriieken der Grundlinie 'und Höheift,
z . B. AB x AD , und umgekehrt der Zahtausdrueft der Hit
aus dem des Inhalts und der Grundlinie durch Divifion geiundea

* ( a >*
B» " wird , h s » — j fo ifn im JPall der erften Folgerung >der Zahlaus-

drucU der gefuckten Höhe DF de6 zweyten Rechtecks s
DF = Aß X Aü

HE

Ein filetier ZahhüsAruck läfst fieh daher in Linien dirtetoi
d-. h. cotifirüiren , wenn man das Rechteck , defien Zahlausdriuls
AB x AD , d. hi welcher aus den Seiten AB und AD befehrieben
itt * , in ein gleich grofses Rechteck über die Grundlinie BEver-

' • wandelt ; und diefes berechtigt uns irl geoinetnichen üwerfc
ehungeii eindn folcheh Ausdruck durch • Hebe Sinti SÄMÄ
tutlthit ßbet dvr Grimdiimt £ £ /iebt » Hnd mit dem Heci< lik
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ASx AD gkiciin Inhalt hat , zu überfetten , Wie wir das z, B; .
in der Auslegung des soften Lehrfatzes gethan haben,

Anmerkung 3. Da das , was bey den Zahlausdrücke»
der Linien und Flächen Hivifion \ (x , in der geomen ifchen Darftel«
lung (ich durch diefe Cotn'h 'uctionbewcrkftclligen lafst 5 fo über -»
trugen die altern Mathematiker das Kunftwort für diefes Verfah¬
ren auch auf die Divifion , und fagten z. B. numernm npplicare
td numerum , um das Dividiren einer Zahl durch eine andre an¬
zuzeigen *. 4-.A

AUFG ABE 4,

I ) Eine gegebne gr ^de-Linie AB in beliebig viel
gleiche Theile zu theilen.

2 ) Eine gegebne grade Linie AB, entweder vieh- ■
rerern gegebnen Linien P , Q , R , oder einer gegeb¬
nen eingeteilten Linie MN , proportional eiuzu*
theilen,

l ) Gefetzt man foll die grade Linie AB in 5 glei -fig.
che Theile theilen ; fo xiehe man durch den Endpunkt
A dieler Linie , unter einein beliebigen Winkel gegen
diefelbe , und in gehöriger Länge , eine andre grade
Linie , trage auf diele eine beliebige Linie AC fünfmal
nebeneinander auf , und ziehe \_vom letzten Endpunkt
G dieler Theile , nach dein Endpunkte ß eine grad«
Linie GB, Dahn fchneldet , ,behaupte ich , eine Pä*
rallellinie mitGB , die durch den erlien Theilpunk C
gezogen wird , auf der gegebnen 'Linie AB den fünf«
ten Theii Al ' ab , und trägt inan/ \ l fünfmal nebenein*
ander, öder zieht man durch alle fernem Theilpunk»
teD , E , F , mit GB Paraüeiii # ien , fo wird Aü au|
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die verlangte Art , das heifst in fünf gleiche Theile

eingetheilt.

; Denn da vermöge diefer Conftruction die Parallel-

linien CI , DK etc . die Schenkel AB , AG des Winkels

A duTchfchneiden , fo theilen fie diefe Schenkel einan-

*7, Z. 2. der proportional *. Sind alfo , der Conftruction gemä'fs,

die Stücke AC , CD etc . insgefammt unter einander

gleich , und jedes fünfmal in der Linie AG enthalten;

fo muffen auch die Stücke AI , IK etc , untereinander

gleich , und jedes der fünfte Theil der -gegebnen Linie

AB l'eyn . Mithin ift -diefe in fünf gleiche Theile ge.

theilt.

I i* 7g. - 2 ) Soll die grade Linie AB den gegebnen Linien
P , Q, R, in diefer angegebnen Fol ^ e proportional ge-

* E. 8, theilt werden *, fo trage man auf eine grade Linie,wel.

che durch den einen Endpunkt A der gegebnen , unbe-

ftimmt gelogen ift , die gegebnen Linien P , Q, Eii»

der verlangten Folge nebeneinander , fo dafs AC = Pi

CD ==Q , DE = R wird , ziehe durch die beyden End¬

punkte B, E der gegebnen Linie , und der letzten aufge¬

tragenen , eine grade Linie BE, und mit ihr parallel durch

die Punkte C und D Parallellinien , fo wird durch diefe

Parallelen die Linie AB auf die verlangte Art . das heifst

nach dem Verhälrnifs der Linien P , Q , R,in der ver¬

langten Ordnung eingetheilt . Denn wegen des Pa ial*

leÜsmus der Linien CI , DK , EB , verhalten lieh die

Theile AI , IK , KB des einen Schenkeis , wie die über-

einftimmenden Theile AC , CD , DE des andern Schen¬
kels
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kels *, und diefe Theile find ivermö'ge der Conftruc - *
tion den gegebnen Linien P , Q , R gleich.

Soll endlich die grade Linie AB einer gegebnen
tingetheilten Linien MN proportional getheilt werden,
10 verfährt man mit den Theilen , welche auf diefer
Linie gegeben find , grade fo , wie hier mit den gegeb¬
nen Linien P , Q , R.

Noch andre Methoden beyde Aufgaben aufzulösen, werden
wir im folgenden Buche kennen lernen.

Bemerkung i . Man fieht leicht dafs diefe Con-
ftructioii fich auch auf den Fall ausdehnen läfst , wenn
die gegebne Linie nur ein beflimmter Theil der einzu-
theilenden werden foll , z . B, der erfte , der mit dem
Theil AC der e'ingetheilten , gegebnen Linie überein.
ftimmt *. Denn in diefem Fall ziehe man durch die* E s
übereinftimmenden Punkte B und C eine grade Linie,
und mit diefer durch die Punkte D und E Parallel-
linien ; fo theilen diefe , wegen des Parallelismus der Li-
nien durch C , D , E, die verlängerte AB , der gegeb¬
nen Linie proportional ein *. «

Bemerkung 2. Da ferner nicht blos die Sehen - fw
kel eines Winkels , fondern je zwey grade Linien , wel.
che Parallellinien durchfehneiden , von dielen propor¬
tional eingetheilt werden * ; fo fieht man leicht , dafs *7 z
man diefe Conflructionen auch dabin abändern kann , dafs
man durch die Theilpunkte * der eingeteilten Linie *E. $.
AG oder AE , willkührlich Parallellinien zieht , und
dann um irgend einen Punkt T in der aufseilten Pa»

Dd
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rallellinie , mit der einzuteilenden Linie alsHalbmef.

fer , einen Kreisbogen befchreibt , der die andre äulser-
fte Parallellinie im Punkte V durchfchneide . Zieht

man TV , fo ift diefe Linie der gegebnen gleich , und

auf die verlangte Art (z. B. in 5 gleiche Theile ) ein-

getheilt , und man kann dann ihre Eintheilung durch
einen Zirkel unmittelbar auf die gegebne Linie über¬

tragen.

Zu Theilungen von Linien in gleiche Theile , mitte/M
diefer Conftruction , dient ein befonderes Inflrumi,

■worauf eine Menge Paiallellinien in gleichen Entfer¬

nungen von einander eingegraben find , und welch«

uns der Mühe überhebt , jedesmal erft gleiche wiH-
kührliche Theile aufzutragen , und durch die Tlieil-

punkte Parallellinien zu ziehn.

Auf diefelbe Art findet man auf den Verlängerun¬
gen einer gegebnen Linie Aß die Punkte , welche mit

ihr eine Linie bilden , die einer gegebnen AE fo pro¬

portional eingetheilt ift , dafs AB mit einem der mitt¬
lem Theile CD übereinftimmt . Man ziehe nemlich

durch alleTheilpunkte willkührlich Parallellinien , tri.

ge zwifchen die beyden durch C und D die gegebne
Linie AB ein , und verlängere fie , bis fie von allen je¬
nen Paiallellinien durchfchnitten ift . — Dann hat man
die verlangte eingetheilte Linie.

Zufatz I . Um ein gegebnes Dreyeck durchßi
nien aus der Spitze in eine beliebige Anzahl gleicht'

Theile , oder in Theile, welche zu einander ein gegebnesV»'



hXlttiifi haben einzuteilen , theiie man die Grundlinie
nach der verlangten Art ein , und ziehe aus der Spitze
grade Linien nach allen Theilpunkten.

AÜFCABKN , 4I9»mef-
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ein. Denn das gegebne Dreyeck wird dadurch in klei-
larch ne Dreyecke getbeilt , die insgefammt auf derielben
über- graden Linien ftehn , und deren Spitze in einem Punk¬

te liegen , folglich in Dreyecke von gleicher Höhe *. * E»
Solche Dreyecke verhalten fich aber wie ihre Grundii-
nien * ; daherj das gegebne Dreyeck dann auf die ver **S«£
langte Art eingetheilt ift.
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Zufatz II . Um ein gegebnes P aral1elogr amtn
durch Parallellinien mit einer der Seiten in eine beliebige
Anzahl gleicher Tbeile , oder in Theiie , welche zu ein-
ander ein gegebnes Verhältnifs haben , einzutheilen , theiie
man die zweyte , an jener anftofsende Seite auf die ver.
langte Art ein , und ziehe durch die Theilpunkte Pa-
ralleüinien mit der erftern Seite.

Denn die kleinen Parallelogramme , welche auf
diefe Art entftehn *, liegen insgefammt zwifchen zwey «i 34
Paiallellinien ; haben alfo gleiche Höhe * , verhalten » £
teil folglich wie ihre Grundlinien * , und das gegebne* y f
Parallelogramm ift daher auf die verlangte Art einge¬
teilt.

•hü
cki>

sVir

AUFGABE 5.

I ) Eine gegebne grade Linie BC, nach einem
{igtbnen Zahlverhaltnijfem : «, einzutheilen.

Dd a
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2 ) Auf der Verlängerung einer gegebnen gm-

den Linie BC fo einen Punkt g zu beßimmen , daß

die beyden Abfchnitte Bg , Cg , in dem gegebnen Zahl-

verkiiltnijje m : n flehn.

Das gegebne Zahlverhältnifs m : n fey welche? tt

wolle , fo läfst es fich jedesmal leicht in ein Linearverhält'

pifs verwandeln . Denn man braucht 7.u dem Ende nur

aus einer wülkührlichen Linie zwey Linien P, Q, gm'

de fo zufammenzufetzen , wie die beyden Zahlen rfi

und n aus der Einheit zufammengefetzt find. Alsdann

verhält fich m : n = P : Q und P und Q find bekannte

Linien.

1) Nun foll im erfien Fall der Aufgabe die gegebne

Linie BC feib'ft nach dem VerhältnilTe m :n , folglich

den Linien P und Q proportional eingetheilt wer-

den ; welches durch das Verfahren der vorigen Aufgs*

*Afg 4. be geleiftet wird *.
(2 ) .

F'g»79. 2) m̂ zweyten ^ au^ ^er Verlängerung oer

gegebnen Linie BC ein Punkt g fo gefunden werden,

dafs lieh verhalte Bg : Cg = m : n = P :Q. Die beyden

Abfchnitte Bg , Cg find in diefem Fall um die gegeb¬

ne Linie BC von einander verfchieden , können alfo

nicht im"Verhältnifs der Gleichheit ftehn ; und wä̂ «

diefes gefordert , fo wäre die Aufgabe in diefemM

unmöglich . Uelwrdem mufs , je nachdem m p '̂

oder kleiner als n ift , auch Bg greiser oder kleiner als

Cg feyn , mithin der gefliehte Punkt g auf der Verlange

rung der Linie BC über C oder über B hinaus liegen

Alles diefes zeigt auch die folgende Conftruction.
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Gefetzt - nemlich , es fey tn > » , fo verhält fich
Bg: Cg : Bg — Cg = m : n ; m — n = P ; Q : P — Q *, oder' V>4'ß-
P —Q : P = BC : Bg . Man ziehe daher durch B eine

grade Linie unter einem wilikührlicben Winkel "gegen
BC, trage auf fie von B aus , BE = P , und Vom End¬
punkte E dieferLinie , rückwärts EF = Q auf , (fo dafs
BF — P — Q wird ) und ziehe FC fo fchneidet eine
Parallellinie mit FC , durch E gezogen , auf der Ver¬
längerung vonB über Chinaus den gefuchten Punkt g
ab. Denn wegen des Parallelismus diefer Linien ver¬
hält fich BC : Bg : Cg = BF : BE : EF * = P ~ Q : P : Q , * 7- 2»
folglich Bg : Cg = m : n.

Ift dagegen m < » , mithin auch P < Q und
BE < EF' , fo fällt der Punkt F' über B hinaus , auf
dem Stück der willkührüch gezognen Linie , welche
mit dem erftern gegen B auf entgegengefetzte Art
liegt , und zieht man nun CF ' , und mit ihr durch E
eine Parallellinie , fo durchfchneidet auch diefe die Li¬

nie BC, nur auf der entgegengefetzten Verlängerung,
über B hinaus.

Sollte endlich m = n , folglich auch P = Q und
BE= EFfeyn , fo müfsten die Punkte Bund F, mithin
auch die Linien -FC und BC zufammen fallen . Eine
Parallellinie durch E mit FC , wäre alfo in diefem Fall

auch mit BC parallel , durchfchnitte 'folglich BC. auf
beyden Seiten verlängert , nie , und es ift dann keim
Durchfchnittspunkt g möglich,

Wolke man fich indefi. vorftellen, dafs zwey Parallellinien
fish in einer unendlichen Entfernung (d.h. aber gar nicht ) durch-
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fchneiden, fo rückt in diefem Fall der Punkt g ins Unendliche
fort. Ein Kreis mit .einem Halbmefibr Ag befchricben, gienge
tlann in einen Kreis , mit einem unendlich grofsen Halbmcffer
bcfchrieben, d. h. in eine grade Linie über, und lb würden durch
diefe blos eingebildete Idee in Lchrfatz 20 die Fälle, wo ein Ort,
der , falls m und n ungleich find ein, Kreis ilt , wenn m und 11
gleich find, in eine grade Linie übergeht , auf jenen Hjuptfall
zurückgebracht ; und diefes Verallgemeinern ift überhaupt eine
der vorzüglichsten Anwendungen, die der Mathematiker von die-
fen blofs eingebildeten Ideen des Unendlichen macht, Doch ge¬
hört diefes mehr in die algebraifche Analyfis, als hierher.

Zufatz . Sind in einer graden Linie mehrere
Punkte , z. B. B , D , C gegeben , und man fucht auf
ihr oder ihrer Verlängerung einen Punkt G , der ft
liegt , dafs die Entfernung deffelben von den gegeb-
nen Punkten zu einander in gegebnem VerhältnilslWin
follen,z . B. Bg : Cg : Dg = m : n : p ; fo ift diefes nicht
für jedes Verhalten , fondern nur unter gewiflenßednr
gungen möglich . Denn es mufs dannz . B. lieh verhal¬
ten Bg - ~ Cg : Cg — Dg d. h. BC : CD — m — n : n- p.
welches eine befondre Bedingung für das gegebne Vet-
hältnifs m : n : p an die Hand giebt.

Anmerkun g. Diefes ift die vollftändige Auflöfung einet
Aufgabe, auf die wir uns in den Folgerungen und Zufätzen zu
Lehrfatz 20 dürchgehends berufen haben. Das dort Vorgetras;™e>
beruht gröfstentheils auf ihr , und befonders wird hieraus d's
AuslegungS. 326. » , ganz deutlich werden. Apollonia ebne Oer-
ter II. Lemma 9.)

Die Aufgabe von einer gegebnen Linie BC einen l/efli'i""tß
XAez7,z. Bden fechftenabzufchneiien, oder fie um MefinTbeUf
verlängern, ift nur ein beiondrer Fall, diefer Allgemeinem,
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AUFGABE 6.

Wenn ein WinkelA, und ein Punkt B gegeben 8s'
JW, dwre/zdiefen Punkt eine grade Linie fo zu ziehti,
daß durch die Schenkel des Winkels auf ihr zifey Stil-.
ckeBC, BD abge/chnitten werden, die in einem gc~
gebnen Verhältnifs ftehn, fich nemlich wie die gegeb¬
nen LinienP :Q_ verhalten.

Liegt der gegebne Punkt B zwifchen den beyden
Schenkeln des gegebnen Winkels , fo ziehe man durch ihn
eine Parallellinie mit dem einen Schenkel AH , welche
den andern im Punkte E durchfehneide , nehme auf
diefem ein Stück ED fo , dafs AE , ED , den gegebnen
Linien P , Q proportional find , und ziehe DB , fo i(l *Afg,2.
diefes die verlangte Linie . Denn wegen des Parallelis-
mus der Linie EH , AH , durchfehneidet fie auch den

zweyten Schenkel in irgend einem Punkte C * , und *f.=4Zj,
zwar fo dafs fleh verhält AE : ED = CB : BD = P : Q*. * 7>

Liegt der gegebne Punkt B anfserhalb des Winkels,
fo ziehe man durch ihn und einen beliebigen Punkt
E des einen Schenkels eine grade Linie , nehme auf
ihr ein Stück BF , fo dafs BE, BF den gegebnen Linien
P , Q , proportional find * , und ziehe durch F eine ^Afg. z,
Parallellinie mit jenem Schenkel , welche den zweyten
Schenkel in irgend einem Punkte D fchneiden mufs * -,*l24Z3,
fo ift DB die verlangte Linie . Denn wegen des Paial-
klismus der Linie FD , AE , durchfehneidet fie den er-
ften Schenkel AE nothwendig in irgend einem Punk¬

te C * , und zwar fo , .dafs fich verhält BCBD = BE *l .s4Z ,
:BF = P : Q.

n

Hl19
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(öregorins n St. Vinc, L ' S- -9). Man ficht leicht, dafs Sek
rliefe Aufgäben noch auf mannigfaltige Art abändern laffen,z,B.
wenn eine Parallellinie Jinit dem einen Schenkel gegeben ift, die
Linie durch den Punkt B fo zu sieht! , dafs die Abfchnitte der.
leiben zwifchen den beyden parallelen Linien, und zwifchenB
und dem andern Schenkel;, in dem VerhälmifTe von P zu^
Hehn; eine Aufgabe, die grade fo aufgelöft wird ( Greg. I, jj.)

Zui atz . Um durch den Punkt B eine grade Liniefi
zu zieh» , daß ße auf den Schenkeln des gegebnen Winkth
zwey Stücke AC , AD abfehneide, die fick wieP zuQw-
halte » , trage man auf den einen Schenkel AE = P,a«f
den andern AF = Q auf , ziehe EF , und damit ' paral¬
lel durch B , CD . Denn dann verhält fleh wegen des

* 7. Parallclismus diefer Linien , AC : AD = AE : AF*n
P i Q. (Greg . I . 30 .)

Aufgabe 7.

»ig. gä. Zu drey gegebnen Linien P , Q , R , die ig¬
te Proportionallinie zu finden

Man bilde einen willkührlichen Winkel K, und
trage von der Spitze K aus , auf dem einen Schenkel
deffelben die erfte und zweyte der gegebnen Linien,
P = KA , Q ^ KB , und auf dem andern Schenkel die
dritte Linie K = KC auf , verbinde dann dieEndpunk'
te A , C der erflen und dritten durch eine grade Linie,
und ziehe mit diefer durch denEndpunkt B der zwey-
ten eine Paraüeilinie BX. Das Stück KX , welches die.
fe Parallellinie auf dem zwey ten Schenkel abfchneldeti
ift die gefuchte vierte Proportionallinie.

1
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Denn da die Parallellinien die beyden Schenkel

einander Proportional eintheilen , fo verhält fich RA:
' KB = KC : KX * , mithin P : Q = R : KX. *7' Za>

Bemerkung 1. So wie fich , unbefchadet des
vierten Glieds , die mittlem Glieder jeder Proportion
vertaufchen lauen , fo ift es auch für diefe Conftruction

*ganz gleichgültig , ob man die zweyte oder die dritte
der gegebnen Linien , mit der erften auf demfelben
Schenkel legt . Nur dafs man immer durch den End¬

punkt der erßerti Linie, und der , welche auf dem andern
Schenkel liegt , die grade Linie ziehn muß , durch wel¬

che die Lage der Parallellinie beftimmt wird.

Zieht man durch die Endpunkte der beyden Linien,
welche in der Proportion die mittlem Glieder ausmache»

eine grade Linie BC , und mit diefer durch den End¬

punkt der erften eine Parallellinie AY , fo verhält fich
KA ; KB = KY : KC und matt ei hält daher eine vierte Li'

nie KY, welche mit den drey andern , nicht , wie unfere

Aufgabe verlangt , d'nekt , fondern verkehrt proportio¬
nal ift : und eine folche Linie läfst fich daher auf diefe

Art immer ganz leicht finden . Eine andre Methode

dazu haben wir in Aufgabe 3 kennen gelernt . * Wgjfi

Bemerkung 2. Ferner ift es nicht nothig,dafs
man die drey gegebnen Linien auf den Schenkeln zu

einerley Seite des Punktes K , oder überhaupt von die-
fem Winkelpunkte an auftrage ; vielmehr kann man
fie ganz wiükührlich legen , wenn nur die übereinftim-

menden Endpunkte der Linien P , R in zwey Parallel-
minien fallen . Denn auch in diefem Fall fchneiden
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zwey durch die Endpunkte der Linie Q 'mif jenen pa.
*7,Z . 2 railel gezogne Linien , vermöge Lehrfatz 7 * , vom ge-

genüberltchenden Schenkel ein Stück ab , welches iu
den drey gegebnen Linien die vierte Proportionallinie
ift . Allein die oben angegebne . Conftruction iit von
allen die einfachfte.

Bemerkung 3. Auch Lehrfatz 13.Folgerung:
führt auf ein ganz bequemes Verfahren , zu drey gegebnen
Linien die vierte Proportionallinie zu finden , welches ich
dem Lefer felbft zu entwickeln überlalfe . Eben[fo
unlere Sätze über den Kreis , befonders Lehrfatz 24
und 25 , aus denen leichte und artige Methoden
folgen.

B e m e rkung 4 . Diefe Conftruction ift übrigens
für die geometrifche Darfteilung ' daffelbe , was die fo-

genannte Regel de Tri für die Arithmetik ift , und für
fie nicht weniger wichtig . In fo fern man einen jeden

. • c ■ j ABx AD , ■
Ausdruck wie folgenden - , als vierte Proportio-DE

»V . j . k nalgrö 'fse zu den Linien DE , AB » AD anfehn kann*
dient diefes Verfahren , ähnliche Ausdrücke noch auf ei¬
ne andre Art in Lineargröfsen anzugeben , d. i. 2« ««'
flriiirett , uiid bey geometrifchen Unterfuchungen nocli
auf eine andre Art zu überfetzen , als wir diefes irn Vo-

»Afg .3. rigen gethan haben * ; nemlich durch vierte Proportio-
a* 3- nallinie zu den drey Linien DE , AB , AD ; eine Ausle¬

gung , die indefs vermöge Lehrfatz 4 Folgerung I<in
der That mit der erftern zufammen fällt.
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AUFGABE g.

Ein gegebnes Parallelogramm , oder ein gegeb-.
ties Dreyeck oder ein gegebnes Trapezoid , in eine Fi.
gur von einer die/er drey Gattungen zu verwandeln,
welche mit der gegebnen gleichen Inhalt hat , und
entweder über einer gegebnen Grundlinie MN ficht,
oder eine gegebne Hohe hat.

Alle einzelnen Aufgaben , welche in diefer allge¬
meinen enthalten find , laden (ich durch Auffindung ei- ;
«er vierten Proportionallinie auflöfen, und mithin auf die
vorige Aufgabe zurückführen , find aber , wie fie hier
ausgedrückt werden , unbeftimmt . Denn der Inhalt des
Parallelogramms wird durch das Produkt aus der
Grundlinie in die Höhe beftimmt , der Inhalt desDrey-
ecks durch die Hälfte diefes Produkts * , und der In- * j,
halt des Trapezoids durch das Produkt aus der Hohe

in die halbe Summe beyder Grundlinien *. Sol- • ^
len folglich zwey Figuren diefer Gattungen glei¬
chen Inhalt haben , fo rnüffen zwey folche Produkte

gleich leyn , wodurch eine Proportionalität zwifchen den

Grundlinien und Höhen beyder gegeben wird *. Nuri ^ v.3."«
aber find von der gegebnen Figur , die Grundlinie und
die Hohe bekannt , und von der zweyten foll entweder

die Grundlinie oder die Höhe gegeben l'eyn . Folglich
kennt man in diefer Proportion drey Glieder , und
fucht man aus ihnen , nach der vorigen Aufgabe , die

vierte Proportionallinie , fo findet man auch der ge- •
fuchten Figur Grundlinie oder Höhe , wodurch jedoch
diefe Figur nicht völlig beftimmt wird.
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Nach diefem Fingerzeig entwickle und löfe der
Anfänger felbft die einzelnen Aufgaben auf , die in
diefer allgemeinen enthalten find . Hier , zum Beyfpiel,
nur ein Paar.

Tig. 75. Das gegebne Parallelogramm ABCD in ein Parallelo¬
gramm über die gegebne Grundlinie CI zu verxoandik,
Man fuche die Hohe DK des gegebnen Parallelo-

* E. j . gramms * , und zu CI , CB , DK die vierte Proportio-
nalßnie , fo ift diefe die Höne des gefuchten Parallele-

*S- f. 2. gramms * , und errichtet man auf CI ein Perpendikel,
trägt darauf IL , diefer Höhe gleich , und zieht dutcli
L eine Parallellinie mit CI , fo fchneiden je zweyPa-
rallellinien durch C und I ein Parallelogramm ab, wel¬
ches der Aufgabe geniige thut . Diele Aufgabe ift alfo
mbeßimmtf weshalb unzählige Parallelogramme ihr ge.
nüge leiften - Eeftimmt wird fie , l 'o bald noch der
Winkel gegeben ift , unter dem diefes Parallelogramm

. belchrieben werden fall , wie in Aufgabe 3. , und die¬
fes ift , wenn nach Rechtecken gefragt wird , immer det
Fall.

Hätt » das Parallelogramm AP>CD in ein Dreyeck ülitr
CI verwandelt werden folkn , fo fey die Höhe des ge-
fucliten .Oreyecks h . Dann wird der Inhalt des Paralle¬

logramms ausgedrückt durch BC X DK , des Dreyeck«
;« ?i durchfdxh *, und da beyde gleich feyn follen , rrmfs

BC X DK = £ CI X h feyn , folglich lieh verhalten
•V . 3. vi CI : ßC ^ DK '-11*• Man .fuche alfo die vierte . Pro¬

portionallinie zuf CI , BC , DK , fchneide auf dein
Perpendikel auf CI , diefer Linie gleich IM ab , und zie¬
he durch M mit CI eine Parallellinie ; fo ift die Pf
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rallellinie der Ort der Spitze des gefliehten Dreyecks *, * 3. z -
und die Aufgabe ebenfalls ttnbeftimmt , etc.

AUFGABE 9.

Zu zwey gegebnen Linien P , Q_ , <*U äufsen
Glieder einer Proportion, \zuiey  andre Linien T , 1,
deren Unterfchied oder_ deren Summe einer gegebnen
Linie $ gleich iß , als mittlere Glieder der Proportion
zu finden.

Man ziehe willkührlich zwey Linien , welche lieh 6®
im Punkte F rechtwinklig durchfehneiden.

Im Fall des Unterfihieds trage man zu entgegenge¬
fetzten Seiten des Punktes F auf die eine diefer Linien
FA = PundFB = Q , und auf die zvveyte Linie FH
r= N . Halbire AB und FH , und errichte auf beyden
Linien in den halbirenden Punkten Perpendikel . Der
PunktC , wo diefe Perpendikel fich durchfehneiden,
ift der Mittelpunkt eines Kreifes , der mit AC als
Halbmefler befchrieben , auf der zweytenLinie die bey»
den gefliehten Linien FD , FE ablchneid«t.

Denn da diefer Kreis vermöge der Conftruction
durch die Punkte A und B geht , fo find AB , DE Seh¬
nen , die fich im Punkte F durchfehneiden , folglich
FA : FE = FD : FB * : und da das Perpendikel aus dem *as.f.
Mittelpunkte C die Sehne DE halbirt , auch EF == HD
und mithin FD — FE == FH = N.

Im Fall der Summetrage man FA == Pund FB = Q
zu einerley Seite des Punktes F auf , und verfahre im
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übrigen wie vorhin . Durchfchneidet dann die Kreis-
linie , die durch A und B geht , die zweyte Linie in dm
Punkten D , E , fo find jetzt AB , DESehr .en , die ver¬
längert im Punkte Flieh durehfehneiden , folglich wie-

'as.f.r-y derum pA : FE = FD : FB * , jetzt aber FD -f FE = FH
=a N.

In diefem Fall wird jedoch der Kreis die zweyte
Linie nur dann durehfehneiden , wenn die Summe der
beyden Abfchnitte FE -fFD = N gröfser ift , als das
Zweyfache der Tangente , die aus F am Kreife gew-

s2f.3.K g en wjr{j * j oder , da das Quadrat diefer Tangente
32. 3. gleich ift dem Rechteck FA x FB * , nur dann , wenn

N 2 >4 -FA x FB ift . Ift N kleiner , fo wird diejAuf-
gäbe unmöglich.

Bemerkung I . Da das Rechteck aus der mitt¬
lem von vier Froportionallinien , ftets dem Rechteck
aus den äufsern gleich , mithin in diefem Fall ( N —
FE ) X FE = P x Q ift ; fo läuft diefe Aufgabe auf eins
mit folgender hinaus : , , Ein Rechteck von gegebnem /«-
halt , zu befchreilen , wenn entweder der Unterfcbied , oder
die Summe zweyer anliegenden Seiten dejfelben gegeben ijU
Noch eine andre Form und AuflöTung derfelben , findet
fich in Aufgabe ig.

Bemerkung 2. Wo es überhaupt auf Gleich¬
heit von Rechtecken ankömmt , wird diefe Conftruc.
tionsärt vermittelft des Kreifes , mehrentheils mit Vor¬
theil gebraucht werden.

Zufatz . Sind die beyden gegebnen Linien Punii
Q gleich , fo geht die gefuchte Proportion , in diefe
P : X = Y ; P , und daher unfere Aufgabe ( da es gleich-
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gültig ift , ob die gefachten Linien innere oder äufse-
re Glieder in der Proportion ausmachen , in folgende
über:

Wenn eine mittlere Proportionallinie P , und von den
heyden andern proportionalen Linien , entweder die Summe,
oder der Unterfcbied N gegeben find , diefe Linien felbß
zu finden.

Oder : Ein gegebnes Quadrat P2 in ein Reckteck zu
verwandeln , von dejfen beyden anliegenden Seiten die Summe
oder der Unterfchied N gegeben iß.

Oder endlich : Auf einer gegebnen graden Linie iV,
oder auf deren Verlängerung einen Punkt i/o zu befiim~
wen , dafs das Rechteck aus den beyden Abfchnitten , einem
gegebnen Quadrate Pz gleich fiy.

Diefe drey Aufgaben fragen , nur unter verfehlet !,
ner Geftalt , nach ein und daffelbe , und find ein ein¬
zelner Fall unferer allgemeinern Aufgabe . Dadurch
dafs für fie die gegebnen Linien P == FA , und Q = Fß
n-leich find , wird die Conftruction in beyden Fällen
beträchtlich vereinfacht.

Im Fall des Ünterfckieds befchreibe über FH = Nj
als Durdimefler einen Kreis , welchen FA = P berührt,
und liehe von A durch den Mittelpunkt eine grade Li-
nie , welche den Kreis in D und E durchfchneide , f0
find AD , AE die gefachten Linien . Denn es ift AD
X AE = AF2 = P 2 und AD — AE - j- N.

Im Fall der Summe befchreibe über FH = N ei.

nen Halbkreis , ziehe mit FH in einer Entfernung
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gleich P , eine Parallellinie, - und fälle vom Punkte

wo fie den Kreis durchfchneidet , ein Perpendikel IK
auf den DurchmeiTer , fo fchneidet diefes auf dem

Durchmeiler die heyden Verlangten Abfchnitte FK,KH

ab. Denn es ift FK X KH =?.1K2= P2 , und FK -f KH
= EH — N.

AUFGABE IO.

Wenn zwei) Rechtecke , aus den Linien A, B

und P , Q , gegeben find , eine Linie zu finden, zu

welcher fich eine Seite des einen Rechtecks , wie der In¬

halt beyder Rechtecke zu einander verhält.

Gefetzt es fey X die Linie , zu welcher die Seife

A in dem VerhältniiTe des Inhalts beyder Rechtecke
fleht , A X B : P X Q = A : X ; fo ift das erfte Verhält-

»3. f. 2. nifs auch gleich dem Verhälcnifs A X B : X X B*; folg¬

lich , da die Vorderglieder gleich lind , mü (Ten es auch

■V. j. e die Hinterglieder feyn , P x Q —XxB *, oderesmufj

•V. 3. 7 fleh verhalten B:P = Q : X *
Man luche allo zu der einen Seite des einen( und

%u den beyden Seiten des andern Rechtecks die vierte

Afg.7-Proportionallinie * , fo verhält lieh zu diefer die andre

Seite des erllern , wie der Inhalt beyder Rechtecke)

oder A : X = A x B : P x Q.

Bemerkung . Auf diefe Art findet man «»0

Linie» > die im zufammeitgefetzten Ferb 'dhnifs zweyerPMr

V. 6. gegebner Linien fielin , A :X = (A :P) + (B : Q ) *• sintl

die gegebnen Verhältniffe gleich , fo ift A : X = 2(A

^ASiP 2 und A : P = P :X , da denn diefe Auflöfung
in
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in die übergeht , welche wir in Aufgabe IS für diefen
Fall haben werden . *. is-f. s.

AUFGABE II.

Zivey Linien darzustellen , deren Verhältnis aus-
den gegebnen VerhiiltniJJen dreyer Paar Linien A, B, C
und P , Q , R zufammengefetzi iß , oder die [ ich wie
die Produkte dreyer Linien , zu den Produkten dreyer
andrer Linien * verhalten. E. 6.

Geletzt Yund X find die beyden gefliehten Linien,
£o foll fich verhalten Y :X = A xB xC : P X QxR oder

BxC QxK * . t Bx C *V. i .ß.Setzt man lolglich Y =P a P
O x R

und X = —----- ' fo erhält man gewifs zwey Linien inA '

dem gefuchten Verhältnifs , und von diefen Linien ift
dann die Eine die vierte Proportionaüinie zu P , B,
C , und die Andre die vierte Proportionallihie zu A»
Q , RV -A%? .

i-
Zu ! atz I . Soll , wie in der vorigen Aufgabe,

eine der gegebnen Linien , z. B. A, das Vorderglied des
gefuchten VerbaltniiTes feyn , . fich folglich verhalten
A XB X C : P X Q X R = A : X = A x B x C : X X B x C* ;
fo mufs, wegen Gleichheit der Vorderglieder , P X Q x R
= X X B x C, mithin B x C : Q XR = P : X feyn . Denkt
man fich daher eine Linie Z fo , dafs fich verhalte B : Z"
= P :X mithin auch BxC : ZxC = P : X, fo mufs die-

fe Linie fo befchaffen feyn , dafs Q xR = ZxC * ,, V j
folglich C : Q = R ;Z ift. — Sucht man daher ja C.

Ee

■ijj
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Q , R diegierte Proportionallinie Z , und dann zu B,
Z , P abermals die vierte Proportionallinie , fo erhält

man die gefachte Linie X , zu welcher A in dem ver¬
langten Verhältniffe fleht.

Zufatz II . Ueberhaupt mögen noch fo viel

Verhältniffe gegeben feyn , und man ßwfa ein Verkält-

vifs G : X , welches aus allen diefen gegebnen Verh 'Altm̂m
zufummengefetzt iß , io findet man diefes durch fortge.
fetzte Auffindung vierter Proportionallinien a , b, ev .
etc . , z . B.

A : P = G : a

B : Q = a : b
^ | i ( H^ &-JĈ R= a : X
fo ift , wenn man zufammenfetzt G : X = ( A : P)*fc

*V. 4a . ( B : Q ) -h .( C : R ) = Ax BxC : PxQxR *.

AUFGABE 12,

Fig- 82, 2 % zwey gegebnen Linien P , Q_ dit dritti

; Proportionallinie zu finden.

Diefe Aufgabe fordert eine ftetige Proportion

zu denken , worin die mittlem Glieder beyde der zwey«
* V. 5. ten gegebnen Linie gleich find * , und zu diefer die

vierte Proportionallinie zu finden . Man wiederhole

daher die Conftruction der fiebenten Aufgabe , nur däfs
man jetzt Q =; KB auf beyde Schenkel des Winkels

K auftrage , und man ziehe Ais' und damit parallelBC,

fo iftKC die gefuchte dr tte Proportionallinie . Denn
es verhält fich KA : KB = KB : KC.

F'S 88- êtze au ^^ em Endpunkte von P= AD - die zwey-:
te Linie Q = DF fenkrecht , ziehe AF , und errichte
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darauf im Punkte F ein Perpendikel . Wenn diefes
die verlängerte AD im Punkte ß durchfchneidet , fo
ift BD die dritte gefachte Proportionallinie . Denn es

*I2f . 3Sift dann AD : DF = DF : DB *. "
Oder befchreibe einen Kreis , trage P und Q von Fig. 63f

demfelben Punkte A aus als Sehnen hinein , und ziehe
vom Endpunkt der einen eine Parallellinie mit den
Tangente durch A , fo ift das Stück AM oderA -/ , wel¬
ches diefe Parallellinie auf der andern , oder auf deren
Verlängerung abfchneidet , die dritte Proportionallinie
zu den beyden Sehnen *. a4- •*

Und folcher Auflöfangen mehrere ; die fleh ohne
Schwierigkeit aus unfern Sätzen über den Kreis aushe¬
ben laffen . .< .

Folgerung t . Dazu den Zahlausdrücken der Fis . gj.
]beyden Linien . KA , KB die dritte Froportionalzahl
: KB2
- ift fo mufs diefes auch der Zahlausdruck für *u ,KA

die dritte Proportionallinie KC feyn . Folglich dient
diefe Conftruction einen folchen Ausdruck in Lineargrö-
fsen anzugeben , d. i , zu \conßruiren und man ift um¬
gekehrt berechtigt bey geometrifchen Unterfuchunge«
einen folchen Ausdruck durch dritte Proportionallinie
ZU den Linien KA und KB zu überfetzen.

Folgerung 2. Setzt man die gleichen Verhält-
niffe in diefer ftetigen Proportion zufammen ", fo fleht *
man, dafs fich verhalte KA : KC == 2 ( KA l KB ) K \ 2
''KB2, &,h. dafs das Verhdltnifi der erfien pur [driften Pro-

Ee 2

V. J.
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, :

portionallinie noch einmal fo hoch, ah das Verk'dkmfs der

erften zur zweytcn, oder dem Verhältniffe der zweyten

Potenzen aus den Zahlausdrücken diefer Linien , mit¬

hin d?m Verhältniffe der Quadrate über diefe Linien, glekk,

*4,Z.2. iß *.

a ) Um folglich zwey Linien zu bilden, die fich wie

zw .y gegebne Quadrate verkalten , braucht man nur zu

den, Seiten diefer Quadrate die dritte Proportionalität'

zu rinden ;

ß) und umgekehrt findet man die Seiten zweyerQti.

drate , die fich wie zwey gegebne Linien verhalten, wenn

man zwifehen liefen beyden Linien die mittlere Pro-

»Afg 13Portlona "i n ' e bildet * ; withtige Bemerkungen , von

denen wir im folgenden Buche häufig Gebrauch mi¬

dien werden.

Folgerung j . Fährt man in der angegebnen

Conftruction fort , trägt ferner KC auf den zweyten

Schenkel auf , und zieht CD parallel mir B'C, fo

wiederum KD die dritte Proportionallinie zu KB und

KC ; trägt man weiter KD' auf den andern Schenkel

und zieht D'E parallel mit CD , eben fo KE die dritte

Proportionallinie zu KC und KD u. f. f.

Auf diefe Art läfst fich folglich eint ganze Bäht

fletigproportionaler Linien KA, KB, KC, KD etcJM1«*

wo jede die dritte Proportionallinie zu den beyden vor¬

hergehenden , und die mittlere Proportionallinie i«i«

fchen der nächft vorhergehenden und folgenden &

dafs fich verhält KA :Kü = KB : KC = KC : KD =
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Setzt man diefe ftetigen Verhältniffe Schrittweife
zulammen * , fo erhält man * V. 6.

RA : KC = 2 ( KA : KB ) = KA? : Kli=
KA : KD = 3 ( KA : KB ) = KA3 : KB3
KA • KE = 4 ( KA : KB ) = KA* : KB* etc.

Man wird daher durch diefe Conftruction im Stande
gefetzt Linie» zu bilden, welche fie wie irgend zweyPoten.
zen von .gleichem Grade aus den Zahlausdrücken ziveyer
gegebner Linien KA, KB verhalte».

Allein wenn zwey Linien , wieKA , KE .gegeben
Snd , die Linie KB zu finden , fo dafs KA : KE fich
x. B. wie KA* :KB4 verhielte , daiu erhalten wir durch
diefe Conftruction kein Mittel . ~ ^ nairfciaiwft

Anmerkung i . Andere Mittel eine ganze Reihe fokher
ßetig proportionaler Linien zu bilden , giebtLehrfatz 24.Folgerung
t , und Lehrfatz sj . Folgerung 3 an die Hand , und wer diefe
•Conftruction intereffant !findet, wird fie ohneSchwierigkeit daraus
entwickeln können . Die leichterte Methode-verfpare ich für das
folgende Buch.

Anmerkung 2, Um ein gegebnes Quadrat in ein Recht¬
eck , oder in ein Dreyeck etc. über gegebner Grundlinie zu verwan¬
deln , mufs man »auf eine ähnliche Art , wie in Aufgabe 8 , zur
gegebnen Grundlinie und zur Seite des gegebnen Quadrats eine
dritte Propörtionallinie fuchen . Diefes drückt z. B. Tacquet fol-
gendermafsen aus : ad datam rectam AB , datae rectae M quadra - -g- „

05*
tum facile eft apf lic ar e , inveniendo rectis AB, Mtertiam pro¬
portionalem CD et rectangulum ABCD conftrnendo. Eft enim dato

qnairato M2 aequale rectangulum , ad rtctamAB applic a t » w ¥. *Afg 3
a. 1,

AUFGABE IJ,

I) Zwifchen zwey gegebnen graden LinienP ^.
und Q eine mittlere Proportibnällinie zu finden, und
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2) zwifchen einer graden Linie AB und einem
gegebnen Abjchnitt derfelben AD, eine mittlere Propor-
tionallinie darzußellen.

1) Man trage diefaeyden gegebnen Linien auf eins
willkührlich gezogne grade Linie nebeneinander,
AD = Pund DB — Q , befchreibe um die Summe bey-
der AB als Durchmeffer einen Halbkreis , und errichte
auf AB im Punkte D ein Perpendikel . Durchfchneidet
diefes den Kreisbogen im Punkte E , fo iß DE du p-
fachte mittlere Proportionallinie. Denn es verhält lieh
dann vermöge der Natur des Kreifes AD :DE = DE5

*2S.f.i a DB *.

2) Soll su AB und dem Abfchnitt AD dieferLinie,
die mittlere Proportionallinie gefunden werden , tobe,
fchreibe man wiederum un* die ganze Linie AB als
Durchmeffer einen Kreis , errichte in D das Perpendi¬
kel DE , und ziehe von Punkte E , wo diefes die Kreis¬
linie durchfchneidet , nach A eine Sehne AE, foifidk.

fe Sehne die gefachte mittlere Proportionallinie, Denn ver¬
möge der Natur des Kreifes verhält fich dann AD,':AE

♦ss, Z.! = AE :AB *

Oder man befchreibe um AB irgend einen beliebi¬
gen Kreisabfchnitt , ziehe durch A eine Tangente iti
demfelben , da mit durch D eine Parallellinie , und nach
dem Punkte F, wo diefe den Kreisbogen durchfchnei¬
det AF * fo ifl: AF,die gefuchte mittlere Proportion

*aj.f. j . nallinie *.

Oder man befchreibe um den übrigen Theil DB
der gegebnen Linie , als Sehne > oder Durchfließet»
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einen Kreis , und ziehe an diefen vom Punkte A aus
.v

eh:e Tangente AG , fo ift AG die gefachte mittlere Pro-

portionallinie *, *22?,i §

Folgerung . Die mittlere Proportionallinie ztoifchcn

zwey Linien , kann nie großer feyn\ ah die Hälfte der
Summe leyder Linien^ Denn kein Perpendikel auf dem
Durchmeffer , das bis an die Kreislinie reicht , kann,

gröfser feyn als der Halbmeffer . Und fo folgt auch
aus der Conftruction , dieler aus der Arithmetik bekann¬
te Satz.

Bemerkung i . Da zu den Zahlausdrücken

zweyer Linien P , Q die 'mittlere Proportionalzahl
/ ( PxQ ) ift * , fo mufs diefe auch der Zahlausdruck * v > '><
für die mittlere Proportionallinie M feyn . Ein Aus¬

druck , wie / (PxjQ ^) , d. i. eine Qnadratxeurzelläßt

fich daher mittelft des Verfahrens in diefer Aufgabe in
LineargröTsen darftellen , und folglich durch Verbin¬

dung derfelben mit den Verfahren der vorigen Aufga^
ben , jede ; reine Quadratische Gleichung cenßruiren . Was

die Cotißritction einer unreinen quadratifchen Gleichung be.
trifft , fo verfpare ich fie für die Bemerkungen am En-
de der Planimetrie.

Bemerkung 2. Ift M die mittlere Proportio-
nallinie zwifchen P und Q, fo verhält lieh P : M = M : Q,

und P : Q = P2 : Ma = M 2: Q2, wie wir fchon in der vo¬

rigen Aufgabe bemerkt haben * , *Af-e ^f. ä.
« ) Sind vier Linien proportional , A . B = C : D,und

man nimmt zwifchen den erßen A, B und zwifeben denletz-

tetiC, D mittlere ProportionaliinienM, N,ß find auch
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diefe mit den Vordergliedern , und eben fo mit den Hinter
gliedern der gegebnen Proportion , proportional . Denn
es verhält fich A : B = A2: M2 = M 2 : B 2 und C : D =
C2:N 2 = ,N 2 :D 2 Wenn alfo die vordem Verhä'ltniffe

gleich find , fo find es auch die hintern , A2 : M 2 •=
*+. f- 2- C2 : N 2, alfo auch A : M = C : N , * : oder M : B —N :D,

oder A ; M — N : D.

ß ) Grade fo find in gleichen Verk 'dltnijfen A : ß e
C : D die dritten Proportionallinien P , Qmit den Voritt-
gliedern , und folglich mich mit den Hintergliedern />«•
portiunal . Denn es verhält fich A2 : B 2 = A :P und

*A/g. is. c a : Da = C : Q * mithin A :P = C : Q und A ; C = B:D

7 ) Da im Kreiß die Tangente die mittlere Propor¬
tionallinie zwifchen einer verlängerten Sehne und der

•S2.f.i § Verlängerung ift , AB : AG = AG : AF * , fo verhüll ßck
immer AE : AF = AE* : AG*: und auf diefe Art laffen

fich andere brauchbare Sätze mittelft diefer Bemerkung
aus unfern Lehrfätzen ableiten.

Bemerkung 3 . Sucht man erft zwifchen wy
gegebnen Linien P , Q , die mittlere Proportionalli-
nie M , und fährt dann fort zwifchen P , M und iwi-
fchen M , Q mittlere Proportiönallinien zu fuclien,fo
erhält man zwifchenJP , Q, 2 -fl » d. i . drey, und fahrt
man mit diefen wieder eben fo fort , 4 4 - 3 , d. i. ß1'
hen mittlere Proportionallinien u . f. f . Aber aufztvey , vttr
oder fünf mittlere Proportiönallinien kötftmt man durch dif

fe Conßructioti nickt . Jene geben Conßrttcthnen vtt
Wurzeln des vierten , achten , fechzehnten Grades u. f«£
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Diefe würden Conftructionen von Wurzeln des dritten,
fünften Grads , u . f. f. an die Hand geben ; allein zu
folchen Conftructionen reicht die,Elementargeometrie
nicht hin . Man lele deshalb Lehrfatz 22 Zufatz ^
Lehrfatz 24 . Folgerung 2, und die Bemerkungen am
Ende diefes Werkes nach.

AUFGABE I4.

Eine gegebne gradelinige Figur in ein Qua¬
drat zu verwandeln.

Diefes gefchieht durch Auffindung mittlerer Pro-
portionallinien , und alfo durch die Verfahren der vori¬
gen Aufgabe , durch welche man jedesmal die Seite deg
gefuchten Quadrats , und zwar auf verfchiednen Wegen,
finden kanni

«.) Bey einem gegebnen Rechteck ABCD , fuche ]
zwifchen den beyden anliegenden Seiten AB , BC die
mittlere Proportionallinie M , fo ift M 2 = AB X BC * ,
folglich das gefuchte Quadrat.

ß ) Bey einem gegebnen Parallelogramm , fuche
eben fo zwifchen der Grundlinie , g , und Höhe , h ; _
bey einem gegebnen Dreyeck zwifchen der Grundlinie,
g , und halben Hohe , § h ; — und bey eine gegeb¬
nen Trapezoid zwifchen der halben Summe beyder
Grundlinien , f ( G -f- g ) , undderHöhe , h , die mitt¬
lere Proportionallinie M , fo ift diefe die Seite des ge¬
fuchten Quadrats . Denn es ift dann M2 im erftenFall

gleich gh , im zweyten | gh , im dritten § ( G -f g) h,
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und diefes find die Zahlausdrücke für den Inhalt der

* $. u. 6, drey gegebnen Figuren *,

7 ) Andere unregelm 'dfsige Vielecke verwandle man

*Afg,i , erft in ein grofses Dreyeck * , fo laffen auch fie (ich

nach ß in ein Quadrat von gleichem Inhalt 'umbilden,
Und diefes ift eine von den Confhuctionen , auf die

wir uns in den Folgerungen zu Lehrlatz 20, und bey

den fernem geometrifchen Oertern , oft bezog«
haben.

Folgerung . Iedes gradeVinige Vieleckj läfst {ichtlft

im eigentlichen geometrifchen Sinn quadriren.

Anmerkung . Der Ausdruck eine Figur qundrittn od«

die Quadratur einer Figur finden , läfst fich im gemttnßa
oder im aritbmtifcben Sinn nehmen . In Jenem , welcher der

eigentliche und urfprüngliche ift , bedeutet er : ein Qunint JM-
mettifih darftellen , welches mit der Figur gleichen Inklt Mi

und das können wir bey jedem gradelmigen Vieleck vermitwlft

diefeiConftruction bewerkficlligen . In diefem, dem arithnHißn*
Sinn , bedeuteter : „einen Zttblausdruck für dm Inhalt ic f 'S"

■* 4, Z . in Flächeneinheiten ( Quadraten *) finden , wenn man de» Zflit
ausdruck gewijj'er Linien , in ihr in Lineareinheiten kennt." Ans

der geometrifchen Quadratur folgt daher leicht die arithmetilftoi
nicht aber umgekehrt ; denn das bilden eines Quadrats demge-

fundnen Zahlausdruck gemäfs, darf man wohl kaum eine geomt-

trifche Conftruction nennen , — Man fieht hieraus , was die S*1"

Aratur des Kreijes , und die Quadratur der Curvtn fagen ff'"' *"
Di » arithmatifche Quadratur ilt im Grunde nichts anders als''1'

Serecbriftng der Figur , d. h. die Eeftimmung des Zahlausd« * 5
.für ihren Inhnlt , aus dem Zahlausdtuck der Seiten , und da tie¬

fes für die Anwendung das eigentlich brauchbare und wicW^ ,

fo pflegt man , mit Crimen Ausnahmen , diefe Beftimmung des!n'
halts : oder die arithmetifchc Quadratur zu verftehn , wenn<rasa

von Quadratur des Kreifes oder der Curveh fpricht.
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AUFGABE I5.

Ein Quadrat zu bilden , welches der Summ e ^ ig. sj.
zweyer oder mehrerer gegebner Quadrate gleich iß.

k ) Man befchreibe einen rechten Winkel A,
*rage auf feine Schenkel die Seiten der beyden ge¬
gebnen Quadrate AB = M und AC = N auf , und
ziehe EC , fo ift diefe Linie die Seite des Quadrats , wel¬
ches den beyden Quadraten über M und über N zu¬
fammengenommen gleich ift . Denn BAC ift vermöge
der Conftruction ein rechtwinkliges Dreyeck , folglich,
dem Pythagoreifchen Lehrfatz zu folge BC2 == AB 2 -f-

AC 2 = M 2 4 - N 2 *. . Urnffiffc * vi
ß ) Soll das gefuchte Quadrat den drey Quadraten

über M, N , P gleich feyn , fo errichte man aufs neue
im Punkte C auf AC ein Perpendikel , trage auf diefes
CD = P auf, ' und liehe BD , fo ift BD2 = BC 2 +
CD 2 = M 2 *f N 2 -f P2, alfo BD die Seite des gefuch-
ten Quadrats.

7) Grade fo fahrt man fort , wenn man ein Qua¬
drat fucht , welches vier , oder fünf oder mehreren ge¬
gebenen Quadraten zufammengenommen gleich ift,
indem man Schrittweife die Seiten der Quadrate fucht,
welchem vier , fünf , fechs u . f. f. der gegebnen Qua¬
drate zufammengenommen gleich find.

Zufatz I . Auf diefe Art laffen fich alfo auch F;g g(
Schrittweife Seiten von Quadraten finden, welche den dop¬
pelten , dreyfachen , vierfachen Inhalt u.f . f . eines gegebnen
Quadrats haben, dergleichen die fogenannte Flächen-
feite des Vißrftaabs zum Mejfen cylindrifiher Gefijse , oder:
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von Tomen angiebt . Zu dem Ende trage man auf
beyde Schenkel des rechten Winkels , AB und AB
gleich M, d. i. gleich der Seite des gegebnen Quadrats
auf ; fo wird BB' die Seite des doppelten Quadrats,
2 M2. Mit diefer fchneide man von A aus* As = BB'
ab, fo ift B2 die Seite des dreyfachen QuadratrgM 1,
Schneidet man mit diefer wiider A3 = B2 ab, und
zieht B3, fo erhält man die Seite des vierfachen Qua¬
drats 4 M2, mit der man wieder Ä4 abfchneide , u. f. f,
Und fo erhält man einen Maafsftab AE, vermöge def-
fen man den Inhalt jedes gegebnen Quadrats fogleicli,
aus dellen Seite, mit dem Inhalt des bekannten Qua¬
drats M2, vergleichen kann . Man faffe die Seiteah
dem Zirkel , und trage fie auf AE von A aus auf.
Scnneidi -t fie da z. B. die Länge A5 ab , fo ift der
Inhalt jenes Quadrats das Fünffache vom Inhalt des
Bekannten . Kleinere Abtheilungen in Hälften , Vieri
tel etc. , lallen fich mittelft der folgenden Aufgabt
finden.

Zufatz II . Wollte man ein Quadrat haben,
"welches das Zwanzigfache eines gegebnen ift, fo fu£'ie
man erft das doppelte Quadrat , aus diefem das Vier¬
fache, und aus diefem famrnt dem Gegebnen , das Fünf¬
fache. Aus den .Fünffachen findet man das Zehnfach«)
und aus diefem das Zwanzigfache.

AUFGABE l6.

87. Ein Quadrat zu bilden, welches dem Unter
fchiede zweyer odev mehrerer gegebnen Quctir̂i
gleich ifi.
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a) Man befclireibe wiederum einen rechten Win¬

kel A, trage auf den einen Schenkel deffelben die Seite
des kleinern Quadrats N — AC auf , und befchreibe

mit der Seite des giö 'fsern M, als Halbmeffer , um D als

Mittelpunkt , einen Kreisbogen . Schneidet diefar den.
andern Schenkel in B, fo ift AB die Seite des gefuch - '

ten Quadrats . Denn das fo befchriebne Dreyeck ift

rechtwinklig , und deshalb AB2 = 3C 2 — AC 2 = * * 12 . f. u
M2 — N 2.

j8) Soll das gefuchte Quadrat dem Unterfchiede
zweyer Quadrate N 2 und P2 von M2 gleich feyn , fo
fuche man wieder auf diefelbe Art den Unterfchied

von AB2 und P2 u . f. f. , fo dafs man alfo auf diefe Art

beliebig viel Quadrate , von einem Gegebnen, welches grö-

fser iß ah alle zufammmengenommen , abziehn kann.

Zufatz . Auf diefelbe Art bildet man ein recht¬

winkliges Dreyeck, wenn die Hypotenufe M und eine der

Katheten N gegeben find ; welches fich auch folgender-

maafsen bewerkstelligen läfst : befchreibe über die Hy¬

potenufe M einen Halbkreis , und um ihren Endpunkt,
mit der gegebnen Kathete N einen Kreisbogen . Wo

diefer den Halbkreis durchfchneidet , da ift die Spitze

des gefachten rechtwinkligen Dreyecks . Denn der

Halbkreis ift der Ort der Spitze *, und der angegebne 26-
Punkt der , welcher durch die gegebne Gröfse der f" 2"
Kathete beftimmt wird.

So kann man folglich rechtwinklige Dreyecke be¬
schreiben , wovon die eine Kathete die Hälfte , oder das

Drittel , oder das Viertel der Hypotenufe iß etc.

\M

s \ H4

m
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A ntn e r k u n g. Da fich jedes Vieleck in ein Quadrat vcr-
*Afg.l4. wandeln läfst fo findet man mitteilt des Verfahrens in diefec

und der vorigen Aufgabe ohne Schwierigkeit ein Quadrat,
welches die Summe oder dem Unterfchiede gegebner grndelmiiir
Figuren gleich iß ; Conftructionen , auf die wir uns im lernen

Theil des dritten Buchs mehreremal bezogen haben.

AUFGABE 17.

F%. 88. Ein Quadrat zu kefchrei 'oeni, zu welchem ein

gegebnes Quadrat , in dem t Verhaltnijje znep'

gegebnen Linien P ^ Q..fleht.
Nimmt zwifchen den gegebnen Linien P, Q die

mittlere Proportionallinie V , fo verhält fich P : Q =
»« .B.3. P2 : V 2 *; Folglich ftehn die Quadrate über P undV

in demfelben Verhältnifs als das gegebne und das jt-

fuchte Quadrat , weshalb auch ihre Seiten proportional
*4- f, 3- find *. Mithin ift die Seite des gefuchten Quadrats die

vierte Proportionallinie zu P,V und Aß . ■"

Diefe beyden Operationen laden fich indefs in-
einander ziehn , und auf folche gefchickte Zufammen-

■ziehungen beruht die Eleganz , geometrilcher Auflöfun«

gen , wozu häufig , wie auch hier , geometafchs
Theoreme den Weg zeigen.

Trage z . B. auf eine beliebige Linie AD = P und
= Q auf , befchreibe über AB einen Halbkreis,

errichte in D ein Perpendickel , welches den Kreisbo¬
gen in F durchfchneide , und ziehe AF , fo verhält fich

*is .{.2£ AF 2 : AB 2 == AD : AB *. Trägt man daher auf AF
von A aus , die Seite M des gegebnen Quadrats auf,

AS — M, zieht FB , und damit parallel GH ; fo ift GH

die Seite des gefuchten Quadrats - Denn wegen des
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Parallelismus diefer Linien verhält lieh AF : AB = AG
: AH, d. h. = M : AH , mithin auch M2 : AH 2 =
AF2 : AB 2 = * P : Q.

Noch andre Confhuctionen laffen (ich aus Lehrf 12. Folg . 2.
S, 1 ; und Lehrfatz 22, Zufarz 1. ß , 7 5und nicht minder ele¬
gante von ganz andrer Art , aus Lehrfatz 25. Folg . 3, Lehrfatz 20.
Zufatz $ , und aus dem fchönen Ort am Kreife in Lehrfatz 20.
Zufatz 7 herleiten , welches ich dem Lefer, dem diefes Vergnü»
gen machen wird , felbft überlaffe.

AUFGABE Ig.

Eine gegebne grade Linie AB fo zu verlängern , Fig. 5<«
dafs das Rechteck aus der verlängerten Linie AF , und'
der Verlängerung BF ^ dem Rechteck aus zwey ge¬
gebnen Linien P und Q gleich, oder AFX .BF = P \ QM

Nimm zwifchen P und Q die mittlere Proportio-
nalünie M , fo foll AF x BF = M2 f 'eyn . Befchreibt
man folglich über AB einen Halbkreis , fo kömmt es
darauf an , eine berührende Linie fo zu ziehn , dafs die
verlängerte AB ein Stück von ihr , gleich M , ab-
fchneidet . Zu dem Ende ziehe durch B eine Tangente,
mache BD = M , und fchneide vom Mittelpunkte C
aus, auf der verlängerten AB , CF = CD,ab , fo ift
BF die gefachte Verlängerung.

Denn zieht man CD, welche Linien den Kreis in E
durchfehneide , und EF , fo decken lieh die beyden
DreyeckeCBD , CEF , daher EF auf dem Halbmeffer
CE in feinem Endpunkte fenkrecht lieht , alfo den
Kreis berührt * , und überdem gleich BD , d. i. ghicli *. H

' 22. 2.
M, folglich M2 = AF X BF * ift.

i
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F'S« 83. Z u f a t z . Soll die gegebne grade Linie AB felbßß

eingctheih werden , dafs das Rechteck aus ihren beydm

Stücken AD X BD dem gegebnen Rechteck P X Q_ gkich fey,

fo befehreibe man wiederum über AB einen Halbkreis,

ziehe mit AB eine Paralellinie , in einer Entfernung,

gleich der mittlem Proportionallinie M, und fälle vom

DuTchfchnittspunkt derfelben mit der Kreislinie , ein

Perpendikel auf dem Durchmefferj fo theilt diefcr die die

* 33. 1. Linie AB * auf die verlangte Art ein ; wobey aber er

fordert wird , dafs M nicht grö'fser als § AB fey.

ricl
EP
der

ariz
erat
den

Anmerkung . Beyde Aufgaben werden auf diefe Art

durch eine leichtere Confhuction aU in Aufg. 9, wo wir fie fthon

einmal , nur umer einer andern Form gehabt haben, aufgeiöif.

AUFGABE IC) .

Eine gegebne grade Linie BH , fo in zieey Tkik

£F , FH einzutheilen , dafs das Quadrat des einen

Theils , gleich fey dem Rechteck aus dem andern Tkeilt

und einer gegeben Linie P , oder BF 2 — PX FH.

Nimm auf die Verlängerung von -HB , BA gleich

P , fo foll BF2 = AB x FH , und folglich , wenn man

beyderfeits AB x BF hinzufügt , AFxFB = ABxBH

feyn . Nun aber find AB , BH gegeben ; folglich tritt

hier der Fall der vorigen Aufgabe ein.
Befehreibe alfo über AH einen Halbkreis , fo ^

das Perpendikel BD die mittlere Proportionallinie im '

»Afg.13. fcb.en AB , BH * , und befchreibt man um AB einen

Halbkreis , welcher CD in E durchfehneidet , un&er-
' rieht«'

ihti
folg
dun

m
the

Hej
m

S2:

G
fei
AI
ei'
di
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lichtet in E das Perpendikel EF auf diefe Linie , fo wird

EF2 = AFx FB, und mithin ift F der gefuchte Punkt,

'der BH auf die verlangte Art eintheilt.
eis, j
ng, I Anmerkung , Im Fall die*gegebne Linie P , gleich der

0ln inzutheiienden BH ift , wird BF2 = BH X5FH , oder das Qua-
, drat des einen Theils ift dann gleich dem Rechteck aus dem an¬

dern Theil und der ganzen Linie ; oder die.beyden Theile und.

die ganze Linie bilden eine ftetige Proportion. Von diefer Ein¬

er- Heilung einer Linie nach fictigem Verh'Altnifs, werden wir im

folgenden Buche einige intereflante Eigenfchaften und Anwen-.'

düngen kennen lernen.
Art
hon
f.

(ff«
\<M

sich
nan
BH
tritt

, ift
im-

inen
\ er-
htet

A U F G A B £ 20 . $

Eine grade Linie AB , in welcher ein Punkt E Fig. 91,

gegeben iß , aufs neue fo in einem Punkte D einzu¬

teilen , dafs AD 2 =* ED X DB feg.

Vermöge diefer .Fordrung mufs der Punkt D fo

liegen , dafs, wenn durch B und F ein Kreis befchrieben.

wird , die Tangente aus D nach der Kreislinie gelo¬

gen , gleich AD ift * . I2< tf

Man halbire daher EB im Punkte G , errichte iW

G ein Perpendikel , nehme GR gleich GA , und be-

fchreibe um CKB einen Kreis *. Vom Punkte H, wo. JMfcHAfor. 1*
All diefe Kreislinie durchfchneidet , falle man auf AB

ein Perpendikel HD , fo theilt diefes die Linis AB auf

die verlangte Art ein.
Denn weil AEK vermöge der Conftruction ein

rechtwinkliges , gleichfchenkliches Dreyeck ift , find,

die Winkel A , K der Hälfte eines rechten Winkels

gleich *. Eben fo grofs find mithin in den rechtwink - * t,
. „ 1 f . 2.

- Ff ' ,
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Ilgen Dreyecken ADH , KIH die Winkel bey H
folglich diefe Dreyecke beyde gleichfchenklig , AD
= DH , und HI = IG , weshalb das Perpendikel HI
im Mittelpunkte auf FG aufftehn , und ein Halbmeffei

• II. 13. feyn mufs . Daher i(t HD eine Tangente * ; folglich!
DH2 = AD 2 = DC X DB , folglich AB auf die ver¬
langte Art eingetheilt . ( Greg . I . 73.)

Diefe und die beyden vorigen , fo wie alle ähnli¬
chen Aufgaben , laffen lieh nach Anleitung desZul'aties
m Aufgabe 9 noch auf ganz verfchiedene Art ausdru¬
cken , welche ich dem Lefer überlnffe.

A U E- GABE 21«

Fig.9», Von einem gegebnen Punkte A aufserhalb eina
Kreifes eine grade Linie fo zu ziehn, dafs fie von der
Kreislinie, zweyen gegebnen LinienP, 0 proportional
eingetheilt werde.

Gefetzt es fey AEF die gefachte Linie , fo foll fich
verhalten P : Q = AE : EF , folglich auch P : P + Q
== AE : AF. Zieht man nun von A die Tangente

«II Afg AG * fo ift AS die mittlere Proportionallinie zwifchen
*22.iiS AEund AE *. Man fuche daher zwifchen P und P-f Q
*Afg.i2. die mittlere Proportionallinie M *, fo mufs lieh ver¬

halten P : M = AE : AG. Nun find P , M und AG ge¬
geben . Man fuche daher zu M , P und AG die vierte
Proportionallinie , und befchreibe mit ihr um A einenj
Kreisbogen . Wo diefer den gegebnen Kreis durch- 1
fchneidet , da ift der Punkt E, durch den AE gezogen,
die verlangte Linie giebt.
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Denn verhält {ich AG : AE = M: P , fo ift auch
AG2 : AE 2 = M 2 : P 2. Und da AG und M mittlere
Proportionallinien , erftere zwifchen AF , AE , letztere
Zwilchen P -f Q und P find ; fich mithin verhält AF : AE
= AG2 : AE 2, und P -f Q : P = M2 : P 2; fo verhält
fich auch AF :AE = P Q : P und FE :AE = Q :P.

Be' ftimmung . Geht ABD durch den Mittelpunkt
des Kreifes, fo ift AB die kleinfte , AD die gröfste von allen
Linien , die von A aus nach demKreife gezogen werden
können * , und daher hat von allen ähnlichen Verhält - » n . xj,
niffen , das der Abfchnitie AB :BD den gröfsten Expo¬

nenten *. Folglich darf — nicht g-vöfssr als 55 feyn , •y. It 2.

fonft ift die Aufgabe unmöglich . ( Greg . III . 46. )

AUFGABE 22.

Das Verh'ältmfs zwifchen der Seite AB und derFig. 93,
Diagonale AC eines Quadrats zu finden.

Befchreibe um C mit der Seite BC als Halbmefler
einen Kreis , fo berührt die Seite AB diefeKreislinie,
denn fie fleht auf dem Endpunkte des Halbmeffers CB
fenkrecht *. Daher verhält fich AD : AB = AB : AE , *H. 12.
und AD ift derfelbe Theil von AB , als AB von AE

AD AR *
oder Nun aber ift AE gleich 2 CD + AD, *v-AB AE

( 1 r 1. 1 AD A B 1 * , \ *Affolglich auch — = -- = - . In dem* Af2i9.
AB 2 AB + AD 2 + AD Z. s.

AB
' Ffa
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letzten Ausdruck läfst fich für
AD diefer Ausdruck
AB

felbft wieder fetzen , da denn
AD t wird , und
AB 2 + l

a + AD
AB

da fich der StufFenbruch , der fo entfteht , immer wieder
AD

mit dem Bruch — endigt , fo kann man mit dieferAB

Subftitution ohne Ende fortfahren , daher der Exponent
AD
— durch einen Stufenbruch von der Form

2 + etc.

läfst fich alfo AD nicht in Theilen von AB ausdrücken,

*Afg.i9 und beyde Linien find incommenfurabel *. Mithin

auch die Diagonale und die Seite des Quadrats , da die

Diagonale AC gleich AB + AD ift , und alfo, wenn

man die Seite AB als Einheit annimmt , der Zahlaus»

druck der Diagonale AC , I + —-— wird ; einAus-
2 + 1

2 + etc.

druck , denen Werth fich nie genau in Zahlen darflellen

läfst , weil er ohne Ende fortgeht , und dem man ü̂ h

nur nähern kann , ohne ihn je völlig zu erreichen.

AB

i
, der ohne Ende fortläuft , gegeben wird. Es2 + 1
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Anmerkung . Auf diefem Wege wird die Incommenfu-

rabilität zwifchen der Diagonale und der Seite eines jeden Qua¬

drats, die wir übrigens fclion oben dargethan haben *, noch evi¬

denter. Zugleich ift diefes ein unterrichtendes Beyfpiel der leich¬

terten Methode, wie fich die IncommenfurabiSität von Ausdehnun¬

gen, in geometrifchen Unterfuclumgen erweifen läfst.
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