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ZWEYTES BUCH,

DER KREIS.

Erklärungen.
[Die Vorftellung und die Befchreibung des Kreifes gehört

zu dem , was der Geouteter bey jedem , der fich mit feiner Wif-
fcnfchaft befchäftigen will , vorausfetzt . Sie ift eine eigencViüm-
liehe , nicht von andern abgeleitete , und alfo urfprüngliche Art
von Raumbefchreibung , die , fammt den Vorfteüun ^sarten und
Begriffen , welche unmittelbar darin liegen , zu den wahren Prin-
eipien der Geometrie gehört , und fchon von Euklid um« den
Forderungen der Geometrie an der Spitze des Syftems aufgeführt
wird . Jeder , wer Geometrie treiben will , mufs fich einen Kreis
vorftellen , um einen gegebnen Mittelpunkt , mit gegebnem Halb-
meffer , einen Kreis erzeugen oder befchreiben können ; das««
unfre dritte Forderung unter den Piincipien . Die folgenden Er¬
klärungen dienen gröfstentheils nur das zu verdeutlichen , was in
diefer geforderten Vorftellungsart liegt , und einiges , was unmit¬
telbar daraus fliefst , herauszuheben , d. U]

I.

Der Umfang des Kreifes oder die Kreislinie ift eine
krumme Linie [ welche ganz in einer Ebne liegtJ und
deren Punkte von einem einzigen Punkte , dem Mb
telpunkte ( centntm) t insgefammt gleich weit entfernt
find.

Diele
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Diefe krumme Linie läuft in fich felbft zurück,
unel fchlteft einen Theil der Ebne , in welchem der
Mittelpunkt liegt , völlig und nach allen Seiten zu ein.
DieKreisßcheibeift der von der Kreislinie ringsum be¬
grenzte ebne Flä'chenraum , folglich eine krummlinige
ebne Figur *. [ Unter Kreis pflegt man Kreislinie und
Kreisfcheibe beyde zufammengenommen zu verftehn.
Auch deutet man gewöhnlich den Mittelpunkt des
Rteil'cs dadurch an , dafs man fagt , der Kreis fey um
ilw befchrieben .J

[Alle Theile der Kreisfcheibe , und mithin alle
Punkte und alle Linien in ihr , liegen innerhalb der
Kreislinie, oder im Kreiß , alle übrigen Theile der Ebe¬
ne und alle Linien und Punkte in ihnen , außerhalb
der Kreislinie. Iene und diefe liegen alfo . auf entge-
lingefttzten Seiten der Kreislinie *, und haben in Rück - *I.E.iO.
ficht der Kreislinie eine entgegengefetzte Lage,]

2.

Jede grade Linie zwifchen dem Mittelpunkte C
und einem Punkt im Umfangejwird ein Radius oder
(m Halbmejßer des Kreißes genannt ; fo CA , CE , CD,
CB, —■ Jede grade Linie , welche wie AB durch den
Mittelpunkt geht , und von zwey Punkten im Um¬
fange begränzt wird , ift ein Durckr .ießßer des Kreißes.
Daraus folgt:

«) Alle Hälbmefler eines Kreifes find einander
gleich*. So auch alle Durclimefler , deren jeder zwey * E, i.
Halbmeftern gleich ift.

i ©
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[ß ) Jeder Durchmeffer wird vom Mittelpunkte»
zwey gleiche entgegengafetzt liegende Theile

»I.E.io . tkeilt *.

7 ) Jeder , Punkt in der Ebne desKreifes fleht von

Mittelpunkt um eine grade Linie ab , welche enhvei:

dem Halbmeffer gleich , oder kleine)-, oder .gr 'öfseru

der Halbmeffer ift . Im erflen Fall liegt der Punkt«

der Kreislinie  felb .fi } im zweyten innerhalb , im dj&| |
aufserhalb der Kreislinie und des Kreifes,

Folglich liegt jeder Halbmeffer und jeder ' Durci.

nieffer gani innerhalb , jede Verlängerung eines Dura

meffers aufserhalb , und nur die beyden Endpunktelia
felben auf der Kreislinie , und diefe Linie ift derf Krei

metrifekeOrt eines Punktes , welcher von einem gegti*

*I,E-ar. nen Punkte um eine gegebne Linie abfteht *. (A(4

loniusl . i .) ]

• "̂i ^^ & ^ ir "
Jeder Theil der Kreislinie x. B. FUG ift ein #«

logen ; [die Hälfte der Kreislinie insbefondere et
Halbkreis , und der vierte Theil der Kreislinie ein£«*
drant . Manchmal verlieht man unter diefen Benenn»

gen auch die Hälfte oder den vierten Theil der Ki<|

*a f;7.Z fcheibe . *
Alle Halbkreife , fo auch alle Quadranten ein«

Kreifes find gleich.
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«ne.Sehtie des Begevs , ?der fich in den beyden Grä'nz-
|ankten der Sehne endigt . So ift FG die Sehne des
Bogens FHG.

[Folglich ift jeder Durchmeffer eine Sehne , und
iwar eine Sehne die durch den Mittelpunkt geht * * E* ^*""•' ' ' ■

5-
Ein Kreis - Ahfilmht ( Segment -) ift der Theil der

Freisfcheihe, der zwifchen einem Bogen und deflen
|iSehne liegt.

fefcl Zu jeder Sehne FG gehören zwey verfchiedene
:rj* Kreisbogen FHG , FEG , welche einander zur ganzen

Kreislinie ergänzen , mithin auch zwey verfchiedne
Apä' Kreisabfchnitte, welche zufammen die Kreisfeheibe

ausmachen. Häufig fprieht man indefs nur von einem
Bogen oder Kreisabschnitt der zu einer Sehne gehört;
und dann verlieht man darunter den kleinem der bey-
den Bogen oder Abfchnittees fey denn , dafs aus¬
drücklich das Gegentheil erinnert werde.

Was man unter ähnlichen Bogen und unter ähnli.

tk»Kreisabfihnitten verfteht , findet man Lehrfatz 20 f
Zufatz3, und im vierten Buche erklärt,

%m
e eil

nntt
ts&.

ei»»|

in iJ
v4
ldffl

Ein Kreis - Ausfchnitt (Sector ) ift der Theil der
Kreisfeheibe, der zwifchen einem Bogen DE und den
Men Halbmeffern CD , CE , welche nach den End-
Punkten des Bogens gezogen werden , liegt»

G 2
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E

ky ^7>

Pig ' 4*« [Einen Winkel in einem Kreis - Ahfibnitt BMI ni

nennt man jeden Winkel wie A , deffen Scheiteli

Bogen diefes Abfchnirts liegt , und deffen Sehen!

durch die Endpunkte B , D des Bogens und der Seepfeb

gehn . Der Rreisabfchnitt BMND fafst den Winkl!!

«und der Winkel iß in diefem Kreis - Abfcbnitt eiif

fekrieben.
Hieraus erhellt , was ein Winkel im Halbkreisei

ein Winkel der ipi Halbkreife eingefchrieben ift, 4

gen will . ]

Wink
lieh il
Vom

hfebr
I

venn
dieh

frt , 1
8.

[Von einem Winkel deffen Schenkel eine BS«

nie fchneiden , fagt man er flebe auf dem Boge«, 4

feine Schenkel umfallen oder einfchlielsen , fo1

der Winkel A auf dem Bogen BED.

Liegt der Scheitelpunkt eines folchen Winken¬

der Kreislinie , fo wird er ein Winkel am Utnftmp't

nannt , wie z. B. BAD . Liegt der Scheitelpunkte

Mittelpunkte des Kreifes , fo ift es ein Winkel am'lm

rig - 45. Pu"kte , wie z, B. der Winkel ECD .] die. ,• ..[*,«
Q. haben-

Man fagt eine grade Linie iß in einem Kreife<f

Jcbrieben , wenn he fich in zwey Punkte des UnA

endigt , (folglich eine Sehne des Kreifes ift) wie t:

FG.

Ein Winkel iß im Kreife eingefchrieben, wenn d# »gd

Fig. 46. Scheitelpunkt im Umfange liegt wie z. B. L bAB<l 1*^

Kreil
Kreis
tck ei

■:i
LeCle

mein.
Einen
gent
runge
und1
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'•■ 's* ■ :

Ein Dreyeck iß im Kreife eingefcbrieben , wenn die

Winkelpunkte insgefammt im Umfange liegen,
.̂ HUU &I'i - ' •

-

VIN1 nie7. B. BAD , da denn die Seiten des Dreyecks ins-

elij gelammt Sehnen des Kreifes find;

ienl| und überhaupt nennt man eine Figur im Kreife tili'

Seilpfcbtkben, ( oder dem Kreije eingefcbrieben, ) wenn alle

W Winkelpunkte der Figur in der Kreislinie liegen , (folg-

<"} licii ihre Seiten insgefammt Sehnen des Kreifes find . )

Vom Kreife fagt man dagegen er fey um diefe Figur

Itfclmeben(oder der Figur umfcbrieben.')

Diefe Benennungen behalten dieielbe Bedeutung ,

«im man von Linien , Winkeln oder Figuren fpricht,

I diein Vielecken eingefcbrieben find , oder von einem Fiel'

ri , das um ein anderes befchrieben iß.

IQ.

Ein Vieleck iß um einen Kreis befchrieben , (oder dem

Kreifeumfihriebe» , ) wenn alle Seiten des Vielecks die

Kreislinieberühren *. Der Kreis ift dann in das Viel. * E< 11

ick ekgefckrieben, { oder, dem Vieleck eingefchrieben.')

}ei'
i,i

.reü

) i

[Anmerkung . Noch vor diefer letzten Erklärung (teilt

tc fandre folgende auf : „Eine den Kreis fchneidende Linie ilt

I **. welche die Kreislinie in zwey Punkten trifft ; eine berühren-

*?' fflir dem Kreife nur einen Punkt gemein hat. Eben fo

habenKreislinien die fich berühren nur einen einzigen Punkt ge-

m Allein diefcs find offenbar abgeleitete Sätze, für die man

0 . BBtt beweis erwartet, und die deshalb keineswegs zu Erklärun-

, t ^taugen . Statt ihrer fdiiebe ich die folgenden beyden Erklä¬

ngen ein, welche die Fundamenraibegriffe über das Schneiden

ß Berühren der Kreislinien ausfagen, die von Le Cendre an-
**g»')«nen Merkmale begründen , und eine beträchtliche Lücke

. I "»iemSyftem unters Veifa.fi.rs ausfüllen, d. V.
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II.

* E

[Weil die Theile der Krelsfcheibe und die übn-
gen Theile der Ebne auf entgegengefetzten Seitenk
Kreislinie liegen , und die Kreisfeheibe ringsum nsri
allen Seiten zu von der Kreislinie begränzt wird *
mufs jede ftetig züfammenhä 'ngende Linie , weltli
durch einen Punkt/w Kreife und zugleich durch eis«
Punkt außer dem Kreife geht , Jicb mit der Kreislim'i

- Gr. 8. irgend einem Punkte durchfehneiden *. Denn wäre da
nicht der Fall , fo würde der Kreis ;nach irgend ein»
Seite zu nicht völlig begrä 'nzt feyn.

jtjg ■(j7> et ) Alfo muffen ßch ins befondere ein Kreis £
und eine grade Linie AB in irgend einem Punkte E im

fchneide/t , wenn die grade Linie durch einen Pank;
innerhalb und einen Punkt aufserhalb der Kreis-
linie geht . — Grade Linien laden fich aber tl
den beyden entgegengefetzten Seiten jedes Punkte1
in ihnen fo weit verlängern , dafs fie gröfser als je»

* Fo. z. gegebne Linie werden * *, folglich muffen alle pii
Linien , welche in der Ebne des Kreifes durch i«<
Punkt im Kreife gebn , gehörig verlängert , Mich auf ŝ

*E . 2y,den Seite» diefes Punkts durch Punkte aufserhalb *i ;
Kreislinie gehn , alfo die Kreislinie durchfehneiden.
gefchieht alfo in zivey Punkten , welche in der %ni&
Linie zu entgegengefetzten Seiten des Punkts im
fe liegen,

JFIo-, 48. ß ) Eben fo durchfehneiden fich %-coey Kreife w«"
der eine HEG durch einen Punkt im andern Kreife o»<
zugleich durch einen Punkt aufserhalb deffelben , \
durch I und H geht . — Das ift aber allemal der

1
1■
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wenn die Summe ihrer Halbmeffer AF , BI gröfser und

jugleich der Unterfchkd derfelben kleiner als die gra¬

de Linie zwifchen ihren Mittelpunkten Aß ift . Denn

wenn AF -f- BI > AB und AF — Blöder was auf eins *E- a «~

herauskömmt * AF — BH < AB ift , fo mufs er - * Gr. a«

ftens AF > AB — BI d. h. > AI , zweytens AF <

A8+ BH * , d . h. < AH feyn . Folglich ift I ein *E. 2.r ,

Punkt innerhalb und H ein Punkt aufserhalb der Kreis¬

linie DBF , die mit dem Halbmeffer AF um A befehrie-

benift * , daher der Kreis HEIG die Kreislinie DEFG

dnrehichneiden mufs . Und zwar in einem Punkte E,

der aufserhalb der graden Linie AB und ihrer Ver¬

längerung liegt , weil fonft . die Halbmeffer BE , BI, BH

nicht gleich feyn könnten *. %tOE3h

Sind beyde Kreife mit gleichem Halbmeffer befchrie-

ben, fo werden fie lieh folglich allemal fchneiden,

wenn ihr Halbmeffer gröfser als die Hälfte von AB ift.

Auch mufs jeder Kreis deflen Mittelpunkt auf ei¬

ner andern Kreislinie liegt , diefe durchfehneiden.

2 u f a t z . So oft zwey Kreife fich in einem Punk¬

te wie E durchfehneiden , entfteht , wenn man die

Halbmeffer AE , BE zieht , zwifchen den beyden Mit¬

telpunkten A , B und dem Durchfchnittspunkte E ein

DreyeckABE , welches gkichfiitig ift *, wenn man bey - *i,£ .i | .

de Kreife mit AB als Halbmeffer befchrieben hat ; blos

gh;ckfihenkl:g t wenn die Länge der Halbmeffer zwar

gleich, aber von AB verfchieden ift ; ittigleichfeitig, wenn

Halbmeffer wider untereinander noch mit AB

gleich lang find . Zwey Kreife durchfehneiden fich

^ » fewifs in einem Punkte der aufserhalb der grade»

w
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Linie zwifchen ihren Mittelpunkten liegt , wenn ä'J
Gröfse ihrer Halbmeffer und die Entfernung ihrerMiH
telpunkte den beyden unter ß) aufgeftellten Bedingung
gen entfprechen.

So ift alfo die Möglichkeit 'diefer drey verfchiedntn
Arten von Dreyecken , unabhängig von allen Leb.
fätzen des elften Buchs dargethan , und 'zugleich &
Conflructiott des Dreyecks aus drey gegebnen Linien A,ß,i
feftgeftellt , als unmittelbare Folge der Kreisbefchrei
bung , durch die fie unter den angeführten Bedingun
gen , vor allen Lehrfä 'tzen und Aufgaben diefes Syfterai
begründet wird . Man befchreibe um die Endpunkt*
der einen diefer Linien A , mit den beyden andern, ali

* Fo. 3 Halbmeffern , Kreife *. Wenn die gegebnen Linien den
Bedingungen unter ß) entfprcdien , (d. h . wenn A<
B + C und > B — C ift ) fo durchfchneiden {ich die
fe Kreife in irgend einem Funkte aufserhalb der Linie

* Fe i«A , und die Halbmeffer nach diefem Punkte gezogen
bilden ein Dreyeck , welches , da alle Haibmeffer eis

*E . 2.k. an<3er gleich find * , aus den drey gegebnen Linien
befteht . Dafs diefe Conftruction unmöglich wird, fo
oft auch nur einer der beyden erwähnten Bedingungea
nicht genüge gefchieht , wird in Lehrfatz 17 bewif
fen werden.

Anmerkung . So wie die Conftruction des Dreyecks vst
den Sätzen über das Schneiden zweyer Kreife abhängt, fo ftieß«
umgekehrt diefe Sätze aus jener Conftruction, und in diel«
Abhängigkeit trägt fie unfer Verfaffer ir%zwölften Lehrfetz*
fes Buches vor. Allein mir fcheint es nothwendig zu feyn,
man fie, fo weit es hier gefchehn ift , im Syftem vor der Con
ftruetion der Dreyecke, aufftelle, da fie diefe Conftruction

V
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begründen, jind ich glaube hierin zum Vortheil des Syftems von

unferm VerfaiTcr abgewichen zu feyn. Schon vsin Swinden fand

• Seh bewogen die angeführten Bedingungen , unter welche zwey

I Krcife fich fchneide'n , unter den Gviindfitzai der Geometrie auf-

I zuftcllen( wiewohl die Auslage feines fechften Grundfatzes man-

I gdhaft iftj ' und er bemerkt dabey , dafs wenn gleich Euklid die-
[ fen Satz nicht ausdrücklich als Axiom aufführt , er fich deffen

doch bey feinen drey erften Sätzen itillfchweigend bedient . Wolf,

fagt er, habe ihn bewiefen , allein der Satz fey Sonnenklar und

deshalb ein Axiom. Allein Sonnenklar ift er doch wahrlich nicht,

und wird es höchftens erlt dann , wenn man ihn , wie ich es hier

verflicht habe , aus dem Merkmale des Schneidens der Linien,

ableitet, die man bisher mit Unrecht aufser Augen gelaiTeft hat.

Lt Ctndre übergeht den Beweis der Möglichkeit der Drey-

ecke ganz und gar , und lehrt die Conftruction derfelben aus

drey gegebnen Linien evft in der 8ten Aufgabe , nachdem '- er

fchon viele Eigenfchaftcn des Dreyecks dargethan hat. Ueberdem

gründen fich feine Bcweife der erften Aufgaben allefammt darauf,

dafs zwey Kreife unter den angeführten Bedingungen einander

fefoeideri. Diefe Behauptung fagt er aber nirgends ausdrücklich

aus, weder als Grundfatz noch als Lehrfatz , fondern nimmt fie

iiiuiier nur ftillfchweigend an . Sein Syftem ift folglich in dre- JL

feil beyden Rückfichten mangelhaft . Doch glaube ich durch die

Einfchaltung diefer eiiften Erklärung und der Sätze über das

Schneiden, von welchen üe abhängt , und die fie begründet , in

die Prinzipien der Geometrie , diefe Lücke ausgefüllt zu haben.
d. U.]

12.

[Zwey Kreislinien herühren einander , wenn fie einen ri g- 49-

Punkt I fo miteinander gemein haben , dafs die Thei-

' e! welche in der einen Kreislinie durch diefenPunkt

atyjefchnitten werden , beyde auf einerley Seite der

an dem Kreislinie liegen * ; wenn mithin der,ejaie* I'E' 11,
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Kreis fich entweder ganz innerhalb , oder ganz aufset*\
* E' 11 halb des andern befindet *. Im erften Fall fagt man

dafs fie fich innerlich, im zweyten dafs fie fich äufstr.i
lieh berühren.

Eben fo berühren fich eine grade Linie und ein Krtisi
wenn fie einen Punkt fo miteinander gemein haben,
dafs,die beyden durch diefen Punkt abgefchnittneij
Stücke der graden Linie , zu einerley Seite der Kreis¬
linie , und zwar beyde außerhalb derfelbcn liegen,
Denn Linien innerhalb des Kreifes durchfehneiden die

*E. li .« Kreislinie * , können fie alfo nichtl berühren . — Eine
Tig. 47- grade den Kreis im Punkte F berührende Linie , z. B.

LM ,nennt man auch eineTangente des Kreifes im Punkt
te F .]

[LEHRSATZ I,]

I ) Zivey Kreislinien , weiche mit gleichemHä-
itiejftf i'cjchrieben find , decken fich , und fchliefsi»
Kreisfeheiben von gleicher Gr 'öfse ein.

3 ) Sind umgekehrt zwey Kreisfeheibm gfe'f'<i
fo decken fie fich , und haben gleiche Kreislinien uni1
gleiche Halbmejfer.

I . Sind die beyden Kreife ADBK und EGFL mitfFig. ji.
gleichen Halbmeffern befchrieben , und man legt den
Mittelpunkt des einen auf denMittelpunkt des-ande«>
fo dafs die Kreife in einer Ebne bleiben , fo find alle
Punkte in beyden Kreislinien gleich weit von den zu-
fammenfallenden Mittelpunkten entfernt . Alfo iß dann
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kein Punkt In der einen Kreislinie außerhalb der an¬

dern, beyde Kreislinien fallen folglich zufammen,

und decken ficb , mithin find auch die Kreisfeheiben

gleich.

2. Sind die beyden Kreisfeheiben gleich , fo lege

man fie wiederum fo auf einander , dafs ihre Mittel¬

punkte zufammen fallen . Gefetzt nun die Kreislinien

deckten lieh nicht , fo meisten - (ie , nach dem oben

bewiefenen , einen verfchiedenen Halbmeffer haben.

Es fey alfo FX) > AC . Dann liegen alle Punkte in der

um 0 befchriebnen Kreislinie aufserhalb der Kreislinie

ADBK* , diefe wird folglich von jener eingefchloffen , *E. 2.f.

.da denn die Kreisfeheibe ADBK nur ein Theil der

Kreisfeheibe EG'FL ift , ihr alfo nicht gleich feyn kann

gegen die Vorausfetziyig . Wenn alfo die Kreisfchei-

ben gleich find , fo decken fie fich ; und dann find auch

die Kreislinien gleich , und mit gleichem Halbmeffer

befchrieben.

Folgerung I . Nicht nur GleicheU und Ungleich*

Imt zweyrr Kreife , fondern auch die \Coagrue»z derfelben

hängt folglich lediglich von der Gleichheit oder Un¬

gleichheit ihrer Halbmeffer ab . Euklid (B . III . Erkl . 0

nimmt diefes als evident an.

Folgerung 2. Von zwey concentrifekett Kreislinien,

d. h. von Kreislinien die einerleyMittelpunkt Chaben , p; gi 4-r.

fchliefst die , welche mit grofserm Halbmeffer CD >

CG befchrieben ift , die kleinere völlig ein . Beyde

haben keinen Punkt gemein , und alle Punkte in bey¬

den , die auf demfelben Halbmeffer des gröfsem lie-
f
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gen , ftehn gleich weit (um den Unterfchied GD iti
Halbmeffer ) von einander ab.

Folgerung 3. Zwey Kreife , welche fick fchneidtt
oder berühren , können nicht einerley Mittelpunkt hakt

( Euklid II . 5 und 6 -) Denn in diefem Fall hätten fie

nicht nur einerley Mittelpunkt , fondern auch einet-

jey Halbmeffer , fielen alfo zufammen , und könnten
t lieh weder fchneiden , noch berühren.

Anmerkung . Diefe für die Lehre vom Kreife fo wich¬

tigen Lehrßitze fehlen bey I.e Gendre und ich habe fie ungeach¬
tet ihres grofsen Nutzens noch in keinem Syftem der Geometrie
bewiefen gefunden. d. U.

LEHRSATZ 2.

Fig. 52. Jeder DurchmeJJert z . B. AB, theilt die Km
fcheibe und die Kreislinie in zwey ßch deckenit
TkeHe* ■«- ••

Denn wenn man den einen der Kreistheile , wel¬

che der Durchmeffer AB abfehneidet , z . B. AEß auf

den andern ADB liegt , fo dafs AB in beyden nach wie
vor zufaminenfä 'llt ; fo mufs auch die krumme Linie

AEB mit der krummen Linie ADB zufammenfallen,

weil fonft in beyden Punkte vorhanden feyn würden1

die ungleich weit vom Mittelpunkte C abfta'nden ; ge-
* E* r" gen den Begriff der Kreislinie * .

Folgerung . Alfo halbirt jeder Durhmeffer AB

die Kreisfeheibe und die Kreislinie , oder theilt beyde
in Hälften , {Halbkreife , ) zu denen dieferDurchmeiTer

•Ej .u 4 als Sehne gehört * Eines fokhen Halbkreifes Flächen¬

raum ift der Hälfte des Kreifes , und fein krummli-
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nigerUmfang der Hälfte der Kreislinie gleich . In fo

fem der Durchmeffer eine Sehne ift , gehört er zu den

Kreisabfchnitten; in fo fern aber der Durchmeffer aus

iwey Haibmeflern * befteht, . zu den Kreisausfchnitten . E. .̂u.4.

[L E H R S A T Z 3,]

Wenn eine Kreislinie durch zwey Punkte A , B Fig, 5:.

inzwey gleiche Bogen ADB , AEB , getheilt wird,

fo iß die grade Linie AB , welche von einem düfer

Punkte nach dem andern gezogen wird , ein Durch¬

meffer des Kreifes.

Denn gefetzt AB fey kein Durchmeffer , fo ift ir¬

gend eine 'andere grade Linie z. B. AF der Durchmef¬

fer, der durch den Punkt A geht . Dann find ADF,

AEF vermöge des vorigen  Lehrfan .es gleich . Aber

ADF ift < ADB und AEF > AHE. Folglich müfste

noch mehr ADB > AEB feyn , welches der Voraus-

fetiung dafs ADB = AEB ift , widerfpricht . Alfo ift

es unmöglich dafs eine von AB verfchiedne grade Linie

AF, mithin nothwendig dafs AB ein Durchmeffer

des Kreifes ift.

Anmerkung , Diefer Satz, der umgekehrte des vorigen,

fehlt bey Le Gendre und in den übrigen Syltemen der Geometrie,

obgleich er häufig gebraucht wird, ii, u,

[LEHRSATZ 4 .]

• . •Jede Sehne ED liegt ganz innerhalb , ihre Ter - Fig 47.

tängerung ganz aufserhalb des Kreifes.

Denn zieht man nach den Endpunkten der Sehne

flu beyden Halbmetfer (JE, CD, fo müffen diele , weil
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fie gleich find , auf die Sehne ED fchief , und zwarin
*I. i6 -3. gleicher Entfernung ' vom Perpendikel aufliehn *. Folg¬

lich ift jede grade Linie durch den Punkt C , die; auf;
die Sehne zwiichen E und .D aufflehet , z . B. CH klei¬
ner alsCE , d. h . kleiner als der Halbmeffer ; hingegen
jede auf die Verlängerung der Sehne fchief aufgehende

' grade Linie , wie CI gröfser als CE , d. h . gröfser als

fl . i6. 5.^ er Halbmeffer * Mithin iii jeder Punkt der Sehne
ED weniger , jeder Punkt in ihrer Verlängerung wei¬
ter , als um den Halbmeffer , vom Mittelpunkte ent¬
fernt , daher die Sehne ganz innerhalb , ihre Verlan-

iE. 2. »/gerung ganz aufseihalb der Kreislinie liegt *.
Folgerung , i . Alfo durchfehneidet ' jede Selms

verlängert den Kreis.

Folgerung 2. Die beyden Kreisbogen , fo wie
die beyden Kreisabschnitte ', die zu jeder Sehne gel»-

*Gr . 8. rell)  Hegen zu entgegengefetzten Sehen .] ihrer Sehne*.
So alfo auch zwey Halbkreii 'e zu entgegengefetzten
Seiten ihres Durchmeffers.

Anmerkung . Unier Verfaffer-.übergeht diefen Lehifatz
mit Unrecht, den fchon Euklid , doch auf eine andere Art be¬
wies, d, ü.

LE HRSATZ 5.

fr'S«S2- Jede Sehne die nicht durch den Mittelfunkt gät>
iß kleiner als der Durchmejfer.

Denn wenn man aus den Endpunkten der Sehne
AF die Halbmeffer AC , FC zieht , fo entlieht ein
Dreyeck , worin AF < AC -f CF , folglich kleiner

* E. 3. als der Durchmeffer des Kreifes ift *,
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Folgerung . Alfo ift derDurchmefler unter allen
Sehnen und unter allen graden Linien , die heb. in ei- , »

nen Kreis einfchreiben laffen , die grofste,

[Jede begränzte grade Linie , die durch einen

Punkt im Kreife geht , und -gröfser als der Durchmef -;

ferift, mufs folglich die Kreislinie Ichneiden .]

LEHRSATZ 6.

Eine grade Linie kann nicht mehr als zwei),

Punkte mit einem Kreife gemein haben.

Denn gefetxt fie könnte mit dem Kreife drey"

Punkte gemein haben , fo müfsten diefe drey Punkte

vom Mittelpunkte des Kreifes gleich weit entfernt

feyn. Folglich gäbe es einen Punkt , von welchem

lieh nach einer graden Linie drey gleiche grade Linien

liehen liefen , welches unmöglich ift *; daher kein ,**«' 6,££

Kreis mit einer graden Linie mehr als zwey Punkte
gemein haben kann.

LEHRSATZ 7.

In einerlei) Kreife , oder in zivcy gleichen Krci-

fii' , gekoren zu gleichen Bogen , gleiche Sehnen , und ^h - ö»

umgekehrt zu gleichen Sehnen , gleiche Bogen.

I. Denn wenn die Halbmeffer AC , EO , folglich
•fo mit ihnen befchriebnen Kreife AHBK , EG FL

gleich fmd , fo decken lieh die beyden Kreislinien *. *

Sind alfo AD , EG gleiche Bogen , fo laffen he fich fo

aufeinander legen , dafs ihre Endpunkte E , A und

G>D zufammenfallen , da denn die Sehnen EG , AD,
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als grade Linien Zwilchen denfelben Endpunkien,
lt . 6. gleichfalls zusammenfallen müffen * , alföj gleich lind

2. Sind dagegen die Sehnen AD , EG gleich , und
man zieht die Halbmeffer AC , DC , EO , GO , welch:

der Vorausfetzung nach insgefammt gleich lind, 6

muffen die Dreyecke ADC , EGO lieh decken , Folglich
die Winkel C , O gleich l'eyn . Legt man alfo die fiel
deckenden Halbkreil 'e AHB , EGF fo auf einander, <kli

die Mittelpunkte , und die Punkte E und A , folglich
die Halbmeffer AC , EO , mithin auch jene Dreyecke,
und ihre Eckpunkte G und D zusammenfallen , Ii

decken lieh die Bogen AD , EG , find alfo gleich.

Derfelbe Beweis gilt für verfchiedne Bogen uni
Sehnen eines Krell « .

[Zufatz , Aus diefem Beweife erhellt zugleich:

1, Dafs in einerley KreiJ 'e oder in zivey gleichen Krti-

6, fin , -zu gleichen Bugen gleiche Kreisausfcbnitte ACD,
EOG , gebären * und umgekehrt.

2. Dafs in ihnen zu gleichen Sehnen AD , EG (folg¬
lich auch zu gleichen Bogen ) gleiche Winkel am Mitttl-

punkte O , C , und umgekehrt zu gleichen Winkeln am
Mittelpunkte gleiche Sehnen und gleiche Bogen gel»
reti , indem wegen Gleichheit der Halbmeffer , l'o bald

eins jener Stücke gleich iff , die Dreyecke ADC , EGO, \
einander decken.

$i 3- Dafs zwey Durchmeffer wie AB , DE , welche
auf einander fenkrecht ftehn , die Kreislinie fowolil

als die Kreisfeheibe in vier gleiche Theile , folglich in

3. Quadranten * zerfchneiden . Denn fie bilden vier recht'i
folg-
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folglich gleiche Winkel am Mittelpunkte . — Jeder
Winkel am Mittelpunkte ACD , der ein rechter
Winkel ift , umfpannt folglich einen Quadranten des
Kreifes.]

LEHRSATZ 8.

So lange von Bogen die insgefcimmt kleiner als Fig. s»
der Halbkreis find die Rede ifl , gehört in einerley
Kreis oder in gleichen Kreifen , zum großem Bogen
tmegrojiere Seltne , [ ein grofserer Winkel am Mittel-
funkte und ein grofserer Kreis abfehnitt , ] 'und um-
lekdirt.

Denn ift der Bogen AlH > AID , fo fchliefst der
WinkeUm Mittelpunkte ACH den Winkel am Mittel¬
punkte ACD ein , ift alfo grtffser ais diefer *, Da ¥i.Ei5j3
nun diei'e Winkel beyde von Halbmeflern , alfo von
gleichen Schenkeln eingefchloffen werden , fo ift in den
Dreyecken ACH , ACD die dritte Seite AM > AD . * * \ . IO>
Folglich gehört zum grö'fsern Bogen , der gröfsere Win-

,f°'f' [ kel am Mittelpunkte , und die gröfsere Sehne.
Ift umgekehrt die Sehne AH > AD lo folgt eben

fo dafs der Winkel ACH den Winkel ACD einfchlielit,
ülfo der Bogen AIH > AID ift . Und ift der Win - x
tal ACH gröfser als ACD fo mufs , weil beyde von
Stichen Seiten eingefchloffen werden , der gröfsere
«ine gröfsere Sehne , mithin auch einen grö'fsern Bogen
omfpannen.

Anmerkung ., Da den gröfsern unter zwey Bogen AID,

[eich!
H

\CD.

n am

frtili-
bald

iGO,

tiefet
ivot!
h in
:h»i

:o!g-

^'Hzum ganzen Kreife ein kleinerer Bogen AKBH < AXBD er.
S'nzt; f0 gü t fVivB»i <n die größer als der Ea 'j/uris Jini , grade

H
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das Gegentheü . Gi'öfsere Bogen haben kleinere Sehnen ai

umgekehrt , [ Was aber die Winkel betrifft , fo gilt für fie dt

Satz allgemein , wenn man hineingehende Winkel (angles ra-

*I. E.i6, trants ) * mit in die geometrifche Betrachtung aufnimmt , da dm

zu Bogen gröfser als der Halbkreis , Winkel gröfier als a]

Rechte gehören . Von folchen Winkeln haben die gtöfsern klti\ ^ \{

nere Ergänzungen zu vier Rechten ]

hk
ph
geh

LEHRSATZ 9.

fig , ^ , Ein Halbmeffer , welcher fenkrecht auf lineSi

ne fleht , theilt die Sehne und ihren Bogen bnßi

zwey gleiche Thüle.

• Es fey CD fenkrecht auf die Sehne AB , fo Ü«

die Halbmeffer CA , CB , welche man nach den Eni

punkten der Sehne zieht , auf die Sehne fchTefänt

müffen fie alfo , da fie gleich find , in gleicher Enttc

*I .i6 .j . nung vom Perpendikel durchfehneiden * , fo daßAfl

% DB ift.

Ifl: nun der Halbmeffer CG ein Perpendikel

ches in der Mitte der Sehne AB aufireht ; fo findi

Punkte deffelben von den Endpunkten A , B der Sei

* I. 17. ne gleich weit entfernt * , alfo auch die Punkte Gut'

H , fo dafs AG == GB , AH = HB ift . Zu diefent

nien , als gleichen Sehnen , gehören gleiche!

♦ 7_ AG , GBundAH , HB * ; mithin werden auch die*

Sehne AB gehörige Bogen AGB und AHB , beyde«8

*Au.5,i. Halbmeffer CD halbirt *.

Folgerung \ . Der Mittelpunkt C des Kreifts,

die beyden Punkte D in der Mitte einer Sehne taidGi «^

Mitte des dazu gekörigen Kreisdogens , liegen alfo if$

in grader hinie , und zwar in einem Perpendikel <"<f^
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Um. Eine grade Linie die durch 2wey diefer Punkte
geht, mufs alfo nothwendig auch durch den dritten
gehn, und ein Perpendikel auf die Sehne feyn *.

Folgerung 2. Umgekehrt mufs ein Perpendikel
mlcbis auf die Sehnein ihrer | Mitte errichtet iß , durch
im Mittelpunkt gehn , indem durch einen Funkt nur
ein einziges Perpendikel auf eine grade Linie mög¬
lich itt *. • I. 1,

[FeIge rung 3. Zwey ' Sehnest AB , DE deren kei- Fig. 70,
n im Durcktnejfer iß , durchfchneiden ßcb ,nicht unter rech¬
te Winkel, und balbiren ßcb nicht.

Denn ift keine von beyden ein Durchmeffer , fo
liegt der Mittelpunkt C des Kreü 'es aufserhalb beyderi
folglich auch die grade Linie CO vom Mittelpunkte
nachdem Durchfchnittspunkte O beyderSehnen . Ge¬
fetzt nun fie durchfchnitten fich im Punkte O recht¬

winklig, fo ftünden in diefem Punkte zwey verfchiede-
ne grade Linien DO , CO auf die dritte AB fenkrecht,

welches unmöglich ;ift . Gefetzt beyde Sehnen halbir-
ten fich im Punkte [O , fo ftünde CO auf beyden in ih-

"t Mttte, alfo fenkrecht , auf , folglich AO , DO bey¬
de im Punkte O auf CO fenkrecht , welches gleichfalls
unmöglich iö , ]

[Folgerung 4. Auf 'jeder graderi Linie PO , weh v ~.1 *• 47-
m zze 0'J concentrifihe Kreiße durchfchneidet , werden zwi-
Mw den Kreislinien zwey gleiche Stücke PR , Qß abge-

Für Durchmeffer ift diefer Satz fchon oben bewie-
fin *- Geht die Linie PQ nicht durch den Mittel-

H 2

:.f, 3-
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punkt , fo falle man aus diefem auf ihr ein Peipssä

kel CV . Diefes halbirt fowohl die ganze Linie PI),

als auch das Stück RS , welches im kleinern Krtii]

liegt , als Sehnen beyder Kreife , daher VP — VR=

VQ — VS , folglich PR , QS gleich feyn müflen,]

LEHRSATZ 10.

5% ; 54- Durch drjy gegebne Punkte A , B , C, wA

nicht in .grader Linie liegen , liifst fich flets eincKn.

Urne , und zwar nur eine einzige Kreislinie ziM

Verbinde die gegebnen Punkte durch die grä

Linien AB , BC , halbire die'fe , und errichte auf::

rer Mitte die fenkrechten Linien DH , FG , fo mü

diefe fich in irgend einem Punkte O dürchfchpeidii

Denn gefetzt fie durchfchnitten fich nicht , fo « o

•I . E.ij . fie parallel * , folglich ftünde die Linie AD , weli

auf DO fenkrecht ift , gehörig verlängert auf k«1

»Isj .f.i . fenkrecht *. Nun aber fällt die Verlängerung der
nie AB mit BC nicht zufammen , weil die dreypl

te A , B , C nach der Vorausfetzung nicht in g>*

Linie Hegen . Alfo gäbe es vom Punkte B zwey«

ichiedne Perpendikel BE , BF auf diefelbe grade Li«

* Ii 15. OF , welches unmöglich ift *, Die Perpendikel ffi

FG muffen fich alfo nothwendig in irgend einem Ps*

te O durchfchneiden.

Diefer Punkt fleht gleich weit von den Endp* |

ten fowohl der Sehne AB , als auch der Sehne BC*!

weil er in den Perpendikeln liegt , die auf der W

'' diefer Sehnen errichtet find . Alfo find ÖA , OB, cC

gleich , und ein.e mit . dem Halbmefler OB um*
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Punkt Obefchriebne Kreislinie , mufs durch die drey — .'

tebnen Punkte A , ß , C gehn *. Es ift alfo alle . *E- 2-7

bAmöglich durch drey Punkte , welche nicht in grä-

VErF der Linie liegen , einen Kreis zu befchreiben *. *Au. i :>.

Durch drey Punkte läfst lieh aber auch nur eine ein.

' tigi Kreisliniebefchreiben . Denn gefetzt es wäre durch

die drey Punkte A , B , C noch eine zweyte , von der ^

erften verfchiedne Kreislinie möglich , fo müfte auch

der Mittelpunkt diefer fowohl im Perpendikel DH als

auch im Perpendikel FG , die in der Mitte der Sehnen

sufikhn, liegen * , beyde Perpendikel würden fich al - *g, f. 2.

fa in .zwey verfchiednen Punkten durchfehneiden * , Sfl {

welches unmöglich ift H , .
0 *Gr .6 £f

Folgerung t . Alfo können zivey verfchiedne Kreis¬

linien nicht mehr als zwey Punkte mit einander , gemein ha-

i» . Denn wären ihnen drey Punkte gemein , fo hat¬

ten fie einerley Mittelpunkt , wären alfo einerley

Kreis, nicht zwey verfchiedne Kreils *. f

[Folgerung 2. Durch die drey Winkelpunkte je¬

des Dreyecks läfst lieh ein Kreis befchreiben , worin

jede der Seiten eine Sehnen wird . Da nun die Perpen¬

dikel auf die Mitte diefer Sehne , alle drey durch den

Mittelpunkt gehn , fo erhellt hieraus eine artige Eigen¬

schaft der Dreyecke , daß nenilkh Perpendikel auf die

Mitte der Seiten eines Dreyecks errichtet , fich flets alle

hty in einem Punkte durckfekneiden , und zwar im Mit¬

telpunkte eines Kreifes , welcher dem Dreyeck um-

Schrieben ift .]
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1%. SJ- i _) Gleiche Sehneu ßnd vom Mittelpunktt 0A
weit entfernt , [ und umgekehrt ßnd alle Sehnen, im
gleich weit vom Mitttelpunkte abßehn , gleicht] I

2 ) Von zwey ungleichen Sehnen iß die Kltiim
weiter als die Größere vom Mittelpunkte entfernt,

I . Es mögen die Sehnen AB , DE gleich feynji
liehe man auf fie aus dem Mittelpunkt die fenkrechts
Linien CF , CG und die Halbmeffer CA , CD. Dt
fo entftehenden rechtwinkligen Dreyecke ACF , KS
decken einander , weil ihre Hypotenufen CA , CDii
Halbmeffer , und eine ihrer Katheten AF , DG als die

4 & 19- Hälften gleicher Sehnen gleich find *. Alfo find«4 ;
die dritten Seiten CF , CG , d. h . die Entfernung äe

I.i6.fi 5e]lnen  vom Mittelpunkte " gleich . III umgekehrt üitfi
Entfernung für zwey Sehnen AB » DE gleich , fo miit
fen aus denselben Gründen , die halben Sehnen AFiW
mithin auch die Sehnen felbft gleich feyn.

2. Ift hingegen die Sehne AH > DE , fo Iftauci
* g. der Bogen ANH > DME * , daher es auf ihm einet

Punkt B geben mufs , für welchen ANB = DMEiü
Zieht man die Sehne AB , und fällt auf fie dasPerp»
dikel CF , fo wie auf AH das Perpendikel CI , f«'f!
offenbar CF > CO [indem AH mithin auchOztfifffl
den Punkten C , F liegt ] und wiederum CO > Cl*Sl
Hypotenufe im rechtwinkligen Dreyeck COI ; *
noch viel mehr CF > CI . Nun aber gehören die Set'
nen AB , DE der Conüruction nach zu gleichen F»

* 7. gen , find alfo gleich * , und ftehn folglich gleich««

%
v
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vom Mittelpunkte ab , fo dafs CF = CG ift . Folglich

mufs auch CG > CI feyn , alfo die kleinere Sehne

DE weiter als die größere AH vom Mittelpunkte

abftehn.

Zufatz . Alfo mufs auch von zweySehnen , wel¬

che ungleich weit vom Mittelpunkte entfernt find , die¬

jenige die kleinere feyn , welche weiter vom Mittel¬

punkte abfteht.

LEHRSATZ 12.

Jede grade Linie welche auf einem HalbmeJJer Fl S«

«1 dejjen Endpunkte fenkrecht fleht ,: berührt den

Kreis;

und durch jeden Punkt der Kreislinie iß nur

eine einzige Tangente möglich.

h Ift die grade Linie BD auf den Halbmefler CA

in deffen Endpunkte A fenkrecht , fo fleht jede andre

grade Linie z . B. CK die durch den Mittelpunkt geht,

auf BD fchief auf * , mufs alfo gröfser als das Perpen - • 1. ^

dikel CA feyn * Folglich liegt der Durchfchnitts - «1. 16. 3.

punkt derfelben mit BD weiter als um den Halbmefler

vom Mittelpunkte ab , d h . aufserhalb des Kreifes *, » B Si

Und,alfo liegt auch die ganze Linie BD aufserhalb des

Kreifes. Sie berührt mithin die Kreislinie im Punkte

A, welchen fie mit ihr gemein hat * , und ift eine ¥£

Tangente des Kreijes im Punkte A.

2. Gefetzt nun es gäbe aufser diefer Tangente BD

noch eine zweyte grade Linie , EF , welche die Kreis¬

linie im Punkte A berührte , fo kennte diefe nicht

fenkrecht auf dem Halbmefler CA feyn *. Der Halb - * I. iy,
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mefler BA würde alfo auf ihr fchlef aufftehn , und
folglich raufte das Perpendikel aus dem Mittelpunkte k

*l,i6 . i. au £ ^-ie^e L; n je5 ^leJner ais q \ feyn *. Diefe zweyte
* E. 2. Linie EF gienge alfo durch einen Punkt im Kreife%
* E. ii , mu fs alfo nothwendig den Kreis durehfchneiden *, und

kann ihn . nicht berühren . Daher ift aufser detlinie
BD , welche fenkrecht auf dem Halbmefler in feinem
Endpunkte auffleht , keine andre grade den Kreis berüh¬
rende Linie durch den Punkt A möglich.

[Folgerung ,i Folglich mufs i ) eine grade Link
CA , welche durch den Mittelpunkt cfes Kreifes nach fa
Berührungspunkte Agezogen xvird,fiets fenkrecht auf diu Tan¬
gente fithn ; und2 ) *wc grade Linie welche fenkrecht aufäi
Tangente im Berührungspunkte errichtet wird , ßtt1
durch den Mittelpunk des Kreifes gelm. Denn keine andre
grade Linie beruht den Kreis , als die , welche auf
dem Radius in deflen Endpunkte lenkrecht Hellt;
und durch einen Punkt einer graden Linie LftW
ein einziges Perpendikel möglich . ]

[Folgerung i . Zwey Tangenten , welche durchk
Endpunkte einesD.iirchixcjßrs gezogen werden, laufen'fäfä
kl ; denn fie ftehn beyde auf dem Durchmefler fenk-

* i 2Ii recht * .
Sind umgekehrt zwey Tangenten eines Kreifes paritH

fo iß die grade Linie durch die Berührungspunkte ßets cm
Durchwefer , Denn ein Durchmefler nach dem einea
Berührungspunkte gezogen , flehtauf der einen Tan-
gente , folglich auch auf der mit ihr parallelen Tan-

*Lsj,f .j £ente  knkrecht * , mufs aüo auch durch den zweyten
Berührungspunkt gehn.
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Mit einer Schee , welche kein Darchmeffer iß , machen
ilt Tangente» durch ihre Endpunkte fpii &e qhjchon gleiche
Winkel, und zwar mit den kleinem Sehnen fpitzere
Winkel, Denn die Halbmeffer durch ihre Endpunkte
Hehn unter gleichen , und zwar auf den kleineren Seh.
nen unter grofseren Winkeln auf.

Darchfchneiden[ ich umgekehrt zivey Tangenten , fo ift
äie grade Linie durch ihre Berührungspunkte eine Seh¬
ne, die kleiner als der Durchmeffer ift .]

T III
[Folgerung 3 . Eine grade Linie IK , welche den ^

Innern zweyer eencentrifchenKreiß berührt , wird durch
den Berührungspunkt H halbirt . Denn fie ift ;Sehne
des gröfsern Kreifes und CH ficht auf ihr als einer
Tangente am kleinern fenkrecht * .] *

[Folgerung . 4, Jede grade Linie welche eitlen Kreis ^
hrcbfchneidet, tnufs ihn in zwey Tunkten durchfchneiden.
Denn durchfchneidet EF den Kreis im Punkte A , und

man zieht den Halbmeffer CA , fo fleht diefer auf «s

fchief auf , nicht fenkrecht , ( denn fonft würde EF die
Kreislinie nach dein eben geführten Eeweife nicht
durchfchneiden) . Folglich j giebt es eine zweyte auf
EF fchiefaufftehende Linie CG welche der CA , das ift dem

Halbmeffer, gleich ift , alfo einen v.weyten Punkt G,
welcher der graden Linie EF und der Kreislinie geiwein.

, •■ das heifst , einen zweyten Durchfchnittspunkt.

ßafs es keinen dritten geben könne (fagt Lehrfatz 6 .]

[Zufatz . So oft alfo eine grade Linie EF einen Fig. jg,
Krc is durchfchneidet , wird ein Stück ven ihr AG ei-
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ne Sehne des Kreifes , und dlefes liegt ganz innerlü

* 4. der Kreislinie *. Dagegen liegt die Tangente Ä

ganz anfserhalb der Kreislinie . Folglich mufs H

ZTPifckert beyden ein Bogen AHG liegen , fo dafs er vc:

AD und AG eingefchloffen wird . Gefetzt alfow

wollte lieh nach Analogie gradeliniger Winkel hier;:

nen krummlinigen Winkel GHAD vorftellen , fo wür.

di.efer dets von dem gradelinigen GAD eingefchloffe

»I.E. 12. m üft e alfo kleiner als* diefer feyn *. Nun aber kann er

gradelinige GAD kleiner gedacht werden , als jeder»

gebliche Winkel ; und fo klein er auch gedacht Iis

fo durchfehneidet AF , weil es nur eine Tangente (M

gießt , allemal den Kreis , wäre alfo immer der kn»"

linige noch kleinere Winkel GHAD -vo

Folglich müde diefer Winkel kleiner als jeder an;

liehe feyn , könnte alfo gar keine Gröfse haben , m

alfo gleich o feyn . ,

Folglich machen im Berührungspunkte der Kreis4

die Tangente gar keinen Winkel , beyde fallen aufamflH

■und will man hier doch von einem fogensnnten Ba&

rungsxvinkel GHAD fprechen , fo ift diefer gleich

d. h. er hat gar keine Gröfse , ift gar nicht vorliandffi

Fi»- 57- Hierauf beruht die Vördellung krummliniprf®

kel. Denn da im Berührungspunkte Tangente p

Kreis zufammenfallen , keinen Winkel mit einan^

machen , fo mufs auch/ein Kreisbogen AH mit irg'"'

einer graden Linie AB denfelben Winkel als leine S*

gentelAK machen , und eben fo zweyKreisbogen^
AL mit einander denfelben Winkel als ihre Ta»Z!"

,v
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ten im Punkte A , AI , AB. Und dieie Begriffe laden
fich in der höhern Geometrie auch auf alle andere
krumme Linien übertragen.

Mithin fleht insbefondeve jeder Halbmeffir auf der
Kreislinie fenkt echt ; denn er macht mit der Tangente
im Berührungspunkte rechte Winkel . — Jede Sehne,
welche kein Durchmeffer ift , macht dagegen in ihrem
Endpunkte mit der Kreislinie ungleiche Winkel . — End¬
lich flelw zwey concentrifcke Kreife überall gleich weit von
einander ab. Denn da die Halbmeifer auf beyden fenk¬
techt ftehn , fo geben die abgelchnittnen Stücke def
Halbmeffer den Abftand beyder von einander an * , *! i6 -f3
und diefe Stücke find überall gleich * j • »•■£.*

[Anmerkung 1. Ein Wjnkel ift die Lage zweyer grader
Linien gegen einander*. Krummlinige W i n k el denken zu *I'E. Ii,
wollen, wäre alfo ungereimt, wenn nicht im Berührungspunkte
dicTangentc und die krumme Linie zufcmmenfielen, alfo krumm,
linige Winkel fich durch den Winkel der Tangenten im Berüh¬
rungspunkte denken Uelsen. So mufs man daher, diefen Begriff
erklären.

Nur eine grade Linie hat in allen«ihren Theilen gegen eine pig, ^g,
anate einerley Lage, und alfo läfst fich nur bey ihr aus der Lage
eines Stücks Gl? auf die Lage.der Linie bey A fchliefsen. Eine
krumme Linie hat in allen noch fo kleinen Theilen eine verfchiede-
ik Lage gegen eine grade Linie AB. Man kann alfo aus dar
Lage der Theile H , 1 nicht wie bey grnden Linien auf die Lage
der Theile im Punkte A lchlielsen. Man fieht daher auf welchen
Miüsverftand folgende Einwendung gegen das liier Vorgetragne
beruht. „Gefetzt HA , 1A wären zwey Bogen die beyde die gra¬
de Linie AD im Punkte A berührten * , fo müden die Winkel • £, 12.
HAD, IAD beyde o , alfo beyde gleich feyn. Nun aber fchüeft
d« Winkel IAD den Winkel HAD ein ; alfo mufs er gröfsec
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als HAD leyn , welches dem vorigen widerspricht . Alfo kam

der Berührungswinkel nicht gleich null feyn. " Aber die Schlafe'

folge , alfo mnfs er griffet als HAD feyn , ift falfch. Sie gilt dem

angeführten nach nur für gradelinige Winkel , keineswegs En
die Lage krummer Linien , auf deren Lage im Punkte A wirjus

der Lage in H und I nicht lo unmittelbar fehliefsen können. Dl¬

raus dafs der Bogen AI den Bogen AH einfchlieft läfst (ich ein¬

zig und allein das folgern , dafs der einfchliefsendeBogen fchiil-

ler von der Tangente , als der eingefc 'hlofsne abweicht,  dafs.tr
mithin krummer oder convexer , der Bogen AH dagegen fißrn

oder weniger gebogen ift , und mehr nichts.

Und doch haben gefchickte Mathematiker fich jenen Trag-

fchlufs nicht nur zu Schulden kommen laffen , fondern fogar mit

Hitze als Wahrheit vertheidigt . (Man fehe Claviut und Ttpn' I

Ausgaben Euklids B. 3. S. 16 befondeis die elftere 3 wo diefef
Materie auf 20 klein gedrukten Octavfeiten mit den GrünfaI

dafür und dawider ausgeführt wird ; auch ClaviusWerk dem-

angulis planiset fphaericis und in V/ällis Opera Mathsmatici'Tlllii
II , p. 6oj die Abhandlung de angulo contactus et -femicirculi.)

Ueberhaupt gehört diefe an fich nicht fehr fchwierige MsW
zu den am mehrften mifsverftändnen in der reinen Mathematik,

Selbft van Sxvinden geräth hier in die irrige Mcynung : ,,»'ent

man behaupte der krummlinige Winkel GHAD fey kleinei' ali

der gradelinige GAD , fo fteile man keine Vergleichung zwiftt'1

den blofsen Neigungen (Lagen) diefer Linien an , fanden »*'
fchen dem Räume den diefe Winkel einfchliefsen , und ver»'ei'

deshalb auf Vietae Opera f . 3S2. Das wäre aber doch für«*
eine Sonderbarkeit der elften Gröfse , wenn man an Flächen«»'

nie dachte und von Winkeln fpräche , und etwas das mit der ge-

lühmten Genauigkeit der Gecmeter gar fehr im Widerfpnid1
ftiinde.

Man fieht hier abermals eine Probe , wie es in der Geometrie,

da wo es auf Lage ankömmt , noch manches aus einer forgfältig«

entwickelten Theorie der Lage , zu berichtigen und zu ergänz''

giebt . Le Gendre hat diele Matena vom Berührungswinkel , ^

#
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fchon Euklid richtig vorträgt , fehr mit Unrecht ausgehffen ; fo
auchThomas Simpfon. Hielten fie fieetwa noch für ftreitig , oder
für zu fchwierig, für beydes erkennt fie nicht

d . U.

Anmerkung 3. Die berührende Linie ifi nie Grünte
für alle fchneidende Linien , welche auf dem Durchließe : , der
dach dm Btrnkrnvgspnnkt geht , fcnkrecht fiehn . Denn die bey-
den;Dnrchfchnittspunkte diefer Linien mit dem Kreife , ftehn
gleich weit vom Durchmeffer ab , und nähern fich immer mehr,
wenn die dtirchfchneidende Linie fich weiter vom Mittelpunkte
entfernt. Rückt fie endlich um den Halbmeffer vom.Mittelpunkte
ab, fo fallen beyde durchfehnittspunkte in den einen Berüh¬
rungspunkt zufammen , - und zwar in dem Durchmeffer;
daher die Tangente mit in die Reihe diefer fchneidenden Linien
als lizte aufzunehmen ift ; als Gräme der diefe üch ohne Endft

fort näheren, ohne fie doe'h je zu erreichen , fo lange fie fchnei¬
dende Linien bleiben . Mann kann fich daher die berührende [Li¬
nie als eine fchneidende, denken , für weicht die beyden Durch-
ßmittspnnkte mit einander und mit dem Durchmeffer znfammen-
fdttm', und unter diefer Fiction , in der ein Widerspruch liegt,
der fich jedoch felbft aufhebt , gelten von ihr alle Satze der fchnei¬
denden Linien , in fo fern fie mitteilt diefer Fiction gehörig mo-
dirteitt werden. Auch gründen fich auf diefe Fiction die erften
Methoden an allen krummen Linien Tangenten zu zieht), derglei¬
chen Feraat , Hudden u, a. erdacht haben . — An einem gegeb¬
nen Kreife Tangenten verfchiednen Bedingungen gemäfs , oder
umgekehrt zu einer gegebnen Tangente einen Kreis zu befchrei-
hen, lehren Aüfg . 14 und 13, d. U.

LEHRSATZ 13.

Wenn zwey Paralleüinien AB, DE , heyde den$-10
Knis durchfekneiden, fo find die Kreisbogen MN, PQ
wiche zwij'ehen ihnen liegen, gleich.
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[Die Stücke MP , NQ der beyden Parallellinlen,
welche innerhalb der Kreislinie fallen , find Sehnen dti

Kreifes ] . Ein Perpendikel CH aus dem Mittelpunkt
auf die eine diefer Sehnen gefällt , fleht auch auf die

*I,2)"'f'1 andre ihr parallele Sehne fenkrecht * , halbist alfo
• beyde Sehnen , und beyde zu diefen Sehnen gehörig!

* 9- Bogen MHP , NHQ *. Folglich ift MH '== HP ttil!
♦ Gr. 2. NH = H q 5 a,fo auch MH _ NH ^ HP _ Hq (|

das heift MN = PQ.

Fig. 6o. Zufatz I . Auch wenneine Tangente DE mit ein«
Sehne MP parallel läuft , ßnd die Bogen zwifcben derieh
und dem Berührungspunkte H gleich. Denn alsdann fleht

•12. f. i . derHalbmefferCHauf die berührende Linie fenkreclit*i
*I.s5f .i . folglich auch auf die ihr parallellaufende Sehne MP'i

halbirt aifö diefe Sehne , mithin auch ihren Bogen, &
* 9. dais MH = HP wird *

Fig . 51. [ Zufatz II . Auch, in gleichen Kreifen fcbnttä
eine Linie MO ., welche mit der graden Linie durch die Mit¬
telpunkte CO parallel läuft , mit diefer Linie gleiche
gen ab.

Denn wegen des Parallelismus mit CO fleht die
Linie MQ von allen Punkten in CO , alfo auch von
beyden Mittelpunkten gleich weit ab . Die Sehnen
MN , PQ , welche beyde Kreislinien von MQ abfchnet-

« j Ij den find alfo gleich * , mithin find erjlens die zu die-
fen Sehnen gehörige Bogen MKN , PLQ gleich, &
wie ihre Unterfchiede von den gleichen Halbkreifeni
d. h . die Bogen AM + BN = EP + FQ , und folglich
auch AM = BN = EP = FQ , indem die erftern und
die letztem , als Bogen zwifchen parallelen Sehnen

* nes Kreifes , gleich find *.

ner
teli
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Zwestens find auch die Hälften der gleichen Seh¬

nen MN , PQ , welche die Perpendikel aus den Mit¬

telpunkten CR , OS auf ihnen ablehnenden , gleich , MR

= RN = PS = SQ . Nun aber ift RS --= CO * , folg - *

lieh find auch MP und NQ . beyde gleich CO . Mitbin

fckuiden die ähnlich liegenden Tbeile beyder Kreislinien , von

allen graden Linien , die mit der Linie durch ihre , Mittel¬

punkte parallel ' laufen , gleiche . Theile ab . Umgekehrt ift

aifo der geometrifche Ort des Endpunkts P einer gegeb¬

nen graden Linie MP , welche in gegebner Lage,

(1. B. parallel mit AF ) mit ihrem andern Endpunkt M

auf einer gegebnen Kreislinie ADBK 'auflteht , eine

gleiche Kreislinie EGFL , deren Mittelpunkt O , von

C um gegebne Linien MP , in der gegebnen Lage,

abfteht*- " 'ca ?4
Anmerkung . Diefer Zufatz ift im wesentlichen Satz 31.

im erften Buch von Apoll, ebnen Oertein, wird dort aber anders
ausgedrückt und bewiefen. Der berühmte Ferviat foll der Ur¬

heber deffelben feyn. ]

[LEHRSATZ I4 .]

Sind umgekehrt zwey Bogen MN, PQ einesfig . 59-

Kreifis gleich , Jb find 1) die Sehnen, [welche durch
die übereinfiimmenden Endpunkte beyder geht , MP ,
Nß, ■parallel. — 2) Die Sehnen welche durch die
verkehrt liegenden Endpunkte beyder gezogen]find,
^Q, NP, durchfehneiden fich fo , daß die ähnlich lie¬
genden Thüle in beyden gleich find. — 3 ) Auch
wenn die Sehnen der beyden gleichen Bogen MN, PQ
Mbß,ßeh außerhalb desKreifes fchneiden, fo find, die
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abgefchnittnen Stücks in der Verlängerung h\
gieich.

1. Kalbire den Bogen NQ durch den Halbmeffer
CH ; fo wird durch dielen Halbmeffer auch die Sehne

* 9' " NQ * , ferner , weilMN,PQ gleiche Bogen find , auch
der Bogen MHP und die Sehne MP diefes Bogens hat
birt . Folglich ftehn die Sehnen MP , NQ , weicht
durch die , übereinftimnienden Endpunkte der beyden

gleichen Bogen gelin , beyde auf die grade Linie CH
91 . 21. fenkrecht ; he find alfo parallel *.

2. Die Sehnen *MQ , NP , muffen , weil fie die

verkehrt liegenden Endpunkte der beyden gleichen
Bogen verbinden , fich nothwendig in irgend einen

• Gr. 8- Punkte I durchfchneiden *, Ueberdem find fie gleich

* 9. weil fie zu gleichen Bogen MHQ , NHP gehören *, Da
nun such die Sehnen MN , PQ gleich find,fo decken fei

* I. n . die Dreyecke MPQ , PMN * , und die Winkel beyM
und P find gleich . Das Dreyeck IMP iß daher gleich-

# j fchenklig ' * , . und IM == IP -, folglich auch , da &
' ganzen Sehnen MQ , NP gleich find , IN — IQ . '

3. Durehfchneiden fich die . beyden Sehnen d«
gleichen Bogen MN , PQ in irgend einem Punkte 0
aufserhalbi des Kreifes , fo ift das dadurch entftehenie

Dreyeck NOQ gleichfchenklig ., mithin NO = Q0>
Denn aus dem , was unter 2 bewiefen ift , folgt , daß
die Winkel IMN , IPQ , folglich auch , wegen def
Parallelismus der Sehnen PM und QN , die Winkel

* I . 25. QN0 und N Q° gleich find *.
Folgerung 1. Weil in dem unter 2 betrachte¬

ten Fall , das Dreyeck MIP gleichfchenklig ift , fo liegt
die
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die Spitze deffelben indem Halbmeffer CH , welcher

le ([e[ auf der Grundlinie MP in ihrer Mitte fenkrecht fleht *. •I.rjrJF.j
iehni Folglich liegt der Durehfchnittspunkt I der beyden Sehnen

fi ets m dem Halbmejfer , der die Bogen MHP >

shsl. NH& halbirt . — Umgekehrt geht die grade Linie,
eiche'welche durch die Punkte H und I gezogen wird , ffets

den durch den Mittelpunkt des Kreifes * . — Endlich * Gr. 6
fchneiden zwey Sehnen , welche durch einen Punkt I

eines Halbmeffers unter gleichen Winkeln gegen den-
e dif felben gezogen werden , gleiche Kreisbogen ab.

Folgerung 2 . Weil eben fo in dem unter 3

:'na betrachteten Fall das Breyeck MPO gltächfchenklig

ift, fo liegt die Spitze deffelben O , in der Verlänge¬
rung des Halbmeffers CH , welcher auf der Grundlinie

1 in der Mitte auffteht . — Umgekehrt mufs allb eine

e)' M grade Linie welche den Winkel C am Durchfchnitts.
eich- pUn kte halbirt , durch die Mitte der Sehnen MP und

sdiij NQ und durch den Mittelpunkt des Kreifes gehn;
und grade Linien , welche unter gleichen Winkeln ge¬

gen die Verlängerung eines Halbmeffers durch einen •
te 0 Punkt deffelben gezogen werden , und den Kreis durch-
tende. Ichneiden, fchneiden in ihm gleiche ßogen ab,

Zufatz I . Diefe Sätze laffen fleh auch auf Tan - v; ,*o*0.0.
genten übertragen . Nimmt man auf beyden Sehen des
ünukrungspunktes H gleiche Bogen HM , HP , fo läuft
4i«Sehne durch ihre Endpunkt », MP , mit der Tangente DE
parallel, Denn ^ kiit man nach dem Berührungspunkte

den Halbmeffer CH , fo halbirt dieler den Bogen MHP,
■»"hin auch die Sehne MP *, fleht alfo auf ihr , fo wie ,

"l I . ^ "

1der
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Fi2. f.i. auf der Tangente fenkrecht * , und Sehne undTangtit Eben

te laufen alfo parallel.

Tangenten durch die beydcn Punkte M und P£*«$

»is .f. 2. machen mit der Sehne . MP gleiche Winkel * , bilde«

alfo , wenn fie (ich in einem Punkte O durchfehnsr

den , ein gleiehfchenkliges Dreyeck . Daher find|

abgefchnittnen Stücke derfeIben MO , (JO gleich , und ihr

Durchfchnittspunkt fällt in dem Halbmeffer CH, d«

M.17X3 durch den Berührungspunkt geht *. Umgekehrt muß

eine grade Linie durch O und H auch durch den Mit

telpunkt , und eine grade Linie , welche den Winkt!

bey O halbirt , lbwohl durch den Berührungspunkt,

als auch durch den Mittelpunkt gehn.

^ Tangenten , welche von einem Punkte 0 aufserkeM1

0 Kreißt nach dem Kreife gehn , find überhaupt insgtjî «f

gleich . Denn zieht man CO und die Halbmeffer mei

den Berührungspunkten CF , CG , fo entftehn re*

winklige Dreyecke , worin die Hypothenufe CO 1*

eine der Katheten gleich find , die lieh deshalb*

cken * , und worin OG == OF ift.

Z u f a t x 11 . iß ein Halbkreis ABC in eine pd<

Zahl von gleichen 7'heilen , z . B. in 6 getheilt , min*

verbindet die übereinßimmenden Theilpimkte von den0

punkten des Durckmeffcr an gerechnet durch grade £<"'*

AC , HF , IG , fo iß die Summe aller diefer paralklei>$

nen gleich dem Stück AK , welches eine grade Linie n"e

B und den näcbßen Theilpunkt C gezogen , auf dem''"' 1Ve'.

l 'dngerten Durchmejfer abfehneidet . 15•

Denn wegen der Gleichheit der Theile AU , 0

,4 . 1, nnd Hl > FG fin d die Sehnen AC , HF , IG f

• I . 19

Fig . 61
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Eben fo find wegen Gleichheit der Bogen HI , CF und
lß, FG die Sehnen HC , IFL , BGK parallel . Folg¬
lich lind HFLC , IGKL Parallelogramme , alfo HF =
CL, IG = LK * und AC -f HF IG = ■AK « #I -34.%

Zufatx III . Iß: ein Halbkreis ADB in eine ungrade Ttf Hl.
fahl von gleichen Thülen , z . ß . in 5 , getheilt , und, man
nib'mdct die überebißimniendeii Thcilptinkte durch grade
Unten AB, DG , EF , und zieht nach den Endpunkten E, F
itr letztem die/er Linien die lialbmeffer CE , CF ; fo ßnd
ih Abjchnitte jener Linien zivifchen dießm Halbmejfern
EF, MN etc. zusammengenommen dem Halbmeffer des Krei.
[»gleich.

Denn theiit man auch den andern Halbkreis )AHß

//M«i sufüiefelbe Art ein , in den Punkter . H , I , K etc . , i 'o
ns«1 gelin erftens EC und FC verlängert als Durclimeffer

recht- durch zwey Theilpunkte K , I *. Verbindet manzwey - , n ^
u™I tens die verkehrt liegenden Endpunkte der beyden

b äl' [ Richen Theile DE , HI , durch die Sehnen EH , DI,
fo durchfchneiden lieh diefe , nach Folgerung r , in ei¬
nem Punkte L des Halbmeffers CA , fo dafs CA = CL
+ LAift . Nun lind aber wegen Gleichheit der Thei¬
le, die Sehnen FI , EH , DA welche gleiche Bogen ab-

fchneiden, parallel * . Eben fo die Sehnen AB , DG, * M. u
ff und die Sehnen ER , DI , etc . Mithin find als Pa-

iai \ "Helen zwifchen Parallelen , erftens DN == AC , und

n* * «yt«ns EF = LC = DM * , alfo auch DN - DM - 1. 34. 1.
c AC — LC , d . h . MN = AL und folglich EF -f MN

, Cf * LC.+ AL = AC.

I 2
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Grade fo führt man den Beweis , wenn der HA

kreis in eine größere Zahl von ungleichen Thefe

getheilt ift.

T, r.ni . Zufatz I V. Iß ein Kreis in fecks gleich ffl

f: 63• getheilt , und,man verbindet einen der Theilpunkte, A,t

denen, welche um zwey Theile von demfflbtn abfielt» ttd

grade Linien AC , AE ; fo tbeilen diefe Linien die»

BF zwifcben den übergangnen Theii'punkten , welchez« if

bey A liegen , in drcy gleiche Theile.

Denn erftens find AC , BF , und zweytens a«!

AE , FB , zwey Sehnen , welche die verkehrt -lieg»

den Endpunkte zwey gleicher Bogen AF , CB undM

EF mit einander verbinden . Folglich durchfclffl# |

14. 2. lieh diefe Sehnen fo, dafs BH = AH und FI = AI ift

Nun aber find , wenn man CE zieht , die -BogenA

CE , EA , folglich auch die Sehnen diefer Bogta

. 7 gleich *. Alfo ift das Dreyeck ACE gleichzeitig,
überdeni CE parallel mit BF läuft , fo ift das 1)kvö

♦I.2J.A. AHI , mit jenem Dreyeck gleichwinklig * , alfo eb»

*Iai ..f,3 falls gleichfeitig , oder AH hat HI = AI *. Mithin'

auch BH zM Hl — IF , folglich die Sehne BF anfö

Art in drey gleiche Theile getheilt.

Anmerku ng . Diefer fehr brauchbare Lehrfatz und '«s

Zufätzc fehlen bey Le Gendre, £ ufatz 2 entlehne ich ausCK*
Euklid , Zufatz 3 u 4 aus Krufts Inftitut. Geometr. fijbBnö'
als Urheber des erftern La Hire in den Memoires de Marin*

que. .Paris 1692. p. 92 , und des letztem Gregor vi»St, V**
in feinem Opus geometricum prop. jy6 de Circulo genannt«:
In den Eeweifen bin ich indefs von ihnen abgewichen. I» ■

' ° ■ , u
folgenden Büchern werden wir ähnliche interefiance Sdtzc nßv
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[LEHRSATZ I5 .J '<

Nimmt man außerhalb oder innerhalb eines Fig ß+.

keifes einen Punkt A und zieht durch ihn und den

TM■MittelpunktB eine grade Linie , welche die Kreislinie
mden.Punkten I und H durc 'ijchncidet ; Jb hat

tJ unter allen Punkten der Kreislinie der Punkt

I, der in dir Linie AH mit dem Punkte A zu einer-

hj Säte des Mittelpunkts B liegt , den kkinßen ; dct-

pge» der Punkt ff , der mit A auf entgegen gefitzt er

Seite des Mittelpunktes B liegt , den gr 'öfsten Abfand
mm Punkte A ;

2) haben unter mehreren Punkten E , K , G m

kr Kreislinie, diejenigen den kleinem Abfand vom

hnlae A , welche nlthcr . beym Punkte I Hegen; . und

3) flehn je zweit Punkte , die zu entgegenge-
[ttitm Seiten der Linie AH liegen und gleich weit

ml entfernt find , z . B. E , F , auch vom Punkte
Ag'ric/jweit ab.

1. Denn zieht man nach den Punkten E , K , F,

Gin der Kreislinie die Balhmeffer BE , BK , BF , BG

und aus dem Punkte A . die grsden Linien Ali , AK

AF, AG, fo bilden diefe mit AB Dreyecke , in deren,

jedem, i .% }n ABE , der Unttrfchied je 7wey er Seiten

dinierund ?.uglcieh ihre Summe .großer als die dritte

Selt** , folglich AB — BE oder AB — BI , d. h . AI < * I. *.

Al- und zugleich AB -f - BE oder AB + BH d. h . AH

i >AE ift; Folglich ift der Punkt I weniger , der Punkt

Hswer als jeder andre Punkt E in der Kreislinie vom

PuRkte  A entfernt ;"welches däs erfte ift.
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■s

2. Alle jene Dreyecke ABE , AEK , ÄBF, ABS
haben unter einander zwey Seiten gemein, * nemlidi
AB und die gleichen Halbmefler BE , BK, : BF , ß|
Folglich wird die Gröfse ihrer dritten Seiten AE, Äffl
AF , AG von der Gi'Öfse der gegenüberftehenden Win|
kel ABE , ABK. , ABF, 1ABG durch Lehrfatz lo.a
erften Buchs beftimmt . Alle diele Winkel lind iki
zugleich Winkel am Mittelpunkte des Kreifes unil,

* 7 ', 8- daher ihreGröfse von der .Gröfse ihrer Sehnen abhängt'
folglich von der gegenfeitigen Entfernung der beydei
Endpunkte diefer Sehnen , d. Ii. der .Punkte E , K,F,
G vom Punkte I . ift der Punkt E weiter als K ab«
nicht fo weit als G vom Punkte I entfernt , N

* I. io . AE > AK und AE < AG * ; welches das zwevteifc

3. Sind endlich die Punkte E , F gleich weitVois
f l, 6. 1 entfernt ; fo ift auch AE = AF * , da denn«

beyden Punkte E , F" zu entgegengefetzten SeitenV
Linie AB liegen müden , weil he fünft (da die beyd»
Dreyecke AEB , AFB lieh decken ) züfammeftlÄ
und nicht zwey , fondern nur ein Punkt wären ; *i
ches das dritte ift*

Zufatz . Diefe Sätze über die Entfernung ein«
Punktes von den Punkten in einer Kreislinie gel»
gleichmafsig , jenerPunkt liege außerhalb odexhimrld
der Kreislinie , und der Beweis ift für beyde Fälle dtt'
felbe , nur die Lage der Linien etwas verschieden , 1*
diefes die beyden grofsen Kreifen unfrei - Figur darftel
len , daher es unnö 'thig ift , mit Euklid "( HJ.
fceyde Fälle befonders zu behandeln . Aachgelwl
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AI"

mlid;
EG.
AR
wi

* 7,.

für jeden Punkt an Umfange , für weiche nur I und

Azufammenfalien , wie im dritten kleinem Kreife nn"

frer Figur.

Folgerung . \ . ' Von jedem Punkte A f weichet

nicht der Mittelpunkt ifl , laffen fick nach einer Kreislinie

ßtts zwey gleiche grade Linien zieht , welche zu entgegen-

gefetzter Seite der Linie durch den Mittelpunkt liegen * ; ' Cs)

aber auch nicht mehr als zwey , indem es in der Kreisli¬

nie nicht mehr als zwey Punkte giebt , welche von .Ei¬

nem Punkte in derfelben gleich weit abftehn *.

Folgerung 2. Kann man alfo von einem Punkte

nach der Kreislinie mehr als zwey -grade Linien zieh» , fi

iß tiefer Punkt not luvend;g der Mittelpunkt des Kreifcs.

Folgerung 3. Grade Linien , welche von einem

Punkte ausserhalb des KreÜ 'es fo gezogen find , dafs

ficvon der Kreislinie gleiche Bogen ahjehneiden , find

gleich*. Deshalb find von jedem Punkte ausserhalb Vĵ f. ^

des Kreifes nur zwey und nicht mehr Solche grade Li¬

nien möglich . Umgekehrt Schneiden alle gleiche grade

Linien, welche von einem Punkte aufserhalb des Krei¬

fes an die Kreislinie gezogen lind , von ihr gleiche

Bogen ab. Solche Linien fo zu ziehn , dafs tie im

Rreiie Sehnen von gegebner Grö'fse bilden , oder dafs

iwey derfelben Bogen von gegebner Groise umfpari^

nen, lehrt Aufg , 15.

Folgerung 4. Auch alle Tangenten , welche Flg. 79.

von einem funkte nach einer Kreislinie gehn find

gleich*. Folglich find Von einem Punkte 0 aufserhalb ¥i4>Z.iv
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eines Kreißt nach dem Kreife flets sivey verßhkdiiii
aber nicht mehr -, 'Tangenten möglich, — Ift eine gi
de Linie OF , welche von einem Punkte 0 »
fserhalb eines Kreifes nach der Kreislinie geht , ein«
Tangente OG aus diefem Punkte gleich , fo ift 111
felbft eine Tangente des Kreifes . — Endlich gellt eine
grade Linie , welche den Winkel O halbirt , den (Iii
beyden Tangenten aus dem Punkte O nach der Kreis¬
linie bilden , durch den Mittelpunkt des Kreifes und
fleht auf der Sehne durch die Berührungspunkte , in

»14,2,1. Qeien Mitte fenkrecht auf *. 1

Anmerkun g. Der Lehrfatz und die Folg«"*
gen , find den Sätzen des erilen Buchs über die Entfe-

• I 16. nung eines Punktes von den Punkten einer graden Linie'
analog, und zeigen fich für die Lehre des Kreifes nicht wenig«
fruchtbar , als jene für die gradelinigen Figuren. Ich fehe daher
den Grund nicht ab , warum fieLeGendre übergeht , da er dock
von jenen Sitzen des erften Buchs einen fo häufigen Gebrauch
macht, und die fernem Sätze über .das Schneiden und Beruht»
der Kreile blofse Folgerungen aus diefem Lehrfatz find.

d. V,

[LEHRSATZ I fj . ]

Fig. 49. 1) Zwei) Kreife deren Mittelpunkte A, B0
v' s°' die Summe oder um den Unterschied ihrer Halbmtp

« , ß von einander entfernt find , berühren ß&
und zwar im erfien Fall 'dufse r Hch im zwtyW
innerlich.

2) Iß die Summe ihrer Halbmeßer großer oia
der Unterfchied derfelbcn kleiner, fo haben ße ks0
Punkt mit einander gemein, und liegen im erfien0
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der eine ganz außerhalb , im zweyten der eine
fnz innerhalb des andern.

Die grade Linie durch beyde Mittelpunkte durch-
fchnelde den um B befchriebnen Kreis in den Punkten

I und H , nnd zwar fey I derDurchfchnittspunkt wel¬

cher mit A auf einerley Seite von B liegt ; fo find defn

vorigen Lehrfatz gemä 'fs alle Punkte in der Kreislinie

um B weiter als der Punkt I , aber nicht fu rosh als der

PunktH vom Mittelpunkte A der zweyten Kreislinie
entfernt*. * «4.

I . Ift dahqr AI gleich dem Halbmeffer a diefer zwey - Fig. 49-

ten Kreislinie , fo ift zwar I ein Punkt in derfelben,

aber alle (andern Punkte der Kreislinie um B ftehn

weiter von A als um den Halbmefler k ab , liegen al¬

fo außerhalb der Kreislinie um A . Mithin berühren

fich beyde Kreislinien in diefem Fall äußerlich *. Wenn * E. 12.

aber«, -j- ß = AB ift , fo raufs auch a = AB — ß * , * Gr- 2>

oder«. = Aß — BI = AI feyn . Folglich ift AI un¬

ter diefer Bedingung dem Halbmeffer a gleich , und

unter ihr müffen tfich daher beyde Kreife äußerlich be-
führen.

: .av -:V-

fft AH gleich dem Halbmeffer « , fo ift zwar H ein Fig. jo.

Punkt in der Kreislinie um A , aber alle andere Punk¬

te der Kreislinie um B lind von A weniger als um den

Halbmefler « entfernt , liegen alfo innerhalb jener

Kreislinie. Beyde Kreislinien berühren fich alfo in

diel «m Fall innerlich *. Wenn aber « — ß = AB ift , * E- « •

fo mufs auch « = AB + ß oder « = AB •■-+- BH =

AH feyn . folglich ift unter diefer Bedingung AH
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dem ' lalbmeiTer « gleich , und unter ihr müffen fiti
daher bevde Kreife innerlich berühren.

2) Ift dagegen AI größer als der Halbmeffer «
fällt der Punkt I , der unter allen in der Kreislii

umBam nä'chften beyA liegt , mithin diefe ganze Kre»
linie , aufserhalb der Kreislinie um A und beyde hals
keinen Punkt gemein . Das ift aber der Fall , wem
« -f ß > AB ift , da denn auch «. > AB — ß oder)
AB — BI , d. h. > AI ift.

Ift endlich All kleiner als der Halbmeffer «, Ii
fallt der Punkt in der um B befchriebnen Kreislinie
•welcher am weiteften von A entfernt ift , mithin ditfi

jranv.e Kreislinie , innerhalb der Kreislinie umA,«
bey de Kreislinien haben wiederum keinen Punkt gi-
inein . Das ift aber der Fall , wenn « — ß < AB
du denn k < AB -j~ ß oder < AB + BH d. h. < AH

' ' ' Iii . '

Folgerung 1. Wenn ziüey Kreife einander h
rtn 'ffi liegt folglich flets der Berührungspunkt mit denk}
'den Mittelpunkten in einer graden Linie , und .zwars»

rig . 4<). ] ci<en beyden Mittelpunkten wenn die Kreife äufi^
Tig. 50. nicht,zwifchen ihnen , wenn fie fich innerlich berühr»

Denn nur unter diefenBedingungen kann derAbftani
ihrer Mittelpunkte der Summe oder dem Unterfchifi

ihrer Halbmeffer gleich feyn . Die grade Linie , wi¬
che durch zwey jener Punkte gezogen wird , htäß
immer auch durch den dritten gehn.

Folgerung 2. Wenn umgekehrt zivey KreisUf
in einem Funkte I oder H , welcher in der grade» U««
durch ihre Mittelpunkte Hegt, zufimmentreffen , fih*
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reufie fich. Denn dann ift allemal die Entfernung Ih¬

rer Mittelpunkte entweder der Summe oder dem Un-

terfcinede ihrer HalbmefTer gleich ; ein fehr einfaches
Kennzeichen von Kreiferi die fich berühren , welches

in der Lehre von den Berührungen von vielem Ge¬
brauch iß.

Folg er » ng 3, Zwcy fich berührende Kreife haben

im Berührungspunkts eine ■gemeinfcktffliehe Tangente.
Denn da ihre HalbmelTcr AI , BI , welche nach dem

Berührungspunkte gebogen werden , in gf .<ier Linie
liegen* , fo fallen , die Perpendikel , welche auf beyde * f,

im BerührungspunkteI errichtet find , mithin die Tan¬

genten zufammen "*. Ein Perpendikel auf die gemei -.- » I3

ichaftliche Tangente im Berührungspunkte ernLktetj . •

geht alfo gewifs durch beyder Kreile Mittelpunkt.

Folgerung x< Haben umgekehrt zwey Kreife in ei¬
nem Punkte I den fie gemein haben , eine gemeinfehaftliche
Tangente, fo berühren fie fich , und zwar innerlich , wenn

ihre Mittelpunkte auf einerley , äafserlich wenn fie auf
entgegengefetzter Seite der Tangente liegen . Denn

ihre Mittelpunkte liegen dann beyde in dem Perpen»

flikel, welches auf die gemeinfehaftliche Tangente im

Berührungspunkt I errichtet wird * , find alfo im er - ¥ ^
ften Fall um den Unterfchied der Halhrneifer beyder

Kreifc, im zweyten um Ihre Summe von einander ent¬
fernt. Die Kreife müffen fich alfo unferm Lehrfatz

tu folge berühren , im elften Fall innerlich , im zwey¬
ten a'ufserlich.

Folgerung 5. Alle Kreife , die durch einen

Punkt I einer Kreislinie gehn , und um einen Punkt
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indem IlalbmefTer IA , oder deflen Verlängerung, »!!

Mittelpunkt , befchrieben find , berühren ilch im Punk'

te I , weil fie in ihm eine gemeinfchaftliche Tangenle
haben * , und liegen ganz , zu einerley oder entgegen-

gefetzter Seite dieTer Tangente , d. h, des Perpendikels
welches auf AI im iPunkte I errichtet wird '.

Anmerkung . Der elfte Theil diefesLchvfatzes fleht zivsi
tcy Le Gendre , und macht bey ihm fogar zwcy Lehrfärze«Si,
aliein feine Beweiie find fehr mangelhaft, da er fich. nichti«f
den vorhergehenden Lehriatz berufen konnte. Die fruchtbare!
Tolgerungcn fehlen bey ihm alle bis auf die erfte.

' - ■*. , / : d . V.

(LEHRSATZ 17 .]

T.in.F. Wenn ziaey um die Mittelpunkte Cund0h
6iü'!"6'fchriebne Kreij'e[ich innerlich oder äußerlich berührt»

fo liegen, im erflen Fall die beyden übereinßimiM-
denEndpunkteE, G, im zweyten die verkehrt Hey¬
den Endpunkte E , G zxüeyer paralleler Durchmißt!
DE , FG, mit dem BerührungspunkteI in gnk
Linie.

Denn verbindet man die Mittelpunkte durch diegra-
de Linie CO , fo geht diefe auch durch den Berührung*"

*i6 f i Pun 'it: *• Zieht man daher von dem Berührungspunkte
nach den genannten Endpunktender parallelen Durch-
inerter die graden Linien IE , IG fo entftehn i « y

#E ^ gleichschenklige Dreyecke ICE , IOG , worin wegen de*
Parallelismus der Durchmefier die Winkel an d»

Spitze , mithin auch die Winkel an der Grundlinie
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gleich find *, Es find alfo auch die dritten Winkel *1-2^ ,s

I C1E, OIG gleich * , und folglich bilden , da Ci und "I.3«.f.i

10 in grader Linie liegen , auch AI und IO eine

grade Linie *. Der Berührungspunkt liegt folglich * *■• p

mit den Endpunkten E und G der beyden parallelen

Durchmefler in grader Linie,

Z ufa tz . Wain umgekehrt iwty Kreife einen Punkt I

gmtin hüben, und die Halbmeßcr OG , CE , welche »um '•

nach den Endpunkten einer graden Linie GE zieht , die

durch den Punkt I geht , und beyde Kreife fchneidet , find

untereinander parallel , fo berühren fieb xbeyde Krciji: im
Punkte I.

Denn man ziehe die Halbmener Ol , CI , fo find

die Dreyecke IOG , ICE gleichfchenklig , mithin die

Winkel E und EIC , G und GIO gleich . Nun aber

find wegen des Parallelismus der Halbmeffer , und weil

EG eine grade Linie ift , die Winkel E undG gleich *. "I-s? Af

Alfo find auch die Winkel EIC , GIO gleich * , mit . » I. 5,

hin Ol und IC in grader Linie * , und es liegt der *i&f £.

gemeinfchaftliche Punkt I beyder Kreislinien in der

graden Linie durch ,beyde Mittelpunkte . Folglich be¬

rühren (ich in ihm beyde Kreife *. *iö. f,2.

Anme 1k u n g. Dicfe Sätze entlehne ich ans Pnppnsmathe-
watifchen SammlungenB. 7. , wo fie als 15KS und i6nis Lemma
'us Apollonius Werk von den Berührungen aufgeführt, aber auf
«ine fchwierigere Art bewiefen.werden. Auch ift der Lehrfatz

wWwe.de» erftes Lemma im Buche von der Kugel und ckmCylin-
Noch ein paar ähnliche Sätze findet man Lehrfätz 25. Zuf.

«•und folgende.
i . ■V.
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[LEHRSATZ Ig . ]

<8- Zwey Kreije Können[ich nur dann dttrchfcimäia)
icemi jbivohl die Summe ihrer Ha'lbtnejfgr*, ß giü-
/rer , a/j auch der Unterschied derfclben kleiner alst

' Abfand ihrer MittelpunkteA, B iß.

Denn gefetzt die erfte diefer Bedingungen fa'ndi
bey zwey Krelfen nicht ftatt , und es wäre - '
nicht grüfssr als AB ; fo müfte diefe Summe entwede:
gleich AB , oder kleiner als AB feyn . Im erftenfs'il
würden fie beyde Kreife berühren , im zweyten k;i'

* l6, neu Punkt gemein haben * , konnten fich alfo nicht
durchfchneiden.

Fände die zweyte diefer Bedingungen nicht ftatti
und wäre « — ß nicht kleiner als AB ; fo müfte dielet
Unterfchied entweder gleich AB , oder grölser als AB
feyn . Im erlten Fall würden fich wiederum beydt
Kreife berühren , und im zweyten keinen Punkt ge-

« ,g, mein haben * , konnten lieh alfo nicht durefchneiden.

1 Zufatz . Dafs wenn beyde Bedingungen ftatt lin¬
den , die Kreife fich nothwendig durchfchneiden muf¬
fen , haben wir fchon als unmittelbare Folgen aus d«n

*E. ii .j3, Principien gefehn *, Der dortige Satz wird alfo durch
diefe vervollftändigt , und wir dürfen nun erft diefe
Bedingungen als Beßimtmmg der Möglichkeit des Durclr
jehneidens ziveyer Kreife aufftellen , ohne welche kein
Schneiden ftatt findet , und unter der allein die Con-
ftruetion des Dreyecks aus drey gegebnen Linien m°»'

*E.U .A lieh ift *.
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[LEHRSATZ 19 .]

Zwey Kreiß die [ich diirchßchneiden treffen ßih 48.

jms in zwey Punkten , welche zu den entgegengejvz-
ttn Seiten der graden Linie durch beyde Mittelf unk ■
tc liegen.

Umgekehrt diirchßchneiden ßch 'alle Kreiß , ml-
du zwey Punkte gemein haben , öder die in erneut
Funkte außerhalb der Linie durch ihre Mittelpunkte
zujammen treffen.

f. Wenn zwey Kreife fich in einem Punkte E
fchneiden, fo kann ihr Durchfchnittspunkt nicht in
der graden Linie DH liegen , welche durch die Mittel¬
punkte beyder Kreife geht * , liegt 'folglich zur einen *ifi.f. 3i.
Seite dieier Linie ; daher zur andern Seite derfeioen
in der einen Kreislinie ein zweyter Punkt F liegen
muis, welcher eben fo weit als jener vom Mittelpunk¬
te Ades andern Kreifes entfernt iffc* , folglich auf fei**15f. i.
nem Umfang liegt , alfo ein zweyter Duichfclinitts-
punkt beyder Kreife ift. Und mehr als diele beydcn
Durchlchnittspunkte find nicht möglich *, r t

2. Haben zwey Kreife zwey Punkte E , F , ge¬
raein, fo liegen diefe aufserhalb der graden Linie DH
»wifchen ihren Mittelpunkten , und es mufs AI < AK
und AH > AE feyn *. ' Folglich ift 1 ein Punkt in .* 16.
dem um A befeluiebnen Kreife , H ein Punkt aafser-

lialb defielben ,* , und folglich durchfehneiden lieh *E, 2.-/
te yde Kreife.

3. Liegt endlich der PunktE , worin zwey Kreife zu-
fammentreffen, aufserhalb der Linie durch die Mittel-

i
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punkte , fo ift die Summe der beyden Halbmeffergit
* fser als der Abftand der Mittelpunkte * ; alfo dura

fchneiden fich beyde Kreislinien.

Anmerkung . Zwey fleh durchfchneidende Kreife, rai
zwey Kreife die zwey Punkte gemein haben , find alfo einerlit
Gegcnftand . Le Gendre braucht diefen letztern Begrift' zur El
klärung des erftern , d. h. des Schneidens zwcyer Kreislinit!

-»■«. > doch , wie wir fchon bemerkt haben , in fo fern mit Unrecht*E.iö .A*
als dte Uebcreinftimmung beyder Begriffe erft bewiefen wata
mu.fs. Es erhellt hieraus zugleich dafs zwey Kreife die fichbcA
ren nur einen Punkt gemein haben können , und dal's iimgefek
alle Kreife die nur einen Punkt mit einander gemein haben,
berühren , worauf Le Gendres Definition des Berührens zwej'il
Kreife fich gründet . d. U.

LEHRSATZ 20.

fig 43. Wenn zivey Kreife ßch fchneiden , fo wird Hut
gemeinfehaftliche Sehne von der graden Linie, &
durch die beyden Mittelpunkte 0 , B geht , JenkrA
durchfehnitten und halbirt.

Denn da zwey Kreife , die fich clurchfchneiden
* 19. zwey Punkte E , G gemein haben * , lo gehöht dieg«

de Linie EG zwifchen dielen Punkten als Sehne«
beyden Kreifen . Ein Perpendikel , welches
diele Sehne in ihrer Mitte errichtet wird , mufs foty
lieh fowohl durch den einen , als durc-h den andern

* 9 f s. Mittelpunkt gehn *. Alfo ( da zwifchen zwey Punk-
* Gr. 6. ten nur e' ne einz ig e g l'ade Linie möglich ift *)

auch umgekehrt eine g-rade Linie DH , welche durch
die Mittelpunkte beyder Kreife A , ß geht , die

mein-
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meinfcliaftliche Sehne EG fenkrecht durchfchneiden
und halbiren.

[Anmerkung . Die Tangente zweyer fleh berührender
Kreife itimmt alfo in der Eigenfchaft mit der Sehne zweyer fich
fchneidender Kreife überein , dafs die grade Linie durch die
Mittelpunkte beyder Kreife auf fie fenkrecht fleht , und wir kön¬
nen fie alfo auch hier wieder als eine Sehne betrachten , bey wei¬
ther die beyden Durchfchnittspunkte mit dem Kreife in einen
zuiammen gefallen find. In fo fern kann man alfo den Berüh¬
rungspunkt für einen doppelten Durchfchuittspunkt nehmen.

d, UJ

LEHR SATZ 21.

Wenn in einerlei) Kreis oder in zwey gleichen ~£iz, 67.
Kreifeu, zwey Winkel am Mittelpunkte AGB , DCE
fich zu einander wie zwey ganze Zahlen verhalten;
J'omüj]hi auch die bey den Bogen welche vor ihnen um-
fpannt werden AB, DE fich wie diefelben Zahlen , und
folglich wie jene Winkel verhalten.

Man fetze, z. B. die beyden Winkel AGB, DCE
verhielten fich zu einander wie die beyden Zahlen 7
und4; fo heilst das , jene Winkel follen fo gedacht
werden, dafs .fie von einem kleinern Winkel M grade
fogemeffen werden , wie die gegebnen ganzen Zahlen
von der Einheit , dafs folglich der Winkel M als ge-
raeinfclisftlicb.es Maafs im eriten Winkel ACB genau
liebenmal, im letztem DCE genau 4 mal enthalten

Dann lallen {ich alfo in jenem genau 7 , in • v,a.
diefem genau 4 Wickeitheile (angles partiels ) ACm,
mCn, nCo . . , DCx , xCy , ... denken , welche insge-

K
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fammt dem Winkel M , alfo auch unter lieh gleich

find . Nun aber muffen zu diefen Winkeltheilen , ah

gleichen Winkeln am Mittelpunkte C in einerley odtf

Z. 2. in gleichen Kreifen , auch gleiche Bogen gehören',

folglich auch die Bogentheile ( arcs partiels ) Am, « ,

no . . ■Dx , xy . . . welche von jenen Winkeltheiien

umfpannt werden , unter fich gleich feyn . Jedem

Winkeltheil entfpricht aber ein Bogentheil . Folglw

muffen auch die ganzen Bogen AB und DE iicli»ii

die Zahlen 7 und 4 verhalten ; alfo wie die Winkel.

Diefslbe Schlufsfolge findet bey jedem andern Zililvif

hältniife ltatt . So oft fich alfo das Verhältnifs zwey»

Winkel ACB , DCE in ganzen Zahlen ausdrücken läl'sl,

■verhalten fich die Bogen AB , DE , welche aus ihr««

Scheitel mit gleichem Halbmeffer befchrieben undm

ihren Schenkeln umfpannt werden , wie die Winkel

oder es ift

L ACB : L DCE = bog . AB : bog . DE

[d . h . wenn der Winkel ACB oder der n te Theil<M

felben im Winkel DCE m mal enthalten ift , Ib «■

In diefem Fall auch der Bogen AB oder deffen n' £I

Theil in dem Bogen DE genau m mal enthalten |SjW

Zufatz . Grade auf diefelbe Art erhellt »#

kehrt , dafs Kenn in eimrley Kreis oder in zteey jjx&L

Kreifen zu -ey Bogen AB , DE fich zu einander wie l' üt

Zählen verhalten , auch die (-Vinkel am Mittelpunkt!, *

auf iktien fiekn ACB , Di 'E,ficb wie diefe Zahlen, tmd»̂

hm wie die Bogen verkalten miiffen, fo dafs
AB : DE == L. ACB : L . DC1£.
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[Unter der Vorausfetzung eines Verhaltens wie
Wey ganze Zahlen tu einander , ift .alfo ftets das Ver-
bältnifs folcher Bogen und folcher Winkel gleich , find
[unlieb Bogen md Winke! proportional *.] * V" s*

LEHRSATZ 22.

Wie auch zwey Winkel ACB , ACD ßch zu ein - £ig,6t.
mkr verhalten mögen , immer verhalten ßch auf die'

Art zwey Kreisbogen AB , ADt welche um ih¬
ren Scheitelpunkt mit gleichem Halbnicfj 'er befchrieben
md von ihren Schenkeln mnfpannt werden.

Man lege den kleinern Winkel ACD fo auf den
pöfsetn, dafs ihre Scheitel , der Schenkel CA , Und
ihre Kreisbogen zufammenfallen * . Wenn nun die * 1.
im Lehrfatz ausgefagte Proportion , d. h , Gleichheit
ler Verhältniffe , in irgend einem Fall nicht ftatt fän-
ät, fo müfte dann der Winkel ACB zum Winkel ACD
lieh wie der Bogen AB zu einem Bogen AO , der großer
oderkleiner als AD ift , verhalten * , alfo folgende *V.3, «,
Proportion richtig feyn

LACB : Z_ ACD = bog . AB : bog . AO
Der Bogen AO fey erflens großer als AD , fo kann

man(ich AD in lauter gleiche Theile getheilt denken,
"eiche kleiner als derUnterfchied beyder Bogen , DO,
find*, [ z . B. in n, ] da denn , wenn man diefe Theile ' Aufg.j; • Z 3
weiter nach O zu aufträgt , zwifchen D und O wenig¬
es ein Theilpunkt 1 fallen mufs . «.ieht man nun
den HalbmefTer CI , fo find ACD , ACI zwey Winkel

Mittelpunkte , deren Bogen AD , AI ikh wie zwey
K 2
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ganze Zahlen ' [ n und n zu einander verhalten;

folglich ift dann kraft des vorhergehenden Zuika

L_ ACB : l _ ACI — bog . AB : bog- AI

Die Vorderglieder in den Verhältniflen diefer Propoi

tion find mit den Vordergliedern in der erften Propoi

tion einerley ; folglich muffen die Hinterglieder pi»

portional feyn , alio

L. ACD : L ACI = bog . AO : bog AI

[indem , wenn der Winkel ACB die Winkel ACH,

ACI,grade fo mifst , wie der Bogen AB dießogeriAO,

AI , auch zwifchen diefen Winkeln , und Bogen » •

*V. 3. e. ley Xahlverhältnifs ftatt finden muß * .]

Nun aber ift der Bogen AO gröfser als AI,

lieh müfste auch kraft der letztern Proportion

Winkel ACD grö'fser als der Winkel ACI feyn,

der Theil gröfser als das Ganze , welches ungerwl

¥V. 3.J ift * . Alfo ift es unmöglich dafs der WinkelACBfia
zum Winkel ACD , wie der Bogen AB zu eineuifitj

gen , der gröfser als AD wäre , verhalten könnci

Aus einer ähnlichen Schlufsfolge ethellt,

ziveytens auch kein Bogen der kleiner als AD ilt, I

den Winkel ACB , ACD und dem Bogen M

gültige Proportion bilden kann.

[Folglich mufs die im Lehrfafz ausgefagtePtopor

tion unter allen ümftänden beftehn , da , beftänf1

fie nicht , man in Ungereimtheiten verwickelt würde]

und es ift alfo immer

iL ACB : /L ACD == bog AB : bog . AD.
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Propoi
Propoi
ler pt*

fZufatz I . Grade fo beweift man den umge¬
kehrten Satz , dafs , wie auch zw :y Rogen aus gleichen

Kreifen ßck verhaften mögen , die Winkel an ihren Mittel-

punkten, von deren Schenkel fie umfpannt werden , ßchgra-

k auf diefelbe Art verhalten.

So iftalfo die Proportionalität zwifchen Winkel und

Bogen allgemein dargethan , die beyden Bogen oder

die beyden Winkel mögen durch einerley Bogen oder
Winkel fich meffen laffen oder nicht , d. h . commenfu-

rubeloder inconimtnfurahel feyn , und folglich fich wie
Zahlen verhalten oder nicht , d . h . ein rationales oder ein

minimales VerLiltnifs haben *. * V.

Der hier geführte fehr deutliche und evidente Be¬

weis fürdiefen incommenfurahlen Fall , den ich durch die

iweyte Anmerkung zur fünften Aufgabe noch vervoll¬

kommnet zu haben glaube , fcheint , fbwie der analoge

Beweis Buch 3 Lehrfatz 4 , von LeGendre ausSimpfons
Elementen entlehnt zu feyn , wo man ihn im Welent-

liehen in der Anmerkung zum dritten Satze des fünf¬

ten Buches findet . Simpfon bemerkt dabey dafs fchon
Euklidim zwölften Buch feiner Elemente fich diefer

Beweisart bedient , und dafs fich mitteilt derfelben in

i^ em Falle die Schwierigkeiten , die aus der Incoinmen-
furabilität von Linien oder andern Ausdehnungen her-

Miren, leicht und befriedigend heben lallen , j

Zufatz II . Was in diefem und dem vorigen

Mirfat! über die Proportionalität zwifchen Winkeln

«nd Bogen bewiefen worden ift , gilt ebenfalls für

Krüsausfchnitte und ihre Bogen , welche grade fo wie

Kinkel und Bogen von einander abhängen > und auf
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die der liier geführte Beweis fi.eh ganz übertragen lä
Es verhalten ßcb alfo auch flets Kreisausfchnitte in da
ben KreiJ 'e oder in zxvey gleichen Kreifen , wie ihre ßoja

Zufatz III . We ' lvdie Winkel ' am Mittelpunkt:
eines Kreifes , (und fo auch die Kreisausfchnitte, )' mit
den Bogen worauf fie Hehn ( die fie umfpannen ) p»
portional find , d. h . mit ihnen fo zufammenliängei
dafs beyde lieh nach einerley Verhältnifs ändern, und
wenn die eine dlefer Gröfsenarten zu oder abnimmt,
die andre nach gleichem Verhältniffe zu oder&
nimmt ; fo find wir berechtigt die eine zum
der andern zu brauchen . Wir wollen deshalb hin»'
ro den Bogen AB , worauf ein Winkel am Mittelpunk
te AGB ( oder ein Kreisausfchnitr ) fleht , fürrftf/M«
diefes Winkels AGB (oder des Ausfchnitts ) nehmen
bey man fich aber wohl merken mufs , dafs,
man verfchhdne Winkel (oder verfchiedne Ausfchnitn
durch folche Bogen , als ihr Maafs , vergleichen «i
die Bogen wie es derLehrfatz vorausfetzt , mitgW
HalbmelTer befchrieben >, feyn müffen.

[Dafs hierbey von keinem unmittelbaren Mefa
oder wie unfer Verfaffer fich nicht ganz richtig i»
drückt , von keinem abfoluten Maafs , die Rede fe)'1
kann , verlieht fich von felbft . Das unmittelbarem
einer Gröfse mufs mit ihr völlig gleichartig feynfM1
von ihr in nichts als in der Gröfse , und hochltens nocl
in der Form unterfcheiden , daher Bogen fich*
durch Linien , und Winkel nur durch Winkel ur* '
telbar meffen laffen . Wir müffen alfo zum unmi"1''
baren Meffen für die Winkel einen Winkel zur Eint'1'
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annehmen, und dazu haben wir fcfion den rechten

Winkelerwählt , auf den wir alle übrige Winkel als

auf ihr gemeinfchaftliches Maafs , ihre Einheit , be-

tiehn* Da aber diefer Lehrfatw zeigt , dafs Winkel "I.i .Z.t.

untereinander ftets daffelbe Verhältnifs als die dazu

gehörigen Bogen haben , fo läßt fich aus dem Ver-

hälttiifs der Bogen auf das der Winkel fchliefsen , folg¬

lich mittelft der Bogen erfahren , wie cft ein Winkel
oder ein beftimmter Theil deffelben in dem andern

Winkel enthalten ift , daher man mittelß der Bogen einen

Winkel mit dem rechten , als dem Maafse aller Winkel,

vergleichen, folglich mittelbar meffen kann *. Und "A20.A

vonfolchem mittelbaren Maafs ift hier nur ' die Rede . ]

Nehmen wir den rechten Winkel zur Einheit , fo

mufs jeder fpitze Winkel durch eine Zahl die zwifchen

0 und 1 fällt , alfo durch einen ächten Bruch , ein

ftumpfer Winkel durch einen Bruch der zwifchen 1

und2 fällt , ausgedrückt werden , welches etwas unbe¬

quem feyn würde . [ Um die Brüche zu vermeiden

nimmt man daher in der Ausübung nicht den rechten

Winkel felbft , fondern den neunzigften Theil deflel-

ben,den man einen Grad nennt , und deffen Sexagefimal-

Tbeile(die man nach der Ordnung durch Minuten , SecuH.

den, iertien bezeichnet ) zum unmittelbaren Maafs aller

Winkel oder zur Winkeleinheit , und vergleicht , um die

Grinse eines Winkels in Graden , Minuten undSecun-

denzu erfahren , d; n Bogen , den ein Winkel umfpannt,

"Ht&tm ficutafügilen Theil des Quadranten und deffen Sexa-

gefimaltheiien. Der iieuvzigfle Theil des Quadranten (folg¬

lich der 36ofte Theil der Kreislinie ) wird gleichfall»
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ein Grad genannt , und dient , fammt feinen Sexagf.
fimaltheilen (Minuten , Secunden , Tertien ) , allen
Kreisbogen zum getneinfchaftlichen Maafs oderw
Einheit , da denn jeder Winkel fo viel Grad , Minute«
und Secunden als fein Bogen enthält , jener IVinkelr̂d,
diefer Bogengradeu. f, , welches man gehörig unterfchtl.
den mufs. Hierauf beruht der Gebrauch aller Wb
kelmeffer in der Ausübung .]

[Anmerkung i . Den neunzigften Theil des Quadrant!«
Oder einen Grad findet man durch Probirin ohne SchviiehjA
indem man z. E. erft die Giofse der Sehne , die lieh genau drei¬
mal im Quadranten herumtragen läf?t , dann die Sehne die fei
m Drittel fechsmal , und endlich die , die (ich im Seefistel J«
Drittels genau fünfmal umhertragen läfst , durch foitgefetztesPit-
biren auffucht . Denn da zu gleichen Sehnen gleiche Bojta
gehören , erhält man auf diefe Art einen Bogen der 3. 6. S
90 mal im Quadranten enthalten ift , ftellt alfo den neunzig«
Theil des Quadranten dar . Auf ähnliche Art läfst rieh jeder
andre willkührliche Theil der Kreislinie finden , der Kreis*
nach Belieben eintheilen . Allein diefes Probiren ift ein midm
fches Verfahren , welches blos für den vorgelegten einzelnenfiil
den gefuchten Theil giebt ; kein JViJfenfchaftliches welches ansI
allgemeingültigen Gründen abgeleitet , auf allgemeine Gfiliij-
keit Anfpruch machen konnte . Ein/folches vermag , wie wir«

JO. A, der Folge fehn werden *, die Elemelitargeometrie nicht aufzuftel-
lcn . Tür die Eintheilung der Winkelmefl 'er ift indefs jenes«fr
clianifche Verfahren völlig hinreichend , befonders feitdss
neuere Künftler , (der Herzog von Chanines , Bird und Ri»
den) diefe Eintheilungsmethode durch fcharffinnige Erfindung*
aufserordentlich verfeinert und erleichtert haben.

Anmerkung ; . Ein tVinkilnujfer ift ein in Grade ut'
kleinere Thcile eingetheilter Kreis oder Kreisbogen . Bey dene!
die zum Meflen und Auftragen der Winkel in Zeichnungen 0*
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«if dem Papier beftimmt find (Transporteurs ) ift ' der Mittelpunkt
der Theilung durch eine Oefnung oder eine Spitze genau be¬
nimmt. Jeden Winkel den man meffen , oder an einer Linie
imftragen will , legt man fo , dafs deffen Spitze im Mittelpunkt
fallt. Dann ift er ein Winkel am Mittelpunkte des eingctheilten
Kreifcs, fafst alfo fo viel Winkelgrade , als auf dem Inftramentc
Bogtngrade zwifchen feinen Schenkeln liegen.

Bcy den Winkelmeffern die zum Meflen auf dem Fe'de oder
«m Himmel beftimmt find , (Theodolite , Scheiheninftrumente , gan¬
te Kreife, Quadranten etc,} , drehen fich genau im Mittelpunkt
«ler Theilung ein oder zvvey Lineale (Albidadeii) mit Dioptern oder
mit Fernrohren. Die Winkel der Gefichtslinien nach zwey Ge-
genftänden, auf die man die Fernrohre richtet , werden folglich
Winkel am Mittelpunkte diefer eingetheilten Kreife , und alfa
durch die abgefchnitmen Bogen gemeffen. Hierbey kömmt alfo
«lies, nathtt der Güte der Eimheilung , darauf an , dafs die Alhi-
dade oder das Fernrohr fich genau um den Mittelpunkt der
Theilung(oder mit derTTreilung concentrifch ) drehn . Sonft find
die abgefchnitmen Bogen nicht das Maafs der Winkel , die dann
(« emrifcbwären *. ■" • * ' .

d . U. ] zs ' A-

[Zufatz . IV . In ztvey verßhiednen Kreißen, s , B. Fig. 47.
den concentrißhen EFD und KRG ttmfpannen gleiche Win¬
kl am Mittelpunkte ECD ähnliche Kreisbogen * , d. Ji . Be- *IV.F._. 3
gen ED , KG , die fich auf einerley Art zum ganzen Um¬
finge verkalten , nemlich wie der Winkel der ,fie um.
fpannt' zu vier rechte « , und die daher eine gleiche Menge
von Graden enthalten . Hierauf beruht die Mejfung der
Kreisbogen durch Winkelmejler . Zieht man nemlich nach
den Endpunkten eines Bogens DE , die Halbmeßer,
und legt einen Winkelmeffer in der Ebne des Bogers

fo dafs fein Mittelpunkt in den Mittelpunkt C fällt»
werden beyde Boge » concentrifch und die Scheu-
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keiCE , CD fchneiden 'auf beyden gleich viel Grsit
ab ; daher man die Gradmenge von DE , aus der in
G'K unmittelbar erfieht.

Zu f atz V. Ein Winkel am Mittelpunkte ißrtck,
fltimpf oderj 'pitz je nachdem er auf einem Bogen ftelii,
der dem Quadranten gleich , oder gröfser oder klein«
als der Quadrant ift.

Zwey Halbnieffer welche einen Halbkreis umfptm
liegen in grader Linie , und die Schenkel eines erU-

*I.E.16. nen WinkelsACD * umfpannen einen Kreisbogen EFD,
welcher gröfser als der Halbkreis ift. — Ueberhatipl
lind ein Winkel oder mehrere Winkel zufammen ge>
nommen , einem , zwey oder mehreren rechten W»
kein , oder einem Sumpfen oder einen fpitzen Winkel
gleich , je nachdem fie zu ihrem Maafs einen Quadran<
ten , einen Halbkreis , oder einen Bogen haben, der
kleiner als ein Halbkreis aber gröfser als ein Quadrant,
oder der kleiner als ein Quadrant ift. d. U.j

LEH RSATZ 2 $ .

Jeder einem Kreife eingefchriebne Winkel (lh
jeder Winkel am Umfange ) hat zu feinemMaajst^
halben Bogen worauf er fleht.

Fig. 69. [ Wenn der eine Schenkel eines eingefchriebntJ
Winkels , AE , durch den Mittelpunkt des Kreil« C
geht , fo ziehe man den Halbmefler CB. Denn ent-
fteht •.■in gleichfchenkliges Dreyeck ACB , worin d>t
Winkel A und B' gleich find , und der äufsere Winkt!
BCE = B + A * = 2 A , folglich A = | BCE ifc
Nun ift aber BCE ein Winkel am Mittelpunkte - &
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mit dem eingefcbriebenen Winkel BAE über demfelben

Bogen BE fleht , hat folglich diefen E-ogen iu feinem

Maafse. Alfo hat der Winkel A am Umfange , wovon

ein Schenkel durch den Mittelpunkt oHit , den halben

Bogen BE , worauf erfleht , zu feinem Maafse *. *ai.Z.j.

Geht kein Schenkel eines eingefclniebnen Win¬

kels BAD durch den Mittelpunkt , fo ziehe man durch
die Spitze des Winkels den Durchmeffer AE , welcher

mit den Schenkeln des eingefchriebnen Winkels , AB,

AD, zwey Wickel am -Umfange BAE , DAE bildet,

Wiche der Bedingung des eilten Falls entlprechen ,

folglich zu ihrem Maafs den halben Bogen haben , auf

dem lie ftehn,]
Liegt nun der Mittelpunkt , folglich AE , zwi-

fchen beyden Schenkeln des gegebnen Winkels BAD,

fo ift diefer Winkel der Summe jener beyden Winkel

B\ E, DAE , gleich , hat folglich zu feinem Maafse die

Hälfte der Bogen BE -+- ED , d. h . die Hälfte des Bo-
g«ns BD worauf er fleht . — Liegt dagegen der Mit¬

telpunkt, folglich auch AE , aufserhalb des Theils der

Ebne den die beyden Schenkel AB , AD ' urnfpannen,

& ift der gegebne Winkel am Umfange BAD ' dem Un-

terfchiede jener Winkel BAE , D'AE gleich * , hat folg - »IE -tsy

lieh zu feinem Maafs die Hälfte des Bogen D'E — BE,

d. h. die Hälfte des Bögens BD' auf welchem er fleht.

Alfo hat jeder in dem Kreis eingefchriebne Win¬

kel, oder jeder Winkel am Umfang , zu feinem Maa-

lse den halhen Bogen , den er umfpannt.

Z u f a t z I . Alle Winkel in demfelben Kreisabjchnitt * Fig. 70.

Hghkb , z. Bl BAC , BDC , BBC etc. Denn fie ftehn * El 7"
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auf demfelben Kreisbogen BOC , deffen Hälfte fie in
ihrem Maafse haben . [ Eben fo find Winkel in Ab
fchnitten gleicher Kreife , welche in beyden übet gjti.

ehe Bogen oder Sehnen ftehn , gleich . — Sind urngt.
kehrt in einem Kreife , oder in zwey gleichen Krei¬
fen zwey Winkel am Umfange gleich , fo umfpanm
fie gleiche Bogen , und ftehn in gleichen Ib.«
abfchnitten.

T . III . Daffelbe ift bey allen ähnlichen Abfchnitten wß 'd

Vl%' 77' ner Kreife , wie AEB , ADC der Fall , d. h. bey Ab-
»IV.E.2 {-(.hnitten , deren Bogen gleich viel Grade enthalten*.

Denn die Ergänzungen ihrer Bogen zum ganxen Um¬

fange ANB , ANC enthalten alsdann auch gleich[M
Grade , folglich auch die Winkel in den Abfchnitten,
E , D , welche durch die Hälfte diefer Bogen , auf Ii
fie ftehn , gemeflen werden . Die Winkel in ähnli¬
chen Abfchnitten find alfo immer gleich . Undßtl
umgekehrt in verfckiednen Kreifen zwey Winkel am Utiifo

ge gleich , fo ßnd die Bogen welche fie umfpannen undk
Abfchnitte in welchen fie ftebn ähnlich , (d . Ii. enthalten
gleich viel Grade .)

I~ 7t- Zufatz II . Jeder Winkel im Halbkreife ißt»
Rechter , z, B. der Winkel BAD . Denn zieht man den

Halbmeiler CA , fo erhält man zwey gletchfchenkligt
Dreyecke BCA , ACD , worin die Winkel beyAdet
Winkeln B , D gleich find , alfo auch ihre SummeBAD

= B + D ifl . Nun find die drey Winkel B , D, BAD,

als Winkel in einem Dreyecke , zufammengenomm™
* I- 31. zwey rechten Winkeln gleich * ; alfo ift ihre Hälfe

BAD einem rechten Winkel gleich . — Auch erhellt
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der Satz unmittelbar daraus , dafs BAD als Winkel im

Umfang, derauf den Halbkreis lieht , die Hallte des
Halbkreifes, d. h . einen Quadranten zum Maafs hat;
daher er nothwendig ein rechter ift *. '23. Z.5-

[Folgerung , Sind folglich drey grade Linien AB , E'o» 3?
/IC, AD , welche in einem Punkte A zufammenßvßcn

gleich, und Hegen zivey derjelben , AB und AD , in gra-
fcr Linie, fo iß , wenn man BC , CD zieht , der Winkel
KD ein rechter . Denn dann lä'fst iich um A mit dem

Halbmeffer AB ein Kreis befchieiben , der durch die

punkte B , C , D geht * , worin ED Durchmeffer , ailo *j . 3.g
BCD ein Winkel im Halbkreife irr.

Halbirt man die Hypotemife eines rechtwinkligen Drey*

tclts HCD im Punkte A , und zieht AC , (oder zieht man

diefe Linie fo , dafs die Winkel B , BCA oderD , DCA

gleich werden ) fo ift AC = AB = AD.
Errichtet man endlich auf der Grundlinie eines g 'eick+

fmnkligen Dreyecks ABD , in ihrem Endpunkte ein Per«

fitndikel CD , fo durchfchmidet diefe den zweyten verlli-n.
%erten Schenkel BA fo , dafs AD den Schenkeln AB , AC %
und der Winkel hey D dem Winkel bey0 gleich wird . Denn

dann ift A der Mittelpunkt eines Halbkreifes durch

B,C,D .]

Zufat z III . Jeder Winkel BAC, der in einem Kreit ' F 'S- ?3*

dfebnitt , gröfser als der Halbkreis eingefchrieben iß

>fl»njpitzer Winkel ; denn er lieht auf einem Bogen
'kleiner als der Halbkreis ift , . hat alfo zu feinem

Maafs einen kleinern Bogen als den Quadranten *. — *a*.Z$ *

Jeder Winkel BOC , in einem Kreisabfchnitt der kleiner als
i . Hilbkreis iß , iß dagegen ein ßumffer Winkel. Denn
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ihn rrnfst die Hälfte eines Vogens , welcher gröfsenli
der Halbkreis fft.

Anmerkung , Diefe Sätze über die Vergleichung der Wic¬
kel , welche in Kreilen eingefchrieben find , mitteilt der Boge»
die fie uml'pannen , (und die folgenden Sätze welche , fie vervoü-
Händigen,) gehören zu den fruchtbarltea in der Geometrie. U»
mittelbar auf den hier bewiefenen beruhen einige nette Eigenfihfts
fieb durcbfchneidender Kreißt , wovon ich die edlere aus Gm»
Euklid , die übrigen aus Greger von St , Vincenz Opus Gec*
ttieuin entlehne,

Fig . 72. 1. Wenn ein Kreit ABC durch den Mittelpunkt Ceines aiM
Kreifes gebt , und man zieht in ihm den ßm 'cmuelfer da in&
C gebt , CA , fo fchneidet der zweyte Kreis , und der Bogen in ihn,
von allen graden Linien , die durch den Punkt A gehn, {Iii*
Stücke LM , MN ab. Denn zieht man CM , fo ittAMC ein Win-

* Z . 2. kelim Halbkreis , mithin CM fenkrecht auf AN * , und folglich
* 9. wird die Sehne LN des zweyten Kreifes im Punkte M halbirt

T , III . 2' Auch -wenn zwey gleiche Kreiß fich febneiden , *ni »"
F 'S- 78. hefchreibt um ihre gemeinfehaftliche Sehne * EC als Durclmf'

~° ' einen Kreis , ß wird jede grade Linie -welche durch die FmttttB
oder C gebt , worin die Kreiß fich fihneiden , %. B. CM, [von in
drey Kreislinien halbirt . Denn jede folche Linie bildet mitp'tr
Sehne BC einen Winkel BCM , welcher in beyden gleichen Krei-
fen ein Winkel am Umfange ilt , und daher gleiche Bogen BF,

* Z r . EM umfpannt *. Alfo find auch die Sehnen BF , EM gleich'.
* 7' und FBM ein gleichfcheiiklig Dreyeck . Zugleich ift MC als

* Z. 2. Winkel im' Halbkreife ein rechter * , folglich KL ein Perpendikel
auf die Grundlinie diefes gleichfchenkligen Dreyecks , und des-

*I.l7 .f.2 halb FL ~ LM *•
T . III . 3- Durcllt chneiden fich zwey Krcife in den Punkten I, L

Iig .' 76 . und man befchreibt um Leinen dritten Kreis , der beyde dtirch-
fchneidet , ß liegen zwey der Dnrcbfcbnittspunkte mit demPmitt
I in grader Linie , Denn zieht man HI , HK und LH , LK wel¬
che als Halbmeffer des dritten Kreifes gleich find , fo find su(l'



BER KREIS. 159

die Winkel LKH I.HK , gleich . Jener fteht , als Wintttl am Ümi
fang, auf dem Bogen 1NL — IHL f , daher beyde Winkel die * 7<
Hälfte diefer Bogen zu ihrem Maäfs haben . Der Winkel am Um¬
fang IHL umfpannt den übrigen Theil des Umfängs , Beyde,
IHK, LH1 haben alfo den halben Umfang zu ihrem Maafs , find
aifo rechte Winkel * , und mithin liegen KH ; IH in grader ¥Z2.Z.i;,
Linie*. * I. 4.

4, Wenn man über d-ie Grundlinie EC einet Dreyecks ABC f . \ \ \
mm Kreis befchreibt , und diefer drirebfihneidet die Schenkel des Fig . 77»
Drneckt, oder ihre Verlängerungen in den Punkten D , E , und
mn befebreibt ferner durch die Endpunkte eines der Schenkel, Ali,
ni den Durchjehnitupunkt des andern Schenkels mit der Kreis¬
linie, E, einen.zweyten Kreis , wild eben fo durch A , C , D , einen
dritteltKreis : fo entflehn dadurch ähnliche Kreisabfehnitfe über dit
Seite» des Dreyecks.

Denn zieht man BE , CD , fo find die Winkel BDC , BEC

| als Winkel am Umfange die über demfslbea Bogen BMC ftehn
gleich, Liegt folglich A innerhalb des Kreifes über BC , fö find Fig . 7*.
die Abfchnitte diefer Winkel in allen dreylCreilen ähnlich , folg¬
lich BEC, BEA , ADC ähnliche Kreisabfchnitte . —. Liegt A
ufiirlustides Kreifes über BC , fo find auch die Nebenwinkel pj ^ „ '*
jener, d. h. die Winkel ADC , AEB gleich , umfpannen folglich
in beyden Kreifen Bogen AB , AC welche unter fleh und mit
der Ergänzung des Bogens BMC zum ganzen Kreife , d. h, mit
tan Bogen BDEC ähnlich find ; daher auch in diefem Fall die
Ablchnitte über den clrey Seiten des Dreyecks ähnlieh find.

LiegtA auf der Kreislinie über BC , fo fallen die beyden
Dwchfchnittspunkte D , E in einen Berührungspunkt zufam-

tneii'i*, und man mufs dann über jedem Schenkel des Dreyecks . „Q ^
Ireife, welche den andern Schinkel berühren , befchreiben , um

tai folgenden Lehrfatz gemäfs ähnliche Kreisabfchnitte über alla
te y Seiten des Dreyecks zu erhalten.

S> Aus diefen Sätzen folgt umgekehrt , dafs wenn man Uber
^' h'ty Seiten eines Dreyecks ähnliche Kreisbogen befchreibt , je

itrfilhtn fich in einem der Schinkel des Dreyecks oder in deren
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Verlängerung durch[ chneiden muffen. Mitteift deflelben und da
folgenden Lehrfatzes bewein: Gregor von St. Vincenz in feinem
giofsen Geometiifchen Werke ( Prop . Ii . bis i6 4 und ;8 bis
de CirculoJ eine Menge netter Eigenfchaften vom DurclifchiS
grader Linien , die durch die Spitze des Dreyecks A gehn,Üji
den Bogen der drey ähnlichen Kreisabfchnitte , von denen ich
hier nur ein Paar anführe , deren Beweis keine Schwierigkeithat,
uns hier aber docli zu weit abführen würde.

(>. Zieht vorn 'Jon dem Mittelpunkte des einen Kreisdfchili
SDC durch die Mittelpunkte der beyden andern grade Livmji
liegen die Durchfchnitte dieferLinien mit den letztem Knistop
■sind die Spitze A des Dreyecks in grader Linie ; und dafTelbe iftdo
lall mit den beyden Punkten worin die Tangente , die amBop
des Kreisabfchnitts BEC in den Punkten B und C gezogen»er¬
den , die beyden andern Kreisbogen durchfehneiden.

7. Zieht man durch die Spitze A eine grade Linie, {>ß
die Stucke derfelben , welche zwifchen der Kreislinie BECMbI

■ dm beyden andern Kreislinien liegen , allemal gleich,
$. Wenn ein Kreis , der um den Mittelpunkt des Abfdiais

EEC beschrieben wird , den einen der beyden andernKreift ittäf
oder ßhneidet , fo berührt oder fchneidet er auch den mißt
und zwar fchneidet er im letztern Fall von beyden ähnlichefija

ab. Und noch ein Paar folche Sätze , die ich Übergehn muft,
d. V,

LEHRSATZ 24.

74- 1. Der Winkel BIE , den eine Tangmtt11
mit einer Sehne IE macht, welche die Tangente1«
Berührungspunkte durchfchneidet} hat zu feinem^
fse die Hälfte des Bogens INE dir von beydetiLnß
eingefchlofsen wird.

[2. Umgekehrt muß jede grade Linie IB, f!
che durch den Endpunkt einer Sehne IE gegenCf$k



DER KREIS. 161

*3-

Sehne unter einem Winkel gezogen wird , den die
Hälfte des von ihnen eingefchlofsnen Bogens INE mißt,
kn Kreis im Punkte I berühren.'}

I . Zieht man nach dem Berührungspunkte 1 den
DurchmefTer DI s fo ift erftens DIB ein rechter Win¬
kel*, hat alfo als foleher zu feinem Maafs die Hälfte *ti -f. f♦
eines Halbkreifes * , alfo such die Hälfte des Bogens *aa,Z

DE!. Zweytens hat der Winkel DIE als ein Winkel
am Umfang die Hälfte des Bogens DE 7.11 feinem Maä-

fse*. Folglich hat der Unterfchied beyder Winkel
DIB und DIE , d. h. der Winkel DIE , zu feinem Maä.

fse die Hälfte des Bogens INE , welchen die Tangente
IB und die Sehne IE urnfpannen , — Auch der Neben¬
winkel deftelben AIE hat daher zu feinern . Maafse die

Haltte des Bogens {ME , welcher jenen Bogen aurr)
ganzen. Kreife ergänzt *,

[2. Ift dagegen IB fo gezogen , dafs 4ef Win¬
kel EIB die Hälfte des . von beyden eingefchlofsnen
Bogens IE zu feinem Maafse hat , fo fey ID der
Dwclimefler der durch den Punkt I geht . Zieht

man die Sehne ED , fo urnfpannen die Winkel D und
DIE uifammengenommen den Halbkreis IED , liabei*

allo als Winkel am Umfange einen Quadranten zu \lv

tm "laäfse * , und find äshet zufamniengenomtnert
ntem rechten Winkel gleich . Werden aber , nach
der Vorausfetzung , die Winkel EIB und D von dem-
felben Bogen ID gemefftn , fo find fie gleich , tmd

slfo find auch die Winkel BlE , DIE lufam .nenge.

»ommsn einem rechten Winkel gleich . Foiglictl »ft
t

'21, z .s

23-

/
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AB ein Perpenaikel durch den „Endpunkt des Dmcfc
meffers , alfo eine Tangente des Kreifes im Punk;

* 12' tel * .]
[/SOlg e r u rig . Der . Winkel BIE zwifike» ektr k

rührenden Linie und einer Sehne die durch dm Berülnmf

funkt geht , iß gleich den Winkeln am Umfang,, wB
mit ihnen denselben Bogen IE umfpannen folglich den
Winkeln in dem Kreisabfclmitt , der mit der Tangen»

auf entgegengeletzter Seite der Sehne liegt . Denn al¬
le diele Winkel werden von demfelben Bogen gemefa.

(Es gilt alfo auch hier von der Tangente , was von deni
Sehnen bewiefen ift .) Umgekehrt mufs jede Linie 18,
welche mit einer Sehne IE an ihrem Endpunkte ei¬
nen Winkel macht , der den Winkeln im entgegen»*-

fetzt liegenden Kreisabfclmitt IME gleich ift , ^
Kreis im Punkte I berühren . ]

Taf. III. [Z u f a t % I . Eine grade Linie EG , welche td
; " den Punkt I gebt , worin zwey Kreißeßch berühren,.

det vq̂ beyden Kreiß » ähnliche Bogen undü ^w
che Kreisabßcknitte ab.

Denn da beyde Kreife im Berührungspunkt ein

* l6/ -3- gemeinfehaftliche Tangente AB haben * , fo b'Mk
die grade Linie EG,in beyden Kreifen mit der Tangen¬

te einen gleichen Winkel . Folglich müden die-.Iii¬
gen IE , IG , deren Hälften diefe Winkel unfermleb-
fatz zu folge meffen , gleich viel Grade enthalten , ols

gleiches Verhältnifs zum ganzen Umfang haben , *
♦IV.E.2, hin ähnlich feyn * , und daher auch ähnliche Kreist

Schnitte umfpannen . Berühren die beyden KreiHi
ficli innerlich , fo ift Gl ein Theil der Sehne IE, Ä
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Sieähnlichen Kreisbogen liegen auf einerley Seite der
Linie EGI . Berühren fie fich dagegen aufserlick , Lb

liegen Gl , IE auf entgegengefetzten Seiten des Berüh¬

rungspunktes , und eben fo die ähnlichen Kreisbogen

iu entgegengefetzten Seiten der durchfchneid .enden Li."
nie GE.

In gleichen Kreifen welche fich berühren , werden

von jeder graden Linie durch den Berührupgspunkt,
gleiche Stücke abgefchnitten *. * 7-

Z u f a't z II . Zieht man durch den Punkt I , worin

Wey Kreiji' fich berühren grade Linien , und durch die bey-

den Punkte, icorin fie einen jeden diefr Kreife nochmals

fanhfclmeiden, die Sehnen DE , FG ; fo find diefe Sehnen

parallel. Denn da beyde Linien in dielen Kreifen , nach

Zufatzl . ähnliche Bogen IE , IG und ID , IF ab¬
schneiden, fo find die Winkel am Umfange , welche

auf dielen Bogen ftehn , D und F , auch E und G

gleich* , mithin die Sehnen DE , FG parallel * , und ' ^ z .t.

die Di-eyecke IDE , IFG gleichwinklig . *I,3$,A.

In gleichen Kreifen decken fich diefe beyden Drey-

eclu *. In ihnen find alfo die Sehnen DE , FG über - ¥ z  1.
dem noch gleich . Zieht man daher , wenn fich die Krei¬

fe äußerlich berühren , Ef , DG , fo find auch diefe Li¬

nien gleich , und DFG ift ein Parallelogramm . In tmglei-

chin Kreifenift , wenn IG kleiner als IE ift , auch FG

Weiner als DE , und dann durchfehneiden fich EF und
DG.

Zufatz III . Haben umgekehrt zwey Kreife einen

funk I gemein, und zwey grade Linsen EG , DF durch»
■5??:"^ v^ ; ; ' h 2
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fchneiden heyde im Punkte I fo , daß die Sehnen DE, FG dnni
die Durclifcknittspnnkte parallel find ; fo berühren (ich bißt
Kreife im Punkte I . Denn man ziehe durch I sm Kreils
IDE die Tangente AB , fo ift der Winkel DIA , dem

• 34. f. Winkel am Umfange E * , mithin auch , wegen desPa-
rallelismus der Sehnen DE und FG , dem Winkel G

*I.2j,A. gleich ■*. III daher , wie in Figur 75 , 1F ein Theil
der Linie ID , fo ift der Winkel FGI dem WinkelG
gleich , d . h . dem Winkel in dem Kreisabfchnitte , wtl-

\ eher mit IA auf entgegengefetzter Seite der Sehne 1F
" 34. f-liegt , und daher berührt IA den Kreis IFG *. — Liegt

1F in der Verlängerung von ID , wie in Fig . 75*. f»
find F1B , DIA Scheitelwinkel , folglich iltauch Flß
gleich G , und alfo auch in diefem Fall IE eine Tin-
gente am Kreife IGF , — In beyden Fallen haben'in
die Kreife eine gemeinfehaftliche Tangente AIB , daher

•16. f.4. fie * n Heyden Fällen im Punkte I berühren *.
Taf III Zufatz IV . Wenn zwey gleiche Kreife ilch im
1 . 76« Punkte I durchfehneiden , fo ift ihr h -wnmliniger;Wtät

MIHd . b . der Winkel ihrer Tangenten im 'Berührung*
•12 .Z. punkte I * , dem Winkel gleich , welchen die Tangente

1B , mit einer ihr gleichen SehnelDdes zweytenKr«'
l 'es macht . Denn das Maafs des Winkels der beyde»

Tangenten IA , IB ift , \veiF*lB zugleich eine Sehn?
des erften Kreifes ift , der halbe Bogen IMB. Dif
Maafs des Winkels BID ift eben fo der halbe Boges
IHJ . Die Bogen IMB , IHD find aber als Bogen gl«'
eher Kreife , die zu gleichen Sehnen IB , ID gehören,

m ^ gleich * , alfo auch die Winkel DIB , BIA .J
Anmerkung . Den erften diefer Zufärze entlehne ichf

Ptippnt B, 4, S. 9 , wo er mit unnöthiger Weitläufigkeit ben*'
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(in wird ; die beyden folgenden aus Pappus B. y., wo' fie das ;7te
qte und ntc Lemma aus Apoüonins Werk von den Berührungen
imsmachen, und den letzten Zufatz aus Kragt und Vietas Opp,
p. 383- d. U.

[lehrsatx 25 .J
1. Der Winkel AOD , unter welchem zwey Seh- FiS«79<

miAB , DE eines Kreifes fich durchfchneiden , hat
zu feinem Madfs die halbe Summe der Bogen , welche,
fiine Schenkel umfpannen AD -h BE.

~2 " "" " •*" ••*"•'' "-̂ S ^ ^ ^ m
2. Der Winkel, unter welchem zwey verlängerte

Sthnen AÖ , .BO' , orfer ciwe verlängerte Sehne AO'
wid eine Tangente GÖßch durchfchneiden , haben zu-
ihremMaafse den halben Unterschied der Bogen , wel¬
che ihre Schenkel ünifpannen AD' ■— BE ' oder
AG— GB. ~ r ~

3. Der Winkel FO'G unter welchem zwey Tan¬
genten eines Kreifes FÖ G Gl fich durchfchneiden , hat
tu,feinem Maafse die Ergänzung des Bogens , welchen
beiße Tangenten umfpannen , zum Halbkreife , oder
Ealbkr. — FG.

t . Durchfchneiden fich die beyden Sehnen AB,
DEfelbft in einen Punkte O , fo entfteht , wenn man
ED xieht, ein Dreyeck OBD , worin der Winkel am
Duichfchnitt AOD der äufsere Winkel , mithin AOD

- B 4 . D ift *. Diefer Winkel hat alfo zu feinem « i# j 9
Maafse die Summe des Maafses der Winkel B und D,
f(%üch die Bogen AD + BE * * 2*
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2. Durchfchneiden fich dagegen die Verlängern!'
gen zweyer Sehnen , und man ; ziehtjBD , fo entlieht
Dreyeck D'O'B, worin der Winkel am Durchfclmitis-
punktO ' ein innerer , und jmithin D'O'B = D'BA—D'H
Diefer Winkel hatalfo zu feinem Maafse den halben Uli'
terfchied derBogen AU , BE' oder AD' — EE '.

3

DafTelbe ift der Fall 'wenn die Tangente GO' um
eine Sehne AB fich in einem andern Punkte als imBe'
rührungspunkte durchfchneiden . Denn auch dann
entfteht , wenn manBGzieht , ein DreyeckBGO', wo-
rin der Winkel am Durchfchnitt ein innerer , undO'
«= ABG — G ift , folglich zu feinem _Maafse die Bo¬
gen AG — GB hat.

Ä

3. Durchfchneiden fich endlich zwey Tangente
<SO' , FO' , und man zieht nach denBerührungspnnk'
ten die Halbmefler CG , CF , fo entfteht ein Vlered
CFO 'G , welches zwey rechte Winkel F , G hat, unJ
worin der dritte Winkel C als ein Winkel am
punkte durch den Bogen FG , welchen beyde Tangen¬
ten umfpannen , gemeflen wird . Der vierte Wink''
FO'G hat folglich zu feinem Maafs den Halbkreis«-
niger die-fen Bogen , den die Tangenten , als id*

Js. kel , umfpannen *.
Folgerimg 1. Vater Winkeln, welche auf^

felben Kreisbogen nach der bohlen Seite des Bogenssc/ '*
iß der Winkel, dejfen Spitze im Umfange liegt, g'f
als jeder deffen Spitze aufserhalb der Kreislinie fällt,
gen kleiner als jeder Winkel deffen Spitze innerhalb.̂
Kreislinie liegt*
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Folgerung 2. Grade Linien welche von den 'End - T. 1IT.

punkten gleicher Bogen eines Kreifes AB , EF etc. durch die f ' I0 **

Endpunkte eines andern Bogens CD gezogen find , und ent¬

weder alle im Kreiß oder alle außer dem Kreife zttfatn-

mutreffen , durckßhneiden fich unter gleichen WinkelnO,Q^

etc, Denn fie haben alle zu ihrem Maafse im erften Fall

die Summe , im letztern den UnteiTchied gleicher Bo¬

gen, AB , EF etc . und des Bogens CD.

Folgerung 3. Der Winkel 0 unter welchem zwy T, ITT»
F. 78»**

Tangenten fich durchfchneiden , iß das Doppelte des Witt.

' Ms GKH, welchen die Linie zwißchen den Berührungspunkten

mit dem Dwckmeffcr durch den Berührungspunkt K bildet.

Denn GKH hat als Winkel am Umfange zu feinem

Maaise die Hälfte des Bogens HG , welcher ( nach 3)

den Winkel O mifst.

Z u f a t z I . Zieht man durch den zweyten Endpunkt

dief» Durchmcßl' rs und durch den zweyten Berührungspunkt

t 'me grade Linie HG , fo durchßhneidet diefe die Tangente

KO in ihrer Verlängerung fio dafs die Winkel I uud GEH,

und die Linien Ol , OG , OK , gleich find . Denn KGH

ift als Winkel im Halbkreife ein rechter * ; alfo fleht *: ^ Z.s,

Gl auf der Grundlinie eines gleichfehenkligen Drey-

ecks KGO in deren Endpunkt fenkrecht , und durch-

fchneidet daher den gegenüberliegenden Schenkel im

Punkt I , fo dafs Ol = OG = OK und I = G ifl * . «23.2 .2.
f . 1.

Zufatz II . Befclireibt man um ein gegebenes Fig /g>

Dreyeck ABC einen Kreis , ferner um eine der Seiten 78*-

B. um BC mit gleichem Halbmeffer einen zweyten

Kreis , und fällt dann von dem gegenüberftehenden

Winkelpunkte A ein Perpendikel aufBC , welches die
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Kreife und diefe Linie in den Punkten D , E, F
durchfchneidef ; fo flelin die graden Linien welche manm
den beyden andern Winkelpnnkten B , C durch den PuM
zieht , ebenfalls auf die gegenüberflehenden Seiten desDrf
tcks fenkrecht,

Denn weil die Kreife gleich find , fo gehören (f.
Ifens %vt der gemeinfehaftlichen Sehne gleiche Boge«

* 7- BDC , BFC * , und diefe halbirt beyde die grade Linie
durch die Mittelpunkte der Kreife , welche xugtekli

* ~?o. *auf BC fenkrecht fleht *. Mit diefer Linie läuft das
* I. 21. Perpendikel ,DF parallel * , dabei : die Bogen xwifchea.
"j3. Z,s . beyden * ,und alfo auch die Bogen BD , BF, und DC,

CF gleich find , Ziveytens ift der Winkel BCH , defien
Spitze im Durclifchnittspunkte beyder Kreife liegt,
In beyden ein Winkel am Umfange , niufs alfo Inbey-

**3.Z,j, flen gleiche Bogen BD , BH umfpannen * , fo das alfo
Bog . BD m Bog , BF = Bog, . BH.

Nun hat der rechte Winkel bey E zu feinem
Maafse . die Hälfte der Bogen AC -f - BF , und derWin-

* (i ) -kel bey G die .Hälfte der Bogen AC -j- LH *, ( in F.?8* vc
4 - BD == AC -.+ BH). Bey de .Winkel find alfo gleicM«
die Bogen BF, Bjl und mithin die Bogen , welche beyda
Winkel meilen gleich find , Alfo iflGfog 'ut wieE,und
eus denfelben Gründen auch I ein rechter Winkel,

Da aus einemJPunkte auf eine grade Linie nur ein
einziges Perpendikel möglich ift , fo durchfihne'dit
fieh felglieb .die Perpendikel , welche aus den Mittelpunkt«!
eines Dreyecks ABC auf die gegenüberflehenden Seite« g<
füllt werden , allemal in Einem Punkte D , Und J« [
Ö«ht diefer Punkt D mit jedem der Punkte F, H, Ii
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(worin die Perpendikel , .die aus den Winkelpunktea
auf die gegenüberßehenden Seiten gefällt werden , ei¬
nen Kreis der um das Dreyeck befchrieben ift durch-
fchfieiden) von ..den Seiten des Drcyecks gleich weit ab,,
fo dafs DE = EF . DG #= GH und DI = Iii iß ; ( wie
daraus erhellh, . weil die Dreyecke DBF , DBK , DCK

¥ 7-
gleiclifcherikHg* und BE, BG, CI Perpendikel auf ihre
Grundlinien lind *, Eine artige Eigenfchaft desDrey - "l7-^ s
■ecks, weiche man mit der in Lehriatz 10 Folgerung
■2 vergleiche.

Anmerkung . Auf den erften Theil diefeŝ Lehrlatzes ;
gründet(ich eine Methode" Scbeilieninßrumsnte oder ganze Krttft
a p»fe»; ob fie auch nicht an dem -Fehler der Excentricität lei¬
den*, und, gefetzt dies wäre der Fall , doch mit folehen fehlet- *2S '^ 9"
haften Ipfttumcnten richtig zu jneSed, Dreht (ich ncmUch die
Alhidade öder das Fernrohr nicht um den Mittelpunkt der Thei-
lung,.fo find-die Winkel , welche abgefchnitten werden, keine
•Winkl am Mittelpunkte, fondernexcentrifche , wie O in Fig. 7-9.
Folglich werden in fplchen/Ififtrufnenten von den entgegengeferzc
liegenden Endpunkten der Alhidade ungleiche Bogen abge¬
fchnitten; und fo oft das der Fall iit , leidet das Inftrument am
Fehler der Excentricität. Und dann werden , ; dem erften Theil
äieiesLeRrfttzeS zu folge, ' die Winkel durch die halbe Summe
d£r beyden abgelchnktencn Bogen, die einander gegenüber liegen,
tewiTen.- ' . , *z.J ^^

Die beyden letzten Folgerungen und die beyden Zufätze
«itUhne.ieh aus Gregor -von St. VincimcSatz 7 , 50 , 51 und 5.3
^Circulp, wo fie aber aus andern Gründen , und nicht fo kura
tewiefen werden. ä , V, ' ;

[t E H R S A T Z ' 26 . ]

Die Spitzen aller gleichen Winkel, welche übet"Fig.70
Mtgmden Linie BCßehn, liegen insgeßmmt in
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einer Kreislinie, die durch die Endpunkte dkßrp
den Linie i», C geht.

Man ziehe durch B , C und die Spitze A ein«
I0 ' diefer Winkel eine Kreislinie *. Geletzt nun, ' es fielt!

nicht alle Spitzen der andern Winkel in diele Kreis!
Die 3 fondern wie a oder ß , fo könnten der Winkel

» Folg. a , ß nach dem vorigen Lehrfatz * nicht dem Wink

A gleich feyn , fondern ß wäre greiser , ,>« kleiner li

A , gegen die Vorausfetzung . Folglich find allefoi-
che Winkel in demfelben Kreisabfchnitt über itif

* E- 7- gebenen Linie >BC befindlich * , welchen zu IÄ
Aufg . 16 lehrt.

Foigsf ting 1. Ueber derfelben gradetiLum [idi>

fo auf einerley Seite nicht zwey verfchiedene Kreisabß*

möglich , welche denfelben Winkel faßten , folglich pfcH

*IV.E.s. zwey verfchiedene ähnliche Kreisabfchmtte * ; undälinli-

che Abfchnitte über gleichen Linien - decken M 1J'

lind gleich (Euklid III . 23 . 24 .)
Fulge r u n g 2. Der Bogen desKreisabfcbmtts

BC , welcher den Winkel A fafst , ift der geometrijc 1̂

für die Spit :.e dller Dreyecke , die über derfelben Gn̂'
linie BC ftehn , und in welchen diefer Gründl«

»tE . si . ein gleicher Winkel A gegenüberfteht . *, $1

er ift der geomeirifche Ort für die Aufgabe , 0ß..&
gegebene« Vunkten B , C zivey grade Linien zu aA ^

fich unter einem gegebnen Winkel A durchfehneiden. W

Punkt im Kreisbogen BAC thut diefer Aufgabe geit|

ge , und keiner der Punkte die aufserhalb den* )
* Jj . f. liegen *.

Anmerkung . Diefi; lezte Folgerung ift im erftoM
von A$ oWojjjMs ebnen Oevtern der zweyte Satz, und wirf 111 j
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tisch der deinfchen Ueberfetzung folgenderninfsenausgedrückt t
„Wenn zwey grade Linien , die einen Winkel von gegebner
Größe einfchliefsen, durch zwey gegebne Punkte gehn, fo liegt
dcrDurchfchnittspunkt diefer Linien auf einem der Lage nach
gegebnen Kreisumfang, oder auch : fo berührt ihrDurchfchnitts-
pimkt die hohle Seite eines der Lage nach gegebnen.Kreifes" ,
in welchem letztren Ausdruck der Begriff des Berührens unrich¬

tig gebraucht wird. Uebrigens fehlt auch diefev wichtige Lehr,

fatz fammt den folgenden Zulätzen bey Le Gendre.

Zu fatz I . Wenn ein rechtwinkliges Dreycck ABD Fig, jrj,"

mit einem andern rechtwinklige » EBD eine gleiche HypO'

tmifi hat , die eine Kathete AB aber kleiner als die Kathete

ES des andern Dreyccks iß , fo iß dagegen die zweyte Ka¬

thete AU des evflern großer als die Kathete ED des zweyteit

dreyecks; und umgekehrt . Denn legt man die Hypote-

nufen aufeinander , fo fallen die Spitzen , unfermLehr-

fatz zu folge , in einen Halbkreis * , und die Käthe - », ? 2 r_
ten jedes diefer rechtwinkligen Dreyecke werden Seh¬

nen, deren Bogen lieh zum Halbkreife ergänzen . Nun

gehört zur kleinern Sehne der kleinere Bogen * , mit - , ^

hin die gröfsere Ero"änzuns ; zum Halbkreife , und alfo

auch eine gröfsere Sehne der Ergänzung , d. i. eine

giö'fsere zweyte Kathete ; und ift AB < EBfo iß: noth-

vendig AD > ED,

Zufatz II . Daffelbe gilt aus den nemlichen

Gründen, für alle Dreyecke , welche gleiche Grundlinie

nä gleiche Winkel an der Spitze haben , und man kann

daher diefen Satz allgemein fo ausdrücken : find in

ztvey Dreyecken ABC, DBC , eine Seite BC und der ihr ge-

imkrßeheade Winkel A , D in bey den gleich , hingegen

«» Schenkel ungleich 'AB < DB , fo iß der zweyte Schenkel

Fig. 7©,
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in dem Dreyecke größer , in welchem (ler trßereMdi
der kleinere war , AC > DC ; ein Satz , dem in der An,

mei 'kung zu Lehrfatz 10 des erften Buchs analog
ftatt deffen man fich gewöhnlich mit dem vorige«

-Satz , als Folgerung aus dem Pythagoreifchen Lelirfan
-begnügt Auch der folgende intreffante Satz, fehlt»
Ainiem Lehrbegriffen , obgleich er fchon in einem Va.
ke eines alten Griechen Serenas de fectione cylindtij
Satz46und47 , vorkömmt.

T. III. Zu f atz III . Ifl ADEB ein beliebiger Krthi
8'*jehnitt , undi D ein Punkt in der Mitte des Kreithgini,}

ifl die Summe der beyden Schenkel jedes Winkels im Krad
Jehnitt , z . B. des WinkelsAEB , gleich der Sehne AG, «*
che durch Verlängerung des einen feiner Schenkeln «*
greife entfleht , der um D als Mittelpunkt , mit dem HS
uiefler DA , hefchrieben ifl. Denn man verlängere AD
bis F ., und ziehe FB , GB , fo entftehn dadurch wef
Dreyecke FDB , GEB , wovon das erftere gleichfchent

•E . s. ct.Hg ift * Nun find erftens die Winkel ADB , AB
»S3. Z.I. als Winkel in demfelben Kreisabfchnitt * , folg0

auch ihre Nebenwinkel FDB , GEB gleich . Zweyt«
find die Winkel F und G gleich , als Winkel am*

fange des gröTsern Kreifes , welche beyde über dt»
Bogen AB Hehn . Mithin find in denDreyecken« 1)'
Winkel des einen , denen des andern , alfo auch&

*I.ji .£i dritten Winkel DBF , EBG untereinander gleich'
Nun aber fina in dem gleichfchenkligen DreyeckW
die Winkel bey FundBgleich ; folglich find auch i'

Dreyeck GEB die Winkel bey G und B , mithin so*
die " Schenkel EG , EB gleich . Es ift alfo
= AE 4 - EG = AG.
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Folgerung %, Unter allen Sehnen des gröfsern
Kreifes, ift die , welche durch den Mittelpunkt D geht,,
d.h. derDurchmeffer , die gröfste *. Die übrigen wer - . * S-
den immer kleiner , ' je weiter fie vom Mittelpunkte
ibftehn, oder je gröfser der Bogen FG , ( mithin auch
DE oder der Winkel DAE ) wird *. Folglich ift die » g.
Summe der beyden Schenkel eines Winkels in einem
Kreisabi'chnitt , bey dem Winkel , deffen Spitze in D
Hegt, die grölte , und wird immer , kleiner , je weiter
die Spitze vom Punkte D ab , und je näher fie bey der
Sehne AB liegt.

Unter ollen Dreyecken über derfelberi Grundlinie und mit
imßbtn Winkel an der Spitze , iß folglich im gleichfikenk-
ligiu die Stimme der beyden andern Seiten am größten.
Auch ift das gleichfchenklige Dreyeck auf einerley
Seite der Linie AB nur auf eine Art , jedes der andern
doppelt vorhanden,

Folgerung 2. Aus denfelben Gründen , woraus
fcabewieten haben , dafs AG == AE -f EB ift , folgt
dafs auch BH = BE + EA , folglich AG = BH und
Ms= EH ift . Mithin umfpannen zwey folche verlan¬
gte Schenkel einen Bogen und eine Sehne GH , wel¬
che dem Bogen und der Sehne AB gleich find ; je zwey
folglich gleiche Bogen und gleiche Sehnen.

LEHRSATZ 27.

l . In jedem Viereck, welches in einem Kreiß F%, sc. .
f, "gf/t hieben iß , find die gegenüber flehenden Winkel }
'•"fiininmigenommen zwey rechten Winkeln gleich.
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[2 . Umgekehrt l'äfst ßch um ein Vkrak ', ikm

die Summe der gegeuüberßeheuden Winkel it%

rechten gleich iß , allemal ein Kreis umfihnihtn,]

it Ift das Viereck ABCD in einem Kreife einge-

fchrieben , fo umfpannen je zwey der gegenüberlfc

henden Winkel die ganze Kreislinie , haben alfo, als

Winkel am Umfange , zufammengenommen die Ulf

* Kreislinie zu ihrem Maafs * , und betragen alfo ifff
*33.Z,5, rechte Winkel *.

[2 . Liefse lieh umgekehrt um ein Viereck , delfa

gegenüberftehende Winkel A -\ - C zuiammengenoin-
men zwey rechten sWinkeln gleich find , kein Kreß

befchreiben , fö würde der durch die Eckpunkte A,
• 10. B, D befchriebene Kreis * nicht durch den viertenEcb

punkt C gehn , fondern diefer müfste innerhalb odei
aufserhalb der Kreislinie fallen , Dahn würde aber dir

Winkel C gröfser oder kleiner feyn , als ein Winid

G am Umfange , der mit ihm über dem Bogen DM

»aj . f. i. fleht * , und da ; dann diefer letztere Winkel mit dm
Winkel A zwey rechten gleich wäre , fo nÄ

A -\r C grö'fser oder kleiner als zwey rechte Winkel

feyn , welches der Vorausfetzung widerfpricht .]

[Folgerung f . Hier hat man alfo die Beäin̂ l

unter der fieh durch vier gegebne Punkte ein Kreis heß^

benTdfst , Diefe Bedingung wird hier durch dieW*

kel gegeben . In B. 3 , Lehrfatz ig wird lie durch Ii'

neargrölsen angedeutet.

Auch lieht man hieraus dafs fich kein fchiefätnW

Parallelogramm in ejtim Kreis einfckreiben , oder «*^ "
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feh Mfelben umfihrM&en läßt . Diefes ift nur bey Recht-
.ecken, oder bey einem Trapez oder Tiapezoid mög¬
lich. Um jedes Rechteck läßt fich aber ein Kreis be¬
treiben.

Folgerung 2. Verlängert man eine der Seiten
eines Vierecks, welches einem Kreife eingefchrieben
ift, fo ift der äufsere Winkel EAD ftets dem Innern
gegenüberftehenden C gleich.

Anmerkung . Laufen zwey Seiten eines Vierecks , welches
dem Kreife eingefclirieben ift , parallel , fo fchneiden fie zwar
gleiche Bogen ab * , daher auch die b̂eyden andern Seiten , als « jj f
Sehnen gleicher Bogen , gleich find ; deshalb braucht aber das
Viereck kein Parallelogramm zu feyn . Denn aus. dem Parallelis¬
mus zweye'r , und die Gleichheit der beyden andern Seiten folgt
nicht, dals die parallelen Seiten auch gleich , und die gleichen
auch parallel feyn müßten . — Die Art ein Dreyeck einem gege-
hmm Kreife einzujchreiben oder sh umfcbraiben , und umgekehrt
einen Kreis in ein gegebnes Dreyeck einzufchreiben , lehrt Aufg.
17 undj8. Von der Einfcbreibung der ordentlichen Vielecke
"1 den Kreis , werden wir im fünften Buche handeln , auch in
den beyden folgenden Büchern die Lehre vom Kreife noch be-
Mchtlich erweitern,

[LEHRSATZ 2g .]

Wenn man auf der Sehne eines Kreisabfchnitts t . in.
AEB ein Perpendikel ED errichtet , und nimmt aK/ Fl£,8a*

andern Seite des Perpendikels im Bogen einen
PunktG, und in der Sehne oder deren Verlängerung

ß"£» Punkt F, wovon jener von £ , diefir von D, eben
f° Mett als dieje [letztem Punkte Jelbft vom Punkte B
täßehni fo find G und F vqm andern Endpunkte A
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der Sehne gleich weit entfernt ; oder wenn EG = 1,

und DF m DB iß , fi iß immer AG = AF.

Ift das Perpendikel weniger als um d«n Halbmeffer

vom Punkte B entfernt , fo liegtF in der Sehne,

G im Bogen des Kreisabfchnitts . Ziehe EB , EF, GF,

fo ift , weil nach der Conftruction ED in der Mitte von

FE fenkrecht auffteht , und dte Bergen EB und EGglel

•7; 1. 13. find , EB = EF = EG * , mithin der Winkel B■

* I, 12. EFB und EFG = EGF *

Nun aber ift ABEG ein im Kreife « ngefchriebti«

* 47. Viereck , folglich find die Winkel B EGA = 2R

allo auch EFB -f EGA = 2 R. Als NebenwinkelU

auch EFB + EFA = 2 R , folglich ift EGA - EFA

und zieht man von dielen , gleichen Winkeln die glei-

chenFGF = EFG ab , auch AGF = AFG . Folglich

ift das Dreyeck AGF gleichfehenklig , und AG = M

rig -82*. 2. Ift BD gröTser als der Halbmefler , fo fallt F in

die Verlängerung der Sehne über A hinaus , und G'

dem Bogen , welcher den Bogen des Kreisabf«tei|

zum ganzen Kreife ergänzt . Zieht man EB, El

EG ' fo find aus den nemlichen Gründen wie voll«11

EEF ' und F 'EG' gleichfchenklige Dreyecke , mithin di«

Winkel an ihren Grundlinien gleich , EF 'G' =

und ECB = EßF '. Ueberdera find , als Winkelf

Umfange , welche auf gleichen Bogen ftehn , EG'A?

, £ BF' mithin auch EF 'ß a= EG'A , und zieht manU

gleichen Winkel von den erftern gleichen ab , E^
— EFB ' = EGT — EG 'A das heilst AFG ' = Ä$

Pas Dreyeck AG 'F ift alfo auch in diefem Fall gle»*

fshsnklig , und AG ' = AF '«. ^ ^
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Anmerkung . Der erfte Fall diefes eleganten Satzes-1 ift das
dritte Lemma in Archimeds Werk über die Kugel und denCylin-
der. Auch war der Fall defTelben, wenn ABC ein Halbkreis ift,
(km Aftronomen Ptokmäus zur Berechnung des Canons der Seh¬
nen unentbehrlich. Den zweyten Fall füge ich hinzu . Auch
folgenden nicht unbrauchbaren Lehrfatz , d»n ich eben fo wenig
in einem der benutzten Werke finde.

d. U

[L E H R S A T Z 2C).]

Wenn eine grade Linie DE die Sehne eines Kreis - t . lir.
ahßmitts ABU unter einem Winkel AFD , welcher den ^^ ' 8J*

Winkeln im Abfchniit gleich ift , durchschneidet , fo
ftk der Durchmeffer , ivclcher durch den Punkt A
pt , auf der durchfchneidenden Linie DE fcnkrecht ,
und die Durchfcknittspunkte D , E find vom Punkte
&gleich weit entfernt.

Denn zieht man AD , DB , AE , EB, fo Ift •der
Vorausietzung gemäfs der Winkel AFD gleich dem
Winkel ADB, und ?.weytens auch , als äufserer Winkel
im Dreyeck AEF , den Winkeln AEF + FAE. Folg¬
lich ift der Winkel ADB , d. h. ADF FDB gleich
AEF+ FAE , und da FDB und FAE gleich find , in.
dem beyde auf dem Bogen EB ftehn , fo find auch
ADF, AEF gleich , alfo auch die Sehnen und die Bo.
SenAE, AD ; weshalb der Durchmeflev AG die Linie

DE blbirt und auf ihr fenkrecht fleht *. *I,i7.f,*

Folgerung , Der Durchmeffer der durch den Ptmkt
Ag'kt, fitht auch auf allen graden Linien, HG , Kl fenk-
tm t Midie die Verlängerimg der Sehne unter timmWitt'

M

I



178 BUCH nj

kel, der dem Winkel des Abfibnitts gleich iß, dmrhfM
den. Denn alle diefe Linien laufen mit der SetoieD?

*I.2j,f.a parallel *. Nur durchfchneiden fie weiterhini
mehr den Kreis,

[t EHR SATZ 30 .]

T. III.
Hg . 84-

m
W

m

I . 12.

22.

Trägt man auf die Verlängerung einer Sin
dB , den HßlbmeJJe? des Kreifes von B nach 0«/,
fo fchneiden die Sehne und der DurchrneJJer dcshi-
fes , der verlängert durch 0 geht , von der Knislii
zwey [Bogen ÄD , BE ' ab , wovon jener dasdnf
che die/es iß , oder Bog - AD, = %. Bog. BE '.

Denn lieht man die Halbmeffer CB, CA, foU
die Dreyecke OBC und BGA glekhfchenklig , folglich
find die Winkel O , OCB , fo auch A , B gleich*.
Alfo find als äufsere Winkel B = 2 O und DCA=

B + Q — 3 O. Mithin ift auch DCA, = 3 E'CB, »tJ
alfo Bog. AD = 3. Bog. BE' *.

Zufatz I , Verlängert man die Schenkelfe
Winkels O \ und fchneidet auf diefelbe Art auf beydea
Schenkeln 1 mit dem Halbmeffer OB abwechlelndPwk
te E' , F , G etc. ab,, und zieht die Linien AE, ffi
FG ; fo bilden je zwey derfelben , die in dem!* 1
Punkte zufammenflofsen , ein gleichschenkliges M'
eck, worin die Winkel an der Grundlinie gleichM
DCA =>DEA , EAF *= EFA , FEG = FGE etc. P
hin find , als äufsere Winkel , EAF — DEA+ 05
DCA + O = 4,0 ; FEG = EFA -f O = EAF+0
= jOetc , ib dals die gkicJien Uniai , welchezk#*"
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im Schenkeln des Winkels 0 eingefchriehenßnd , die Sehen . ^
hl ßbiccchfehid unter Winkeln durchfehneiden , welche der
Ordnung noch alle ganze Vielfache des Winkels 0 darßellen ;
ein elegantes Theorem , worauf Newton die Formel für
die Sinus und Cofinus vielfacher Winkel gründet,

Atim e rku n g i . Der Lehrfatz rührt von 'Archimed her,-
und ilt fein 8tos Lemma von der Kugel und dem Cylinder ; der
ihn erweiternde Zufatz von Newton . Mittelft deffelben könnte
maneinen jeden gegebnen Winke! oder Kreisbogen in drey gleiche
Titile weilen, wäre es nur möglich eine Sehne und einen Durch-
mefler fo zu zichn , dafs fie der Bedingung des Lehrfatzes genü¬
gt tinin, d, Ii. dafs fie fich verlängert fo dv.rchfchneidtn , dafs die
yitlängtrttng der Sehne dem Halbmefer glaich ift. Allein blofs
durch Hülfe der graden Linie und des Kreifes liifst diefes (ich
tick viß 'ev.fcbaftlicb , fondern nur mechar.ifch , durch Probiren
«der durch Inlhumcme be- erkfielligen *. Wie man auch die *22.Z,}»
Sache angreift , fo wird man durch jenes Problem wieder auf ^ ' **
das zurückgeworfen, einen Winkel oder Bogen in drey gleiche
Theile zu thcilen.

Auf jene für die Elementargeometrie gleich unauflösliche)
Aufgabe, führen Vieta in feinem- Snfplementpm Geometriae Satz
9, und'NcwtoTj in feiner Ärithmetica Univerfali die Frage nach
der Theilung eines Winkels in drey gleiche Theile zurück , und
<'nJeniit Thomas Ceva gründet darauf folgendes Inflrument,
«Elches diefes bewerkftelligeh foll. Zwcy Lineale , welche lieh
um den Punkt O drehen , find durch vier andre Lineale AC ^ Fig .^ *
CD,CE,CB , welche (ich insgefammt um ihre beyden End-
pjnktedrehen, und mit den Stücken OE , OB gleiche Länge
feben, verbunden. Man öfnet das Inftrüment fo dafsACD dem
Scgebncn Winkel gleich ilt , fo wird O der dritte Theil diefes
Winkels feyn. (Acta Erudk . A. \6}s. f . sfi) . Verbindet man mit
^efe nuch mehrere ' gleiche Lineale auf d̂icfelbe Art , fo erhak
">« eia Inftrüment , womit fich auch der vierte , der fwnfce Thei'l

M 2

I
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a . f. f. eines Winkels , Newtons Satz zu folge, finden läfst, ä«.
"* gleichen der Marquis von Hospital in feinemTracuttu de fiaim

btis Conds\. 10, pr. 6. befchreibr. tiiefe Inftrumente find ab«
mehr ein Spielwerk als von wahrem Nutzen , indem mjn eft
beftimmten Theil eines Winkels oder Eogens mit viel jröfsna
Genauigkeit mitteilt der Sehnen, entweder durch Probiren, <&
aus den Sehnentafeln findet.

Zufa 11 II . Wenn durch den einen Endpunktma

gegebnen Kreisbogens AB ein Durchfließet - Bl , und auf Ul¬

fen Jenkrecht der Halbmeffer CD gezogen iß , und äjti

fchneidet von einer Sehne AF '; die durch den {indem Ed
punkt des Bogens geht , ein Stück EF dem Hdbmijftr in

Fig . 8> Kreifes gleich ab ; fo iß der Bogen Fl der dritte TluHk
gegebnen Bogens AB , oder Bog, AB == 3. Bog^ Fl,

Man ziehe den Durchmeffer GH parallel mit der
* M- Sehne AF , fo find erftens die Bogen AG , FH gleich';

und ztveytens find auch die Stücke diefer ParallelenCH,

EF gleich , indem EF nach der Vorausfetzung dem

Halbmeffer gleich feyn foll , Zieht man dalier HF, 1«

* I. 36- ift CEFH ein Parallelogramm * , und die Sehne HF

läuft mit CE parallel , wird folglich , da CI auf CD
fenkrecht fleht , gleichfalls vom Halbmeffer CI W"

*I.2j.f.i recht durchfchnitten * , und daher der Bogen HF in

* 9. Punkte I halbirt *. Nun aber find die Bogen HI^
als Maafs gleicher Winkel gleich , und der Bogen CA

— HF = 2 HI . Folglich ift BG = f • BA und #
auch Bog . AB = 3 Bog . FI . Halbirt man daher noci

*Anfg.5 den Bogen GA im Punkte K * , f0 ift der Bogen AE.
und mithin auch der Winkel der ihn umfpannt , n>

drey gleiche Theile getheilr.
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Anmerkung 2. Alfo auch auf diefe Art Hefte[ich ein gc-
(iher Bogen AB oder ein gegebner Winkel ACE in drey gleiche
Thüle theilen, wäre es nur möglich auf eine wiffenfchaftliche Art
die Sehne AF fo zu ziehn , dafs das abgefchnittne Stück derfel-
ben EF dem Halbmeffer gleich fey ; ein Problem worauf fchon
Cimpanus von Novara , der erfte Commentator Euklids zur Zeit
det Wiederheiftellung der Wiffenfchaften , in einer Scholie zum
vierte» Buch Euklids , die Frage nach derTheilung eines Winkeis
in drey gleiche Theile zurück führt . Allein auch diefe Aufgabe
wirft uns , wir mögen fie in der Elementargeometrie angreifen,
wie wir wollen, wieder anf die Theilung eines Winkels in drey
gleiche Theile zurück . Denn gefetzt das Gefliehte fey bewerk-
ftelligt, und vom gegebnen Punkte A aus , ifey eine Sehne AF
durch einen gegebnen Halbmeffer CD fo gezogen , dafs EF dem
Halbmeffer gleich werde , fo find , wenn man CA und CF zieht,
dieDreyecke ACF und CFE gleichfchenklig , mithin A = F,
«ndL FCE =f FEC F * und zugleich FEC == A * I, 31.

+ ACD *. Folglich iftR - , § A = A -f ACD oder R — * I. 30.
ACDd. h. ACB — i A , oder A — f ACB. Um alfo AF ge-2 ' 5

gän den Halbmeffer CA unter dem gehörigen Winkel A zu ziehn,
tey welchem AF von CD auf die verlangte Art gefchnitten wird,
muffen wir den Winkel ACB in drey gleiche Theile theilen
tonnen. ' r - ■

Anmerkung 3. Der Grund warum die Theilung des Win¬
kls in Arey gleiche Theile die Kräfte der Elementargeometrie über-
K ?t >Hep darin , weil mitteilt des Kreifes und der gvaden Linie,
d'eüchnur in zwey Punkten durchfehneiden , keine Frage , in

es auf drey oder mehrere Durchfchnittspunkte ankömmt }
^antwortet werden kann , und dafs es bey der allgemeinen
Aufgabeirgend einen Kreisbogen , oder irgend einen Winkel in
örey gleiche Theile zu theilen , allemal auf drey oder mehrere
Durchfchnittspunkte ankömmt . Warum , das finde ich bey an¬
dern Geometern nur angedeutet , und noch nicht fo ganz befrie¬
dend ins Klare gefetzt , wie dieles vielleicht durch folgende
Pachtungen gefchieht.
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Gefetzt wir halbiren den Bogen JHF und den Winkel HC!
durch die grade Linie CI , fo fcheint es zwar auf .dem eiftcnAn-
blick als werde nur der Bogen FH und der Winkel HCF dJÄ
jene Linie und ihren 'JDurchfchnitt I mit dem Kieife halbirt Al¬
lein was den Kreisbogen betrifft , fo liegt zwifchen den beyden
PunktenH und F, als Endpunkten , nicht blofs der kleineBoga
HF , fondern es ift zwifchen ihnen auch einEogen enthalten, dt
aus der ganzen Kreislinie P und dem Bogen HF zufaminenp
fetzt ift , ferner der Bogen aP + HF , 3P + HF ü. f. f. h
dem wir alfo die Hälfte des Bogens fuchen , der fich in dt»
Funkten H und F endigt , und - beym wifienfehaftlichenVerfah¬
ren *von dem , was uns gegeben ift , ausgehn , d, h. davon, dsii
Ji und F Endpunkte des Bogens find , fragen wir nachfehrjS
mehr , als es auf dem eilten Anblick fcheint , und als derFrajf
fich mehrentheils felbft-bewarft ift ; neralich nach der Hälfte all:*
jener Bogen , die fich in H und F endigen , d. h, HF , P +Ht,
S P + HF , 3 P f HF etc. Diefe Hälften find -J HF , §tt|

HF , P -f- I HF , | P f I HF etc. , oder da ?- HF — Hl=G!
ift , HI > § P f GB , P •!• III , | P f GB etc. . Alle (liefert
Isen Bogen liegen", zwifchen den Punkten H , I und H, Ei »
fchen jenen Punkten der erfte , dritte , fünfte , etc., zwifchen*
fen der zvvcyte, vierte etc. Daher find die beyden Punkte Iis!
B die halbirendcn Punkte , welche jene ganze Reibe von Bs| (**
gefammt in awey gleiche Theile theilen ; und beyde Punkt! f*1
ßch zugleich , auch wenn wir t nur nach dem einen 1f«E
wollten , als Durchfchnitt der halbirenden graden Linie Cl*
dci Kreislinie . Uns felbft unbewuft erhalten wir alfo liier*

vullftändige Antwort , welche in den zufammengefetztern f*
die Mathematiker der vorigen Iahrhunderte nicht wenig befrffi'
det und überrafcht hat.

Eben das ift bey . der Tbeilnng eines nnießimmten W
HF in mehrere gleiche Theile der Fall ; d. h. bey der Th*
eines, Bogens , den wir blos dadurch denken , dafs er z»if*
den Punkten H und .F Liegt, und nicht etwa als einen beftin«8'

!



DER KREIS. 183

Tlieil desUmtangs . Demi dann titeilen wir durch ein wiffen-
fcliaftlichcs Verführen nie den kleinen Bogen HF allein , fondern
immer zugleich alle Bogen , die zwifchen den Punkten H und
I liegen. Da wir davon ausgehn müden , dafs der zu theilende
Bogen zwifchen den Punkten H und Fliegt , fo pafst dieSchlufs-
folge, vermitteln1 der wir ein fokhes wiffenfehaftliches Verfahren
begründen, immer zugleich auf alle Bogen , die fich in diefen
funkten endigen , mufs alto immer eine Zahl von theilenden
Punkten geben , durch welche die Theile aller der Bogen , die
fich in den Punkten H und F endigen , zugleich beftimmt werden.
Dafs diefe ftets mit der Anzahl der gefliehten Theile überein-
ftimmt, nimmt man leicht wahr . So finden wir bey der wiffen-
fehaftiiehen Halbirung eines unbeftimmten Bogens zwey , und
bey der Trifection drey verfchiedene Punkte , zwifchen welchen
die Drittel jener ganzen Reihe von Bogen , die zwifchen den
funkten H und F liegen , enthalten find.

Nun aber finden drey , und noch viel weniger mehrere Durch-
fchnittspunkte zwifchen zwey Kreifen oder zwifchen einem ICrei-

fe und einer graden Linie nicht itatt . Deshalb überfteigt die Theilung
unbeftimmter Kreisbogen in drey , fünf und mehrere folche gleiche

' Theile die Kräfte der Elementargeometric , und lie läfst fich geo-
metrifch nur durch Hülfe anderer krummer Linien bewerkfrelli-

8« . So zum Beyfpiel werden wir mitteilt der Kegeifchnkte in
den folgenden Büchern einen Bogen in drey gleiche Theile
theilen.

Was die Winkel betrifft , fo hat es mit ihnen völlig diefelba
Bewandnifs. So gut wir erhabne oder hineingehende Winkel,

welche gröfser als zwey rechte find annehmen mufsten * , kön¬
nen wir uns auch Winkel denken , die gröfser als vier rechte,
gröfser als acht rechte , und fo ferner find. Denn aberliegen zwi¬
fchen zwey Schenkeln HC , CF eine ganze Reihe von Winkeln,
HCF, 4 r + HCF , g R + HCF etc , und diefe werden insge-
ftmmt durch wifl'enfchaftliche Theilung zugleich getheiit , daher

v°nder Theilung der unbeftimmten Winkel daffelbe gilt , was
*«■' hier von der Theilung 'der Kreisbogen bemerkt haben,
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V.

f<

m

Ich rede hierbey mit Fleifs von der Theilung unbtßiiaitn
Bogm und Winkel , d. h. fokher Bogen die wir in Abficht ihres
Veihältniffes zum ganzen Umfange , oder folcher Winkel diew
in ihrem Verhältnifs zu vier rechten ganz unbeftimmt , und trat
durch das Merkmal denken , das H und F ihre Endpunkte feyn
follen . Denn nur von diefen gelten unfere Gründe ; nicht von
einzelnen Bogen oder Winkeln , die wir als beltimmte Theile def
Kreislinie oder des rechten Winkels , alfo durch ein anderesMerfc
mal denken . Bey diefeft kann es allerdings Methoden geben, fie
in drey , oder fünf gleiche Theile etc, zu theilen , die aus ihrem
Verhältnifs zum rechten Winkel oder zum Umfang abgeleitet wer.
den , dergleichen wir beym rechten Winkel fchon haben kennen

*I-3l,f .4 c ele,'nt * > dev »ch ohne Schwierigkeit geometrifch in drey glei¬
che Theile theilen Iäfst.

der Ueberfetzer,

I
1^
k>
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Aufgaben
welche zu den  be .yd.en erften Büchern

gehe r e n.

[Bey jeder der folgenden Aufgaben wird zuerft die Conftrüc-
tion angegeben, vermöge der das geforderte geleiftet , und alfo
die Aufgabe aufgelöft wird ; und darauf bewiefen dafs die Con-
itruction möglich ift , und dafs man durch fie grade das findet,
was man fucht. Beydes gefchieht raehrentheils in befondero Ab-
fatzen, denen die Wörter Anflöfung ; Beweis vorzufetzen überflü«
fsiggewefen wäre. Da diefe Aufgaben in das Syriern der Geome¬
trie'gehören, aus dem fie blos herausgehoben find , fo rauften
fie■fynthetifch vorgetragen werden , und es würde Zweckwidrig
gewefen fe.yn , der Auflöfung eine Analyfis vorauszufchicken,
obgleich dazu meift ein paar Worte hingereicht hätten , Le Gen-
dreübergeht die einfachsten , unmittelbar in den Prinzipien ge-
gtüdeten Conffructionen theils ganz , (wie z. B. das Bilden und

Uebevtrageii' gleicher grader Linien ) * , theils trägt er fie zu fpäth « p o
Vor(j., E, die Conltruction der Dreyecke aus drey gegebnen K, ß
tinienj; und macht überdem den Beweis der erften Aufgaben
von Sätzen abhängig , die es gar nicht .nöthig gewefen wäre , da.
bey mit ins Spiel zubringen , und die uns in legifche Kreife
' «wickeln würden , wenn wir nicht diefer Unbequemlichkeit
öweh die Anmerkung zur erften Aufgabe abgeholfen hätten . Aus
teydem entftehn wahre Mängel in feinem Syriern , die wir hier fo

*"1als möglich zu verwilchen gefucht haben,

..........Ii . ■ '



rgö A N H A N SV

AUFGABE I.

PJg- 86. £ t«g gegebne grade Linie AB in zivty,glfS
T7zei/e zw theilen.

Um jeden der beyden Endpunkte A und Bäa
gegebenen Linie , befchreibe man mit gleichenHalt
meffern , von willkührlicher Länge ( nur muffen fei
giö 'fser als die Hälfte von AB feyn ) zwey Kreisbogen,

*X« /3, die fich in einem Punkte D fclineiden * , und ebenfo,
entweder mit demfelben oder mit einem andern Haft«

meffer , um diefelben Endpunkte , zwey Kreisbogen
die fich in einem andern Punkte E fchneiden . Zieh:

man durch beyde Durcfchnittspunkte D , E eine gnie
' *Linie * , fo behaupte ich , wird diefe die gegebneg»

de Linie AB in zwey gleiche Theile AC , CBÄ
fchneiden.

Denn die Punkte D und E liegen jeder iniwef
Kreislinien , welche um die Mittelpunkte A , Bbf-
fchrieben find , ftehn alfo beyde gleich weit vonfa

*E. a. ee. Endpunkten der gegebnen Linie AB ab *. Mite
muffen fie in einer graden Linie liegen , welche«

«I.17£,1 Aß  j n iln.er M jtte f en i, rec |lt  ft eht *. Da nun durcl

zwey Punkte nur eine einzige grade Linie möglich ifti

fo mufs DE felbfl diefes Perpendikel feyn , alfo* |
gegebne Linie AB durch DE im Punkte C haWj

1werden,

Anmerkung . DieConfrruction , mitteilt welcher LeGs-
dre diefe Aufgabe auflöfst , dient eigentlich unmittelbar undv
Itächft über der gegebnen graden Linie AB -zwey verfibiedni£!<"''
fchenküge Dreyecke ABD, ABE a» bilden, wie wir dasÖ9

»E.U.Z- oben gelehrt haben \ Man könnte die Außöfung daher£
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fo«usdrückea. Befchreibe über AB als Grundlinie zwey "gleich-
(chenklige Dreyecke . und verbinde ihre Spitzen durch die grade
Linie DE , fo tftufs diefe die gegebne AB hafbiren . Denn es ent-
ftehn alsdann zwey Dreyecke ADE , BDE , die (ich decken , weil

lie untereinander gleichzeitig find *. Mithin find die Winkel l >ey * £ ik
Dgleich, daher auch die Dreyecke ACD , DCB fich decken , und
CD fenkrecht auf AB , in der Mitte Zwilchen den Endpunkten

AundB au flieht. Diefe Linie halbii 't alfo den Winkel D , und

die Linie AB , und ilt zugleich ein Perpendikel auf die Linie AB,
Meiches durch die beftimmten Punkte C in der Linie , D aufser-

klb der Linie AB geht . Und zwar ift das der Fall , die Drey¬

ecke mögen beyde auf einer oder auf entgegengefetzter Seite der

Linie AB liegen. Diefes 'Pcrpendikel thüt alfo den Aufgaben i,

2, 3 und 5 (ß) zugleich genüge , daher diefe Aufgaben in das

Syftem nach L 12 gehören.
d . U.

AUF GASE 2.

Auf eine grade Linie , durch einen in ihr gegeb¬
nen hinkt A , eine grade Linie fenkrecht zu ziehn;

oder an einem gegebnen Punkt A einer graden «7.
Linie BC einen rechten Winkel zu bilden.

Man nehme auf der gegebnen Linie zwey Punkte
EundC , welche vom gegebnen Punkte A gleich weit
entfernt find * , und beschreibe um diefe Punkte mit ^Fa**««

gleichen Halbmeüem , grö'fsev als AB, zwey Kreisbo¬

gen, die fich in irgend einem Punkte D fchneiden *l* 2.n .ß
f° ift, wenn man AD zieht , diefes die gefachte fenk-

»'eclitc Linie , und DAß ein rechter Winkel.

Denn da der Punkt D gleich weit von B und von

C abfteht, f0 liegt er in einer graden, Linie , weiche



188 A N H A N « .

nuf BC in der Mitte zwifchen B undC , folglich
?1.J7 f.i punkte A fenkrecht aufftehet *. Die Linie AD ift data

das gefachte Perpendikel , undDABder verlangte
te Winkel.

[Andere Auflöfungen , Man nehme aulserkl
der gegebnen Linie einen beliebigen Punkt C, n '.
befchreibe mit CA als Halbmeffer um C einen Kreit

fo durchfchneidet diefer die gegebne Linie in A ml
•E.h .k. einem zweyten Punkte B *. Zieht man von Baus da

Durchmeffer BE , und dann EA , fo ift EAB ein Wir»

*23.Z.3, ^ el jin Halbkreife , alfo ein rechter * , alfo EA das gt.
fuchte Perpendikel.

Oder man befchreibe über einen beliebigen The!

AB , der gegebnen Linie , ein gleichichenkligesDrey-
eck AGB , und nehme auf der Verlängerung von BC,
CE = CB = CA . Zieht man EA , fd ift EAB eia

*33Z.2. rechter Winkel * und EA das gefliehte Perpendikel,

Diefe letztern Auflöfungen find befonders bequem
wenn , das Perpendikel auf dem Endpunkt einer Iä
die lieh nicht verlängern läfst , errichtet werden hl

d. U.

AUFGABE 3.

Fig 88 ^ on e*nem außerhalb einer graden Linie%i$
nett Punkte A, ein Perpendikel auf diefe Linie®
fällen.

Aus A als Mittelpunkt befchreibe man «'nB
Kreisbogen , der die gegebne Linie in zwey Punkt"
B und D durchfehneide , [ welches allemal gefcli*
mufs , wenn man auf der andern Seite der graden Li'
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nie BD einen Punkt E nimmt * , und den Kreisbogen * Gr. 8.

mit AE als Halbmefler befchreibt *.] Sucht man dann *E.ii ltt .
den Punkt C , der zwifchen B und D in der Mitte liegt *, * A, i.
und lieht AC , fo ift diefes das gefuchte Perpendikel,

Denn da fowohl A als auch C gleich weit von den
Punkten B , D entfernt find , fo fleht AC fenkrecht

auf BD, und zwar in der Mitte zwifchen B und D *. . *i.i7i f,r

[Eine andere Attfldfung , Um irgend einen
PunktB in der gegebnen Linie , befchreibe man mit
dem Halbmefler ,BA einen Kreis , der jene Linie in
F durclifchneide , und um F mit FA als Halbmefler

gleichfalls einen Kreis . Die grade Linie AE durch die
Durchfchnittspunkte beyder Kreife gezogen , ift das
gefuchte Perpendikel *. * 38.

2ufatz . Auf eine ähnliche Art läfst fleh ein Punkt 89.
finden, der in der Verlängerung einer graden Linie AB liegt,
diem kurz ift , als dafs man fie mitteilt eines Lineals

mit Sicherheit verlängern könnte . Man befchreibe um
AundB mit gleichen Halbmeflern Kreisbogen , die
fichinC,D fchneiden , und aus diefen Punkten mit
«inem hinlänglich grofsen Halbmefler Kreisbogen»
die fich in , einem PunkteE fchneiden , fo ift E der ge¬

heilte Punkt . Denn da fich alsdann fowohl die Dreyecke
AßC, ABD, als auch Z- BEC , BED decken , fo find die

Winkel CBA , CEE beyde Hälften des Winkels CBD>
nuthui gleich . Es fallen daher BA, BE in eine grade Linie

Aminen , und E liegt in der Verlängerung von BA.

4. U.
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AUFGABE 4.

Fig. 90. 1. An einem Punkte A der gradeii Link g
einen Winkel zu bilden , welcher einem gegebnen
hei K gleich iß.

[a . Durch einen Punkt R außerhalb AB, mtk
diefer Linie eine grade Linieß zu ziehn , -daß fießt
AB unter . einem gegebneu Winkel K durchßhnüit,}

1. Befchreibe um den Scheitelpunkt K mit einem
■vvillkührlichenHalbmeffer einen Kreisbogen , der die
beyden Schenkel des Winkels in I und L durchfehnet
de. Mit demfelben Halbmeffer befchreibe um Alais
Mittelpunkt einen Kreisbogen BO ; und dann auch mi:
der Sehne IL , als Halbmeffer , um B einen Kreisbogen,

. der jenen in irgend einem sPunkte D durclifchneiden
•E.n -ß. mufs * Zieht man AD , fo ift-DAB der gefuchteWin¬

kel , dem gegebnen Winkel K gleich.

Denn da die beyden Kreisbogen IL , BD Mg' 11'"
cTien Halbrneffern und gleichen Sehnen gehören, v>

? 7- find fie gleich * , alfo auch die Winkel BAD, IKL*.
[Diefes erhellt auch unabhängig von dem angefiiMe!l
Satze des zweyten Buchs . Durch die Conftruction

-;: entftehn nein lieh zwey gleichschenklige DitJ^ 1
ABD , KIT. , welche untereinander gleichfeitig find,

" I. 11. folglich lieh decken *, daher der Winkel A demf
gebnen Winkel K gleich wird .]

[Eine andere Auflöfung , Nimm auf dem einen
Schenkel des gegebnen Winkels K einen Punkt U , ^
piaclxe AP gleich KM , errichte inPund MPerpendü«'
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auf diefe Linien * , nimm MN = PQ und zieheAQ , *Aüfg\3

fo ift FAQ der gefuchte Winkel *.] „I S f l>

[2. Um durch einen gegebnen Punkt R , aufser-

lialb der Linie AB , eine ĝrade Linie nachAB unter ei¬

nem gegebnen "Winkel K zu ziehn , bilde man an ei¬

nem beliebigen Punkt A diefer Linie , einen Winkel

BAD= R und ziehe mit AD , durch den gegebnen

PunktR-, parallel RS , fo ift der Winkel RSA == DAß.

= R * und RS die gefuchte Linie, ] *I. 35;.A,

AUFGABE 5.

Einen gegebnen Kreisbogen oder einen gegebnenFig. 5if
Winkl in zwey gleiche Theüs zu theilen,

1, Um den gegebnen Kreisbogen AB in zwey glei¬

che Theile . zu theilen , befchreibe man mit gleichen

Halbmeflern um A und um B Kreisbogen , welche fich

in einem Punkte D durchfehneiden *. Zieht man durch *E.ti . ff

dielen Punkt und den Mittelpunkt C des Kreifes , wo-

iu der gegebne Bogen gehört , die grade Linie CD,

fo lerfchneidet diefe den Bogen in zwey gleiche
Theile,

Denn da die Punkte C und D beyde gleich weit

von den Endpunkten der Sehne AB entfernt find , fo

fein die grade Linie CD auf der Sehne im ihrer Mitte

fenkrecht* , und theilt ;'alfo den Bogen AB , in zwey *llm (
gleiche Theile *. , ''

2. Soll ein gegebner Winkel ACB in zwey gleiche

Theile getheilt werden , fo befchreibe man um feinen.

Scheitelpunkt einen Kreisbogen AB und halbire ihn

lüt die eben gezeigte Art , fo wird _CQ auch jenen
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* 9. Winkel halbiren *, [Eine andre Auflösung ift in d«
Anmerkung zur erften Aufgabe enthalten .]

Zufatz F. Um einen Kreisbogen oder einen
Winkel in vier , in acht , in fechzehn gleiche Theile
u . f. f. zu theilen . braucht man mit diefem Halbiren
nur fortzufahren . [ Ueber die Theilung eines Winkiii
oder eines Bogens in irgend eine andere :Anzahl von
gleichen Theilen , z. B. ,in 3 oder 5 gleiche Theile, tele

'JLehrfatz 30. Anmerkung .]

[Z ufatz II . Da uns nichts hindert diefes Halb!-
ren , .wenigftens im Gedanken , fo weit fortzufetien ab
man will , fo kann man durch daffelbe allemal atti
einen Theil kommen , welcher in einer gegebnen Ii
nie A nach einer ganzen Zahl enthalten , und i
kleiner als eine jede gegebne Linie B ift ; und eben fo
auf einen Bogentheil , welcher in einem gegebnen Kreis-
bogen nach einer ganzen Zahl enthalten , und 1
kleiner als ein jeder gegebner Bogen ift.

d. U.

AUFGABE 6.

Kg. 92. Durch einen Punkt A , der aufserhalb einergffr
den Linie BC gegeben iß, mit die/er graden Link litt
Parallellinie zu ziehn.

Man befchreibe um A mit einem hinlänglich
fsen Halbrneffer einen Kreisbogen ED , welcher die
gebne Linie in E durchfchneide . Mit demfelbenHalb'
meffer befchreibe man um E als Mittelpunkt den Kr*
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bogen AF , nehme ED gleich AF , und ziehe AD , fo
Bl diefes die geiuchte Parallellinie.

Denn wenn man die grade Linie AE zieht , fo
Mit man , dals vermöge der Conftruction in der vori¬
gen Aufgabe die Wechfelswinkel AEF , EAD gleich,
folglich die Linien BC , AD parallel find *. *I.3J.A»

[Zweyte Aufl 'öfung , Man ziehe durch den ge¬
gebnen Punkt A und irgend einen PunktE der gegeb¬
nen Linie eine grade Linie EA , und bilde am Punkte A
dieferLinieeine WinkelHAE , welcher dem ä'ufsern Win.
kelbeyE, gleich ifl: * , fo find GH , BC , wegen der * A. 4.
Gleichheit der ä'ufsern Winkel parallel *. Um auf die f I.25.A,
leichterte mechanifche Art diefe Gleichheit äußerer
Winkel zu bewerkstelligen , dient das deutfcke Parallel,
htal mit feinem materiellen unveränderlichen Winke/
den man längs der Linie AE verfchiebt.

Dritte Aufl 'öfung . Nimm in BC einen belie¬
bigen Punkt F , und von diefem aus ein Stück FC
gleich FA » befcfireibe um C und A mit diefer Linie
»ls Halbmeffer Kreisbogen , die fich in einem Punkt
Ddurchfchneiden , und ziehe AD , fo ifl diefes die
gefuchte Parallellinie . Denn in den fich deckenden
gleichfchenkligen Dreyecken AFC , ADC find , alle
Kinkel an der Grundlinie , mithin die Wechfelswinkel
fc FC, AD gleich.

Vierte Aufl 'öfung . Befchieibe um einen will . x . HI»
Ehrlichen Mittelpunkt eine Kreislinie , die durch den ll S«8S>
Scg«WnPunkt A gehe und die gegebne Linie in den

N
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Punkten G und Hfchneide ; nimm denBogen HF gleit

GA und ziehe die Sehne AF , fo ift AF mit der gegtfc

* ii - nen Linie GH parallel *.]

Aufgabe 7.

Fig, 93, , Aus zwey gegebnen Winkeln A und B

Dreyecks ; den dritten Winkel zu finden.

Man ziehe eine grade Linie DF in unbeftimm!!

Länge , und bilde an einem Punkte E diel « Linie

• A. 4, nen  Winkel DßG = A und FEH = B * , fo Ift GEH

der gefliehte Winkel , weil er mit den beyden Ii

"I. 31. zufammengenommen zwey rechte Winkel bildet* [i

findet man alfo geometrifch , d. i . durch -Conltnicticii

die Ergänzung zweyer Winkel zu zwey rechten, flrf

hin zu zwey gegebnen Winkeln des 1 Dreyeck! im

1dritten .]

AUFGABE g.

FiS- 94- Wenn zwey SeitenA, B eines Dreyecks uniis
von ihnen eingefchlofsue WinkelC gegeben fimĥ
Dreyeck zu befchreiben.

An irgend einem Punkte D einer unbeftimmtJ('

7.ognen graden Linie DE , bilde man einen Winkel

* A- 4- EDH , der dem gegebnen Winkel C gleich ift *. ^

deffen Schenkel nimm DG = A , DH, = B * und ziel*

* I. 6. GH , fo ift DGH das gefachte Dreyeck *.

Vi
Kfi

ein:
der

D,

AUFGABE 9.

Fig, 9J. Wenn eine SeiteB und zwey WinkelnC«"̂
eines Dreyecks gegeben find , das Dreyeck ß$

fejireiben,
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Liegen die gegebnen Winkel nicht beyde an der
gegebnen Seite an , fo iuche man nach Aufgabe 7 . den
weyten anliegenden Winkel . Dann nehme man auf
tiner unbeftimmt gezognen graden Linie ein Stück DE
itr gegebnen Seite gleich , und .bilde an den Punkten
DjEzwey Winkel , den anliegenden Winkeln gleich * A> 4*

ft, wenn ihre Schenkel lieh in einem Punkte H
difchneide'n ', DEH das gefachte Dreyeck.
[Die Schenkel durchfchneldcn fich aber nur dann,

wenn die Summe der  beyd .cn gegebnen Winkel weni¬
ger als zwey rechte Winkel beträgt * ; daher diefes die tf <3JSäJ
Mümlingder Möglichkeit der Aufgabe ift . Wäre die
Summe grafser als zwey rechte Winkel , fa durch-

meidet fich die entgegengefetzt liegende Verlange-
rang der beyden Schenkel * , und dann entftünde ein
Dreyeck, worin die beyden Nebenwinkel der gegeb¬
nen Winkel , an der gegebnen Seite anliegen .]

Anmerkung . Hier folgtbey Le Gendrfe die Aufgabe,
imitty gegebnen graden Linien A,B , Cein Dreyeck zn befchrei*
M> VM?welcher wir an einer fehikiiehem Stelle*fchon umftänd- *v 1J« . 11 *4

gehandelt haben.

2«

34,

AUFGABE IO.

"Wenn zwey Sehen A und B und der der SeiteFig. 9c.
\iv&tnifberfiehende WinkelC eines Breyecks gegeben
K das Dreyeck zu beßhreiben.

Man nehme auf dem einen Schenkel des gegebe.
BSil Winkels ,C , oder eines Winkels D welcher ihm
«Hiß » DE = A , und befchreibe mit B als Halb,.

N %
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mefler um den Punkt E einen Kreisbogen . Wenni Di

fer den andern Schenkel in einem Punkte F fchna'A

fo iit ' DEF das gefuchte Dreyeck.

Diefes Schneiden kann nur dann erfolgen , wa

die Linie B grö'fser als der fenkrechte AbftandI

I . Punkts E von dem andern Schenkel DF ift * i wek!ä

mithin die allgemeine Bedingung der MÖgKdhkeiff

diefe Aufgabe abgiebt , die ohnedem unmöglich i

Gefchihet indefs auch diefer Bedingung genüge,!

mufs , im Fall C , folglich auch D, ein rechter ödetti

*i .i6. i,ßuitipfer Winkel ift , überdem B > A f'eyn *, wie«

* I. 14. auch die Natur des Dreyecks mit lieh bringt * ; 1$

findet auch unter der erftern Bedingung kein Seh»

den des Schenkels DF ftatt.

lig . 97, Ift hingegen C , folglich auch D ein fpitztr^

' k«U fo mag die Seite B , welche [diefem Winkel gt'f

überfteht , grö'fser oder kleiner als Afeyn , immer

wenn der erftern Bedingung genüge gefchieht

Schenkel DF vom Kreisbogen , der mit B als H»

meffer um den Punkt E befchrieben wird , durchfeh*

,j 2 ten , |nur dafs , wenn die gegenüberßeberiäe SeitefBMMf

u. Z. 2-die anliegende A oder ED ift, der um E befchriebeneK*
Fig. <)%' . .

° bogen diefen Schenkel in zivey Punkten F und Gi*

1i .fi.2, zu einerley Seite desScheitels D liegen *, durchfcl*

det , in welchem Fall wir zivey Dreyecke DEF, $

bekommen , welche beyde gleichmäfsig der A#

geniige thun.

[Wenn alfo ein Dreyeck durch zwey Seiten*

einen der gegenüberftehenden Winkel beftimmt»̂

fo ift diefe Beftimmung im letzten Fall zwi)^

im
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piefe Zweydeutigkeit aber wird gehoben , wenn man

«gleich anzeigt , ob das fpitzwinklige oder das ftumpf-
winklige Dreyeck gemeint ift * .] * *•1 *' • , / ■

AUFGABE II.

Wenn ein Winkel C und zwey ihn einfchließen - Fig. 95.

h Säten A und B eines Parallelogramms gegeben

fni, das Varallelogvamm zu befchreiben.

Man nehme eine grade Linie DE gleich A , bilde
am Punkte D einen Winkel EDF gleich dem gegebe¬

nen Winkel C , nehme auf deffen zweytem Schenkel
das Stück DF gleich B , und befchreibe um den Punkt
Emit dem Halbmeffer DF = = B , und um den Punkt

F mit dem Halbmeffer DE = Azwey Kreisbogen , die
fleh in einem Punkte G durchfehneiden werden , weil

die Summe ihrer Halbmeffer gröfser , und der Unter-
febied ihrer Halbmeffer kleiner als der Abftand ihrer

Mittelpunkte EF ift *. Zieht man dann FG , EG , fo . ,
lfiDEGF das gefachte Parallelogramm . II. E.11.

. Denn vermöge der Conftruction find die gegen-
überitehenden Seiten einander gleich , daher die vier-

fcitige Figur ein Parallelogramm ift * ; und zugleich „ j ^
'ttes aus den gegebenen Stücken befchrieben.

2ufatz . Ift der gegebene Winkel fpitz oder

fcmpf, f0 wjr(j (j; e Figur , wenn die gegebnen Seiten

gleich find , ein Robtnhus *, wenn fie ungleich find , eicuj
Mwmboides. Ift dagegen der gegebene Winkel ein rech-
ter) fo wird die Figur ein Rechteck , das , im Fall auch
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die Seiten gleich find , ein Quadrat wird ; woraus alfo

die Conftruction und die Möglichkeit diefer Arten von
Vierecken erhellt.

AUFGABE 12.
Taf. in.
F. io ®.

*A . I . 2.

Den Mittelpunkt eines gegebenen Kreifes, cki
eines gegebenen Kreisbogens zu finden.

Man nehme in der Kreislinie oder im Kreistag!«

willkührlich drey Punkte A , B , C , verbinde Iii
durch die graden Linien AB , BC , welche folglichSeh-
nen des gegebenen Kreifes oder Bogens feyn müden,
halbire diele Sehnen , und errichte ' auf ihrer Mitte die
Perpendikel DE , FG * , welche fich in einem Punkt!
O ichneiden muffen . Diefer Punkt O ift der gefuclite

* I0 - Mittelpunkt *

Z a f a t z I . Mirtelft derfelben Conftruction Ifi
fich

1) ein Kreis bilden , der durch drey gegebeneP* 1̂
A %ß , C, oder durch zwey gegebene Punkte A, ß

[weiches letztere eine unbeltimmte Aufgabe iftiM
Unendlich viel Auflö'fungen zuläfst , indem jeder Pm"
im Perpendikel DE der Mittelpunkt eines fol*J
Kreifes , der durch die Punkte A und B geht >^

*̂ t ^ 3 kann *]

2) Wenn ein Kreislogen gegeben iß , der gsttn W
wozu er gekört , vollenden ; und

3) ein Kreis einem gegebenen Dreyeck ABC uiitfi1̂
h « t d. h. fo bilden , dafs die Kreislinie durch die drey
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Winklpunkte des gegebenenDreyecks geht *. [ Ifl: in * E- 9-

■diefer letztern Aufgabe das gegebne Dreyeck bey B

mkwinklig, fo ifl: ABG ein Halbkreis * , und folglicli yij -Z.::.

jiegt dann der Mittelpunkt O des umfchriebenen Krei-

{tsm̂ erHypoteniife AC . Ift dasDreyeck bey Bjlumpf-

uinklig, fo fleht es in einem Kreisabfcbnitt , der klei¬

ner als der Halbkreis ifl: *„ und fo fallt alsdann der *23'Z-3-

Mittelpunkt O außerhalb des ÜKeyecks. Hat endlich

das Dreyeck lauter fpitze Winkel , fo lieht jeder die - F. 107.

fer Winkel in einem Kreisabfcbnitt , der gröfser als der

Halbkreis ifl: * , und der folglich den Mittelpunkt um - *sj . Z.j.

fchliefst. Der Mittelpunkt liegt dann alfo in dem

Tlieil, der allen drey Kreisabfchnitten gemein ifl,

i i, im Dreyeck ABC . ]

[Zufatz II . Liegen die drey gegebnen Punkte F. 101.

A, B, C , durch die ein Kreis gehn foll , fo , dafs die

Perpendikel DE , FGfich in einer zu weiten Entfernung

fclineiden, als dafs man den Halbmeffer bequem faflen

könnte, fo kann man durch folgende Metboden noch

mkrtn Punkte in der KreisUtile, welche durch A , B\

mdC geht, einzeln finden. Verbinde die drey gegebe¬

nen funkte durch grade Linien , ziehe durch einen

öerfelbenC , unter beliebigen Winkeln mitCB , grade

Linien CD , CE etc . , und unter denfelben Winkeln

mit AB, nach derfelben Seite zu , grade Linien durch

Punkt A * , fo liegen die Durchfcbnittspunkte D , * a , 4.

E«c. in der Kreislinie durch A , B , C . Denn die

WinkelB , D , E ; iind insgefammt gleich , ündjfie urn-

fpannenalle die Sehne AC, . daher,ihre Spitzen in dem

R"isbogen durch A , B , C liegen .*•' — Oder .man f »6.
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ziehe durch C , unter Winkeln gleich BAC , dem
kleinften der bcyden die an AB anliegen , mekte
grade Linien , CG , CH u . f. , und fchneide mitCBsli

. Hnlbmeffer , von A , G etc . aus , Punkte G, Hetc
unter lpitzen Winkeln ab , fo liegen diefe Punkteip.
der Kreislinie , die durch A , B , C geht . Denn dl
die Winkel BAC , ACG , GCH etc . in dem gefucta
Kreife gleiche Winkel am Umfange find ; fo umfafffl

* 7. fie gleiche Sehnen CB , AG , GH *., und da übetda
die Sehnen CG , CH näher nach dem Mittelpunkte 11

* 8- liegen , müffen iie zunehmen * , folglich AGC, GHC
* I. 14- kleine ftumpfe Winkel feyn *, daher G , H etc. nott

wendig in der Kreislinie durch A , B , C liegen,]

[aufgäbe 13 .]

Um einen gegebenen Mittelpunkt eincnRnh "'»
Ußfchreibeu , der eine gegebene grade Linie okr^
gegebenen Kreis ', berührt.

F« los . Fälle vom Mittelpunkt C ein Perpendikel d
die gegebene Linie Hl , fo berührt der Kreis , welcbtt
mit diefem Perpendikel befchrieben ift , jdie gegs*

* 12. ne Linie *.

Tiif. II. 2. Ziehe durch beyde Mittelpunkte eine g'A
F'g- 49- Linie AB, fo durchfchneidet diefe den gegebenen ^ «1

in zwey Punkten [ , H und Kreife mit AI od« ^
* 16, als Halbmeffer befchrieben , berühren den erftern

F. ios . Zufatz T. Ifi blas der Mittelpunkt C des 0
gegeben, der die Linie AB berührt , und man ftteht4 li
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BSmiffer und den Berührungspunkt , fo ziehe man nach

einem beliebigen Punkt A in der gegebenen Linie

die grade Linie CA , halbire fieinO , und befchreibe

mit OA um 0 einen Bogen . Wo diefer die AB durch-

jchneidet, da ift der gefuchte Berührungspunkt B, und

lieht man CB , fo ift dieles der gefuchte Halbmeffer.

Denn ABC ift als W"inkel im Halbkreis ein rechter * , 23-Z.s.

mithin BA ein Perpendikel auf dem Halbmeffer CB

in deflen Endpunkte , allo eine Tangente *. * i «.

Z u f a t z II , Sucht mm einen Kreis der die grade

Linie AD im Punkte D berühret , und zugleich durch einen

gegebenen Punkt E geht , fo ziehe man DE , halbire diefe

Linie im Punkte F , und errichte auf ihr in diefem

Funkte, fo auch auf AD im Punkte D , Perpendikel,

Wo beyde Perpendikel lieh durchfehneiden , ift der

Mittelpunkt des gefuchten Kreifes *. * 19;

Grade fo findet man den Mittelpunkt eines Krei¬

fes. der durch einen gegebenen Punkt geht , und ei¬

nen andern Kreis in einem gegebnen Punkte berührt.

2 n f a 11. III . Um einen Kreis vu finden der zwey ge- Taf. IT,

pbene Kreife berührt , befchreibe man mit einem will-

kührlichen Halbmeffer um den Mittelpunkt A des ei¬

nen Kreifes einen Kreisbogen , und um den Mittel¬

punkt B des zweyten der gegebnen Kreife ebenfalls
einen Bogen , mit einem Halbmeffer , der vom evftem

Um den Unterfchied der Halbmeffer der beyden gegeb¬

nen Kreife verlchieden ift . Wo beyde Bogen lieh

fchneiden , ift der Mittelpunkt des gefachten beruh¬

enden Kreifes . Denn die graden Linien welche von
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(liefern Durchfchnittspunkte , die eine durch A, die an¬
dre durch B bis an die Kreislinien ; gezogen werden,
find alsdann gleich lang , und ein Kreis mit diefenLi¬
nien als Halbmeffer um den ' gefundnen Durchfchnitts-
punkt befchrieben , berührt fowohl den einen als den
andern Kreis , weil die Punkte , worin er mit ihnen
2-ufammen trifft , in der graden Linie durch dieMittel-

*i6,f .s, punkte liegen *.
Soll der Mittelpunkt des berührenden Kreifes mit da

Mittelpunkten A y B , der beyden andern in grader Im
liegen , fo ziehe man durch die Mittelpunkte A,B der ge¬
gebnen Kreife eine grade Linie , welche die Kreifek
den Funkten Di, I ., F , H fchneide . In je zweydie-
fer Punkte aus verfchiedenen Kreislinien kann die Be¬
rührung gefchehn . Den Abftand dieler beyden Punk¬
te halbire man , fo erhält man den Mittelpunkt des
dritten Kreifes , der die gegebnen,in diefen Punkten

* 16, berührt *.

Soll der dritte Kreis den Kreis um A in einem aiiim
gegebnen Punkte berühren , fo ziehe durch diefen Punkt
einen Durchmeffer , und befchreibe um B , mit einem
Halbmeffer der vom Halbmeffer des Kreifes am A, um
den Unterfchied der Halbmeffer der beyden ' gegebnen
Kreife verfchieden ift , einen Kreisbogen ; fo ift..i"
Duichfchnitt diefes Bogens mit jenem Durchmeuetfd«
Mittelpunkt des gefuchten berührenden 'Kreifes.

AUFGABE I ^ ,

T, in. Durch einen:'gegebnen Punkt A eine Tanger'
*' 102, etn einen gegebnen Kreis zu zieht.
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1, Liegt der gegebne Punkt A' auf der Kreislinie,
fo liehe den Halbmeffer CA ' , und errichte auf ihn

in feinem Endpunkte die fenkrechte Linie IH , fo ift,

IH die gefachte Tangente *. * Is<

2. Liegt der gegebne Punkt A außerhalb des Krei"

[es, fo ziehe nach ihm aus dem Mittelpunkte eine gra¬

de Linie CA , fheile diefe in zwey gleiche * Theile im

Punkte 0 , und befchreibe um diefen mit dem Halb-

meffer OC einen Kreis , der , \v,eil er durch den Mit¬

telpunkt und einen Punkt aufseriialb des um C be-

frhriebnen Kreifes geht , diefen durclifchneiden ] mufs *, *.E.i2./3

und zwar in zwey Punkten B, D, welche zu entgegen-
gefetzten Seiten der Linie CA liegen , und von dem

Durcbfchnittsjpnnkte £ derfelben mit der Kreislinie , fo

such vom Punkte A , gieichweit abftehn *. Zieht man ♦ 1?-

AB, AD, fo ift jede beyder Linien die gefuchte Tan¬

gente. — Denn zieht man die (Halbmeffer CB , CD .',

fo find die Winkel ABC , ADC , Winkel im Halb-

kreife, alfo rechte ; folglich n.ehn AB , AD auf den

Halbmeffern CB , CD in ihren Endpunkten fenkrecht,

find alfo Tangenten am gegebnen Kreife *. * 1$ f 4

Zufatz . Um an einem Kreife mit einer gegebnen

Sehne parallel eine Tangente m zieh« , falle man vom

Mittelpunkte auf die Sehne un Perpendikel , und zie¬

he an dem Punkte , wo diefes den Kreis durchfehnei-

det eine Tangente , fo läuft diefe mit der gegebnen

Sehne parallel *. 'I . Bf,

[a U F G A E E I5 .]

In einem gegebnen Kreife eine Sehne cinzutra- j, l0„
gm\ wäofo einer gegebnen Linie MN{kleiner als der
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Durclimejjer) ?Jei;h iß , and i ) durch einen gegckm
Punkt P geht, oder2) einer gegebnen gradtn Lim
Q parallel läuft.

Man befchreibe aus einem beliebigen Punkte Ain
der Kreislinie , mit der gegebnen Linie MN als Halb-

. iriefler einen Kreisbogen , welcher den erftern Kreis
in B durchfchneide , und ziehe AB , fo ift AB eine

Sehne des gegebnen Kreifes , von der verlangten Gröfst
MN . Ziest man auf die Mitte diefer Sehne , aus dem

Mittelpunkte , die grade Linie CD , und befchreibt mit
ihr als Kalbmeffer um C einen Kreis , fo berührt die¬
fer die grade Linie AB , welche auf dem Halbmeflerin

*9f.i;is . deffen Endpunkte fenkrech fieht *.

1. An diefem Kreife ziehe man vom gegebnen
•A , 14. Punkte P aus eine Tangente PE *, fo ift das Stück die¬

fer berührenden Linie , welches innerhalb des elftem

Kreifes liegt , d. h . FG , die ,verlangte Sehne.

2 . Vom Mittelpunkte fälle man auf die geĝ "1
Linie Q ein Perpendikel , und liehe durch den Pnn»t
H , wo diefes den iweyten Kreis berührt , an cteü"-

•A . 14. Kreife eine Tangente * , fo ift das Stück IK diel"
Tangente , welches innerhalb jenes Kreifes liegt)
verlangte Sehne.

Denn als Tangenten an dem Innern Kreife,
beyde Sehnen FG , IK auf den Halbmeflern CE, CH

* Ie . lenkrecht * , find alfo beyde vom Mittelpunkte um den
Halbmefler CD , folglich eben fo weit als die Sehne AB

entfernt , mithin diefer Sehne , und der gegebnen Li-
, ? nie MN, gleich * Die erftere geht aber durch den
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Punkt P , die letztere ift zugleich mit Q au'fCH fenk-

recht, alfo mit Q parallel *: * I,

. Sowohl für die erfte als für die andre Aufgabe

giebt es in jedem Kreife zwey Sehnen , auf entgegen«

gefetaten Seiten des Mittelpunkts , welche ihr genüge

tkn.

Zufatz , Mitteilt diefer Auflö 'fürrg ift man auch

im Stande folgendes 'zu bewerkstelligen : 1, V99 •« »« »•**. 104.

pgebnen Pnnkte P aufserkalb eines Kreifes , nack dem Krei.

fe awey grade Linien fo zu zickn , daß ße zwifchen ßck

Bogen£F , GH abjebneideu , welche zufammengenommen

den Bogen zwifchen den Schenkeln eines ander » Winkels ,

deßia Spitze 0 außer dem Kreife liegt , gleich find.

. Man ziehe nemlich nach dem eben gelehrten Ver¬

fahren, vom Punkte P aus die graden Linien PE , PF

fo, dafs die Sehnen FH , EG , welche die Kreisli¬

nie auf ihnen abfehneidet , den Sehnen AC, . BD auf

den Schenkeln des Winkels O gleich find . Es

gehören alsdann zu jenen und zu dielen Sehnen glei¬

che Bogen , deren Unterfchiede , d. h. die Bogen Aß

rj- CD, und .EF -f- GH auch gleich feyn .müfl 'en.

2. Von einem gegebnen Punkte 0 in der Verlängerung

eher Seiute AC an , eine grade Linie fo zu -ziebn , dafs

die Bugen zwifchen ihm und diefer Sehne , einem ge-

pbntn Bogen AE gleich find . Ziehe zwifchen den

gegebnen Punkten C und E die Sehne CE , und eine

zweyte Sehne BD fo , dafs fie verlängert durch den

gegebnen Punkt O. gehe , und der erftern CE gleich

% *j fo ift diefes die gefachte grade Linie , Denn ^

*'egea Gleichheit der Sehnen lind die Bögen CA -f- AE,
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und DC -j- CA + AB gleich , mithin ' die Bogen AE
*Gr.2.j3_ DC + BA *

Anmerkung . Aufgabe und Zufotz entlehne' ich, doch
- mit verkürzten Be'weifcn aus Gregor von St»Yincenz,■ :. ....d; Vf

AUFGABE l6.

t \ ioy. I7efc<?p eine gegebne grade Linie AB einen Kreis-
abfehnitt zu beßhreibeii , welcher einen gegebnen Win¬
kel Cfafit , (d, h wo jeder in diefem Kreisabfchit

£ • 7- eingefchneime Winkel, dem Winkel C gleich ifl *.)
Man verlängere die gegebne Linie AB , und üfc

, de am ; Punkte B und der Verlängerung BD , einen
Winkel BBE , dein gegebnen Winkel C gleich. Auf
dem 'Schenkel BE errichte man im Punkte ß ein Per-
jjendikel , fo auch auf der gegebenen Linie AB in deren
Mitte , und befchreibe aus dem Durchfchnittspunkt
O beyder Perpendikel als Mittelpunkt , mit OB als
Haibmeller einen Kreis , fo erhält man den gefuchferi
Kreisabfclmitt AMB. v

Denn BE ift , als ein Perpendikelj auf dem Halb-
meffer OB in deffen Endpunkt B,. eine Tangente dts

* 12. Kreifes im Punkte B * , und wird im Berührungpunk¬
te von 5 der Sehne AB durch'fchnittcn . Folglich hat der
Winkel ABF , mithin auch deffen Scheitelwinkel DBE>

* „? 7 .u feinem Maafse den halben Bogen BKA *, und ift
jedem Winkel im Kreisabfchnitte AMB , der zur 'ent-

* 3j_ ft gegengeletzten Seite der Sehne liegt , gleich . Nun iö
aber DßE der Conflruction gemäfs dem gegebnen Win¬
kel C gleich ; alfo der Kreis abfcljnitt AMD derGeuKh-
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te, irtdem er über der Linie AB fleht , und den Win¬
kel,C fafst.

[Anmerkung , Wäre der gegebne Winkel C ein rechter,
b fiele das Perpendikel BO mit der Sehne AB zufummen , und
ss gäbe keinen Durchfchnittspunkt , O. Dann aber willen wir
ohnedem daß der gefliehte Kreisabschnitt , der über AB befchrie-
kne Halbkreis ift. Mahrere :Aufgäben , welche diele begründet,
erwähnt Lehrfatz 26. Folg . • Um in einem gegebnen Krerfe
einenAbfchfiitt zu bilden welcher einen gegebnen Winkel fafst-,
verfährt man grade auf diefelbe Art , ]

[Eine andere Auflösung . Errichte auf dem
einen Schenkel CG des gegebnen Winkels C, im Schei¬
telpunkte, ein Perpendikel CI , und ziehe an den End¬
punktenA , B der gegebnen Linie , unter dem Win-
kelICH, iwey Linien AO , BO , und zwar , wenn
der gegebne Winkel flumpf ift , unterhalb , "wenn er
fpitiift , oberhalb der Linie AB. Ein Kreisbogen , um
ihren Durchfchnittspunkt O befehrieben , bildet den
■verlangten Kreisabfchnitt AMB.

Denn der Winkel O am Mittelpunkte ift: nach der \ -

Confttuction gleich 2R — 2ICH *. Folglich ift im * I, jr.
weyteh Fall jeder Winkel im Kreisabfchnitt AMB halb

fo greis * , d. h. gleich R.~ ICH, ' und alfo dem ge - * 23.
gebnert Winkel C gleich . Im crftenFall ift jeder Win¬
kel im Kreisabfchnitt AMB der halben Ergänzung die-
fcs Winkels zu vier rechten , d. h, R -f ICH , .alfo auch

<k<n gegebnen Winkel C gleich ,]

[Z u f a t z . Es find drey Punkte A , B , C gegeben, die F. loff»

/" % e», dafs der Mittelpunkt des Kreifes der durch fie
zu weit abliegt , als dafs man Um nach Aufgabe 14

\ -
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darüelhn konnte ; aus einem derselben A , eine gradeIii«
zu ziebn , welche nach dem Mittelpunkte diefis Kreiftsu
läuft.

Verbinde die drey Punkte durch grade Linien,
und ziehe durch A die grade Linie AD , unter einem
Winkel BAD , welcher dem Winkel an dem gegenübet:
liegenden Punkte C gleich ift ; fo ift ein Perpendikt!
auf Aß - im Punkte A , die gefliehte Linie . — Den
der Winkel C ift in dem erwähnten Kreife ein Winki

am Umfange , der den halben Bogen AB zum Maafsk
Diefer ift folglich auch das Maafs des Winkels BAD,
mithin mufs , da BA eine Sehne ift , AD eine Tangen.

* 44. Z. te 'des Kreifes im Punkte , A feyn * , alfo das P»
pendikel AM nach dem Mittelpunkte des Krsifti

» laufen *. ]

[aufgäbe 17 .]

Ein DrcyeckyWekhes mit einemgegebnenD njd
F. X07. PQ.R gleichwinklig ift, 1) in einen gegebenen Knit

einzufchreibeu, und 2) um einen gegebenen Knis'»
umfehreiben.

I . Nach dem Punkte A der Kreislinie , welcher
einer der Winkelpunkte des einzufchreibenden Drey*
ecks werden foil , ziehe den Halbmefler OA , und til¬
ge den Winkel Q zweymal neben einander am Punto

•Aufg4 O diefer Linie *. Durchfchneidet der dritte Schenkel
den Kreis ; in B , fo ziehe AB und mache den Wink'
ABC gleich P , fo ift , wenn man AC zieht , ABC das
verlangte Dreyeck (, welches mit dem gegebenen PQ"

gleicli-
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gleichwinklig ift . Denn der Winkel C ift gleich der
Hälfte des Winkels AOB * , (folglich gleich Q. Da * a*.
auchB gleich P .ift , fo müffen die dritten Winkel R,
Aebenfalls' gleich * , alfo feeyde Dreyecke unter ein - f. |
ander gleichwinklig feyn.

14,

Eine andere Auflöfung . Ziehe durch A eine
TangentejGH an dem gegebnen Kreife * , und mache a.
hwPunkte A den Winkel GAC gleich P , den Win - '
kel HAB gleich Q , und ziehe BC , fo ift ABC das ge..
fliehte Dreyeck . Denn die Winkel , welche die Tan¬
gente mit den beyden Sehnen , die durch den Berüh-
mngspunkt gehn , bildet , find den Winkeln in den

tntgegengefetzt liegenden Abfchnitten gleich * , alfo * aj.
B= GAC = P und C = HAB = Q , und folglich Ift
ms iogefehriebeue Dreyeck ABC mit dem gegebenen
PQk leichwinklig.

2. Verlängere eine Seite PQ des gegebenen Drey.
«ks , und mache DOE == RQS und DOF = RPT.
DurchD, E und F ziehe man Tangenten an dem ge-
8ebnen Kreife , fo bilden diefe das gefachte Dreyeck
ABC, welches dem Kreife umfchrieben , und mit dem
{̂ ebenen PQR gleichwinklig - ift . — Denn da bey
^ E; F rechte Winkel find , fo find die einander
Jegenüberftehenden Winkel in den Vierecken BDOE
Jnd ADOF in jedem zufammengenomrnen zwey rech¬
te Winkel gleich *. Folglich B gleich dem Neben - * j «
»inkelr. von RQS , d. h . gleich Q , und A gleich dem
Nebenwinkel von RPT , d. h . gleich P. Mithin ift

O
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das umfchriebene mit dem gegebenen Dreyeck gleitb

winklig.

AUFGABE 18.

Einen Kreis, i ) in ein gegebnes Dreyeck Alt

^ einzufehreiben} 2 ) um ein gegebnes Dreyeckz»«*
felireiben.

F. ioS- I# Tbeile zwey der Winkel des Dreyecks , A,{,

durch die graden Linien AO , BO , welche fichttf

» I. 34. nein Punkte O fchneiden mülien * , in zwey gl«*
Tbeile ; fälle Vom Punkte . O auf eine der Seiten du

Dreyecks ein Perpendikel OD , und befebreibe mit OH

als Halbniefler , um O als Mittelpunk , einen Kreis;

fo ift diefer der gefuchte , in dem Dreyeck ABC««■

gefcbriebene Kreis.

Der fo gefundene Punkt Ö fleht nemlicli von all«

Seiten des gegebnen Dreyecks gleich weit ab, .Indem

die Perpendikel auf die Seiten des Dreyecks , OD,OE

und io auch OD , OF , gleich find , Denn fie findfo

tbeten in rechtwinkligen Dreyecken ODB , OEß^

ODA , OFA , wovon die erften , fo wie die letiMi

fich wegen Gleichheit der iiypothenufen und einesi«

•I.ig.f.a fpitzen Winkel , decken *. Die drey Fufspunkte k

Perpendikel , D , E , F liegen alfo im Umfange«

Kreislinie , welche um O mit dem Halbniefler OD&«■

*E. 2. y, febrieben ift *. Diefe ^Kreislinie berührt folglich&

* I3_ drey Seiten des Dreyecks ABC * , und ift dato»

* E. 16. dem gegebenen Dreyeck eingeschrieben *«

2. Die Methode einen Kreis um ein gegeben«

Dreyeck *u befchreiben , fleht in Aufgab « 12,
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[Züfatz I . Zieht man nöcliCO , fo decken ficll
such die beyden rechtwinkligen Dreyeeke COE . COF,
daher die Linie CO den Winkel C ebenfalls halbirt»
Folglich dürchfckniiden / Ich die graden Linien , welche die
Winke! eines Dreyecks balbiren , alle drey in einem Punkte^
und iwar in dem Punkte , welcher Von allen - drey Sei¬
ten gleicii weit entfernt rö , iu >d deshalb einemi Kreiß
in dc:n Dreyeck eingefebrieben xoit\d s zum Mittelpunkte
ifiiw. Diele Linien z^rtheiien das ganze Dreyeck in
drey kleinere Dreyecke , wovon ein jedes über eine
Seite des Gröfsem als Grundlinie fleht , und worin die
Perpendikel aus den Spitzen auf die Grundlinien g,leielt
find.']

[Zufatz Wi Die Seiten des Dreyecks werden
durch diefe Perpendikel fb zerfchnitten , dafs I) an je¬
demWinkelßunliie gleiche Stücke anliegen , und 2 ) jedes
abgefebriittene Stück fammt der gegenüberliegenden Seite t
dtm halben Umfang des Dreyecks gleich iß . Das erltere
folgt aus der bewiesenen Deckung der kleinen recht*
Winkligen Dreyecke , und hieraus wiederum die zweyte
Behauptung, Denn bezeichnet man dgn halben Umfang
des Dreyecks mit S , fo ift S = AD -f BE -f GF , und
"tot man in diefem Ausdruck der Folge nach , ftät{

ĉt darin vorkommenden Linien , das Stück an dem*
felben Durchfchnittspunkt ^ welches ihr gleich ift,
fo erhält man für den . kalben Umfing S eines Dreyecks)
Agende Ausdrücke i

Ö %
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S = AD 4 - BE + EC = AD +- BC = AF + BC
s =  AF 4 - BE + CF = BE + AC = BD + AC

S = AD + BD + CF = CF + AB = CE + AB

Und davaus lauen lieh umgekehrt wieder Ausdruck!
für die GrÖfse der abgefchnittenen Stücke ableiten,

welche uns in der Folge von Nutzen feyn werden.
AD = AF = S — BC
BE — BD = S — AC
CF ss CE = S — AB.

• [Zu f atz III . Vergleicht man die Lage des Ii«
betrachteten Durchfchnittspunkts (O) dreyer grader Li

nien , welche die Winkel eines Dreyecks kdlbirea, mit da

Lage des gemeinfchaftlicher * Durchfchnittspunkts [Q

dreyer Perpendikel , welche auf der Mitte jeder der dar
Seiten eines Dreyecks errichtet find * , oder was4»
felbe fagt , die Lage der Mittelpunkte des dem D«fsä

tingefchriebenen , und des umfehriebnen Kreifes; i
dielen drittens den Punkt ( P) , worin die PerpendM

welche aus den Wirekelpunkten eines Dreyecks
gegenüberftehende Seiten gefällt lind , alle dreyÖ

durchfehneiden * , und viertens den Punkt (S) , woffl
wie wir in den folgen den Bücliernfehn werden , die&tf

graden Linien , die aus den Winkelpunkten nach&

Punkten in der Mitte der gegenüberftehenden Sei»«

gezogen werden , fich durchfehneiden , ( den Seht*

punkt des Dreyecks ) ; fo erhält man folgende intens-

fanten Sätze , i ) Im gleichfchenkligen Dreyeck !>.; ">
vier Punkte in einer graden Linie , und zwar im Piff*

dikel , welches aus der Spitze des Dreyecks auf die Grtd
link gefällt wird. Denn diefes Perpendikel halbirtJ»'

/
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rleich den Winkel an der Spitze und die gegenüber-

ftehende Grundlinie *. 2) Im gl et c hfettigen Drey.
ick fallen diefe Punkte alle vier in einem Punkt zufammen.

Denn jedes Perpendikel , weiches aus einem Winkel¬

punkte auf die gegenüberftehende Seite gefällt wird,

hslbirt im gleichzeitigen Dreyeck diefe Seite und den

Winkel an der Spitze *. 'U7 Ut

3) Iii keinem angleichfeitigen Dreyeck liegen diefe Punk¬

te alle vier in grader Linie. Denn fonft müfste eins der

Perpendikel, welche "aus den Winkelpunkten auf die
gegenüberftehenden Seiten gefällt werden , zugleich

diefe Seite und den Winkel an der Spitze halbiren y

didas Dreyeck denn nothwendig gleichfchenklig wäre.

i ) Der erfte 0 , und der vierte S , diefer Durch-

[rbmttspimkte(der Mittelpunkt des eingefchriebneri
Kreifes, und der Schwerpunkt ) liegen ley jedem Drey.

<£« innerhalb dejfelben; der zxveyte, C , und dritte , P>

*ber(der Mittelpunkt des umfehriebenen Kreifes , und

öer Durchfchnittspunkt der Perpendikel aus den Spi-

titn) hegen in fpiizmnkligen Dreyecken innerhalb , in

flmuffwinkligen attfserhalh des Drey eckt* und in recktwink - "K.ii .Z

Hm%jener auf der Hypotenufe , diefer in der Spitze zaAz
^stecljten Winkels . ]

Anmerkung . Ueber die Lage diefer vier merkwürdigen
Paukte bey jedemDreyecft, hat L, Eulereine intereffante algebrai-
tteUntcrfuchung angefteHc, (Solutio facilis problematum quo-
witimtigeometricorum dißitillimorum in den Nov. Comment
Ac>Sc. Petropol. ad. A. 1765) in welcher er den fehr netten
S«zdanliut, dafi in jedem Dreyeck drey diefer Punkte , nemlicb
c'>PundS in grader Linie liegen, und zwar fo, dafs immer S

WehenC*und P liegt , und PS das Doppelte von CS , odet
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PS — t . CS ift j wie man. diefes auch in unterer Egiic Wik-
nimmt. Hat man alio zwey diefer Punkte^ fo findet man den drit¬
tel) durch eine fem- leichte Conffruction. Auch lehrt Eulain
diefer Abhandlung;, wie man, wenn die .drey Punkte 0 , P,S
gegeben find, aus der Lage diefer drey Punkte das DreyeäS
ABC finden kann , welches von der Äüfiöiung einer Ciibifctai
Gleichung abhängt, deren drey Wurzeln die Zahlausdrücke fit
di° Seiten diefes Dreyecks find,

. f- „, ..... ; <i,„ Iii

AUFGABE 19.

F, 109» J)as Verhalinijs zweyer grader Linien AK, CD,
"Welche gegeben.find, in Zahlen auszudrücken, tk
das Zxhlu erhalt nifs diefer Linien zu finden, •

Trage auf ! ie gröfsere Linie AB , die kleinere CD

*¥o«3 « fö 0ft ftetig nebeneinander , als es"angeht * , wir wol¬
len fe tzen zweymai . Wird jene durch diefe nichtf-
nau gemeffen , fo bleibt ein Stück BE, kleiner aisCD,
übrig.

Trage ferner auf CD diefen Reft BE wieder fix*
ftetig nebeneinander , als ' es angeht , in ünferm Fall
einmal , da denn aufs neue ein Reft DF bleibf, äs
kleiner als BE ift,

Trage diefen zweyten Reft DF wieder änf denK'
ften BE fo oft es angeht nebeneinander , in ■unfo»
Fall einmal , wobey der Reft BG bleibt.

Trage diefin dritten Reft BG wieder aufdenwsej-
ten DF fo oft es angeht nebeneinander , und fo fahf?
fort,

[ßey diefem Verfahren kömmt man nun enWed«

S-ulem auf einen Reft , der den, vorhergehenden &*
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wißt, oder man erreicht nie eine» filchen Reß , fo lange

man auch fortfahrt , welches letztere , wie wir irn

folgenden Buche feha werden , allerdings bey gewiffen

Linien der Fall ift.

Erßer Fall . Kömmt man endlich auf einen Reß

dir den vorhergehenden genau mifst , und folglich in ihm

»ach irgend einer ganzen Zahl enthalten ift , fi iß die-,

ftr Sitzte Reß das gemeinfehaftliche Maajs der beyden ge-

Itbntn Linien / 3B , CD, Sieht man ihn als Einheit

an, fo laden fich alle vorhergehenden Refte , mithin.

AB, CD felbft , in Beziehung auf ihn als Zahlen aus.-

diikken , woraus fich denn das Zablverhältnifs der bey¬

den gegebnen Linien AB , CD findet . Und zwar ift

(liefer letzte Refb das grofste gemeinfehaftliche Maafi der

beyden gegebnen Linien , und daher ihr fo gefundnes

Zalüverliältnifs fogleich tu kle'wßen Zahlen (in Primzah¬

len unter fich) ausgedrückt .}

Denn gefetzt in unferm Beyfpiele fey BG jener

letzte Reft , welcher den vorhergehenden DF genau

mifst, und zwar fey . BG genau zweymal in FD enthal¬

ten, fo ift , wenn m,an BG zur Einheit nimmt , alfo

BG= ifetzt , FD = 2 ; ferner , da FD und BG zufam-

iDengenommen gleich EB find , ift EB = I , 2 + I = 3;

und da wieder EBund FD zufammengenommen gleich

CD find, ift CD = 1. 3 + 2 = 5 ? und da endlich

iwey CD und BE zufammengenommen gleich AB

fad , fo ift AB = 2 . 54 - 3 = 13« Folglich laffen

fcli alsdann die h«yden gegebnen Linien AB , CD , in

Ziehung auf BG als Einheit , durch die Zahlen 13

u"d £ ausdrücken ; in beyden ift BG nach ganzen Zah-
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len enthalten , in AB 13 mal , in CD 5 mal , und die¬
ler letzte Reft ift mithin für beyde gegebne Linien ek
gemeinfchaftliches Maafs.

Er ift aber auch ihr gröfstes gpueinfchaftlichesMuf,
Denn wer diefes leugnen wollte , müfte behaupten
irgend eine grade Linie M > BG könnte ein gemein,
fchaftliches Maafs der beyden gegebnen Linien ABml
CD feyn . Nun aber wird ein Theil der Linie AB,
nemlich AE , von CD gemeflen ( AE = 2 . CD) , folg¬
lich müfte auch der Untei -fchied von AB und AE, dl
EB , und da EB = C? ift , auch CR von der LinieM
gemeflen werden . Wird aber CD und zugleich das
Stück deifelben CF von M gemefl 'en , fo mufs noth-
wendig auch das zweyte Stück FD = EG von M ge¬
nießen werden , und da das wieder eben fo bef
EB und dem Stück EG der Fall ift , fo mufs auch&
Unterfchied GB von M genau gemeflen werden folg¬
lich M entweder gleich oder kleiner alsBG feyn , welches
der Vorausfetzung dafs M > BG fey widerfpriclil &
ift alfo -kein gröfseres gemeinfchaftliches Maafs bei¬
der Linien AB , CD möglich , als der fo gefunden'
letzte Reft BG, diefer mithin ihr gröfstes gemeinfcliaft-
liebes Maafs.

Aus diefem Beweife erhellet zugleich , 1) dufsj^
■LinieM^-coelche s,wey gegebne grade Linien AB , CDj* ä
mifst , auch ihr größtes gemeinfchaftliches Maafs 63 f
Hau mejfen miiffe, — 2) Dafs die beyden Zablausdf'A1
der gegebnen Linien AB , CD , welche auf diefe Art
gefunden werden ( 13 und 5) keinen gemeinfchaftli'
ehen Factor haben können , alfo Primzahlen unW7"*
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find, und das Verbähniß beyder Linien in kkinßen Zahlen

13: 5 ausdrücken.}

Diefes Zahlverhältnifs fagt aus , dafs die beyden

Linien grade fo wie diele beyden Zahlen aus einander

entftehn, und dafs folglich , wenn Aß in 13 gleiche

Theile getheilt wird , 5 folcher Theile die Linie CD
iusmachen. Nähme man daher nicht BG fondern AB

zur Lineareinheit , feite alfo AB = 1 , fo müfte CD

durch den Bruch -fw ausgedrückt werden , indem dann

CD5 folchen Theilen , wovon in der Lineareinheit

13 gleiche enthalten find, , gleich feyn würde . Und

feite man umgekehrt CD = I fo wäre , AB durch .die

Zahl'?3 ausludrücken.

\Zweyttr  Fall . Kömmt man auf keinen Refl der

d(« tiäclifl vorhergehenden genau mißt , man mag das

angegebne Verfahren fo weit fortfetzen als man nur

JJBmerwül, fo giebt es für die beyden gegebnen Linien

iß , CD kein getnehifchaftliches Maaß , d. h. keine Linie

-die felbft, oder deren noch fo kleine Theile , in bey-

denLinien zugleich genau enthalten wären , und beyde

lind alfo incommenfur abel \ wovon wir im • folgenden

Juche ein Beyfpiel an dem Verhältniffe zwlfchen der

Seite und der Diagonale eines Quadrats werden kennen

knien. Da alsdann beyde Linien fich nicht auf einer'

'eyEinheit beziehn , nicht durch einerley Einheit , oder

"och fo kleine Theile derfelben , fich ausdrücken laf-

hn ; fe giebt es kein Znhherhiiltnifs >wodurch ein folches

ncommetifurables Verhältnifs fich völlig ausdrücken ließe.

Vernachlälfigt man aber den letzten Reft und nimmt

^.B. , wenn BG in dem vorhergehenden Reft FD zwar
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nicht genau , tb *t doch beynahe zweymal entkliti

ift , an , es fey genau FD = 2 EG ; fo findet man ein
Zahlverhältnifs , welches von dem incommenfurablen

nur um wenig abweicht , und das {ich demfelben uqi
fo mehr nähert , je weiter man auf dem angegobntt

Weae fortgefchritten ift , und je weiter der vetna4

läiTigie Reft hinaus fällt ; fo dafs man in diefern Fall
vveni °;ftens ein Zahlverhältnifs findet , welches dem
Verhaltnifs der incommenfurablen Linien fo nalif

kömmt als man nur immer will , und das lieh demfel«

ben ohne alles Ende nähern läfst , wiewohl es daftibt

nie -erreichen , nie völlig erfchöpfen kann . ]

[Zufatz I . Diefer Satz begründet die Metkk

grade Linien unmittelbar zu fließen, und fich Murin
Vertia.ltr.ifs ziveyer grader Linien völlig ins Klare zu Wä¬

gen . Diefes ift man nur dann , wenn man weifs, M8
oft die eine Linie die andere , oder einen beftimmtM

Theil dcrfelben , in fich enthält , wenn man aifo da

Zahlverhältnifs beyder kennt , und um diefes zu ertor-
^jr -y '; *; Z ■ .
fchen mufs man die eine Linie mit der andern,

mit einem Theil derfelben , als Einheit vergleichst

grade darin befteht aber das Mcffeit. Diefes kann rsiS
entweder auf die Art , welche hier gelehrt ift , bewsfi-
ftelligen , indem man Reft auf Reft nebeneinanii1

trägt ; oder man hat einen Maafsßab d. h . eine gradef'
nie , welche nach irgend einer Lineareinheit und deren

Theilen , fo klein als man fie zur jedesmaligen Ab-
ficht nöthig hat , eingeteilt ift (z. ü . nach Zöllen uiw

Pegimal - und Centefimaltheilen des Zolls . ) Tragt» 811
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die gegebne zvl rneffende Linie auf den Maafsftab auf»
fo ficht man fogleich . wie viel diefer Lineareinheiren
und deren Theüe fie enthält , %. B. 8, 25 , erhält alfo
»nfdiefe Art mit grfjfster Leichtigkeit -den Zahlausdruck
dergegebnen Linie in Beziehung auf die angenemmne
Lineareinheit des .Maaijsftabs . Verfahrt man eben ib
mit der zweyten Linie , fo findet man auch ihren Zahl-
imsdruck in Beziehung auf ' diefelbe Lineareinheit»
j, E, 14,7? und dann ift | 3äs Zaherhähnlfs der beydea
gegebnen Linien 8»J5 : 14,75 oder 33 : 59 . ]

[Zufatx II . Gefetzt wir fehn die grö'fsere der
beyden gegebnen Linien AB , CD als Lineareinheit
an, fetzen alfp AB ==, 1 , fo ift der Zahkusdruck von

CD •
CD,d.h____ , ein achter Bruch , der in unferm Fall , wo

(lefjitB ' - r -

Aß die Linie CD zweymal und noch das Stück . EB in

fish' enthält , gleich ift , r ,^ P  , ■- = • 1 ■ ' indem
' s  2CD + i^B j2 + EB

_I _ =r „ J . .. , 1 ......- -!cö - - .^ ^
ä« Btüchwerth unverändert bleibt , wenn Zähler und

Nenner durch einerley Gröfse dividirt werden . Nun
aber war CD = EB - r FD V EB = FD -f .GB und FD

EB EB 1 FD ■
= 2 GB, alfo ift — == --- —- = - — 5 TT- =CD ^£B+ FD H -rD EB

ü^ mmm '■: EB ^ »

1 und — = | . . Dicfe W erthed«fD+ GB 14 -GB - FD ........* .
iöxqi:< i FD : • - '

roll;« nach in den kerfter-n Ausdruck'gefetzt, gebea
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1 I
CD = -- AB (oder CD == - • AB2 + 1 m 4- i

1 + I n -f i

l + i P+ j_
2 q

* wenn überhaupt AB = m . CD -f EB , CD = n . EB
-f FD , EB = p . FD 4 - GB und FD = q . Gß
fo dafs aifo auf diefem Wege die eine Linie in Bei
hung auf die andre als Einheit , durch einen Stuf«..
Bruch ausgedrückt wird , deffen Werth fich entwefa
aus den Lehre von der Addition und Diviüon der Brü¬
che in jedem Fall finden , oder durch eine allgemein!
algebraifche Formel darftellen , und nach ihr berech¬
nen lalst « Und zwar ift diefe Formel folgende CD=
( I 4 - pq ) . n ■+ q . , . • , ..- ■--- - > wie man leicht findet, wenn( l + pq ).(. l - f -nm + mq)
man den Werth des Bruchs StufFenweife vom unterteil
an , den Kegeln der Bruchrechnung gemäfs entwickelt,

, i pq + i I I qz . B. p -\ -- = -LLJ — , - = - = _ L_
q q p+ j_ pq+ i . pq -fi

q q
u . f. f. So berechnet ift der Werth unfersStufFenbruchii
CD = yj . AB, wie oben. Wenn bey zwey Linie«
lieh darthun liefse , dais diefer StufFenbruch, der die«'
ne in Beziehung auf die andre als Lineareinheit aus¬
drückt, , ins Unendliche fortliefe ; fo wäre dadurch)
dem zweyten Fall gemäfs , die IncommenfitrabiMt^
leyckn gegebnen Linien dargethan . Beyfpiele davon',
werden wir im folgenden finden.]
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Anmerkung . Schon Euklid lehrt durch die Methode des

trfttn Falls das große gemeinfchaftliche -Maafs zweyer grader Li¬
niencdet auch zwcyer Zahlen finden , edleres gleich zu Anfang
deszehnten Buchs, welches von der Incomtnenfurabilität autge-
itbmer Gröfsen handelt , (Satz -) letzteres an derjSpitze des el ften

feiner drey arithmetifchen Bücher (Buch VII. Satz 2) , wo über¬

haupt die|erften Sätze, den erften Sätzen des zehnten Buchs parallel
laufen, (und von denen Clavins meint , Euklid habe diefe Bücher
Mos zum Behuf des zehnten Buchs feinen Elementen einverleibt .)

Ferner zeigt er , dafs um driyer Linien (X. 4.J oder dreyer Zah,

In (VII.-3.) größtes gevieinfchaftlichesMaafs zn finden, man die-
fes zueilt für zwey derfelben , und dann aufs neue für ihr gefun¬
denes Maafs und für die dritte Linie oder Zahl fuehen müiTe-

Endlich beweift er auch , dafs wenn unter wueyttx Fall eintritt,
beyde Linien incommenfurabel feyn müffen ( X . 2 ) , und dafst
ran man die Methode auf zwey gegebne Zahlen überträgt , und.

min kömmt bey ihnen auf keinen Reft , gröfser als die Einheit,
der in dem nächfl vorhergehenden Reite genau aufgeht , bey
Wehen Zahlen etwas Aehnliches flatt findet ; indem fie dann

Primzahlen unter fich find , und keinen gröfsern gemeinfcnaftli-
ohtn Factor als die Einheit felbfl haben ( VII . 1.)

Die fernem Sätze Euklids , dafs commenfurable Gröfsen ßck
wie Zahlen, iucömmenfwable Gröfsen hingegen nicht wie Zahlen

H'ihrim , und dafs umgekehrt alle Gröfsen für die fich ein ge¬
naues Zahlverhältnifs finden läfst , incommenfurjibel (eyn müfTen,
(X- $-8, und VII. 4.J fir.d unmittelbare Folgerungen aus unferm
Beweife. Und aus diefen Sätzen fliefst wiederum , das zwty incom-

tttnßtrabk Gröfsen mit jeder dritten beyde zugleich eommenfura-
W oder incommenfurabel find , und eine mit ihnen commenfu-

nble Summe haben , und umgekehrt ; dafs hingegen , wenn von
WV commenfurablen Größen die eine mit einer dritten com?

inenfurabel ift , die andre mit ihr incommenfurabel feyn mufs,\
"n beyde mit ihrer Summe incommenfurabel find, und ura-

«ckchn ( X. U . ,7)
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Diefe Satze dienen Euklid jedoch nur zu einer Art von Eis.
ieitung in die Materie , welche den eisentliehen Gegenltmdit!
asbnten .Bucht ausmacht , nemlich in die Unterfuchung ii'm'fi
Abhängigkeit , weicht awifchen der Commtnfurabilität ml lua-
menfnrabilität von Rechtecken oder Quadraten und deren Stint
fiatt findet, Diefe Unterfuchung , die Euklid zur Theorie dtf
regulären Körper braucht , ftellt er zwar mit grofsem.Sclmfi«,
aber auf einem ganz geametrifchen Wege an , auf welchem fitIi
weitläufig und fchwierig wird , dafs man diefes'BuchmitW
für das fchwerfte in den Elementen hält , Und dafs Wslfb
hauptet „es fey fo dunkel , dafs ein Anfänger unmöglich das»(•
ringfte davon veiftehn könne ". Seitdem man in der neuem Sit
tkematik in den WürzeIgröfsen ein Mittel gefunden hat, not
menfurable Gröfsen arithmetifch darzuftellen , lind f;e als foge-
nannte Irrationalzahlen mit unter die Zahlbegriffe aufeunelnKH
ltehn uns weit einfachere und leichtere Methoden zu Getroth, dii,

was -wir von diefer Unterfuchung brauchen können , arithmetisch
zu entwickeln und zu erörtern , ohne dafs wir der gröfsen Menge
von Diftinctionen zwtfchen irrationalen Linien verfchiedner Art,

des Heers von Kunftwörtern welche diefe Materie bey EutlH
fcefonders erfchweren , und des zehnten Theils der Sätze die bey
Euklid vorkommer . , von Nöthen hätten ; eine Erleichterung die
befonders daher rührt , dafs .wir , liatt Rechtecke und Qiwi*
aus commenfurablen und incoitimenfurablen Linien , die Products

* I !l, "4» aus rationalen und irrationalen Zahlen betrachten *.
Euklid lehrtwie man zu jeder gegebnen Linie 13 vel-fchiedne;AP

ten von irrationalen Linien darfteilen kann , die er insgefimmtgea«-
er unterfucht , und mit befondern abfehfeckendeh Kunftwörtern bs
zeichnet , (z. B. nach Lorenz Uebeffetzungi Mediale, fliw»'*,
erfie Und z*iveyte BirneAiäle größere und kleinere Irrationale,Ap-
iowis, erfte und zweyte Mediälafotome , des Rationalen hni tö*
diäten Quadratfeite , die %mty Mediale Gebende etti QUttt ) , **
zeigt , wie aufser diefen 13, (die :fleh nach unfrerArt iasgeiä*
aus Rationalzahlen , Quadrat - Und Eiquadratwurzelii ausdrüefe«
Und züfammeüfetzen kffeii ) j.üosh unzählige , Änäre titiäsP*

An , 1.
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nien entftehn, die mit keiner unter jenen einerley find" (X. 116.)

(dienemlich auf Wurzeln vom 8ten , löten und fernem Graden

beruhen. Der letzte Satz in diefem Buche thut dies Incommenfu-

rubilität zwifchen der Seite und dein Durchmefrer eines Quadrats

dar. Itrationallinien (ein Ausdruck , den fchon Euklid hat) wel¬

che(ich auf Wurzeln von andern Graden als dem 2ten , 4ten t

Stenu, f. f. beziehii, (die man allo weder durch einmaliger noch

durch wiederholter Darflellung einer mittleren ProporrionalJiniej

foiidern nur durch Auffindung zweyer mittlerer Proportionallinien,

ü, f. f. , alfö nur auf Wegen , welche der Eleriientargeometrie

unzugänglich find * , findet, ) erwähnt Euklid mit keinem Wort , »I1Ij4Z

Seine Unterfuchung itt alfo fehr eingefcluänkt , ftatt dafs wir

durch die arithmetifehen Begriffe fie fogleich ganz allgemein füh¬

ren können, Ueberdem hat Euklids Vortrag noch das Unange»

nehme, dafs er , wie überhaupt die Alten , nur ganze Zahlen

tat , und unter feinen Zahlbegrifferi keinen für Brüche auf¬

nimmt, fo dafs wir feine Worte nicht in den uns geläufigem Sinn

nehmen dürfen (denn nach diefem fagten manche Sätze offenbare
Falfchheiten aus) , fondern erft in feine Begriffe von Zahlen über-

fezen muffen. Alles das trägt dazu bey , diefes Buch für uns

fiberflüffig und üngeniefsbar zu machen . Ueberhaupt iff die Ma¬
terie in der Geometrie nur für die Art , wie Euklid die Theoria

der regelmäßigen Körper behandelt , von Wichtigkeit ; was uns
davon unentbehrlich ilt , findet, man tlicils hier , theils in der

M»e diefes Werks . Üem allen ungeachtet , itt' folgendes Unheil

fik ungerecht, Welches der bekannte Peter Ramus in feinen

Scholüs Mathematieis (üb . 21. p. 352.) über diefe Arbeit Euklids
fälit: tl Matcriec deeimo lilro propojita , eo modo efi tradi-

'*1 «t in hnmtmis literis atque artibns fimilem olfcuritatem.

*»'J»4iB depvehenderim , okfairitattm dico , non ad intelli*

ffiiiumj quid praCcipiat Eiiklidei , — ~ fed tid pefjpicien - ,

huHfmitits et explorandum , qnis finis et tifiis fit operi propofi.

* <fdl« Theorie der' regulären Körper,J qtiae gener fpecies ,

üffftintiae fint verum Jubjectarmn , ( Euklid verweilt fich um«

Endlich dabey d,ie Yerfshiedenheit aller jener Irrstionailinun in*
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Klare zu fetzen) nihil tnim Hiiqiiam tarn confufnm vtl intim
Itgi vel audivi. Andere preifen es dagegen als ein Msilterftiidi
beharrlichen Tieffinns, und das mit Recht, gehört es «uch fti
uns nur zu den Blofsen Schauftücken, und zu den veraltet« Sät-
Zeuges im Zeughaufe der WhTenfehafr. . d. IJ.]

AUFGABE 20.

F. no. Weint zwey WinkelA , B gegeben find, ihr^
tneinfchaftliches Maafs, und daraus ihr Zahlvirkit-
tiifs zu finden.

Man befchreibe mit gleichem Halbmeffer um die

Scheitelpunkte beyder Winkel Kreisbogen CD, EF,fc
*2i . Z, find diefe das Maafs beyder Winkel * . Mit dielen

beyden Kreisbogen verfahre man fo , wie in der vori¬

gen Aufgabe mit den beyden graden Linien ; und das
ift immer möglich , da Kreisbogen -, die mit gleichem
Halbmeffer beichrieben lind , gehörig gelegt lieh de-

* i . cken , alfo ineinander fallen * , und lieh mitteilt ihrer

Sehnen einer auf dem andern ftetig nebeneinander legen

* 7. laden *. Auf diefe Art findet man fogleich das <w|<"

gemeinfihaftlicbe Maajs OD beyder Bogen , ivlrniufa
gieit , und ihr Verhältnifs in den kleinften Zahlen

* A. 14. ausgedrückt *. Diefes ift zugleich das Verhältnifs der
Fall 1. jjgy ^ gjj gegebenen Winkel A , B , die (ich ftets fi?

* 23. jene Bogen verhalten *. Der Winkel OAD , dellen

Schenkel das gemeinfehaftliche Maafs beyder Boge»

umfpannen , ift zugleich das grö'fste gemeinfchaftlich
Maafs diefer beyden Winkel.

Haben die beyden Bogen CD , EF , die man auf
diefe Art mit einander vergleicht , kein gemeinicliaft'1'

' : -:y ^ 'i -.---- , eJ)ö
1 -
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dies Maafs * , fofindfie , und die Winkel A , B de- * a ! 19.
ren Schenkel diefe Bogen vunfpannen , incommenfurä - Fal* 8*
bei, und dann giebt es kein Zaklverhältnifs , welches
Jem Verhältnifs diefer Bogen , und diefer Winkel vö'l.
lig entfprächc . Allein man findet dann , wie in der
torigen Aufgabe , ZahlverhältnilTe , die fich ihrem wah¬
ren(irrationalen ) Verhältnifle immer mehr und ohne
Glänze nähern , je weiter man das angegebene Verfah¬
ren fortgefetzt hat ; folglich ZahlverhältnilTe , die man,
»um Gebrauch ftatt des irrationalen Verhältnißes fetzen
•tünn, - . .

[Zufatz . Um den unmittelbaren Zahlausdruck eines
^ebenen Winkels in Theilen des rechten Winkels , als dem

feftgefetzten Maafse alle Winkel zu finden , braucht
man nur auf , diefe Art das gemeinfainme Maafs und
las Zahlverhältnifs zwifchen dem Bogen , der den ge¬
gebenen Winkel mifst , und der Kreislinie , oder dem
Quadranten, aufzuziehen . ' Gefetzt man findet fo das

Zahlverhältnifs des Bogens und der Kreislinie 325,
»IIb des Bogens und des Quadranten 3 : 5' , fo iii der
Winkel2j von vier rechten , oder §§ eines rechten
Kinkels, läfst fich alfo durch den Bruch ff ausdril¬

len , in fo fern wir den rechten Winkel zum allge¬
meinen Maafs , zur Einheit der Winkelgrö 'fsen , ms-
(lien. Oder nimmt man den neunzigften Theil des
'eiltenWinkels , d. h. einen Grad , und denen Sexage-
firaaltheile zum allgemeinen Maafs , oder zur Einheit
d« Winkel * , f0 läfst fich jenerBogen durch die Zahl "aa.Z.j.
55' 90 Grade == 187 + ;. | Grad = 187 ° 30' ausdrü-

P

I
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cken . Eben fo der Bogen den er umfpannt in Bogen,
graden . Dabey mufs man fich denken , der Winkelent¬
halt 187 Winkeleinheiten und 30 Sechzigtheile derfel-
ben , der Bogen i87iBogeneinheiren und 30 Seclnij.
theile derfelben ; ein Ausdruck welchem aifo imra«
das Zahlverhältnifs des Winkels zum rechten, und d«
Bogens zu Kreislinie , zum Grunde liegt , wie wir das

•is .Z.j»umftä'ndlich erläutert haben *.
Gefetzt der gegebene Bogen fey in dem Hill

greife tu (4) mal enthalten , rnefie ihn aber nicht ge¬
nau , fondern es bleibe ein Stück übrig , weiches in
dem Bogen B felbft n (2) mal enthalten fey , und ei¬
nen Reft laffe , der in dem vorigen Refte , p (3) mal
enthalten fey , fammt einem Bogenftück , welehei
wiederum von diefem Refte der qte (jte ) Theil fey;
fo ift nach dem Zufatz der vorigen Aufgabe, B=

1-- H. lbkr. = 0 + Pq) -n -fq 0
m+ l U + Pl) (i + mn+ mq)

n -J- i

^Hl1 +J . . aop̂ -^ - ü ^ - ifis 31-36".
10 - 25 250 25

Diefes artige Verfahren, Winkel lediglich mit Hälfek
Zirkels zu mejfen, trägt fchon Lagny in den McwiM
de /' Acad. des Sc. de Paris A . 1724. p, 250 vor.

Sät
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