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»ER KREIS . I47

[Unter der Vorausfetzung eines Verhaltens wie
Wey ganze Zahlen tu einander , ift .alfo ftets das Ver-
bältnifs folcher Bogen und folcher Winkel gleich , find
[unlieb Bogen md Winke! proportional *.] * V" s*

LEHRSATZ 22.

Wie auch zwey Winkel ACB , ACD ßch zu ein - £ig,6t.
mkr verhalten mögen , immer verhalten ßch auf die'

Art zwey Kreisbogen AB , ADt welche um ih¬
ren Scheitelpunkt mit gleichem Halbnicfj 'er befchrieben
md von ihren Schenkeln mnfpannt werden.

Man lege den kleinern Winkel ACD fo auf den
pöfsetn, dafs ihre Scheitel , der Schenkel CA , Und
ihre Kreisbogen zufammenfallen * . Wenn nun die * 1.
im Lehrfatz ausgefagte Proportion , d. h , Gleichheit
ler Verhältniffe , in irgend einem Fall nicht ftatt fän-
ät, fo müfte dann der Winkel ACB zum Winkel ACD
lieh wie der Bogen AB zu einem Bogen AO , der großer
oderkleiner als AD ift , verhalten * , alfo folgende *V.3, «,
Proportion richtig feyn

LACB : Z_ ACD = bog . AB : bog . AO
Der Bogen AO fey erflens großer als AD , fo kann

man(ich AD in lauter gleiche Theile getheilt denken,
"eiche kleiner als derUnterfchied beyder Bogen , DO,
find*, [ z . B. in n, ] da denn , wenn man diefe Theile ' Aufg.j; • Z 3
weiter nach O zu aufträgt , zwifchen D und O wenig¬
es ein Theilpunkt 1 fallen mufs . «.ieht man nun
den HalbmefTer CI , fo find ACD , ACI zwey Winkel

Mittelpunkte , deren Bogen AD , AI ikh wie zwey
K 2
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ganze Zahlen ' [ n und n zu einander verhalten;

folglich ift dann kraft des vorhergehenden Zuika

L_ ACB : l _ ACI — bog . AB : bog- AI

Die Vorderglieder in den Verhältniflen diefer Propoi

tion find mit den Vordergliedern in der erften Propoi

tion einerley ; folglich muffen die Hinterglieder pi»

portional feyn , alio

L. ACD : L ACI = bog . AO : bog AI

[indem , wenn der Winkel ACB die Winkel ACH,

ACI,grade fo mifst , wie der Bogen AB dießogeriAO,

AI , auch zwifchen diefen Winkeln , und Bogen » •

*V. 3. e. ley Xahlverhältnifs ftatt finden muß * .]

Nun aber ift der Bogen AO gröfser als AI,

lieh müfste auch kraft der letztern Proportion

Winkel ACD grö'fser als der Winkel ACI feyn,

der Theil gröfser als das Ganze , welches ungerwl

¥V. 3.J ift * . Alfo ift es unmöglich dafs der WinkelACBfia
zum Winkel ACD , wie der Bogen AB zu eineuifitj

gen , der gröfser als AD wäre , verhalten könnci

Aus einer ähnlichen Schlufsfolge ethellt,

ziveytens auch kein Bogen der kleiner als AD ilt, I

den Winkel ACB , ACD und dem Bogen M

gültige Proportion bilden kann.

[Folglich mufs die im Lehrfafz ausgefagtePtopor

tion unter allen ümftänden beftehn , da , beftänf1

fie nicht , man in Ungereimtheiten verwickelt würde]

und es ift alfo immer

iL ACB : /L ACD == bog AB : bog . AD.



»ER KREIS. 149

Propoi
Propoi
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fZufatz I . Grade fo beweift man den umge¬
kehrten Satz , dafs , wie auch zw :y Rogen aus gleichen

Kreifen ßck verhaften mögen , die Winkel an ihren Mittel-

punkten, von deren Schenkel fie umfpannt werden , ßchgra-

k auf diefelbe Art verhalten.

So iftalfo die Proportionalität zwifchen Winkel und

Bogen allgemein dargethan , die beyden Bogen oder

die beyden Winkel mögen durch einerley Bogen oder
Winkel fich meffen laffen oder nicht , d. h . commenfu-

rubeloder inconimtnfurahel feyn , und folglich fich wie
Zahlen verhalten oder nicht , d . h . ein rationales oder ein

minimales VerLiltnifs haben *. * V.

Der hier geführte fehr deutliche und evidente Be¬

weis fürdiefen incommenfurahlen Fall , den ich durch die

iweyte Anmerkung zur fünften Aufgabe noch vervoll¬

kommnet zu haben glaube , fcheint , fbwie der analoge

Beweis Buch 3 Lehrfatz 4 , von LeGendre ausSimpfons
Elementen entlehnt zu feyn , wo man ihn im Welent-

liehen in der Anmerkung zum dritten Satze des fünf¬

ten Buches findet . Simpfon bemerkt dabey dafs fchon
Euklidim zwölften Buch feiner Elemente fich diefer

Beweisart bedient , und dafs fich mitteilt derfelben in

i^ em Falle die Schwierigkeiten , die aus der Incoinmen-
furabilität von Linien oder andern Ausdehnungen her-

Miren, leicht und befriedigend heben lallen , j

Zufatz II . Was in diefem und dem vorigen

Mirfat! über die Proportionalität zwifchen Winkeln

«nd Bogen bewiefen worden ift , gilt ebenfalls für

Krüsausfchnitte und ihre Bogen , welche grade fo wie

Kinkel und Bogen von einander abhängen > und auf
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die der liier geführte Beweis fi.eh ganz übertragen lä
Es verhalten ßcb alfo auch flets Kreisausfchnitte in da
ben KreiJ 'e oder in zxvey gleichen Kreifen , wie ihre ßoja

Zufatz III . We ' lvdie Winkel ' am Mittelpunkt:
eines Kreifes , (und fo auch die Kreisausfchnitte, )' mit
den Bogen worauf fie Hehn ( die fie umfpannen ) p»
portional find , d. h . mit ihnen fo zufammenliängei
dafs beyde lieh nach einerley Verhältnifs ändern, und
wenn die eine dlefer Gröfsenarten zu oder abnimmt,
die andre nach gleichem Verhältniffe zu oder&
nimmt ; fo find wir berechtigt die eine zum
der andern zu brauchen . Wir wollen deshalb hin»'
ro den Bogen AB , worauf ein Winkel am Mittelpunk
te AGB ( oder ein Kreisausfchnitr ) fleht , fürrftf/M«
diefes Winkels AGB (oder des Ausfchnitts ) nehmen
bey man fich aber wohl merken mufs , dafs,
man verfchhdne Winkel (oder verfchiedne Ausfchnitn
durch folche Bogen , als ihr Maafs , vergleichen «i
die Bogen wie es derLehrfatz vorausfetzt , mitgW
HalbmelTer befchrieben >, feyn müffen.

[Dafs hierbey von keinem unmittelbaren Mefa
oder wie unfer Verfaffer fich nicht ganz richtig i»
drückt , von keinem abfoluten Maafs , die Rede fe)'1
kann , verlieht fich von felbft . Das unmittelbarem
einer Gröfse mufs mit ihr völlig gleichartig feynfM1
von ihr in nichts als in der Gröfse , und hochltens nocl
in der Form unterfcheiden , daher Bogen fich*
durch Linien , und Winkel nur durch Winkel ur* '
telbar meffen laffen . Wir müffen alfo zum unmi"1''
baren Meffen für die Winkel einen Winkel zur Eint'1'
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annehmen, und dazu haben wir fcfion den rechten

Winkelerwählt , auf den wir alle übrige Winkel als

auf ihr gemeinfchaftliches Maafs , ihre Einheit , be-

tiehn* Da aber diefer Lehrfatw zeigt , dafs Winkel "I.i .Z.t.

untereinander ftets daffelbe Verhältnifs als die dazu

gehörigen Bogen haben , fo läßt fich aus dem Ver-

hälttiifs der Bogen auf das der Winkel fchliefsen , folg¬

lich mittelft der Bogen erfahren , wie cft ein Winkel
oder ein beftimmter Theil deffelben in dem andern

Winkel enthalten ift , daher man mittelß der Bogen einen

Winkel mit dem rechten , als dem Maafse aller Winkel,

vergleichen, folglich mittelbar meffen kann *. Und "A20.A

vonfolchem mittelbaren Maafs ift hier nur ' die Rede . ]

Nehmen wir den rechten Winkel zur Einheit , fo

mufs jeder fpitze Winkel durch eine Zahl die zwifchen

0 und 1 fällt , alfo durch einen ächten Bruch , ein

ftumpfer Winkel durch einen Bruch der zwifchen 1

und2 fällt , ausgedrückt werden , welches etwas unbe¬

quem feyn würde . [ Um die Brüche zu vermeiden

nimmt man daher in der Ausübung nicht den rechten

Winkel felbft , fondern den neunzigften Theil deflel-

ben,den man einen Grad nennt , und deffen Sexagefimal-

Tbeile(die man nach der Ordnung durch Minuten , SecuH.

den, iertien bezeichnet ) zum unmittelbaren Maafs aller

Winkel oder zur Winkeleinheit , und vergleicht , um die

Grinse eines Winkels in Graden , Minuten undSecun-

denzu erfahren , d; n Bogen , den ein Winkel umfpannt,

"Ht&tm ficutafügilen Theil des Quadranten und deffen Sexa-

gefimaltheiien. Der iieuvzigfle Theil des Quadranten (folg¬

lich der 36ofte Theil der Kreislinie ) wird gleichfall»
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ein Grad genannt , und dient , fammt feinen Sexagf.
fimaltheilen (Minuten , Secunden , Tertien ) , allen
Kreisbogen zum getneinfchaftlichen Maafs oderw
Einheit , da denn jeder Winkel fo viel Grad , Minute«
und Secunden als fein Bogen enthält , jener IVinkelr̂d,
diefer Bogengradeu. f, , welches man gehörig unterfchtl.
den mufs. Hierauf beruht der Gebrauch aller Wb
kelmeffer in der Ausübung .]

[Anmerkung i . Den neunzigften Theil des Quadrant!«
Oder einen Grad findet man durch Probirin ohne SchviiehjA
indem man z. E. erft die Giofse der Sehne , die lieh genau drei¬
mal im Quadranten herumtragen läf?t , dann die Sehne die fei
m Drittel fechsmal , und endlich die , die (ich im Seefistel J«
Drittels genau fünfmal umhertragen läfst , durch foitgefetztesPit-
biren auffucht . Denn da zu gleichen Sehnen gleiche Bojta
gehören , erhält man auf diefe Art einen Bogen der 3. 6. S
90 mal im Quadranten enthalten ift , ftellt alfo den neunzig«
Theil des Quadranten dar . Auf ähnliche Art läfst rieh jeder
andre willkührliche Theil der Kreislinie finden , der Kreis*
nach Belieben eintheilen . Allein diefes Probiren ift ein midm
fches Verfahren , welches blos für den vorgelegten einzelnenfiil
den gefuchten Theil giebt ; kein JViJfenfchaftliches welches ansI
allgemeingültigen Gründen abgeleitet , auf allgemeine Gfiliij-
keit Anfpruch machen konnte . Ein/folches vermag , wie wir«

JO. A, der Folge fehn werden *, die Elemelitargeometrie nicht aufzuftel-
lcn . Tür die Eintheilung der Winkelmefl 'er ift indefs jenes«fr
clianifche Verfahren völlig hinreichend , befonders feitdss
neuere Künftler , (der Herzog von Chanines , Bird und Ri»
den) diefe Eintheilungsmethode durch fcharffinnige Erfindung*
aufserordentlich verfeinert und erleichtert haben.

Anmerkung ; . Ein tVinkilnujfer ift ein in Grade ut'
kleinere Thcile eingetheilter Kreis oder Kreisbogen . Bey dene!
die zum Meflen und Auftragen der Winkel in Zeichnungen 0*
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«if dem Papier beftimmt find (Transporteurs ) ift ' der Mittelpunkt
der Theilung durch eine Oefnung oder eine Spitze genau be¬
nimmt. Jeden Winkel den man meffen , oder an einer Linie
imftragen will , legt man fo , dafs deffen Spitze im Mittelpunkt
fallt. Dann ift er ein Winkel am Mittelpunkte des eingctheilten
Kreifcs, fafst alfo fo viel Winkelgrade , als auf dem Inftramentc
Bogtngrade zwifchen feinen Schenkeln liegen.

Bcy den Winkelmeffern die zum Meflen auf dem Fe'de oder
«m Himmel beftimmt find , (Theodolite , Scheiheninftrumente , gan¬
te Kreife, Quadranten etc,} , drehen fich genau im Mittelpunkt
«ler Theilung ein oder zvvey Lineale (Albidadeii) mit Dioptern oder
mit Fernrohren. Die Winkel der Gefichtslinien nach zwey Ge-
genftänden, auf die man die Fernrohre richtet , werden folglich
Winkel am Mittelpunkte diefer eingetheilten Kreife , und alfa
durch die abgefchnitmen Bogen gemeffen. Hierbey kömmt alfo
«lies, nathtt der Güte der Eimheilung , darauf an , dafs die Alhi-
dade oder das Fernrohr fich genau um den Mittelpunkt der
Theilung(oder mit derTTreilung concentrifch ) drehn . Sonft find
die abgefchnitmen Bogen nicht das Maafs der Winkel , die dann
(« emrifcbwären *. ■" • * ' .

d . U. ] zs ' A-

[Zufatz . IV . In ztvey verßhiednen Kreißen, s , B. Fig. 47.
den concentrißhen EFD und KRG ttmfpannen gleiche Win¬
kl am Mittelpunkte ECD ähnliche Kreisbogen * , d. Ji . Be- *IV.F._. 3
gen ED , KG , die fich auf einerley Art zum ganzen Um¬
finge verkalten , nemlich wie der Winkel der ,fie um.
fpannt' zu vier rechte « , und die daher eine gleiche Menge
von Graden enthalten . Hierauf beruht die Mejfung der
Kreisbogen durch Winkelmejler . Zieht man nemlich nach
den Endpunkten eines Bogens DE , die Halbmeßer,
und legt einen Winkelmeffer in der Ebne des Bogers

fo dafs fein Mittelpunkt in den Mittelpunkt C fällt»
werden beyde Boge » concentrifch und die Scheu-
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keiCE , CD fchneiden 'auf beyden gleich viel Grsit
ab ; daher man die Gradmenge von DE , aus der in
G'K unmittelbar erfieht.

Zu f atz V. Ein Winkel am Mittelpunkte ißrtck,
fltimpf oderj 'pitz je nachdem er auf einem Bogen ftelii,
der dem Quadranten gleich , oder gröfser oder klein«
als der Quadrant ift.

Zwey Halbnieffer welche einen Halbkreis umfptm
liegen in grader Linie , und die Schenkel eines erU-

*I.E.16. nen WinkelsACD * umfpannen einen Kreisbogen EFD,
welcher gröfser als der Halbkreis ift. — Ueberhatipl
lind ein Winkel oder mehrere Winkel zufammen ge>
nommen , einem , zwey oder mehreren rechten W»
kein , oder einem Sumpfen oder einen fpitzen Winkel
gleich , je nachdem fie zu ihrem Maafs einen Quadran<
ten , einen Halbkreis , oder einen Bogen haben, der
kleiner als ein Halbkreis aber gröfser als ein Quadrant,
oder der kleiner als ein Quadrant ift. d. U.j

LEH RSATZ 2 $ .

Jeder einem Kreife eingefchriebne Winkel (lh
jeder Winkel am Umfange ) hat zu feinemMaajst^
halben Bogen worauf er fleht.

Fig. 69. [ Wenn der eine Schenkel eines eingefchriebntJ
Winkels , AE , durch den Mittelpunkt des Kreil« C
geht , fo ziehe man den Halbmefler CB. Denn ent-
fteht •.■in gleichfchenkliges Dreyeck ACB , worin d>t
Winkel A und B' gleich find , und der äufsere Winkt!
BCE = B + A * = 2 A , folglich A = | BCE ifc
Nun ift aber BCE ein Winkel am Mittelpunkte - &
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