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PS — t . CS ift j wie man. diefes auch in unterer Egiic Wik-
nimmt. Hat man alio zwey diefer Punkte^ fo findet man den drit¬
tel) durch eine fem- leichte Conffruction. Auch lehrt Eulain
diefer Abhandlung;, wie man, wenn die .drey Punkte 0 , P,S
gegeben find, aus der Lage diefer drey Punkte das DreyeäS
ABC finden kann , welches von der Äüfiöiung einer Ciibifctai
Gleichung abhängt, deren drey Wurzeln die Zahlausdrücke fit
di° Seiten diefes Dreyecks find,

. f- „, ..... ; <i,„ Iii

AUFGABE 19.

F, 109» J)as Verhalinijs zweyer grader Linien AK, CD,
"Welche gegeben.find, in Zahlen auszudrücken, tk
das Zxhlu erhalt nifs diefer Linien zu finden, •

Trage auf ! ie gröfsere Linie AB , die kleinere CD

*¥o«3 « fö 0ft ftetig nebeneinander , als es"angeht * , wir wol¬
len fe tzen zweymai . Wird jene durch diefe nichtf-
nau gemeffen , fo bleibt ein Stück BE, kleiner aisCD,
übrig.

Trage ferner auf CD diefen Reft BE wieder fix*
ftetig nebeneinander , als ' es angeht , in ünferm Fall
einmal , da denn aufs neue ein Reft DF bleibf, äs
kleiner als BE ift,

Trage diefen zweyten Reft DF wieder änf denK'
ften BE fo oft es angeht nebeneinander , in ■unfo»
Fall einmal , wobey der Reft BG bleibt.

Trage diefin dritten Reft BG wieder aufdenwsej-
ten DF fo oft es angeht nebeneinander , und fo fahf?
fort,

[ßey diefem Verfahren kömmt man nun enWed«

S-ulem auf einen Reft , der den, vorhergehenden &*
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wißt, oder man erreicht nie eine» filchen Reß , fo lange

man auch fortfahrt , welches letztere , wie wir irn

folgenden Buche feha werden , allerdings bey gewiffen

Linien der Fall ift.

Erßer Fall . Kömmt man endlich auf einen Reß

dir den vorhergehenden genau mifst , und folglich in ihm

»ach irgend einer ganzen Zahl enthalten ift , fi iß die-,

ftr Sitzte Reß das gemeinfehaftliche Maajs der beyden ge-

Itbntn Linien / 3B , CD, Sieht man ihn als Einheit

an, fo laden fich alle vorhergehenden Refte , mithin.

AB, CD felbft , in Beziehung auf ihn als Zahlen aus.-

diikken , woraus fich denn das Zablverhältnifs der bey¬

den gegebnen Linien AB , CD findet . Und zwar ift

(liefer letzte Refb das grofste gemeinfehaftliche Maafi der

beyden gegebnen Linien , und daher ihr fo gefundnes

Zalüverliältnifs fogleich tu kle'wßen Zahlen (in Primzah¬

len unter fich) ausgedrückt .}

Denn gefetzt in unferm Beyfpiele fey BG jener

letzte Reft , welcher den vorhergehenden DF genau

mifst, und zwar fey . BG genau zweymal in FD enthal¬

ten, fo ift , wenn m,an BG zur Einheit nimmt , alfo

BG= ifetzt , FD = 2 ; ferner , da FD und BG zufam-

iDengenommen gleich EB find , ift EB = I , 2 + I = 3;

und da wieder EBund FD zufammengenommen gleich

CD find, ift CD = 1. 3 + 2 = 5 ? und da endlich

iwey CD und BE zufammengenommen gleich AB

fad , fo ift AB = 2 . 54 - 3 = 13« Folglich laffen

fcli alsdann die h«yden gegebnen Linien AB , CD , in

Ziehung auf BG als Einheit , durch die Zahlen 13

u"d £ ausdrücken ; in beyden ift BG nach ganzen Zah-
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len enthalten , in AB 13 mal , in CD 5 mal , und die¬
ler letzte Reft ift mithin für beyde gegebne Linien ek
gemeinfchaftliches Maafs.

Er ift aber auch ihr gröfstes gpueinfchaftlichesMuf,
Denn wer diefes leugnen wollte , müfte behaupten
irgend eine grade Linie M > BG könnte ein gemein,
fchaftliches Maafs der beyden gegebnen Linien ABml
CD feyn . Nun aber wird ein Theil der Linie AB,
nemlich AE , von CD gemeflen ( AE = 2 . CD) , folg¬
lich müfte auch der Untei -fchied von AB und AE, dl
EB , und da EB = C? ift , auch CR von der LinieM
gemeflen werden . Wird aber CD und zugleich das
Stück deifelben CF von M gemefl 'en , fo mufs noth-
wendig auch das zweyte Stück FD = EG von M ge¬
nießen werden , und da das wieder eben fo bef
EB und dem Stück EG der Fall ift , fo mufs auch&
Unterfchied GB von M genau gemeflen werden folg¬
lich M entweder gleich oder kleiner alsBG feyn , welches
der Vorausfetzung dafs M > BG fey widerfpriclil &
ift alfo -kein gröfseres gemeinfchaftliches Maafs bei¬
der Linien AB , CD möglich , als der fo gefunden'
letzte Reft BG, diefer mithin ihr gröfstes gemeinfcliaft-
liebes Maafs.

Aus diefem Beweife erhellet zugleich , 1) dufsj^
■LinieM^-coelche s,wey gegebne grade Linien AB , CDj* ä
mifst , auch ihr größtes gemeinfchaftliches Maafs 63 f
Hau mejfen miiffe, — 2) Dafs die beyden Zablausdf'A1
der gegebnen Linien AB , CD , welche auf diefe Art
gefunden werden ( 13 und 5) keinen gemeinfchaftli'
ehen Factor haben können , alfo Primzahlen unW7"*
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find, und das Verbähniß beyder Linien in kkinßen Zahlen

13: 5 ausdrücken.}

Diefes Zahlverhältnifs fagt aus , dafs die beyden

Linien grade fo wie diele beyden Zahlen aus einander

entftehn, und dafs folglich , wenn Aß in 13 gleiche

Theile getheilt wird , 5 folcher Theile die Linie CD
iusmachen. Nähme man daher nicht BG fondern AB

zur Lineareinheit , feite alfo AB = 1 , fo müfte CD

durch den Bruch -fw ausgedrückt werden , indem dann

CD5 folchen Theilen , wovon in der Lineareinheit

13 gleiche enthalten find, , gleich feyn würde . Und

feite man umgekehrt CD = I fo wäre , AB durch .die

Zahl'?3 ausludrücken.

\Zweyttr  Fall . Kömmt man auf keinen Refl der

d(« tiäclifl vorhergehenden genau mißt , man mag das

angegebne Verfahren fo weit fortfetzen als man nur

JJBmerwül, fo giebt es für die beyden gegebnen Linien

iß , CD kein getnehifchaftliches Maaß , d. h. keine Linie

-die felbft, oder deren noch fo kleine Theile , in bey-

denLinien zugleich genau enthalten wären , und beyde

lind alfo incommenfur abel \ wovon wir im • folgenden

Juche ein Beyfpiel an dem Verhältniffe zwlfchen der

Seite und der Diagonale eines Quadrats werden kennen

knien. Da alsdann beyde Linien fich nicht auf einer'

'eyEinheit beziehn , nicht durch einerley Einheit , oder

"och fo kleine Theile derfelben , fich ausdrücken laf-

hn ; fe giebt es kein Znhherhiiltnifs >wodurch ein folches

ncommetifurables Verhältnifs fich völlig ausdrücken ließe.

Vernachlälfigt man aber den letzten Reft und nimmt

^.B. , wenn BG in dem vorhergehenden Reft FD zwar
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nicht genau , tb *t doch beynahe zweymal entkliti

ift , an , es fey genau FD = 2 EG ; fo findet man ein
Zahlverhältnifs , welches von dem incommenfurablen

nur um wenig abweicht , und das {ich demfelben uqi
fo mehr nähert , je weiter man auf dem angegobntt

Weae fortgefchritten ift , und je weiter der vetna4

läiTigie Reft hinaus fällt ; fo dafs man in diefern Fall
vveni °;ftens ein Zahlverhältnifs findet , welches dem
Verhaltnifs der incommenfurablen Linien fo nalif

kömmt als man nur immer will , und das lieh demfel«

ben ohne alles Ende nähern läfst , wiewohl es daftibt

nie -erreichen , nie völlig erfchöpfen kann . ]

[Zufatz I . Diefer Satz begründet die Metkk

grade Linien unmittelbar zu fließen, und fich Murin
Vertia.ltr.ifs ziveyer grader Linien völlig ins Klare zu Wä¬

gen . Diefes ift man nur dann , wenn man weifs, M8
oft die eine Linie die andere , oder einen beftimmtM

Theil dcrfelben , in fich enthält , wenn man aifo da

Zahlverhältnifs beyder kennt , und um diefes zu ertor-
^jr -y '; *; Z ■ .
fchen mufs man die eine Linie mit der andern,

mit einem Theil derfelben , als Einheit vergleichst

grade darin befteht aber das Mcffeit. Diefes kann rsiS
entweder auf die Art , welche hier gelehrt ift , bewsfi-
ftelligen , indem man Reft auf Reft nebeneinanii1

trägt ; oder man hat einen Maafsßab d. h . eine gradef'
nie , welche nach irgend einer Lineareinheit und deren

Theilen , fo klein als man fie zur jedesmaligen Ab-
ficht nöthig hat , eingeteilt ift (z. ü . nach Zöllen uiw

Pegimal - und Centefimaltheilen des Zolls . ) Tragt» 811
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die gegebne zvl rneffende Linie auf den Maafsftab auf»
fo ficht man fogleich . wie viel diefer Lineareinheiren
und deren Theüe fie enthält , %. B. 8, 25 , erhält alfo
»nfdiefe Art mit grfjfster Leichtigkeit -den Zahlausdruck
dergegebnen Linie in Beziehung auf die angenemmne
Lineareinheit des .Maaijsftabs . Verfahrt man eben ib
mit der zweyten Linie , fo findet man auch ihren Zahl-
imsdruck in Beziehung auf ' diefelbe Lineareinheit»
j, E, 14,7? und dann ift | 3äs Zaherhähnlfs der beydea
gegebnen Linien 8»J5 : 14,75 oder 33 : 59 . ]

[Zufatx II . Gefetzt wir fehn die grö'fsere der
beyden gegebnen Linien AB , CD als Lineareinheit
an, fetzen alfp AB ==, 1 , fo ift der Zahkusdruck von

CD •
CD,d.h____ , ein achter Bruch , der in unferm Fall , wo

(lefjitB ' - r -

Aß die Linie CD zweymal und noch das Stück . EB in

fish' enthält , gleich ift , r ,^ P  , ■- = • 1 ■ ' indem
' s  2CD + i^B j2 + EB

_I _ =r „ J . .. , 1 ......- -!cö - - .^ ^
ä« Btüchwerth unverändert bleibt , wenn Zähler und

Nenner durch einerley Gröfse dividirt werden . Nun
aber war CD = EB - r FD V EB = FD -f .GB und FD

EB EB 1 FD ■
= 2 GB, alfo ift — == --- —- = - — 5 TT- =CD ^£B+ FD H -rD EB

ü^ mmm '■: EB ^ »

1 und — = | . . Dicfe W erthed«fD+ GB 14 -GB - FD ........* .
iöxqi:< i FD : • - '

roll;« nach in den kerfter-n Ausdruck'gefetzt, gebea
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1 I
CD = -- AB (oder CD == - • AB2 + 1 m 4- i

1 + I n -f i

l + i P+ j_
2 q

* wenn überhaupt AB = m . CD -f EB , CD = n . EB
-f FD , EB = p . FD 4 - GB und FD = q . Gß
fo dafs aifo auf diefem Wege die eine Linie in Bei
hung auf die andre als Einheit , durch einen Stuf«..
Bruch ausgedrückt wird , deffen Werth fich entwefa
aus den Lehre von der Addition und Diviüon der Brü¬
che in jedem Fall finden , oder durch eine allgemein!
algebraifche Formel darftellen , und nach ihr berech¬
nen lalst « Und zwar ift diefe Formel folgende CD=
( I 4 - pq ) . n ■+ q . , . • , ..- ■--- - > wie man leicht findet, wenn( l + pq ).(. l - f -nm + mq)
man den Werth des Bruchs StufFenweife vom unterteil
an , den Kegeln der Bruchrechnung gemäfs entwickelt,

, i pq + i I I qz . B. p -\ -- = -LLJ — , - = - = _ L_
q q p+ j_ pq+ i . pq -fi

q q
u . f. f. So berechnet ift der Werth unfersStufFenbruchii
CD = yj . AB, wie oben. Wenn bey zwey Linie«
lieh darthun liefse , dais diefer StufFenbruch, der die«'
ne in Beziehung auf die andre als Lineareinheit aus¬
drückt, , ins Unendliche fortliefe ; fo wäre dadurch)
dem zweyten Fall gemäfs , die IncommenfitrabiMt^
leyckn gegebnen Linien dargethan . Beyfpiele davon',
werden wir im folgenden finden.]
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Anmerkung . Schon Euklid lehrt durch die Methode des

trfttn Falls das große gemeinfchaftliche -Maafs zweyer grader Li¬
niencdet auch zwcyer Zahlen finden , edleres gleich zu Anfang
deszehnten Buchs, welches von der Incomtnenfurabilität autge-
itbmer Gröfsen handelt , (Satz -) letzteres an derjSpitze des el ften

feiner drey arithmetifchen Bücher (Buch VII. Satz 2) , wo über¬

haupt die|erften Sätze, den erften Sätzen des zehnten Buchs parallel
laufen, (und von denen Clavins meint , Euklid habe diefe Bücher
Mos zum Behuf des zehnten Buchs feinen Elementen einverleibt .)

Ferner zeigt er , dafs um driyer Linien (X. 4.J oder dreyer Zah,

In (VII.-3.) größtes gevieinfchaftlichesMaafs zn finden, man die-
fes zueilt für zwey derfelben , und dann aufs neue für ihr gefun¬
denes Maafs und für die dritte Linie oder Zahl fuehen müiTe-

Endlich beweift er auch , dafs wenn unter wueyttx Fall eintritt,
beyde Linien incommenfurabel feyn müffen ( X . 2 ) , und dafst
ran man die Methode auf zwey gegebne Zahlen überträgt , und.

min kömmt bey ihnen auf keinen Reft , gröfser als die Einheit,
der in dem nächfl vorhergehenden Reite genau aufgeht , bey
Wehen Zahlen etwas Aehnliches flatt findet ; indem fie dann

Primzahlen unter fich find , und keinen gröfsern gemeinfcnaftli-
ohtn Factor als die Einheit felbfl haben ( VII . 1.)

Die fernem Sätze Euklids , dafs commenfurable Gröfsen ßck
wie Zahlen, iucömmenfwable Gröfsen hingegen nicht wie Zahlen

H'ihrim , und dafs umgekehrt alle Gröfsen für die fich ein ge¬
naues Zahlverhältnifs finden läfst , incommenfurjibel (eyn müfTen,
(X- $-8, und VII. 4.J fir.d unmittelbare Folgerungen aus unferm
Beweife. Und aus diefen Sätzen fliefst wiederum , das zwty incom-

tttnßtrabk Gröfsen mit jeder dritten beyde zugleich eommenfura-
W oder incommenfurabel find , und eine mit ihnen commenfu-

nble Summe haben , und umgekehrt ; dafs hingegen , wenn von
WV commenfurablen Größen die eine mit einer dritten com?

inenfurabel ift , die andre mit ihr incommenfurabel feyn mufs,\
"n beyde mit ihrer Summe incommenfurabel find, und ura-

«ckchn ( X. U . ,7)
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Diefe Satze dienen Euklid jedoch nur zu einer Art von Eis.
ieitung in die Materie , welche den eisentliehen Gegenltmdit!
asbnten .Bucht ausmacht , nemlich in die Unterfuchung ii'm'fi
Abhängigkeit , weicht awifchen der Commtnfurabilität ml lua-
menfnrabilität von Rechtecken oder Quadraten und deren Stint
fiatt findet, Diefe Unterfuchung , die Euklid zur Theorie dtf
regulären Körper braucht , ftellt er zwar mit grofsem.Sclmfi«,
aber auf einem ganz geametrifchen Wege an , auf welchem fitIi
weitläufig und fchwierig wird , dafs man diefes'BuchmitW
für das fchwerfte in den Elementen hält , Und dafs Wslfb
hauptet „es fey fo dunkel , dafs ein Anfänger unmöglich das»(•
ringfte davon veiftehn könne ". Seitdem man in der neuem Sit
tkematik in den WürzeIgröfsen ein Mittel gefunden hat, not
menfurable Gröfsen arithmetifch darzuftellen , lind f;e als foge-
nannte Irrationalzahlen mit unter die Zahlbegriffe aufeunelnKH
ltehn uns weit einfachere und leichtere Methoden zu Getroth, dii,

was -wir von diefer Unterfuchung brauchen können , arithmetisch
zu entwickeln und zu erörtern , ohne dafs wir der gröfsen Menge
von Diftinctionen zwtfchen irrationalen Linien verfchiedner Art,

des Heers von Kunftwörtern welche diefe Materie bey EutlH
fcefonders erfchweren , und des zehnten Theils der Sätze die bey
Euklid vorkommer . , von Nöthen hätten ; eine Erleichterung die
befonders daher rührt , dafs .wir , liatt Rechtecke und Qiwi*
aus commenfurablen und incoitimenfurablen Linien , die Products

* I !l, "4» aus rationalen und irrationalen Zahlen betrachten *.
Euklid lehrtwie man zu jeder gegebnen Linie 13 vel-fchiedne;AP

ten von irrationalen Linien darfteilen kann , die er insgefimmtgea«-
er unterfucht , und mit befondern abfehfeckendeh Kunftwörtern bs
zeichnet , (z. B. nach Lorenz Uebeffetzungi Mediale, fliw»'*,
erfie Und z*iveyte BirneAiäle größere und kleinere Irrationale,Ap-
iowis, erfte und zweyte Mediälafotome , des Rationalen hni tö*
diäten Quadratfeite , die %mty Mediale Gebende etti QUttt ) , **
zeigt , wie aufser diefen 13, (die :fleh nach unfrerArt iasgeiä*
aus Rationalzahlen , Quadrat - Und Eiquadratwurzelii ausdrüefe«
Und züfammeüfetzen kffeii ) j.üosh unzählige , Änäre titiäsP*

An , 1.
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nien entftehn, die mit keiner unter jenen einerley find" (X. 116.)

(dienemlich auf Wurzeln vom 8ten , löten und fernem Graden

beruhen. Der letzte Satz in diefem Buche thut dies Incommenfu-

rubilität zwifchen der Seite und dein Durchmefrer eines Quadrats

dar. Itrationallinien (ein Ausdruck , den fchon Euklid hat) wel¬

che(ich auf Wurzeln von andern Graden als dem 2ten , 4ten t

Stenu, f. f. beziehii, (die man allo weder durch einmaliger noch

durch wiederholter Darflellung einer mittleren ProporrionalJiniej

foiidern nur durch Auffindung zweyer mittlerer Proportionallinien,

ü, f. f. , alfö nur auf Wegen , welche der Eleriientargeometrie

unzugänglich find * , findet, ) erwähnt Euklid mit keinem Wort , »I1Ij4Z

Seine Unterfuchung itt alfo fehr eingefcluänkt , ftatt dafs wir

durch die arithmetifehen Begriffe fie fogleich ganz allgemein füh¬

ren können, Ueberdem hat Euklids Vortrag noch das Unange»

nehme, dafs er , wie überhaupt die Alten , nur ganze Zahlen

tat , und unter feinen Zahlbegrifferi keinen für Brüche auf¬

nimmt, fo dafs wir feine Worte nicht in den uns geläufigem Sinn

nehmen dürfen (denn nach diefem fagten manche Sätze offenbare
Falfchheiten aus) , fondern erft in feine Begriffe von Zahlen über-

fezen muffen. Alles das trägt dazu bey , diefes Buch für uns

fiberflüffig und üngeniefsbar zu machen . Ueberhaupt iff die Ma¬
terie in der Geometrie nur für die Art , wie Euklid die Theoria

der regelmäßigen Körper behandelt , von Wichtigkeit ; was uns
davon unentbehrlich ilt , findet, man tlicils hier , theils in der

M»e diefes Werks . Üem allen ungeachtet , itt' folgendes Unheil

fik ungerecht, Welches der bekannte Peter Ramus in feinen

Scholüs Mathematieis (üb . 21. p. 352.) über diefe Arbeit Euklids
fälit: tl Matcriec deeimo lilro propojita , eo modo efi tradi-

'*1 «t in hnmtmis literis atque artibns fimilem olfcuritatem.

*»'J»4iB depvehenderim , okfairitattm dico , non ad intelli*

ffiiiumj quid praCcipiat Eiiklidei , — ~ fed tid pefjpicien - ,

huHfmitits et explorandum , qnis finis et tifiis fit operi propofi.

* <fdl« Theorie der' regulären Körper,J qtiae gener fpecies ,

üffftintiae fint verum Jubjectarmn , ( Euklid verweilt fich um«

Endlich dabey d,ie Yerfshiedenheit aller jener Irrstionailinun in*
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Klare zu fetzen) nihil tnim Hiiqiiam tarn confufnm vtl intim
Itgi vel audivi. Andere preifen es dagegen als ein Msilterftiidi
beharrlichen Tieffinns, und das mit Recht, gehört es «uch fti
uns nur zu den Blofsen Schauftücken, und zu den veraltet« Sät-
Zeuges im Zeughaufe der WhTenfehafr. . d. IJ.]

AUFGABE 20.

F. no. Weint zwey WinkelA , B gegeben find, ihr^
tneinfchaftliches Maafs, und daraus ihr Zahlvirkit-
tiifs zu finden.

Man befchreibe mit gleichem Halbmeffer um die

Scheitelpunkte beyder Winkel Kreisbogen CD, EF,fc
*2i . Z, find diefe das Maafs beyder Winkel * . Mit dielen

beyden Kreisbogen verfahre man fo , wie in der vori¬

gen Aufgabe mit den beyden graden Linien ; und das
ift immer möglich , da Kreisbogen -, die mit gleichem
Halbmeffer beichrieben lind , gehörig gelegt lieh de-

* i . cken , alfo ineinander fallen * , und lieh mitteilt ihrer

Sehnen einer auf dem andern ftetig nebeneinander legen

* 7. laden *. Auf diefe Art findet man fogleich das <w|<"

gemeinfihaftlicbe Maajs OD beyder Bogen , ivlrniufa
gieit , und ihr Verhältnifs in den kleinften Zahlen

* A. 14. ausgedrückt *. Diefes ift zugleich das Verhältnifs der
Fall 1. jjgy ^ gjj gegebenen Winkel A , B , die (ich ftets fi?

* 23. jene Bogen verhalten *. Der Winkel OAD , dellen

Schenkel das gemeinfehaftliche Maafs beyder Boge»

umfpannen , ift zugleich das grö'fste gemeinfchaftlich
Maafs diefer beyden Winkel.

Haben die beyden Bogen CD , EF , die man auf
diefe Art mit einander vergleicht , kein gemeinicliaft'1'

' : -:y ^ 'i -.---- , eJ)ö
1 -
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