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PS — 2. C'8 ifk,; wie man diefés auveh-in unfersy Figar ‘el

nipnmt, Hat man alfo zwey diefer Punlte; fo finder man den dit:
ten durch eine.fehr leichee Cuﬂ.l'tru-:tiu:w:.z. Auch’ lehrr Eulerin
digfer Abhandlung wie man, wenn die drey Punkre Q, 2,8
gezeben find, aus der Lage diefer” dyey Puonkte  das Dreyek
ABC finden Kann, welches von der Auflsfung ‘¢iner Cubilh
Gleichuny’abhingt, deren ‘dey Wurzeln' die Zahlansditicke fat
die Seiren diefes Dreyecks find,
g U

AUFGAEE 19.

F, 109, Das Feriiltnifs ziseyer: grader Linien 4B EB

welche pégeben find ;) in: Znhicin ™ anszudriicken; w
das Zahlverhiiltnifs dicfer-Linien-zu finden,

Trage auf'die grofsere Linte AB, die kleinere (D

‘50-3-:,1: fo oft ftetic nebeneinande r, o als es'an‘_%r-_-ht A VAT ol

len fetzen zweymal, Wird jene darch disfe micht ge-
nau gemefTen, fo bleibt ein Stiick BE, Kleiner alsth)
tibrig. |

Trage ferner auf €D diefen Reft BE wieder b dt
ftetiz nebeneinander, als es angeht, ‘in 11;1.1131".11 f"-!ll
einmal, da denn aufs neue ein Relt DF bic:b
kleiner als BEift.

Trage diefen zweyten Reft DF wieder duf dea
ften BE fo-oft-es "angeht nebeneinander., in gnlem
Fall einmal, wobey der Reft BG bleibt.

Trage diefen dritten Reft BG wieder auf den oW
ten DF {0 oft es angeht nebeneinander, und fo faht
fort.

(B ey diefemn Verfahren kommt man nun enf\\'ﬂéﬁ
enletzt aufl eingn Rell, der den vorhergehenden g
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_ﬁ;iﬁ:, oder man erreicht nie einen folchea Reft fo lange
man auch fortfihrt , - welches letztere, wie wir im
folcenden Buche {ehn werden, allerdings bey gewiilen
Linien der Fall ift.

Erfier Fall. Kimwt man endlich anf einen Refi
dir den vorbergehenden genan mifst 5 und folglich in ihm
nach irgend einer ganzen Zahl enthalten ift, fo it dies
fir letzie Reft das gemeinfchaftliche Maafs der beyden ge;.
gebnen Linien AB 5 CD,  Sieht man ihn als Einheit
an, fo laflen fich alle vorhergehenden Refte, mithin
AB, CD felbft, in Bezichung auf ihn als Zahlen aus-
diiicken , wovaus fich denn das Zeblverhiltnifs der bey-
den gegebnen Linien AB, CD findet. Und zwar ift
diefer letzte Relk das grifite gemeinfchaftliche Masfi dex
beyden gegebnen Linien, und daher ihr {o-gefundaes
Zahlverhiltnifs fogleich #a kleinficu Zahlen (m Primzah-

Jen unter fich) ausgcdruckt.]

Denn gefetzt in unferm Beyfipiele fey BG jener
letate Reft, weleher den vorhergehenden DE genau
mifst, und zwar fey BG genau sweymal in FD en thale
tn, {o ift, wenn man BG zur Einheit nimmt, alio
B = g fetzt, FD =123 fermer, da FD und BG zufam-
mengenommen gleich EB find, it EB = 1.2+ 1=3;}
und da wieder EBund FD zufammengenommen gleich
CDfind, it CD =13 + 2= 5> und da endlich
wwey CD und BE zufammengenommen gleich  AB
find, foif AB=2.5-+ 3 = 13. Folglich laflen
fich alsdann die beyden gegebnen Linien AB, CD,in
Berichung auf BG als Einheit , durch die Zahlen 13
und § ausdriicken in beyden ift BG nachr ganzen Zah~
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len enthalten, in AB 13 mal, in CD § mal, und ¢
{er letzte RER ift mithin fiir beyde gegebne Linien e
gemeinfchaftliches Maals.

Er ift aber auch ibr grifstes ggmeinfehaftliches Muf,
Denn wer diefes leugnen wollte ; miifte behaupta
irgend eine grade Linie M > BG konnte ein gemel
fchaftliches Maafs der beyden gegebnen Linien AB il
CD feyn. 'Nun aber wird ein Theil der Linie AB
nemlich AE, von CD gemeflen ( AE = 2.CD), foly
lich miifte auch der Unterfchied von AB und AE, &b
EB, und da EB = CF ift, auch CFven der Linie X
gemeflen werden. Wird aber CD und zugleichls
Stiick derfelben CF von M gemeflen, fo muls noh
wendig auch das zweyte Stlick FD = EG von Mg
meflen werden, wund da ‘das wieder eben fo bey

EB und dem Sttick EG der Fall ift, fo- mufs suchife

~ Unterfchied GB von M genau geme(Ten werden folg

lich M entweder gleich oder kleiner 4]sBG feyn, welds
der Vorausfetzung dafs M > BG fey wider{pricht s
ift alfotkein grofseres gemeinfchaftliches Maafs be
der Linien AB, CD moglich, als der {o gefundst
letute Ret'BG, diefer mithin ihr grofstes gemeinfchile
liches Maafs.

Aus diefem Beweife erhellet zugleich, 1) dafs j#
Linie M, welche swey gegebne grade Linien AB, GD g
wiifit, auch ihv-grifites gemeinfchaftliches Maafs GB §
wan meflen miifle, — 2) Dafs die beyden Zahlausdrict
der gegebnen Linien AB, CD, welche auf diefe At
gefunden werden (13 und 5) keinen gcmeinﬁ-ha.‘rli'
ehen Factor haben konnen, allo Primzahlen witter fi
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find, und das Verbiltnifi beyder Linien in kleinften Zahlen
13 : § ausdriicken.]

Diefes Zahlverhdltnifs fapt aus, dals die beyden
Linien grade fo wie diefe beyden Zahlen aus einander
entltehn, und dafs folglich; wenn AB in 13 gleiche
Theile getheilt wird, 5 folcher Theile die Linie GD
ssmachen, ~ Nihme man daher nicht BG fondern- AB
wr Lineareinheit, fezte alfo AB = 1, fo miilte CD

durch den Bruch

-

37 ausgedsiickt werden, indem dann
€D 5 folchen Theilen, wovon in der Linecareinheit
13 gleictkre enthalten find,, gleich feyn wiirde. Und
frate man umgekehrt CD = 1 fo wire;AB durch die
Zahl I—g auszudriicken.

[Zweyter Fall. Kimme man anf keinen Réf? der
denr nachft varhergehenden gemau mifst, man may das
angegebne Verfahren fo weit fortfetzen gls man lnu'l'
immer will, (0 ‘gieht es fir dic beyden gegebnen Linien
48, CD kein gfﬁ:ei.’{{E:.r";r:_f':ffc.-’;es Maafs, d. h. keine Linie
die felbft, oder deren noch {o kleine Theile, in bey-
denLinien zugleich genau cnth;:plten wiren, und beyde
find allo incopmmenfurabel ; woyon wir im - folgenden
Buche ein Beyfpiel an dem Verhaltnifle zwilchen der
Seite und der Diagonale eines Quadrats werden kennen
leren.  Da zisdann beyde Linien fich'nicht auf einer-
ley Binheit beziehn, nicht durcheinerley Einheit, oder
noch {o kleine Theile derfelben, fich ausdriicken laf-
fen; fo giebt es kein Zahlverhiltnifs , wodarch ein folches
ﬁ:rommguﬁ,,-a,?,m Verhaltnifs fich villig ausdriicken lie[se,
vﬂmﬁthif&iﬁigt man aber den leizten Reft und nimmt

% B., wenn BG in dem vorhergehendenReft FD zwar
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nicht genau, aber deoch beynahe zweymal jenthilta
ift, an, es fey genau FD = 2 BG; {o findet manen
Zahlverhiltnifs, welches von dem incommenfursbla
pur um wenig abweicht, und das fich demlelben iy
{o ruehr nihert, je weiter man auf dem angegebng
Wege fortgeflchritten ift, und je weiter der yernsh
lafigte Reft hinaus fallt; {o dafs map in diefem il
wenigftens ein Zahlverhiltnifs findet , welches tm
Werhialinifs ‘der incommenfurablen Linien fo nghe
kSmmt als man nur immer will, und das fich demitk
ben ohne alles Ende niahern lifst, wiewohl es dafichs

piieerreichen , nic vollig erfchépfen kann. |

[Zufatz I, Diefer Satz begriindet die Methin
gr.f.rd‘ Linier unmittelbar z# ml’ﬁ:?rff, und fich diber i
Verhilenifs zmweyer gradey Linien vollig-ins Klare 78 brfte
gen, Dicfes it man nur dann, wenn nian weilf Wi
oft die eine Linie die andere, oder einem beltimmin

Theil derfelben, in fich enthilt, wenn man sllo ]

Zahlverhilnils beyder kennt, und um diefes 2u erfot-

fchen mufls man die eine Linie mit der andern; 0

mit einem Theil derfelben, als Eiaheit vergleich
grade darin belteht aber das Meffen.  Diefes kann 8

entweder auf die Art, welche hier gelehrt ift, bewek

ftelligen, indem man Reft auf Reft nebeneinad

trigt; oder man hat einen Maafiffab d. h, eine grad‘eLE'
nie, welche nach irgend einer Linecareinheit und deret
Theilen, fo klein als- man fie 2ur jedesmaligen Ab-
ficht nothig hat, eingetheilt ift (z. B. nach Zollen und
Decimal « und Centefimaltheilen des Zolls.) Trigt med
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e auf den Maalsftab auf]

r
gl SR TR, i -~ !
fo ficht man ;.J__..._n wie viel diefer Lineareinheiten

und deren Theile fie enthilt

= I

B. 8, 25 4 erhiit alfo
af diefe Art mit grofster Leichtigkeit.den Zablausdruck
dergégebnen Linie in Bezichung auf die angenommne
Lineareinheit des_MasfsRabs, - - Verfshet man eben fo
mit der zweyten Liniey fo h“r_a,* man auch ihren Zahl-
wsdrack” in  Beziehung auf diefelbe Lineareinheit,
B, 14,75 und dann itidas Zalverhilenifs der beyden

gtgebnen Linien 8,25 : 14,75 oder 33+ 59. ]

(Zufatz IL Geletzt wir fehn die grofsere Jer
[Jﬂ}'den gegebnen Linien AB, CD als Lineareinlieit
tn, fetzen allo AB = 1, fo ift der Zahlausdruck von
CD, d.n.E.[.) , ein achter I‘:ruch, der inunferm Fall; we

“AB % :
AB die Linie CD zweymal und noch das Stiick EB in

cD _

fich enthalt | ‘gleich ik, —= = ~——— ¥lindem
zLU~. L 24 EB

der Brichwerth- unwezandert bleibt, wenn Zihler und

Nenner durch einerley Grofse unILi t werden. Nun
abey war CD = 'FB® 3-'ED, EB = FD L GB uad: FD
A e e e e SR
CD <“EB+FD 14 FD EB
EB
¥Dg 2% Oy

— ==
DGR - 34=GB

e T
I“ " a . T -
*0lge nach in den -erftern ‘Ausdruck “Gefetzt, geben

oy
=

A :_—- % Diecfe Werthe dex

P
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|
(,D::2+[ ‘J'\B(OLI‘:I.(_.D:m._% : « AB
S oo n =1
141 p+1
T q

wenn iiberhaupt AB = m .CD -} EB, CD =a B
-+ FD, EB= p..FD -4 GB und FD = q, GB iy
fo dafs allo auf diefem Wege die eine Linie in Beis
hung anf die andre als Einheit , durch einen St
brach ausgedriickt wird, deffen Werth fich entwei
aus der'Lehre von der Addition und Divifion der Bi
che in jedem Fall finden , oder durch eine allgemein
algebraifche Formel darftellen, und nach ilir bersth
nen lifste Und zwar ift diefe Formel folgende CD =
(1+pgd.n+q

(14 pqg)(1--mn-+mq)

? wie man leicht findet, wen

man den Werth des BruchsStuffenweife vom untefta

an, den Regeln der Bruchrechnung gemafs. entwickilh
3 -1 -

Pq+1I X I

: q
2B pFi=i v = =
. q q P+_£_ pa-+1 . pgte
q q

u, {L£ So berechnet it der Werth unfers Stuffenbruc
CD = +5.AB, wie ohen, Wenn bey zwey Linit
fich darthun liefse, dafs diefer Stuffenbruch, der diet
ne in Beziehung auf die andre als Iineareinheit o
driickt,’ ins Unendliche fortliefe; fo wire dadurch
dem zweyten Fall gemifs, dre Ir.'cammenjf‘imbi!#ﬁ; i
beyden gegebnen Linien dargethan, Bey{piele dayon)
werden wik im folgenden finden,]

B s =¥

=

e
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Anmérkang, Schon Euklid lehrt durch die Methode des
wffen Falls das grifte gemeinfthaftliche Maafi sweyer grader Lix
sien vdee auch zwever Zablen finden, erfteres gleich zu Anfany
des aehnten Buchs , welches von der Iucommenfurabilitit anege-
debnter Grifyen bandelt, (Satz 3) letzteres an der{Spitze des eriten
feiner drey arithmetifchen Biicher (Bueh V1L Satz 2), wo lber-
haupt die jerften Sitze, den erften Sitzen des zehnten Buchs parallel
Jufen, (und von denen Clavins meint, Euklid habe diefe Bicher
blos zum Behuf des zehnten Buchs feinen Elementen einverleibt;)
Ferner zeigr er | dafs um dreyer Linien (X, 4) oder dreyer Zake
o (VII, 3.) grifstes gemeinfthaftliches Maofs zu finden, man die-
fes zuert fiir iu‘»‘cy derfelben, und dann aufs neue fiir thr gefun-
denes Maafs und fiir die dritte Linie oder Zahl fuchen miifle:
Endlich beweilt ev auch, dafs wenn unfler sweyter Fall eintritt,
beyde Linien incommenfurabel {eyn miffen (X.2), und dafs,
wenn fan die Methode auf zwey gegebne Zahlen tbertragr, und
wan kimmt bey ihnen auf keinen Reft, gréfser als die Einheit,
der in dem nichft vorhergehenden Refte genau aufgehr, bey
folchen Zahlen etwas Aehnliches ftare finder; indem fie dann
Primzshlen uncer Gich find, und keinen grdfSern gemein[’c]ﬁfﬂi-
then Factor als ‘die Einheit felbft haben (VIL 1,)

Die fernern Sitze Eulilids, dafs commenfurable Grifien fich
wit Zoblen | ducominenfuvable Guofsen hingegen micht wie Zablen
Sethalter, und dafs umgekehrr alle Grofsen fur die fich ein ge-
naues Zehlverhalmils finden ldfst, sncommenfurabel {eyn miiffen,
(X. §-8, und VII, 4.) find unmittelbare Folgerungen aus unferm
Beweife, Und aus diefen Sitzen fliefst wiederum, das zwey incom-
Wenfurable Gvafsen mic jeder dritcen beyde zugleich commenfura-
bel oder incommenfurabel find, und eine mit thnen commenfii-
fble Sunme haben, und umgekehit; dafs hingegen, wenn von
Sy coneaten (uy ablen Grbﬁe:—: die eine mit einer dritten com-
Mealurabel ift, die andre mit ihr incommenfurabel feyn mufs,

und dafs beyde mit ihrer Summe incommenfurabel find, und um-
gﬁk‘:hrt {X, 13 I?J




i

g A N H A N 6,

Diele Satzeé dieneh Esiklid‘jedoch nur zu einet At vonln

feirung in die Materie, welche den eigentlichen Gegen

aehbutén Buchs ausmache, nemlich in die Unterfnchong ibvé

qu»h,_‘rGrdm‘ welche sawifthen der Conmen/uvabilitit und hon
amenf it-von H-L'c'i'fte;'i.cr; oder Quadraten- und deren Siitn

fare _["_--u_-'f.‘?‘_, Diefe Unterfuchung ; die. Euklid 2zur Theorie if
reguliven Korper brauche, ftellt er zwar mit grofsem Schaifin
aber auf einem ganz geometrifchen Wege an, auf welchem fid
weithiufig und fchwierig wird, dafs man diefesBuch mit Rek

fiir das fehwerlte in den Elementen hiile , und dafs Walfle
hauptet ,,es fey fo dunkel, dafs ein' Anfinger unmoglich disg

ringfte davon verftehn kdnne',  Seitdem man in der neuetn M
thematk in den M arzelgrofsen ein Mittel gefunden hat, inos
menfurable Grofsen arithmetifch darzuftellen, und fie als fip

nannte Iivationaizahlen mic unier die Zahlbeerific aufzunehns,

ftehn uns weit einfachere und leichtere Methoden zu Geeboth, 6,
was-wir von diefer Unterfuchung brauchen kdanen , arichmetif
zu entwickeln und zu erdttern, ohne dafs wir der grofsen Mep
yon Diftinctionen zwifchen irrationalen Linien werfchiedner At
des Heers von Kunftwortern welche diefe Materie bey Euflid
befonders erfchweren , und des zehnten Theils der Satze die by
Euklid vorkommen , von Nothen hiiccen; eine Trleichteruiig &
befonders daher rithee, dals wit, ffaec Rechrecke und Quadit

aus commenfural lu.'!. und incothmenfurablen Linien, die Productt

# {114, 2us rationalen und irrationalen Zahlen be:t'achten ¥

An,

I.

Euldlid lehrowie man zu jeder gegebnen Linje 13 ver{chiedne AP
ten von irrationalen Linien darftellen kana, die er insgefamine gests
er unterfucht, und mir befondern abfchreckenden Runftwdrtern bes
geichnet (% B. nach Lorenz UEbmetJ‘unw' Medinle; Dinomitl,
erfle und zweyre Bimediole  grifseve und kieineve Trrationnle; AF

ryte ﬂumnr’ﬂfu!am , des Rationalen tnd ¥e

fonie, eiffe und sw
dialen Quadratfeite, die awey Medidle Gebende eté: (Xi112.), ud
{iiE

zeiot, wie aufser diefen 13; (dic fich nach unfrer Aft ifisgeld
ke
ats Rationalzahlen ; Quadrat« und Biquadrarwhrzeln ausdriicke

tind zulammenfetzen laflen) ,toch unzihlige, Andre Iirationilt

L R — T
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gien entftehn , dic mit Keiner unter jenen einerley find” (X. 116.)
(die nemlich anf Wurzeln vom gten, 16ten und fernern Graden
peruhen. Det letzte Satz in diefem Buche thut dies Incommenfu=
sihilitar 2wifehen der.Seite und dem Durchmeffer eines Quadiats
dar. *Irrationallinien (ein Ausdruck , den {chon Euklid har) wel-
dhe fich auf Wurzeln von andern Graden sls dem sten, 4ten,
gen u, [, £, beziehn, (dié man alfo weder durch einmaliger noch
durch wiederholter Darftellung einer mittleren P:'noorriottﬂ?!!uie,

{ndern nur durch Auflindung zweyer mitelerer Proportionallinien,

i f, dlfo nur aut Wegen , welche def- Llementarceometrie

unzweanulich find ¥, finder, ) erwihnt Euklid mickeinem Wort * 1112472

$eine Unterfachung ift alfo fehr eingefchiginke, ftate dafs wir
gurch die arichmetifchen Begriffe fie fogleich ganz allgemein {iih-
gen ibnnen,  Ueberdem hat Eullids Vorurdag noc h das Unange-
nehme, dals er, wie Uberhaupt die Alten, mns ganze Zablen
heunt, und unter feinen Zahlbegriffer keinen fir Briiche aufs
nimmt, fo dafs wir {eine Worte nicht in den uns geldufigein Sinn
fiehmen ditefen (denn nach diefem fagten manche Sitze eoffenbara
alfchheiten aus) ; fondern erlt in feine Beoriffe von Zahlen {iber-
fzen mifen.  Alies das trigt dazu. bey, diefes Buch fiir uns
fberflifin und tingeniefsbar zu machen. Ueberhaupt iff die Ma-
frie in der Geosnetrie nur fir die Art, wie Euklid die Theorie
fr regelmafsigen Korper behandele, von Wichtigkeit; was ung
divon unenthehtlich iff, findet nian theils hier, theils in der
Folge diefes Werks, Dem allen tingeachret, ift folgendes Urtheil
Ieht tngorecht ;  welches det bekannte Peter Ramus in feinen
Scholiis Mathematicis (lib. a3x, p. 252.) Uber diefe Arbeir Euklids
fille o Materies ~decimo libyo  propofites eo modo eff tradi=
B, §t in buwmanis litevis atque artibus fimilew offcpritatem
Wegnam  deprebenderim ,  obfturitdtem dico , #on ad intelli=
tmdum , gaid praéeipiat Enklides , = = [ed ad perfpiciens
Gam peit itns et explevandam , guis finis et ufus fit operi: propofi.
» (die Theorie der reguliren Korper,) quae generas fpecies,
d",b'rf‘r'r-'?lﬁ.-rﬂ fimt vermm [ubjectaruin | (Euklid verweilt fich uimn.

Bandlich dabey die Veufchiedenheit aller jener Lirationallinien ing
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Rlare zu fetzen ) mibil enim nmguam tam confufum vel ol
deoi vel n:ufivi_‘ Andere preifen es dagegen als ein Meiffertil
beharrlichen Tieffinns, und das mit Rechr, gehéire es auch fi
uns nur zu den Blofsen Schauftiicken, und zu den veralteten Rk

zeugen im Zeughaufe der Wiflenfchaft, v U
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50 Wenn zwey Winkel 4, B gegeben ﬁ;m'} fhe g

meinfchaftliches Maafs, und daraus ihr Zahlveii
nifs zu finden.

Man befchreibe mit gleichem Halbmefler umd
Scheitelpunkte beyder Winkel Kreisbogen CD, EFf, i
¥22.'Z, find diefe das Maals beyder Winkel *.  Mit diela
beyden Kreisbogen verfahre man fo, wie in der YOri»
gen Aufgabe mit den beyden graden Linien; und @
it immer moglich, da Kreisbogeny die mit gleichen
Halbmefler belchrieben lind, gehorig gelegt fich de
» 1 cken, alfo ineinander fallen *, und fich mittélft i
Schnen einer auf dem andern ftetig nebeneinander leget
¥ - laflen *. Aauf diefe Art findet man fogleich das grifit
gemeinfchaftliche Maafs OD beyder Bogen , weéun ¢ ot
giebt , und ihr Verhdltnifs in den kleinften Zalk®
* A. 14, ansgedriickt * Dieles ift zugleich das Verhaltnifs
Lo beyden gégebenen Winkel A, B, die fich {tets Wit
% 57 jene Bogen verhalten *. Der Winkel OAD, dellin
Schenkel das gemeinfchaftliche Maafs beyder BogH
umipannen, ift zugleich das grofste gemeinfchafrlitht

Maals diefer beyden Winkel.
Haben die beyden Bogen CD, EF, die man auf

diefe Art mit einander vergleicht; kein gememiclastri
ghts
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