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Lehrsatz 12. Das Quadrat der Hypotenuse BC eines rechtwinkligen
Dreyecks ABC ist gleich den Quadraten über den beyden Katheten

zusammen genommen, oder B²=AB²+AC².
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INHALT GRADE 1 . FIGUREN . Q^ I

[Zjifatz I . Unter alle» Rechtecken die fich aus zivey Fig. *y,
Abfcbiitten einer gegebnen graden Linie.MN bilden laffen,
iß das Quadrat über ihre Hälfte MO das größte , und der

Inhalt wird immer kleiner , je mehr die Abfchnitte MP 4
PiVverschieden find . Denn denkt man ' fich die Linie

in0 gleich , und in P ungleich getheilt , fo ift , nach

Folgerung i . «. , MP x NP MO 2 — OP 2, und die-
fer fubtractive Theil OP 2 wächft mit dem Unterfchiede

der beyden ungleichen Theile , und nimmt mit densel¬

ben ab , und fallt ganz fort , wenn - beyde Abfchnitte
gleich find.

«) Unter allen Rechtecken von gleichem Umfang hat

Bithin das Quadrat den grofsten Inhalt.

ß) Und wenn xvvey Rechtecke , welche aus Ab*

fclmitten gleicher Linien befchrieben find , gleichen
Inhalt haben , fo find auch die Abfchnitte , welche iE-

«Seiten bilden , felbft gleich.

ZufatT . II . Dagegen wird die Summe der Qua'

drate ms den beyden Abfchnitten MP , NP kleiner , wenn

der Unterfckied der beyden Abfchnitte von einander »§- '
nimmt, Denn da die Summe diefer Quadrate MF 2 -f

NP2 = MN 2 — 2 . MP X PN ift * i nimmt iie ab , ,

wenn das Rechteck aus den beyden Abfchnitten MP,

PN zunimmt , folglich wenn die beyden Abfchnitte

von einander weniger verfchieden werden , ( kukl , X.

42>Lemma ) . ]

LEHRSATZ 12.

Bas Quadrat der Hypotenufe BC eines recht- p;g 2
ivititiigcn Dreyecks ABC iß -jgkick den Quadraten



BÜCH III,

Uber den beyden Katheten zufammen genommn,okt
BC2 - AB2+ AC\

Es fey ABC ein bey ' A 'rechtwinkliges Dreyeck,

über deffen Seiten Quadrate befchrieben find. Fälle

vom! Scheitel des rechten .Winkels auf die Hypote-

iiufe ein Perpendikel AD , welches verlängert, die

gegenüberflehende Seite des Quadrats in E durch-

fchneide ; fo läuft diefes Perpendikel mit den Perpen-

*I-E.i9. dikeln BF, CG parallel * und theilt alfo das Quadrat

der Hypotenufe in zwey Rechtecke DF , DG. Jedes

diefer Rechtecke , behaupteich , ift dem Quadrat über

einer Kathete , mit dem es einen Eckpunkt gemein

liat , gleich.
Der Winkel ABFbefteht aus dem Stücke ABC und

dem rechten ;Winkel CBF ; eben fo befleht der Win- 1

Jc fil CBH aus demfejben Stück ABC und dem rechten

Winkel ABH. Alfo find die beyden .Winkel ABF,

HBC gleich . Ueberdem find die Schenkel des einen

den Schenkeln des andern gleich , indem , als Seiten

eines Quadrats , AB = BH und BF == BC iß- Z' e,,t

man folglich AF und CH, fo entftehn zwey Dreyecke

ABF , HBC , welche lieh decken, und mithia gleichen

* L 6- Inhalt haben %

Nun ift aber der Inhalt des Dreyecks ABF halb

•groß als der des Rechtecks BE , welches mit jenem

Dreyeck über gleicher Grundlinie BF fleht , und iW

" a, fchen gleichen Parallelen BF , AE liegt *. EbenfoÜ

der ?nhalt des Dreyecks HBC halb fo grofs als der des

Quadrats AH , indem beyde über der Grundlinie HB

ftsun, mi awifchea den Psraüalen HB, lA )'̂ tll>
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von welcher letztern AC eine blofsc Verlfingerung ift,

da BAL, BACbeyde rechte Winkel , folglich LA , AC

in grader Linie find *. Daraus dafs der Inhalt der bey - *

den Dreyecke ABF , HBC gleich ift , folgt alfo , dafs

dasRechteck BE , als das Doppelte des Dreyecks ABF,

dem Quadrat AH als dem Doppelten des Dreyecks HßC 5

dem Inhalt nach gleich feyn mufs.

Grade auf diefelbe Art lä'fs lieh darthun , dafs das

Rechteck DG mit dem Quadrate AI gleichen Flächen-

laumhat, indem , wenn nian AG undBI zieht , eben¬

falls zwey fich deckende Dreyecke ACG , ICB entftehn,

welche die Hälften jener Vierecke find.

Folglich find heyde Quadrate AH , AI den bey-

den Rechtecken BE DG zufammengenommen , mithin

dem Quadrat derHypotenufe gleich , oder es ift BC2 =

Aß24- AC2,

[Diefen Satz, einen der Wichtigften in der Geometrie, foll

nacb der allgemeinen Sage des Alterthuras Vythitgoraserfunden

laben, und er wird deshalb gewöhnlich der pythagoreifebe Lehr:
/«t genannt«]

Folgerung 1, Das Quadrat einer der Katbeten iß

j/ficiidem Quadrat der Hypetenufe , -weniger dem Quadrat

kr andern Kathete * t », B, AB* = B& — AC*. Mit - *

hin ift (Jas Quadrat einer der Katheten auch gleich ei¬

nem Rechtecke , welches aus der Summe und und dem

Unterfehiede der Hypotenufe und der andern Käthe«

*e belchrieben ift , oder AR * m (BC + AC ) X; (BC —

AC) *

[Folgerung 1. Unferm ' Beweife gema 'fs hat das

Achteck BE mit dem Quadrate 4H , und eben fa das
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Rechteck DG mit dem Quadrate AI glskki

Inhalt.

a ) Ein Perpendikel AD , welches aus der Spfat kti

rechtwinkligen Dreyecks auf die Hypotenufe gefällt mi

zerfchneidet diefe folglich fo , dafs das Rechteck amjtiti

der beyden Abfchnitte und der ganzen Hypotenufe,

drate derjenigen Kathete , welche an dem AbfcbnitUm

tiept gleich iß , oder dafs BD X BC — AB̂ undCbx

ALZ >ß.

ß ) Das rechtwinklige Dreyeck felbfl wird durch du

Perpendi -cel AD in zwey kleinere 'rechtwinklige Drtjtik
ABD , ACD zerfällt , und zwar find diefe untercii»

der und mit dem Ganzen gleichwinklig , indem die Win¬

kel B + BAD und BAD + DAC beyde einem Redte

*I 3»-f-2 gleich *i mithin B — DAC und C == DAB find.

7 ) Von jedem diefer kleinern Dreyecke gilt a/fo

• (f.11.) auch das Bewicfene , und es ift AD 3 = AB 2—BD 3*=

* O ) BD X EC * — BD2 = BD x (BC — BD) *, alfoAd'-

* E' -̂7- = BD X DC . Das Quadrat über dem Perpendikel iß4

dem Rechteck aus den beyden Abfchintten der Hptm'f

gleich ; eine elegante und fruchtbare Eigenfchaftd«

rechtwinkligen Dreyecks,

S ) Verbindet man hiermit den Satx, ' dafs die Sei-

4 f. i . ten gleicher Rechtecke verkehrt proportional find'1

fo folgt aus ? , dafs fich ftets verhält BD : AD = AD:0C

und eben fo folgen aus a , die Proportionen BD:A"
= AB : BC und CD : AC = AC : BC. Alfo wird * *

potennfe durch das Perpendikel AD fo zerfcbnitten, M1

I ) diefts Perpendikel felbß die mittlere ProportiontlUi ^ ''
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fcktnden beyden Abfchmtten, *2)jede der Katbeten die mit - r V. y.

fe( Proportionallinie zwifihen dem Abfchnitt unter der

Kathete und der ganzen Hypotcnufe iß . Hierauf wer --

den wir einfache Methoden gründen , um zu zwey ge - .

gegebnen Linien , oder zu einer Linie und einem Ab¬

fchnitt derfelben , mittlerePreportionallinien zu finden,

und gegebne Rechtecke in Quadrate zu verwandeln.

e) Die Quadrate der beyden Katheten und der Hypo»

ttniife verhalten ßcb zu einander , wie die beyden Abfcbnitte

dir Hypoteniifi untereinander und zur ganzen Hypotemtfe ,

uder c. ..

AB2 : A& .<ßC2 = BD .■DCBC.

Denn die RechteckeBE , DG , BG , denen jene Quadra¬

te gleich find , haben die Hypotenufe zur gemeinfehaft*

liehen Höhe , verhalten fich alfo wie ihre Grundli¬

nien*- — Durch Bildung eines rechtwinkligen Drey - * ^

ecks wird es alfo möglich feyn Linien darzuftellen , die

fich wie zwey gegebne Quadrate verhalten , und um¬

gekehrt. ]

[Folgerung 3 . et) Das Reckteck aus den beyden

Katheten hat gleichen Inhalt ■mit dem Rechteck aus der

Hypotenufe und aus dem Perpendikel , oder AB X AC =&

^0 X ßC, Denn diefe beyden Rechtecke haben mit

dem rechtwinkligen Dreyeck gleiche Grundlinien und

Höhe, folglich beyde einen doppelt fo grofsen Inhalt

a's diefesDreyeck , und mithin beyde einen gleichen

Flä'chenraum . ( Euklid . X. 34 . Lemma)

ß ) Der 'Inhalt des rechtwinkligen Dreyecks felbft ift

Sleich§ AB x AG oder | , AD X BC , und verhält ßck
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zum Quadrat der Bypotemife aoie \ AD ; BC; undjhj
Quadrat iiier einer Kathete , z . B. über AB , wie \ /üC;/lß
oder wie \ ADfBD . Denn es iß
A ABC : BO = | AD X BC : BC2 s = f AD t BCoal

A ABC ä AB2 = | AB x AC : AB2 «t § AC t AB

oder = l AD X BC : BD x BC = | AD;B3,

7 ) Da bey zwey gleichen Verhältniflfen die Vor-
dergiieder auch dem Doppelten der Hinterglieder pic

*V,4 .jj. portional find *, fo verhält fich

A .ABC : BC2 + AB 2 -f AC 2 = f AD ; aBC
= AD : 4 BC.

■ ( Gregor von St, Vincenz I . 23 . 24,)

[Folg e t ü » g 4. Fällt man im gleickJckenkfijtenDnp

Fig. 2S. tc ^ ABC , aus der Spitie eines der gleichen Winkel an
der Grundlinie , z . B. aus B , ein Perpendikel BD•«!

* den gegenüberliegenden Schenkel , fo ift die Summ in

Quadrate über alle drey Seitin des Dreyecks gleich CD1+
ü AD 2 if - 3 ED 2. Denn es ift BC2 = CD 2 -f BD!
Und *AB2 = AC 2 = AD 2 -h )BD z , folglich BC1+ A5'
-f AC 2 — CD 3 + 2 AD 2 -L 3 BD2. ( Gregor von
Sf Vincenz I . 40 . )

Sät ' die ich mehr ihrer Nettigkeit als ihretBrandl'
barkeii halber liier mit aufnehme . J

Fig. 29. Zufatz . Eint Quadrat ABCD wird ,' durcH'ü

Diagonale AC in zwey rechtwinklige Dreyeckeg('

theilt , wovon jedes , wie z. B. ABC , gleichfchenklij
ift . Aifo find die beyden Quadrate über die Kail*
diefes Dreyecks einander gleich , folglich AC 3s

ä . AB 2. In jedem Quadrate iß folglich dos Q»'^

der Diagonale doppelt fo groß alt das Quadrat
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Siiten, -*- Diefes läfst fich auch fo beweifen . Man

liehe durch die gegenüberftehenden Winkelpunkte des

Quadrats Parallellinien mit der zwifchen ihnen liegen¬

den Diagonale, fo entfteht dadurch ein Parallelogramra
IFGH, weiches , da beyde Diagonalen gleich und auf
einander fenkrecht find * , das Quadrat der Diagonale * l . 37«

iE Diefes Quadrat enthält 8 rechtwinklige Dreyecke

in lieh, die fich decken , und deren 4 das Quadrat ABCD ,

ausmachen; daher jenes Quadrat dasDoppelte von die-

fem ift. ■

Esverhalten fich alfo in jedem Quadrate ABCD, die

Über eine' der Diagonalen und über eine der Seiten be-

fchriebneri Quadrate AC2 : AB 2 = 2 : 1 , folglich die

Seiten diefer beyden Quadrate , wie die Quadrat¬

wurzeln aus 2 und 1 *, oder AC : AB = : 1. Diefe *4.Z3.y
beyden Linien haben alfo ein irrationales Zahlverhtih-

mfs, und mitbin find die Diagonale und die Seite eines je¬

den Quadrats untereinander inco?nnienfur«lel * ') ein Satz, »n .Auf.

womit Euklid feine Abhandlung über incommenfu - 19* a'

iable Flachen fchliefst ( X. 117) , und den wir weiter«
hin noch auf eine andre Art beweifen werden;,.

[LEHRSATZ IJ .]

In jedem fchiefwinkligen Drey eck ift dasQttadn ?>g-5»>
eher Seite BC, welche einem fpitzen Winkel d
gegenüber ficht , klein er > dagegen das Quadrat
etiler Sehe bc , welche einem flumpfen Win¬
kel a gegenüber ficht , grofser als die Sunt*

der Quadrate der beyden andern Seiten, Und
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