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LEHRSATZ 10.

23> Ein Quadrat aus einer Linie AC , ivtkh in
Unterfchied zweyer Linien AB,BC iß , befchriih
iß gleich den Quadraten dicfir beyden Linien zujti»
men genommen , weniger zweymal dem Rechteck an
beyden Linien AB , BC ; oder es iß AC1 d . h, (AI
— BC) 2 = AB 1 ~f- BC 2 — 2 . AB X BC.

Befchreibe überAC das Quadrat ABIF, mache AE
gleich AC , und ziehe CG mit AF , und HE mit lf
parallel , fo wird das erftera Quadrat durch dielePf
rallellinie , wie Lehrfatz 8 Zufatz 2 auslägt , eingeteilt
Befchreibt man folglich noch über EF , welches gleit!
BC ift , das Quadrat EFLK gleich BC2 , fo l&H'A
fammt AI , d. i. dem Quadrat über AB , gleich AD

d. 1. dem Quadrat aus AC und den beyden Rechtecke«
CBIG , GLKD. Jedes diefer Rechtecke ift aber aus/18
= LG und BC bekhrieben , und folglich M' +
BC2 —2 AB X BC = AC2.

Diefer Satz läuft auf den arithmetifchen hinaus: (a- '!:
= a* — 2 ab + ba,

LEHRSATZ II.
',

Fig. 24. ' Ein 'Rechteck aus der Summe und demUrtte
fchiede zweyer Linien AB , BC befchrieben, iß^
Unterfchiech der Quadrate aus beyden Linien gW'i
oder '{AB ^ - BC) X 0 *5 — BC) = AB* — BC

Befchreibe über AB und fo auch über AC einQ«'

drat , verlängere AB um BK , gleich BC, und vollen¬
de das Rechteck KCDL und das Quadrat DHIG.



INHALT GRÄBEL « FIGUREN 277

; Iis;

Die Grundlinie AK jenes Rechtecks ift der Sum¬

me, die Höhe deffelben AE dem Unterfehiede der bey¬

den Linien AB , BC gleich , und folglich ift jenes

Sechteck aus der Summe und dem Unterfehiede der

beyden Linien AB , I*C befchrieben , oder Rechteck

ARLE= ( AB -f BC ) X ( AB — BC. ) Nun befteht

diefes Rechteck aus den beyden Stücken ABHE und

BKLH, welches letztere dem Rechteck EDGF gleich

ift, da beyde aus den Linien AC , CB befchrieben

find*. Alfo ift AKLE = ABHE + EDGF . Diefe " S.z -*-

leyden Stücke find aber gleich dem Quadrat über AB,

weniger dem Quadrat über DH , d. ih , über BC ; alfo

ift AKLE= AB2 — BC 1, und deshalb ( AB + BC)

X(AB— BC) = AB* — BC1.

Diefer Satz läuft auf den avithmetifchen hinaus: (a 4- b).

(a- b) = aa _ b*.

[Folgerung j . « ) Iß eine grade Linie MN *>» F;£i 2J>

flinkte0 in ztoey gleiche, im Punkte.P dagegen in zwey

«gleiche Theile getheilt , (MO = ON und MP > PN ;)

fo ifl: MP = MO + OP , und NP = ON — OP =*

MO- OP und folglich ftets
MP X NP — MO* — OP=

ß) Nimmt man auf der Verlängerung einer folchen

UnieMN, welche in 0 gleich getheilt iß , einen Yunktp,

f« ift Mp = Op + MO und Np = Op — MO folg¬

lich ftets

Mp X Np = Op4 — MO *.

In beyden Fällen iß alfo das Rehieck aus den heyden««»

Richen Stücken MP , NP oder Mp, Np dem Unterfehiede

Quadrate aus der Hälfte da ' Linie MN unt aus dem
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Abßartd der heyden Tbetlpütikte 0 , P oder 0 , p (welche
die Linie in gleiche und ungleiche Theile zerfc'nnei-
den ) , von einander gleich . — Der Lehrfatz gehörtia
dieferForm zu den fruchtbarem Sätzen der Geometrie,
ift in ihr in geometrlfchen Unterfüc -hungen von nicht
minderm Gebrauch , als der Analoge arithmetifche in
der Buchftabenrechnung , und verdient vorzüglich ge¬
merkt zu werden , Schon in den Zufätzen zu diefeu
Lehrfatze findet man einige intereffante Anwendung
defTelben .])

[Folgerung 2. Verbindet man mit diefenSä'tien
Lehrfatz 9 und 10 , fo geben fie noch ein Paar ähnlich!
Sätze , die gleichfalls Bemerkung verdienen , ob¬
gleich fie nicht von fo häufigem Gebrauch als die vori¬
gen find,

« ) Im erflen Fall war nemlich MP -f NP = MN
— 2, MQ , Folglich müfl 'en auch die Quadrate diefet

•E . 4,ß , gleichen Linien gleich feyn * , mithin MP 1 -fNP s +
* s - 2 MP X NP * = 4 . MO 2 * Da nun in diefem Fall*4 Z "
T r nach Folgerung j , a . auch 2 MP x NP = 2 . MO*-

3 - QP * ift , fo folgt hieraus , wenn wir Gleiches von
Gleichem abziehn,

MP ? -j - NP 2 = 3 - MO 2 4 . 3 . OPJ.
Denn da die Grö'fse die wir abziehn follen um 2 •
kleiner als 2 . MO ? ift , fo ziehn wir , wenn wir2 -MO"
wegnehmen , um 2 . OP2 zu viel ab , muffen alfo ium
Rede , der bey jener Wegnahme bleibt , 2 . OP2.hinzu-
fügen > um den richtige « ünterfchied zu erhalten. ,
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)8) Im saveytcn Fall war Mg — Np = MN = 2,MQ.

folglich find auch die Quadrate diefer Linien gleich ?

lifo Mp2 + Np ? — 2 . Mp x Np * = 4 . MQ 2. Da "

„un nach Folgerung I . ß . in diefem Fall , 2 . Mp x Np

k 2 . Op2 — 2 • MO 2 ift , fo folgt daraus , wenn wir

Gleiches zu Gleichern hinzufügen

Mp ? + Np 2 = 2 . MO 2 + 2 . OP2.

In heyden Fällen iß alfo die Summe der Qtiadrate aus

im ungleichen Stücken MP , NP oder Mp y Np gleich dem

doppelten Quadrat der halben Linie MN , und des Al>ßa :tds

in leyden Tbeilptmkte 0 , P oder 0 , p von einander.

Diefer Satz läuft auf den arithmefhifchen hinaus:

(a+ b)2 + (a — b)2 = 2 . a2 -f 2 . b2,]

[Folgerung 3. Im ztveyten-Fall der erften Fol¬

gerung, d. h. wenn Mp = MN -f Np = 2 . MO + Np

ift, ift aüchMp 2 = 4 . MO 2 -j - 4 . MO X Np -f Np 2* * ej.

oder, da MQ + Np = Op , und folglich M0 2-f -MO

XNp = MO x Op ift * * * 5. f. 3.

Mp 2 = ; 4 . MO x Op + Np 2

ein Satz der auf den arithmethifchen hinausläuft

(2a-f b)2 = = 4 . a. (a + b) -f b2 ] .

Anmerkung . Man ficht leicht , dafj man" felche Sätze

nach Anleitung analoger arithmetifcher ins Ünbeltimnue vervicl.

faltigen kann, und das ift vielleicht der Grund, warum Le Gevdre

nwlShiffin die fünf Sätze, die in dielen Folgerungen ftehn,

ganz weggclaiTen haben ; dqch. fehr mit Unrecht, da durch fie.

manche Beweife fich abkürzen , und ohne fie die Schriften alter

Geometer fich nicht ohne Anitofs verftehn, huTen. Bey Euklid

machen fie im zwe.yten Buch der Elemente fünf befondre Leh.r-

fitze ans, und werden fehr umltändlicb, jeder durch befondexe.
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Confhuctionen bewiefen . Diefe Beweife find befonders für
beyden Sätze in der zweyten Folgerung , die von Euklid im
dem Pythagoreifchen Lehrfatz abgeleitet werden, ermüdend weit
läufig . Ssllte Euklid diefe langen Umwege , nach welchen blos
die Beweife diefer beyden Sätze zwey enggedruckte Seiten fülle»»licht blofs deshalb erwählt haben , weil die arithmetifchen Vor
ftellungsarten , mittelft derer wir fie abgeleitet ;haben, den altern
Geometern noch nicht fo recht geläufig waren.

Mit ähnlichen Sätzen ift faft jedes geometrifcheWerk,wf
ches tiefer in die Wiffenfchaft hineingeht , reichlich ausgeftattif
Nun ift es zwar nicht zu leugnen , dafs Sätze von diefer An, zu
gelegnen Zeit gebraucht , geometrifche Unterfuchungen aulserm.
dentlich abkürzen können ; allein fie find jedesmal, befonders im
arithmetifchem Wege , ( durch die etnfaehfte Buchitabenrech-«ungj fo leicht zu finden , dafs es in der That unnütz unl
fchädSch ift , mit ihnen die geometrifchen Werke zu überfüllenSie haben in der geometrifchen Analyfis einen ähnlichen Nutzen
wie die Verwandlung einer Formel in die andre in der Buchtb.
benrechnung , und billig nimmt man daher diefe bey jener«zu Hülfe . Clavius , Gregor von St. Vincenz und felbftTttfUt
ftanden noch in der Meynung , die Regeln derBuchflabefirtctaw}
müfsten aus dkfen geometrifchen Sätzen abgeleitet , und,duich
fle bewiefen werden ; ein fonderbarer Wahn , welcher zeigt,wieöt
noch vor hundert Jahren die arithmetifchen Wiffenfchaften iaii*
rer Kindheit lagen , und der vielleicht nicht wenig dazuH
beygetragen haben , die geometrifchen Werke mit Sätzen vta
Rechtecke und Quadrate aus Linien , welche nach einer gewif"Art eingetheilt find , fo fehr zu überladen . Von Bolchen Säreen
führe ich hier nur noch ein Paar an , die den Sätzen in |der,'ff-Fig » s(5 ftern Folgerung ähnlich find : Sind an einer Linie CD
che Linien AC, DB angefetzt ,fo ift imifier CB2= ABlf AB* CD,
7inA nimmt man in der Linie CD irgend einen beliebigenftfitfkfo iß AEX EB = DE X EA + EC X CA + ( Grtyt '-*
St. Vinc. B. i . S. 57. 58.) d, V.
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[Zjifatz I . Unter alle» Rechtecken die fich aus zivey Fig. *y,
Abfcbiitten einer gegebnen graden Linie.MN bilden laffen,
iß das Quadrat über ihre Hälfte MO das größte , und der

Inhalt wird immer kleiner , je mehr die Abfchnitte MP 4
PiVverschieden find . Denn denkt man ' fich die Linie

in0 gleich , und in P ungleich getheilt , fo ift , nach

Folgerung i . «. , MP x NP MO 2 — OP 2, und die-
fer fubtractive Theil OP 2 wächft mit dem Unterfchiede

der beyden ungleichen Theile , und nimmt mit densel¬

ben ab , und fallt ganz fort , wenn - beyde Abfchnitte
gleich find.

«) Unter allen Rechtecken von gleichem Umfang hat

Bithin das Quadrat den grofsten Inhalt.

ß) Und wenn xvvey Rechtecke , welche aus Ab*

fclmitten gleicher Linien befchrieben find , gleichen
Inhalt haben , fo find auch die Abfchnitte , welche iE-

«Seiten bilden , felbft gleich.

ZufatT . II . Dagegen wird die Summe der Qua'

drate ms den beyden Abfchnitten MP , NP kleiner , wenn

der Unterfckied der beyden Abfchnitte von einander »§- '
nimmt, Denn da die Summe diefer Quadrate MF 2 -f

NP2 = MN 2 — 2 . MP X PN ift * i nimmt iie ab , ,

wenn das Rechteck aus den beyden Abfchnitten MP,

PN zunimmt , folglich wenn die beyden Abfchnitte

von einander weniger verfchieden werden , ( kukl , X.

42>Lemma ) . ]

LEHRSATZ 12.

Bas Quadrat der Hypotenufe BC eines recht- p;g 2
ivititiigcn Dreyecks ABC iß -jgkick den Quadraten
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