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[Lehrsatz 13.] In jedem schiefwinkligen Dreyeck ist das Quadrat einer
Seite BC, welche einem spitzen Winkel A gegenüber steht, kleiner,

dagegen das Quadrat einer Seite bc, welche einem stumpfen ...
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Siiten, -*- Diefes läfst fich auch fo beweifen . Man

liehe durch die gegenüberftehenden Winkelpunkte des

Quadrats Parallellinien mit der zwifchen ihnen liegen¬

den Diagonale, fo entfteht dadurch ein Parallelogramra
IFGH, weiches , da beyde Diagonalen gleich und auf
einander fenkrecht find * , das Quadrat der Diagonale * l . 37«

iE Diefes Quadrat enthält 8 rechtwinklige Dreyecke

in lieh, die fich decken , und deren 4 das Quadrat ABCD ,

ausmachen; daher jenes Quadrat dasDoppelte von die-

fem ift. ■

Esverhalten fich alfo in jedem Quadrate ABCD, die

Über eine' der Diagonalen und über eine der Seiten be-

fchriebneri Quadrate AC2 : AB 2 = 2 : 1 , folglich die

Seiten diefer beyden Quadrate , wie die Quadrat¬

wurzeln aus 2 und 1 *, oder AC : AB = : 1. Diefe *4.Z3.y
beyden Linien haben alfo ein irrationales Zahlverhtih-

mfs, und mitbin find die Diagonale und die Seite eines je¬

den Quadrats untereinander inco?nnienfur«lel * ') ein Satz, »n .Auf.

womit Euklid feine Abhandlung über incommenfu - 19* a'

iable Flachen fchliefst ( X. 117) , und den wir weiter«
hin noch auf eine andre Art beweifen werden;,.

[LEHRSATZ IJ .]

In jedem fchiefwinkligen Drey eck ift dasQttadn ?>g-5»>
eher Seite BC, welche einem fpitzen Winkel d
gegenüber ficht , klein er > dagegen das Quadrat
etiler Sehe bc , welche einem flumpfen Win¬
kel a gegenüber ficht , grofser als die Sunt*

der Quadrate der beyden andern Seiten, Und
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zwar , wenn man von einem der Endpunkte iitftt
Seite , z . B. aus B , auf die gegenüberflehende Sät
AC , oder deren Verlängerung , ein Perpendikel fit]
fo ifi das doppelte Rechteck aus AC und demAbfchit-
te die/er Seite , welcher am Winkelpunkte A (nichtm
BC) anliegt , jenem Unterschiede gleich. Oder«|

1 ) wenn der Winkel A fpitz ifi,
. BC2 = AB 2 -+ - -AC 2 — 2 AC X AD

2 ) wenn dagegen der Winkel a ßumpf iß,
bc2 = ab2 -K ac2 + 2 «cX ^

I . Ift A eine fphzer Winkel , fo liegt das Perpen¬
dikel BD zwifchen den beyden Schenkeln diefes Win¬
kels , und folglich mit der Grundlinie des Dreyecki,

* I. i6..d, h, mit AB auf einerley Seite des Punktes A*. 11Z *
' überdem auch der Winkel C fpitz , fo fällt das Perpen¬

dikel BD innerhalb des Dreyecks , und es ift CD~
AC — AD ; ift dagegen der Winkel C ftumpf, &
fällt das Perpendikel BD über den Schenhel EC hinaus,

*I.i6.Z. aufserhalb des Dreyecks * , und es ift umgekehrt CD
3*f> = AD — AC. In beyden Fällen ift alfo CD demÜn-

terfchiede zwifchen AC und AD gleich , nur dafsn»
erften Fall die Grundlinie AC , im zweyten AD gri)'
fser ift ; und mithin ift in .beyden Fällen gleichmäßig

* io. CD2 =ü AD2 4 AC2 — a AC XAD *. Fügt man nun
zu diefen gleichen Flächenräumen beyderfeits BD2 l' in'
zu , und fetzt ftatt der Quadrate der beyden Kathete»

* « . 'BD2 -f CD2 , das Quadrat der Hypotenule , BC2*
Bflä
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und eben fo ftatt BD 2 + AD 2 , AB2, fo erhält man
■ BC2 = AE 2 + AC * - aACx AD . :

2) Ift a ein ßumpfer Winkel , fo liegt das Perpen¬
dikel bd aufserhalb beyder Schenkel *, ( Zwilchen »den *I.
Schenkeln des fpitzen Nebenwinkels ) und fleht daher "'
nicht auf der Grundlinie ac felbft , fondern auf deren
Verlängerung auf , die in Abficht des Punktes a entge-
■gengefetzt liegt . In diefem Fall ift alfo cd = ad -f- ac,
folglich cd2 = ad 2 -j - ac2 -{- 2 ac X ad , und wenn
man beyderfeits bd2 hinzufügt,

bc2 = ab 2 -f - ac2 2 ac X ad.

Folgerung 1. Der Winkel A mag alfo fpitz oder
Jtaty/' feyn , fo wird in beyden Fällen das Quadrat der
gegenüberftehenden Seite BC , durch die Summe der
Quadrate der anliegenden Seiten AB , AC , und durch
das doppelte Rechteck 2 AC X AD beftimmt ;, nur dafs
diefes für fpitze Winkel abzuziebn , für ftumpfe
hinzuzufügenift . Die Ausfage für beyde Fälle lallen
lieh daher bequem in folgende allgemeine zufammen
Hehn

BC2 = AB 2 + AC2 + 2 AC X AD

wo,wenn A fpitz ift , für den letzten Theil das obere
Zeichen, wenn A hingegen fttimpfiü , das untere Zei-
chen gilt.

Ift A ein rechter Winkel , fo mufs diefer Theil fort¬
fallen, damit wir die Ausfage des Pythagoreifchen Lehr.
/«fc« erhalten . In derThat fällt dann das Perpendikel
20 mit der Kathete BA zufammen , daher dann kein

T
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Abfchnitt AD , mithin auch,kein Rechteck ACx AD
vorhanden iß".

Grade fo liegt der Abfchnitt AD , fo lange der

Winkel . A fpitz ift , mk der Grundlinie AC auf einet'

ley Seite des Punktes A , hingegen wenn a fturapf ift,
auf der entgegengefetzten Seite , hat alfo in diefeni

■zweyten Fall eine entgegengefetzte Lage sls im erftern,
und von diefera Entgegengefetzten in der Lage des
Abfchnitts rührt es her , dafs das Rechteck 2ACX AD

in beyden Fällen auf entgegengefetzte Art vorkömmt,

in jenem wegzunehmen , in diefem hinzuzufügen ift.

A n m e r ku n % i . Diefes Entgegengefetzte in Abficfit der
läge , ( es fey mm zweyer Linien , oder zwey er Winkel, u.U)
in Fallen , die fleh fonft ganz gleich find , pflegt man in iti mi¬
ttenden Geometrie durch die Benennungen pofitiv und m̂ sitina
charaktcrifiren , indem man die Linien , Winkel u, f. f., weicht
diefeibe Lage als indem Fall Haben, von dem man ausgeht, ff-
fitiva Linien , Winkel u. f. f. nennt ; diejenigen hingegen, &
auf entgegengesetzte Art liegen , negative Linien , Wivkün. U
In fo fern man fich dännblofs an den arkhmetifchen Sinn dergeo-
metrifchen Sätze und Formeln hält , und es lediglich mitZahlaui-
drücken für ausgedehnte Gl eisen zu thun hat , kann man
was durch diefes Entgegengefetzte . in der Lage , in den Sätzen
und Formeln abgeändert wird , nach den Regeln der Red» ?
mit entgegengefetzten Zah 'gröfsen , wie fie die Arithmetik ent¬
wickelt , beurtheilen , wobey uns die Auslage für einen einzig!"
Fall genügt , hier z, B, für den Fall eines fpitzen Winkels,™
den BC* = AB» 4- AC2 — s AB X AD ift. Denn mitteilt des

Begriffs negativer Größen , und den darauf gebauten Rechnungs-
regeln , liegt in diefer Formel zugleich die Auslage für den ftl
eiues ftumpfen Winkels , für welchen AD auf eine entgegen"!-
{eure Art als für den fpitzen Winkel liegt , folglich einen«/'-
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tkin Zahlwerth erhält , daher alsdann das fubtractiveJ ' rodukt
j;AB>' AD den Hegeln der Rechnung gemäfs , in ein Additives
übergeht. Allein dUfis Zv.fnvtmevfaß 'en mehrerer Fälle , die in eU
In , iit »vf das Entgegengefetate in der Lage geniijfer Linien ,
Winkdv, f . f . ijbereivßimmen , in einen Linzigen , gehört ei¬
gentlich nicht hierher , fondern in die rechnende Geometrie , wei¬
cheeben dadurch fo manche geometrifche Unterfuchung , die
wfdem oftenfiven Wege , durch die Menge, folchcr Fälle fehr
weitläufig und langwierig wird , aufserordentlich abkürzt und
erleichtert. Auf dem oftenfiven , eigentlich geometrifehen Wege,
aufs man diefe Fälle einzeln betrachten , und für jeden die Aus-
fageeinzeln aufhelfen und darthun , weil , wie gefagt , der
RunftgrifF, alle Ausfagen . in Eine durch den Begriff des Negati¬
ven zufarnmcnzufafTen, und aus ihr zu entwickeln , auf ,arithme-
tifchen Gründen beruht , und der rechnenden Geometrie aus-
fchliefslich eigen ift.

Daraus folgt aber nicht , dafs man im Syftem der Geome¬
trie aus fokhen einzelnen Fällen auch einzelne Sätze machen müfle.
Dadurch würde die Ueberfkht und das Behalten viel zuj fehl" er-
fchwert. Vielmehr mufs man fie, wenn ich nicht irre , auch hier
als blofse Modifikationen eines und deffelben Hauptfatzes unter
einer allgemeinen Ausfage zufammenftellen , die btios , je nach¬
dem gewiffe Linien , Winkel u. f. f. eine entgegengefetzre Lage
laben, nü-ancirt wird . Euklid , Le Gendre und fall alle andern
Geomcter pflegen fie zwar durchgängig als einzelne Sätze aufzu¬
führen, und machen fo z. B. aus den beyden Fällen dieles Lehv-

1fatzes, zwey verfchiedne Sätze . Weil aber dadurch die Ueber«
■fichtder Wiffenfchaft in der Thät nicht wenig geftörht und er-
fchwert wird , fo glaube ich diefes für einen Fehler gegen die
Methode halten zu muffen , den ich zu vermeiden durchgängig Be¬
dacht gewefen bin . Diefe Zufammenftellurig gewährt überdem
noch den Nutzen , dafs fie von felbft darauf führt , genau nach-
zufehn, worin fich jedesmal die verfchiednen Falk umerfchsi-

. t 2 . - §i
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den ', und wie fie (ich mittclft des Begriffs des Negativen unter
eine ' Ausfage zufammenziehn , und aus ihr entwickeln lallen;
Uebungen , die ich dem Anfänger recht fehr empfehle, und
durch die er fich in dem rechten Sinne und dem Gebrauch ditfes
für dleAnalyfis und ihre Anwendungen fo wichtigen Begriffs feil,
fetzen wird . Und zwar verfuche er das fogleich an Lehrfatz 14
und bey den Folgerungen zu Lehrfatz n , fo wie bey den fol¬
genden Lehrfätzen , bey denen ich hierauf nicht wieder zurück¬
kommen werde . .

Was unfern Lehrfatz betrifft , fo umfafst er , wie wir gefehn
haben , zugleich den Pythagoreifchen Lehrfatz , als einen voninj
Hauptfällen , und dehnt ihn mit gehörigen Moiificationen auf
alle Arten von Dreyecken aus. Und zwar beruhen diefe düj
Fälle unmittelbar auf der Befchoffenheit und Lage des Abfchnitls
AD , welcher den Abftand des Perpendikels BD vom Winkt!"
punkte A beftimmt , und folglich mittelbar auf der Befchaffa-
heit des Winkels A. Je nachdem diefer Winkel Afpitz , ß""}!
oder recht iffc, fällt das Perpendikel BD und zugleich der Ali-1
fchnitt AD , entweder auf Wie Seite des Punktes A , auf weichet
die Grundlinie AC des Dreyecks liegt , oder auf die entgegen?-
fetzte Seite , oder in den Punkt A felbft hinein . Und das inact«

die Verfchiedenhcit der drey Fälle aus >und begründet die Vtr-
fchiedenheit in der Auslage des Satzes . Dafs indefs felbft diefer
fo verallgemeinerte Satz fich wiederum nur als einen Jf/Wc
Fall eines noch allgemeinern Satzes über das Dreyeck anfeta
kuTe; davon wird uns Lehrfatz 15 überzeugen.

Folgerung 2. Fällt man aus beyden Endpunk¬
ten der Seite BC auf die gegenüberftehenden Seiten
des Dreyecks ABC , oder auf deren Verlängerungen'
Perpendikel BD , CE ; fo ift , unferrn Lehrfatz zu Fol¬
ge , fowohl BC2== AB 2 -f AC2 + 2AC x AD als auch
BC* = AB2 + AC 2 + a AßxAE ; wo in beyden»
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len das obere oder das untere Zeichen gilt , je nach-
demA fpitz oder ftu 'mpf ift . Mithin mufs in jedem
Dreyeck , der Winkel A fey 'fpitz oder ftumpf,
ACx AD = AB X AE feyn , und folglich auch AC : Aß
sAE : AD *. *4. f- i.

Zieht man durch den Durchfchnittspunkt der bey-
den Perpendikel BD , CE die grade Linie AF , fo fleht
Juch diefe auf der gegenüberflehenden Seite BC fenk-
recht* ; daher gleichfalls BC x BF «= BA X BE und * II. 2J.
CAx CD = CB x CF ift , und fich auch verhält BC : BA Z' 2"
= BE:BF und CA : Cß = CF : CD.
i ' « . >

Perpendikel aus den Winkelpunkten eines Dreyecks auf
die gegenübirßebenden Seiten gefällt , durchschneiden diefe
folglich fo , dafs je z-ceey Rechtecke t welche aus einer Seite
und demjenigen Abfchnitt derfelben , der an beyder Seiten
Durchfchnittspunkt anliegt , ßets gleich find ', oder dafs
je zweyer Seiten Aifchnitte , die an demfelbcn Winkelpttnk.
Uliegen, ßcfi verkehrt wie die Seiten verhalten *, * g , »■ ' ■ . . : ' " :

Folgerung 3. Für einen fpitzen Winkel *A ift
iat Rechteck2 AC X AD = > AB* + AC 2 — BC 2 ; für

einen ftumpfen Winkel a hingegen 2 ac X ad = bc*

—ab* — ac 2. Für beyde wird alfo diefes Rechteck

durch die Quadrate der Seiten auf gleiche Art gegeben,

nur dafs im erftern BC2 kleiner , im zweyten bc 2 grö 'fser

A als die Quadrate der beyden andern Schenkel xu-

kmmeng-enomrnen.
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Jeder der einzelnen Abfchnitte , %. B. AD , wird mit'
hin durch die drey Seiten des Dreyecks ; folgendetmafsen
, „ . . AB2 4 - Ad — BC2beftunrnt , Aü = - »- und

2 AC

ad = - i!1-ÜL _ ; Ausdrücke , welche, je nach-
2 ac

dem man den geometrifchen oder den arithmetifchen
*4-Z, a. Sinn der Zeichen nimmt * , verfchieden zu überfetiert

find . Dem geometrifchen Sinn gemäß - verlangen fie, daß
man erftens ein Quadrat , welches den [Quadraten von
AB , AC zufammengenommen gleich , und zweytens
ciri Quadrat welches dem Unterfchiede zwifchen die-
lem und dem Quadrat von BC gleich fey , bilde, und
diefes dritte Quadrat in ein Rechteck , das 2 AC im
Grundlinie hat , verwandle , (wozu man ' die Methodiii
unter den Aufgaben am Ende diefes Buches rindet) um
den Ahfchnitt AD , als die Hohe diefes Rechtecks itt
finden . Nach dem arithmetifchen Sinn genommen, er¬
hält man , wenn man die Zahlwerthe der Seiten auf dis
Art , wie die Formel es ausfagt , zufammen nimral
den Zahlausdruck des Abfchnitts AD , der für die
Trigonometrie , wenn man aus den Zahiausdriicken der
drey Seiten des Dreyecks den des Winkels A fucht,
und fürLehrf . 20 . von Wichtigkeit iil.

Aus AD uod BC rindet lieh endlich geometrifch
' 13. f.i . fowohl afcs arithmetifch das Perpendikel AD *j un'

aus dem Zahlwerth deiTeiben der Inhalt des D«p'
. 5, ABC * , der alfo auf diefe Art aus dem Zahlwerth d«

drey Seiten gefunden ifl . Indefs werden wir im[fol¬
genden Buche dazu einen bequemern Weg finden.
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Folgerung 4 . Endlich werden die an dem Win¬

kl A anliegenden Seiten des Dreyecks ABC durch folgende

fasdrücke gegeben. Erßens die Seite AB, auf welcher das

Perpendikel nicht lieht , durch AB2 m BC2 — AC 2 ±

jACxAD . Zweytens die Seite AC , auf die das Per¬

pendikel gefällt ift , durch AC 2 + 2 AC X AD =*

BCZ— AB 2 , ( folglich der Zahlausdruck deifeJben

durch eine unreine quadratifche Gleichung, ) wo wie¬

derum das obere oder das untere Zeichen gilt , je nach¬

demA fpitz oder ftumpf ift.

Aus der zweyten Formel folgt , dafs

ACX (AC + 2 AD ) = BC2 — AB 2 ift *. Theilt man * E- ?

daher die Grundlinie des Dreyecks, - AC , im Punkte

Oinzwey gleiche Theile , da denn AC X ( AC + 2 AD)

gleich AC x (2AO + 2 AD ) gleich 2 AC X OD wird,

und war fowohl für fpitie als für fturrrpfe Winkel;

fo ift 2 AC X OD = BC2 — AB 2 ; ein fehr brauchba¬

rer Satz. , den wir weiter unten nochmals als befon-

dern Lehrfatz aufftellen , und noch auf andre Art her¬

leiten werden *. ,

Folgerung 5 . Jß das Dreyeck ABC gleichfihenh ^ h ' W

Adie Spitze, BC die Grundlinie , und AF das Perpen¬

dikel auf die Grundlinie , fo wie BD das Perpendikel

auf den Schenkel AC (folglich AB = AE , BY— §BC * ' ll *-z

und die Winkel an der Grundlinie B , C nothwendig

fpiri * ) fo ift , dem hier Bewiefenen gemäfs * *• 31

OBC2^ 2 AC 2 + 2 AC X AD * = 2ACX (AC + AD ) , (f. , .

= 2 AC x CD * » E .

Afey fpitz oder ftumpf , da im erftern Fall das obere,

wi iwey ten das untere Zeichen gilt . Und das ift aller-
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* f. 2. dings richtig , da CA x CD = Cß X CF * und CF = | ,CB
ift.

' Ü * /B) . AD = 2AG2 - BC2 und ad^ be2 - 2 - aC"2 AC 2 . ac

Anmerkung 2. Folgenden eleganten Beweit, welcher Jij.
. de Fälle unferi Lthrßtues , ganz nach der Art , wie wir den

Pythagoreifchen Lehrfatz bewiefen haben , und zwar imabhänji«
von dicfem , darthut , hake ich der Mühe werth .hierher aus Gn-
gor von St. Vinzenz (l. 44. u . 45) zu übertragen , obgleich er fiel
auf einen Satz über die Sehnen ftützt , den wir erft weiterhin bt-

* i2 . weifen werden * , indem diefer Hülfsfatz fich auch? leicht unnur
Fig . 31. telbar aus Lehrfatz 7 ableiten fäfst. Unfre Figur (teilt zwar nur

den Fall des ftumpfea Winkels dar , reicht aber hin fich dam
auch den Fall des fpitzen Winkels zn denken , der nur wenig
verfchieden ift , und für den jeder fich leicht felbft eine Zeich¬
nung entwerfen wird.

Man befchreibe über die drey Seiten des gegebnen
Dreyecks ABC Quadrate AH , AI , BG , und über die
Grundlinie BC , als Durchmeffer , einen Halbkreis, je
nachdem nun der Winkel A reckt , fpitz , oder ßufflff
ift , fällt der Winkelpunkt A auf die Kreislinie , oder

$11 ij .f. -OHßfrkaW, oder innerhalb des Kreifes *. In den bey-
»,u. 26. j £n ledern Fällen wird alfo die Kreislinie entweder

von den Schenkeln , oder von deren Verlängerung , in
den Punkten P , Q durehfchni 'tten , und zieht man
durch diefe Durchfchnittspunkte die graden Linien
CPM , BQN , fo hndP , Q als Winkel im Halbkreife,

ni23Z2 Recnte * > folglich BPMH und CQNI Rechtecke , f»««
auch AFML , AQNK ; und zwar find diefe letztem
Rechtecke , jenes aus den . Linien AP , AB , diefes aus
AQ > AC befchrieben , alfo (da BP , CQ Sehnen Jini
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die fleh in einem Punkte A durchfehneiden, ) vermöge

der Natur des Kreifes .gleich *. Theilt man nun *

wie beym Beweife des PythagoreifchenLehrfatz .es, das

Quadrat über der Grundlinie BC durch das Perpendi¬

kel AE in zwey Rechtecke , und zieht AG, BI ; fo ent-

(lehnzwey Dreyecke AGG , BIG , welche , jsnes mit

dem Rechteck DG , diefes mit dem Rechteck CN über,

gleicher Grundlinie und zwifchen gleichen Parallelen

ftehn, folglich halb lo grofs als diefe Rechtecke find *. *

BeydeDreyecke decken fich aber, find alfo gleich , und

folglich haben auch die Rechtecke DG und CN glei¬

chen Inhalt. Grade fo thut man dar , dafs auch die

Rechtecke DF und BM gleichen Inhalt haben . Folg¬

lich ift BC2 = Rechtk . CN + Rechtk . BM oder BC*

s=AC2 + AC x AQ + AB2 + AB x AP ; und da die

bsyden Rechtecke gleich find,
BC2= AC 24- AB2 + 2 AC x AQ

wo das untere Zeichen gilt , wenn A ftumpf , das obe.

re wenn A fpitz ift , und wo man ftatt des letztern
Rechtecks auch das Rechteck + 2 . AB X AP fetzen

kann, d. U,

[LEHRSATZ I4 .]

Ein Dreyeck ABC iß bey A rechtwinklig , fpiit^

winklig oder ßtumpfivinkiig , je nachdem das Quadrat

Seite ,jBC , welche diefim Winkel gegenüberßeht,

dm Quadraten der bey den Seiten AB , AC , welche

den Winkel, A einfc'hliefsen , ziij ammengen omtnen

gleich iß , oder kleiner, oder großer iß , als diefe bey-
dtn Quadrate.


	Seite 287
	Seite 288
	Seite 289
	Seite 290
	Seite 291
	Seite 292
	Seite 293
	Seite 294
	Seite 295
	Seite 296
	Seite 297

