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[Lehrsatz 13.] In jedem schiefwinkligen Dreyeck ist das Quadrat einer
Seite BC, welche einem spitzen Winkel A gegenuber steht, kleiner,
dagegen das Quadrat einer Seite bc, welche einem stumpfen ...
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Siien, == Diefes lifst fich auch fo beweifen, Man

siche durch die gegentiiberftehen den Winkelpunkte des
Quadrats Parallellinien mit der zwifchen ihnen liegen-

den Diagonale , fo entfteht dadurch ein Parallelogramm

FEGH ,- welches , da beyde Diagonalen gleich und auf
dnender fenkrecht find *, das Quadrat der Diagoaale * 1. 37
it Diefes Quadrat enthilt 8. rechtwinklige Dreyecke

in fich, die fich decken, undderen 4 das Quadrat ABCD
gismachen; daher jenes Quadrat dasDoppelte von die-

fem ift,

Es verhalten {ich alfo in jedem Quadrate ABCD, die
fiber eine’ der Diagonalen und iiber eine der Seiten be«
{thiiebnen Quadrate AC2: AB2 =21, folglich die
Seten diefer Dbeyden Quadrate, wie die Quadrat
wirzeln aus 2 und 1 ¥, oder AC : AB= y2:I.  Diefe v4.2 3.,
beyden Linien hsben' alfo ein irrationales Zablverhile-
tifs, und mithin find die Diagonale und die Seite eines jea
den Quadyats antereinander incommenfurabel ¥ ein Satz, 11, Auf.
womit Euklid feine Abhandlung iiber incommenfu- Ay e
rable Flachen fchliefst (X. 117), und den wir weitegs
hin noch auf eine andre Art beweilen werdem, *

L z2m®rRSATZ I3]

: In jedem [ehiefwinkligen Dreyeck ift das Quadys: Fig: 50
einer Seite: BC, welche einems [pitzen Winkel 4
-g't’gf-ni-iber fleht, kleiner, dagegen das Quadrar
einer Seite be, 1welche einewm flumpfen Win.
kel a gegenitber fleht y grifser als dic Suur.
e der Ouadrate der beyden omdern Seiten,  Und
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WAV, WenH AN Vo einews dev Endpimkre dieﬁr
Stite,'z. B. aus B, auf die gegeniiberfiehende Sin
AC, oder deven V. erlingerung , ein - Perpendikel il
Joift das doppelte Rechteck aus AC und dlens Abfehuit
e dicfer Seite , welcher ain Winkelpunkte A (nicht o
BC) anliegt, jenewm Unterfthiede 2leich: - Oder esjf

1) wenn der Winkel 4 [pitz ift,
BC* = AL 4+ AC* — 2 AC'X 4D

2) wenn dagegen der Winkel a Rumpfit,
6 = ab’ = ac® =~ 2 ac X ad

1. It A eine fpizzer Winkel, fo liegt das Perpen:
dikel BD zwilchen den beyden Sc.henkeln diefes Wins
kels, und folglich mit der  Grundlinie des Dre)‘E{‘kE,

*¥ L 16.d, h, mit AB auf einerley Seite des Punktes A% I
i iiberdem auch der Winkel C fpitz, fo fallt dasPerpens
dikel BD innerhalb des Dreyecks , und esift CD=
AC — ADj ift dagegen der Winkel C ftumpf, fo

fallt das-Perpendikel BD iiber den Schenhel EC hinans
*L16.Z. aufserhalb.des Breyecks *, und es ift umgekehst CD
gl AD — AC, .In beyden Fillen ift alfo CD demUne
terfchiede zwifchen AC und AD gleich, nur difiin

erften Fall die Grundlinie AC, im zweyten AD gi*

fser ift; und mithin ift in. beyden Fillen gleichm‘e’fs!'g

7 10. CD? = AD? - AC? — 2 AC x AD ¥, 'Fiigt manai
zu diefen gleichen Flachenriumen beyderfeits BD? hin:
zu, und fetzt ftatt der Quadiate der beyden Katheten
-"BD? + CD2, das Quadrat der Hypotenule; B‘C“;:

un

b ¥ ]
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INHALT GRADEL, FIGUREN, 289

und ¢ben fo ftatt BD; <~ ADj;, AB2, fo erhilt man
BCz = AB? -} ACz — 2 AC X AD.

) It a ein flumpfer Winkel, {o liegt das Perpen-

dikel bd aufserhalb beyder Schenkel™, (zwilcheneden *1 46,
=

Schenkeln des {pitzen Nebenwinkeis) und fteht daher *
nicht auf der Grundlinie ac {elbft, fondern auf deren
Verlingerung auf, die in Abficht des Punktes a entge-
gengefetzt liegt, In diefem Fall ift alfo ¢d = ad +~ac,
]

+ 2 ac X ad , und wenn

folglich ed? — ad2 -|- ac2
man beyderfeits bd, hinzufiigt,

be® = ab2 - ac; 4 2 ac x ad.

Folgerwng 1. Der Winkel A mag allo [pits oder
flimpf feyn, fo wird in beyden Fillen das Quadrat der
geseniiberftehenden Seite’BCY, durch die Summe der
Quadrate der anliegenden Seiten AB, AC, und durch
das doppelte Rechteck 2 AC X AD beftimmt, nur dafs
diefes fiir fpitze Winkel abzuziehn , fiir fumpfe
binzuzgfiicen ift. Die Ausfage fiir beyde Fille laffen
fich dgher bequem in folgende allgemeine zufammen
ziehn

BC2=AB2+ AC2532ACXAD
wo,wenn A fpitz ift, fiir den letzten Theil das obere
Leichen, wenn A hingegen flumpf ilt, das wntere Zei.
chen gilt,

Ift A ein rechter Winkel, {o mufls diefer Theil fort-
fallen, damit wir die Ausfage des Pythagoreifchen Lehr.
Juizes exhalten, In der That fillt dann das Perpendikel
D mit der Kathete BA zulammen, daher dann kein

% B

-

&
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Abfchnitt AD, mithin auch kein Rechteck ACx AD

vorhanden ift.

_Grade fo liegt der Abfchnitt AD, fo lange du |
Winkel A {pitz ift, mit der Grundlinie AC aufqimr.i[
ley Seite des Punktes A, hingegen wenn z=1iium1:-l'if't‘F

I

auf der entgegengefetzten Seite, hat allo in ditlem|
awevten Fall s § toaoenoele e Laoe gls i ﬁri
zweyten Fall eine entgegengefetzte Lage als im erftem,
und von diefem Entgegengefetzten in der Lage dd
Abfchnitts rithrt es her, dals das Rechteck 2 ACx AD
in beyden Fillen auf entgegengefetzte Art vorkimmy

in jenem wegzunehmen, in diefem hinzuzufugenifs

Anmeérkung 1, Dieles Entgegengeletzte in Ablichtdr
Lage, (s féy nun zwayer Linien ; oder zweyer Winkel, uwli) §
in Fillen, die fich fonft ganz gleich find, pliegt man i der ik
nenden Geometrie durch die Benennungen pefitiz und negiby®
charakeerifiren, indem man die Linien, Winkel u. f £, wel®
diefelbe Lage als in dem Fall haben, von dem nian ausgeht,
fitive Linien, Winkel u. {, f. nennt; dicjenigen hingegen, @

auf entgegengeletzte Art liegen, megative Limien, Winkdullt

In (o fern man fich dannblofs anden arichmerifchen Sinn dergite
metrifchen Sitze nnd Formeln hilt, und es lediglich mitZahlae
dritdken fiir ausgedehnte Grofsen zu thun hat, kena min s
was durch diefes Entgegengeferzte. in der Lage, in den Sita
und Foimeln abgeindert wird, nach den Regeln der Rechnting
mit enrgerengeferzten Zahlgrolsen, wie fie die Avithmek e b
wickelr, beurtheilen, wobey uns dicAusfage fir-enien einzet
Fall gentict, hier.z, B, fiir den Fall eines {pitzen Winkels, fit
den BC? = ABa2'4 ACz == 2 AB X AD ift. Denn mittelt (5
Begrilfs negativer Grdfsen, und den darauf gebauten Rechnungs
regeln, liegt in diefer Formel zugleich die Ausfage fiir dea Fil :
einies flumpfen Winkels, fiir welchen AD auf eine entgegel®

fetzre Art als fiir den fpitzen Winkel liege, folglich een gk
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tiven Zahlwerth' erhile, daher’alsdann das fubtractive Produke

$:AB X AD den Regeln der Rechnung gemifs in ein Additives
5 a 3

tbergehe. Allein dizfes Zufmuemenfaffen wehrever Eille, die in gla

, bis anf dus Entgegengefetate du der Lage gewiffer Linien ,

Winkel w, [ f, gbereinfizamen , in eine Linsigen, gchért ei-
gendlich nicht-hierher, fondern im die recknende Geometrie ; wel-
teeben dadurch fo manche geometrifche Unterfuchung, die
ait dem oftenfiven ‘Wege, durch die Menge: folcher Falle fehr

weiddufie und lang i wird ; aulserordentlich abkiirzt un.
. -

ereichtert,  Auf dem oftenfiven, eigendich geometrifchen Wege,

e = P e TR LT - e et e o
mufs man diefe Tille eiuzeln bewrachten, und

i

* jeden die Auge

fige emzeln aufitellen und darthun, weil, wie gefagr , der

des Ne

ven zufammenzufaflen, und aus ihr zu encwickeln , anf arithm

7

Kunftgriff, alle Ausfagen in Eine durch den Beorifi

Lik

tichen Griinden beruhe, und der rechnenden Geometrie aiis-
ithliefstich eizen ift,
g

Daraus folgt aber nicht, dafs man im Syfem der Geoma.
ftieaus {olchen cinzelnen Fillen auch einzelne Sitze machen miiffa,
Dadurch wiirde die Ucberficht und das Behalren viel zuj fehi er-
fehwere, Vielmehr mufs man fie, wenn ich niche irre, auch hier
ili blofse Modificatienen eines und deflelben Hauptlarzes untee

tnet allgemeinen Ausfage zufammenftellen ,; die blos ;- je nach-

dem gewiffe Linien, Winkel w: £ f. eine entgegengefetzre Lage
haben, nitancire wird, Euklid, Le Gendre und faft alle andein
Geometer pflegen fie zwar durchgingig als einzelne Sitze qufry.
fihren, und machen {o z. B. aus den beyden Fillen diefes Leki.
fizes , zwey verfchiedne Sirze, Weil aber dadurch die Ucher-
A= . . o) T & A z

dtht der WifTenfehate in der Thae micht wenig geltdrht und eva
i .
fEawert wird
Meckor. offen, den i - .
Rt b miffen, den ich zu vermeiden durchgingig Be-
dacht eawpnr i tefe thard
et reweten bin.. Diele Zufammen! ellung gewihirr Uberden
|_-\‘ T

Toeh den Nutzen
Mighn,

fo glaube ich diefes fiar einen Fehler vegen die

» dals fie von felbft darauf fliher, oen;

LI
worin fich jedesmal die “verfchiednen Fille unterfchsi-
Ta




Fig, 31,
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den’, und wie fie fich mittelt des Begriffs des Negativen umg
eme’ Ausfagd zufammenziehn, nod aus ihe entwickeln liffes;
Utbungen , die ich dem Anfinger recht fehr empfehle, us

durch die er fich in dem réchten Sinne und dem Gebrauch diify

§

fiir die Analyfis und ihre Anwendungen fo wichtigen Begriffs f; !

ferzen wird, Und zwar verfuche er das fogleich an Lehrfazio
und- bey den Folgerungen zu Lehrfatz 1y, fo wie bey den fol
genden Lehificzen, bey denen ich hierauf niche wieder zuri

kommen werde,

Was unfern Lehtfatz betrifft, fo umfafst er, wie wir gt
haben, zu:_“-)leicil den Pythagoreifchen Lebyfatz, als emnen von df
Hanptfallen , und dehnt ithn mic gehdérigen Modificationen aif
alle Arten von Dreyecken aus. Und zwar beruhen diefe drj
Fille unmittelbar auf der Belchafenheit und Lage des Abfchnits
AD , welcher den Abftand des Perpendikels BD vom Wik
punkte A beltimmt, und folglich mittelbar auf der Befchfi:

heic des Winkels A." Je nachdem diefer Winkel A fpite, fi

odér recht ift , fille das Perpendikel BD und leglﬂich der Ak .

fchnitt AD, entweder auf die Seite des Punktes A . anf weld

]

i

i
o

die- Grundlinie AC des Dreyecks liegt , oder auf die entgegeng E

fetzte Seite, oder in den Punke A felbft hinein. Und das mach
die Verfchiedenheit der drey Falle aus, und begriindet die Ver
{chiedenheit in der Ausfage des Satzes, Dafs indefs felbft diel
{o verallgemeinerte Satz fich wiederum nur als einen befondr
Fall, eines noch allgemeinern Satzes tiber ‘das Dreyeck titht

laffe ; davon wird uns Lehrfatz 13 tiberzeugen.

Folgerung 2, Fillt man aus beyden Endpunk-
ten der Seite BC auf die gegeniiberftehenden Seitet
des Dreyecks ABC, oder auf deren Verldngerungen
Perpendikel BD, CE; fo ift, unferm Lehrfatz zufok
ge, fowohl BC2=APB2 - AC2 = 2 AC x AD 1ls aned

BC?= AB2 - AC? ¥ 3 AB x AE; wo inbeyden ¥

Ie
de

f
it

dd

&
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Unte
iflea;
usd
dide § Dreyeck , der Winkel A fey fpitz oder ftumpf,
i § ACx AD = AB x AE feyn, und folglich auch AC: AB

len das obere oder’das untere Zeichen gilt, je mach-

dem A [pitz oder {tumpf ift, Mithin mufs in jedem

ol = AE: AD *, 4 £ 1
nfde
ke zieht man durch den Durchfchnittspunkt der bey-

den Perpendikel BD, CE die grade Linie AF, fo ftelt

e § moch diefe auf der gegeniiberftehienden Seite BC fenk-
1dy B recht ¥ daher gleichfalls BC x BF = BA x BE und - 11, 2
1§ CAxCD = CB x CF ift,und fich auch verhilt BC.BA &3
itf§ =BE:BF und CA:CB= CF:CD,

L

et Perpendikel aus den Winkelpunkten eines Dyeyecks anf
|z-'..‘fi'-‘: | die gegeniiberflebenden  Seiten gefiille, durchfchneiden diefe
h:ﬁ f ﬂfgh’dzﬁ; 3 d"‘ﬁ je zwey Rechtecke, welclhe aus einer Scite
el-;'hbt wid demjenigen Abfchnitt desfelben, der an beyder Seiten

Durchfchnitespunke -anliegt , flets gleich find; oder dafs
je zweyer Seiten Abfchnitse , die an demfelben Winkelpunk.

ek Btliegen, fich verkehrt wie die Seiten verhalten ¥, ¥, 7.
S A
i

Folgerung 3. Fiir einen {Pitzen Winkel ‘A ift
das Rechteck 3 AC % AD = AB2 J- AC2 — BCz; fiir
tinen flumpfen Winkel a hingegen 2 ac X ad = be?
me b —ab2 — acz, Fiir beyde wird alfo diefes Rechteck
durch die Quadrate der Seiten auf gleiche Art gegeben, i
nur dafs im erftern BC2kleiner, im zweyten be? grofser :
ift, als die Quadrate der beyden andern Schenkel 1= |

il \rﬂmm*:ngl:nmum|enT ity
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“13. 01, fowohl als arithmetifch das Perpendikel AD *, U

L} 5..

+Sinn der Zeichen nimmt *, verfchieden zu iiberfehen

e = o s

e :
b
'1
294 Buca I

Feder der einzelnen Abfchnitte, 2. B. AD, witd mit

hin durch die drey Seiten des Dreyecks ! folaendermalin

: AB2 4. AC2 — RC2
- i i B 2
beftimmt, AD = ' — und
2 AC
be? — ah2 — ac2
ad = — = ; Ausdriicke, welche, je nad:

dem man den geometrifchen oder den arithmetifchen

find, Dem geometrifchen Sinn gemifs verlangen fie, dil
man erfiens ein Quadrat, welches den [Quadraten wn
AB, AC zulammengenommen gleich, und zweyten
ein Quadrat welches: dem Unterlchiede zwifchen dis
fem und dem Quadrat von BC gleich fey, bilde, u
diefes dritte Quadrat in ein Rechteck, das 2 AC
Grundlinie hat, verwandle, (wozu man"die Methoda
unter den Aufgaben am Ende diefes Buches findet)un
den Abfchnitt AD, als die Hohe diefes Rechtecksm
finden, Nach dem avitivmetifchen Sinn genommen, &
hilt-man, wenn man die Zahlwerthe der Seiten anfdit
Art , wie die Formel es ausfigt, zufammen nininl
den Zahlausdruck des Abfchnitts AD 5 der fir die
Trigonometrie, wenn man aus denZahlausdriickends
drey Seiten des Dreyecks den des Winkels A fush
und fir Lehrl 20, von Wichti

¥
=

gkeit ift,

Aus AD und BC findet fich endlich geometril

aus dem Zahlwerth deffelben der Inhalt des Dreyicd
ABC*, der alfo anf diefe Art aus dem Zahlwestl o
drey Seiten cefunden ift. = Indefs werden wir im|fole

o

genden Buche dazu cinen‘bequemern Weg findes |

ke -1

o T =

e =]

i



mis

isen

Jach-

then
stien
dafs

Yon

feens

fNHALT GRABEL, FIGUREN 285

Folgerunng 4. Endlich werden die an dem Win-
kel A anliegenden Seiten des Drey ecks ABC durch folgende
Ausdriicke gegeben. Erfiens die Seite AB, aut welcher das
Perpendikel miche fteht, durch AD® = BC2 — AC? =
2 ACK AD. Zweytens die Seite AC, auf die das Per-
pendikel gefalle ift, dureh AC2 ¥ 2 AC x AD =
ICz — ARz, ( folglich der Zahlansdruclk derfeiben
durch eine unreine quadratifche Gleichung,) wo wie-

derum das obere oder das untere Zeichen gilt, je nach-
dem A {pitz oder ffumpt ift.
Aus der zweyten Formel folgt, dafs

AUX (AC =+ :\D‘ — BC2 — AB2ift ¥*. Theilt man
daher die Grundlinie des Dreyecks,-AC, im Punkte
0 in zwey gleiche Theile, da denn ACx(AC F 2 AD)
gleich AC % (2 AO ¥2AD) oleich 2 AC % 0D wird,

wnd zwar Towohl fiir fpitze als fiir flumpfe Winkels

it » AC % OD = BC2 — AB?; ¢in {eht braucliba-
ter Satz, dem wir weiter unten nochmals als befon-
demn Lehrfatz aufltellen, und noch auf andre Art her-

leiten werden *,

L
(=]
oD
“

Folgerung 5. 1} das Dreyeck ABC gleich [chenk- g,
lig, Adic Spitze, BC die Grundlinie, und AF das Perpen-
dikel auf die Grundlinie, fo wie BD das Perpendikel
aif den Schenkel AC (folglich AB = AE, BF=3BC* ‘Li2.Z,
und die Winkel an der Grundlinie B, C nothwendig
fpitz *) {o ift, dem hier Bewiefenen gemifs
) BC2= 2 AC2 72 ACX AD* = 2 ACX(ACFAD) x (£ 1)

=2 ACx CD* x E. s
A fey fpitz oder ftumpf, da im erftern Fall das obere,
im zweyten das untere Zeichen gilt. Und das ift allers




266 2 v.c um I,
i * f. 2. dings richtig, da CA x CD = CB x CF* und CF =108

. 2 AC2 — BC2 2 0, a2
f, 3 BYAD =" "~ undad = = Che

2 AC 2. 40

Anmerkung a. I’u.’g}emim cleganten Beweis, welcher b
de Fille unfers Lebrfutses, ganz nach der Art, wie wirde
Pythagoreilchen Lehifacz bewiefen haben, und zwar unabhansig
von diefem, darthut, halee ich der Mithe werth hiether aus Gie
gor von St Vincenz (1. 44. 0. 45) zu tibertragen, obgleich erfich

auf einen Satz tiber die Sehnen ftiitzt, den wir erft weiterhin be-

(1]
b

weifen werden ¥ | indem diefer Hilfsfatz fick auchi leicht uomir
I'ig. 32, telbar aus Lehtfatz 7 ableiten lifst, Unfre Figur ftellt zwar nu
den Fall des {tumpfen Winkels dar, reicht aber hin fich dama
auch den Fall des fpirzen Winkels zn denken, der nur wenig
verfchieden ift, und fur den jeder fich leicht (elbft ecine Zeick

nung entwerfen wird,

Man befchreibe iiber die drey Seiten des gegebnen

Dreyecks ABC Quadrate AH, AI, BG, und iiber dit
Grundlinie BC, als Durchmeffer, einen Halbkreis Ji
nachdem punder Winkel A rechz , Jpitz, oder flum)

ift, fallt der Winkelpunkt A auf die Kreislinie, od¢

*11 25.f, aufserhall, oder inneviialh des Kreifes *.  In den bey-
126 den letztern Fillen wird alfo die Kreislinie entweder
von den Schenkeln, oder von deren Verldngerung, in

den Punkten P, Q durehichnitten , und zieht man

durch diefe Durchfchnittspunkte die graden Linien
CPM, BQN, {o find P, Q als Winkel im Halbkreile
12372 Rechte *, folglich BPMH und CQNT Rechtecke, {o it
auch APML, AQNK ; und zwar find diele letztem
Rechtecke, jenes aus den Linien AP, AB, diefes o

AQ; AC belchrieben, alfo (da BP, CQ Sehnen find

-
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tep | diefich in einem Punkte A darchfchneiden,) vermoge

ler Natur  des Kreifes gleich *.  Theilt man nun, ¥ se.

"5 | wie.beym Beweile des Pythagoreifchen Lehulatzes, das

Quadrat iiber der Grundlinie BC durch das Perpendi-
b | kel AE in zwey Rechtecke, und zieht AG, BI; fo ent-
s | khnzwey Dreyecke AGC, BICG, welche, jenes mit
agg | dem Rechteck DGy diefes mit dem Rechteck CN iiber

G | glicher Grundlinie und zwilchen gleichen Parallclen

IS . . 2 ™ : R s
fih ¥ fehn folglich halb fo grofs als diefe Rechtecke find *: *2- £ 1.

|"be- 3 3 : . £ ;

| BeydeDreyecke decken fich aber, find allo gleich, und
wir f 7 _ = - ;
op | [lglich haben auch die Rechtecke DG und CN glei-
t B Chen Inhalt. Grade fo thut man dar, dals auch die

anig | Rechtecke DF und BM gleichen Inhalt haben. Folg=
dd | lich it BC2 = Rechtk. CN -+ Rechtk. BM oder BC2
= AC2 7 AC % AQ - AB2 ¥ AB % AP; und da die

beyden Rechtecke gleich find,

T BC2— AC2-ABz T2 ACX AQ

J wo das untere Zeichen gilt, wenn A ftumpf, das obe.

wf e wenn A fpitz ift, und wo man ftatt des letztern ' |
s Rechtecks auch das Rechteck F 2 . AB X AP {etzen i
i kann, - - i

et

i [LeE RS ATZ I4]

5 Ein Dreyeck ABC ift bey 4 vechrwinklig, [pitZ o
““ winklig oder fumpfivinkiig , je nachdem das Quadeat e

1%::’ der Seite, BC', 1welche diefomn Winkel gegeniiberficar,

W' dm Quadvaten der beyden Seiten AB; 4G, wilche

L den Winkel A m"r-i*:‘h-;f-"*'l'-‘w 20 AARENY EN 0TI T5E] 4
it 4 - IH[CAITCISEN , Syt 117 t.n-;;_JLii‘fJn,..,a..P,},

E gleich ift; oder kleiner, oder gr}jj'irc:r' U, als dicje bey- '

den Quadsate.
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