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[Lehrsatz 15. ] Wenn man über zwey Seiten AB, AC eines Dreyecks ABC
zwey Parallelogramme ABDE, ACFG, unter beliebigen Winkeln, und von

beliebiger Grösse und Lage beschreibt, die Seiten derselben, ...
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Denn gefetzt es ift BC2 = AB 2 -fAC 2, und dach

wäre A kein rechter , fondern ein fpitzer oder ein
ftumpfer Winkel , fo miifste 'zugleich auch BCJ =

* 13- AB 2 + ÄC * T- 2 AC x AD feyn *, welches,der Voi-
ausfetzung widerfpricht.

Eben fo muffen , wenn BC2 = AB 2 -f AC2 f
2 AC X AD ift , und der Winkel A wäre nicht im Fall
des ober« Zeichens fpit », fondern recht oder ftumpfjund
nicht im Fall des untern Zeichens ßumpf , fondern recht
oder fpitz , vermöge der beyden vorigen Lehrfä'tie iu-
gleich HC2 = AB 2 -f AC 2 oder BC2 = AB 2+ AC ! ±
2 AC x AD feyn , welches ebenfalls derVorausfetxung
widerfpricht.

Zufatz . AehnUche '-Kriterien um , aus der Gröfse
der drey Seiten eines Dreyecks ABC , und eines der
Stücke , welche durch die Perpendikel aus den;Spitien
auf den ge genüberiteheriden Seiten abgefchnitten wer¬
den , zu beurtkeüen , ob ein beßimmter Winkel AdesDrt)-
ech , recht , jbhz oder ßumpf iß , geben die Formeln in
Lehriat ?, 13 Folgerung 3 und 4 an die Hand , fo wie
Folgerung 5 Merkmale , wonach fich aus der Gräfte
der Seiten beurtheilen läfst , ob ein Dreyeck g^ f

fchcnklig \&, oder nicht.

[L E H R S A T Z I5 .]

Fig. 33* Wenn man über zwey Seiten AB, AC eines Be¬
ecks ABC zwey Parallelogramme ABDE, ACM,
unter beliebigen Winkeln, und von beliebiger Grofo
und Lage befchreibt, die Seiten derfüben,, welche
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Säten des' Dreyecks gegenüberfiehn , bis zu ihrem

Dm-chfchnittsyunkte H verlängert , und durch diefeit

und die Spitze des Dreyecks die grade Linie HAK

zieht:

fo iß , wenn dieje Linien die Grundlinie BCfelhfi

fchueidet, die Su m m e ; wenn fie hingegen die Ver¬

längerung der Grundlinie fchneidet , der Unterschied

dtrbeyden Parallelogramme über AB undAC , einem

'Parallelogramme BCML gleich , welches über die drit¬

te Seite BC des Dreyecks fo befchrieben wird , dafs

ließen zweyte Seite der Linie HA gleich und paral¬

lel iß.

Zieht man durch die Endpunkte der Grundlinie

BC, ' parallel mit KH , zwey grade Linien , welche

die Linien DE , FG , in den Punkten L und M, durch-

ichneiden, fo find die Vierecke ABLH , ACMH , Pa¬

rallelogramme, da fie der Conftruction gemä'fs , durch

Parallelen zwifchen Parallelen gebildet werden Und " 54.

iwar ftehn diefe Parallelogramme mit denen", welche

über die Seiten AB, AC befchrieben find , auf gleicher

Grundlinie und zwifchen gleichen Parallelen , haben

flfo mit ihnen gleichen Inhalt *. * i.

In ihnen find die gegenüberftehenden Seiten BL,

AH,und CM , AH , mithin auch BL und CM , gleich.

Da diefe Linien überdem der Conftruction gemä'fs pa¬

rallel laufen , fo ift CBLM ein Parallelogramm * , und 1. jg.

iwar eirfParallelogramm , welches aus den Linien BC

und AH , letzterer in paralleler Lage mit KH , be.«

fchrieben ift.
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Uebevdem bildet die Linie HK mit den Seiten dk.
fes Parallelogramms , oder deren Verlängerungen, eben-
falls zwey Parallelogramme LK , KM , welche mit du
Parallelogrammen BLHA , CMHA , über gleich»
Grundlinien BL , CM , und zwifchen gleichen Pauli«-
len fiehn , folglich gleichen Inhalt haben *.

Diefe letztern hatten aber mit den Parallelogram¬
men ABDE und ACFG gleichen Inhalt . Alfo iß du
Prlgr . ABDE = Prlgr . LK und Prlgr ACFG = Prlgr.
MK.

Durcbfcbneidet nun die Linie AK die Grundlimi in
Dreyecks BC filbß , fo ift das Parallelogramm über BC
die Summe der beyden Parallelogramme MK, LK
folglich

Prlgr . ACFG -f Prlgr . ABDE = Prlgr . BCML;
und dann iA diefes letztexe Parallelogramm unter Wirr
kein LBC = B + BÄK und MCB == C CAK be.
ichrieben.

Dwchfchneidet dagegen die Linie AH die Verl»
der Grundlinie in einem Punkte K , fo iA das Parallelo
gramm über BC der Unterfchied der beyden Parallelo¬
gramme MK , LK , folglich

Prlgr . ACFG — Prlgr . ABDE = Prlgr . BCML;
und dann find die Winkel , worunter das letztere Pt

•rallelogramm befchrieben iA, LBC = B — BÄK und
MCB — C — CAK.

Z u f a t z. Im Fall die beyden Parallelogramme,wel¬
che man über die Seiten AB , AC des Dreyecks , ABC
befchmbt , Quadrate find , geht die Ausfage diefesSat-
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IX.
ies, für rechtwinklige Dreyecke in ' den Pythagoreifchen

tyhfatz * , und für fchiefwinklige in die allgemeinere

Ausfagedes itfen Lebrfatzis über . In dieiem Fall ift

nemlich das dritte Parallelogramm überBC , welches

jtnen beyden gleich ift , beym rechtwinkligen Drey-

«kauch ein Quadrat , bey fchiefwinkligen hingegen

ein Parallelogramm , das um iwey Rechtecke , wie fie

Lelirfatz 13 angiebt , gröfser oder kleiner als das Qua¬
drat über BC ift : Diefes läfst lieh leicht mitteilt fol¬

gendesLemmas zeigen.

Hülfsfatz . Befcbreibt man über eine der Katheten Fig. 34i

ikei bey A rechtwinkligen Dreyecks ABC , z. ß , über AC,

ii»Quadrat , verlängert die Seite deffelben, welche der

Kathete gegenüberßeht , und zieht durch die Spitzen des

mhtts Winkels und des Winkels C , Jenkrecht auf der Hy-

fttenufe, bis an 'jene Seite oder deren Verlängerung , die

paden Linien KAH und CM ; fo find AH und CM bey de der

Hypotenufi des gegebnen rechtwinkligen Dreyecks gleich.

Denn vermöge diefer Conftruction find erftens

CMAHParallelen xwifchen Parallelen , alfo CM = AH *. . r J+
iweytens find BAC und F rechte Winkel ; eben io

BCM und ACF , weshalb der Unterfchied derfelben

vom Winkel ACM , d. h . die Winkel BCA und MCF

Sleich feyn müflen . Endlich find , als Seiten eines

Quadrats, AC und CF gleich . Folglich decken fich

beyden Dreyecke ABC , FMC * , und es ift allemal * I. 7.

FM= AB und CM = BC , oder AH und CM find

to  Hypotenufe des rechtwinkligen Dreyecks gleich.

I
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Folgerung u Werden folglich irt einem mk-
Winkligen Dreyeck über beyde (Katheten Quadrate-AF,
AD befchrieben , und auf den Endpunkten der Hypo-
tenufe Perpendikel BL , CM errichtet , welche die den
Katheten gegenüberftehenden Seiten der Quadrate, oder
deren Verlängerungen , in L undM durchfchneiden, fo
find diefe Perpendikel beyde der Hypotenufe BC
gleich , und folglich ift BCML ein über der Hypote.
Hilfe jefchriehnes Quadrat . Ueberdem durehl'chnei«
det das Perpendikel KA jede diefer beyden Verlänge¬
rungen in einem Punkte H fo , dafs für die eine AH
gleich CM , für die ' ändre AH gleich BL , mithin,für

■ beyde gleich ift , folglich in dem gemeinfchaftliclien
Durchfchnittspunkte beyder Verlängerungen . Da nun

i if - überdem AH mir BL und CM parallel läuft , fo ift*
das Quadrat über der Hypotenufe BC , den Quadutm
über den beyden Katheten zufaramengenommen gleich,
diefes dcrPythagoreifche Lehrfatz ausiagt.

£ '2- 35» Folgerung i . Werden in einem fcbiefiv'mMigttt
Dreyeck ABD , über zwey Seiten AB , AC Quadrate AD,
AF befchrieben , und man fällt aus den Endpunkten
der dritten Seite BC auf die gegenüberftehenden Seiten
Perpendikel CP , EQ , und befchreibt über die Seiten
BP , CQ Quadrate , BPed , und CQgf , fo gilt auch
für diefe Quadrate unlerLehnfatz , indem vermäge die¬
fer Conftruction BCP undBCQ rechtwinklige Dreyecke
find , welche BCgemeinfchaftlich zur Hypotenufe haben.
Errichtet man folglich auf B und C die Perpendikel Bl
Cm , weiche bis an die Seiten diefer letztem Quadrat
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oder ihre Verlängerungen reichen , fo ift jedes diefe?

Perpendikel der Hypot 'enui 'e EC gleich , alfo auch in

diefem Fall FiCmldas Quadrat über der dritten Sehe BC,

Zugleich mufs auch in diefem Fall ; das Perpendikel RA

ich mit den Seiten , welche den beyden Katheten ge¬

genüber ftehn , in demfelben Punkte h fchneiden , weil '
diefes Perpendikel , fowohl mit AB , Bl , 11) , als auch

mitACj Cm,mh , Parallelen zwifchen Parallelen bildet,

folglich für beyde Seiten gleiche Länge Bl = Cm .- hat.
Mithin ift nach Lehrfatz 15 BCq == Rechtk . Ad -f-
Rechtk, Af. Nun aber ift Rechtk . Ad = AB 2 + AB

xAP* und Rechtk . Af == AC 2 + AC X AQ , wo das *8.Z. 2.

untere Zeichen gilt , wenn A ( wie in untrer Figur)

Rumpf, das obere wenn A fpitz ift , ( für welchen fall

man lieh die Figur leicht felbft zeichnen wird ). Ueber-

dem find BQPC Punkte in einem Malbkreife * , und *2j,Z,3,
folglich AB X AP = AC X AQ der Natur der Sehnen

gtmäfs*. Mithin ift BC2 = AB 2-f AC 2 + 2 AB x AP,

mt tiefes Lekrjatz 13 ausjagt.

Anmerkung . Der intreffune Lehrfatz, von dem, vvia
wir fehn, die Sitze von den Quadraten , welche über Seiten ei¬
nesDreyecks befchrieben find , nur einen befondern Kall aus^-
fagen, kömmt im Wefentlichen fchon bey Pappus, an der Spitze

vierten Buchs feiner mathematifchen Sammlungen vor (Col-
fetiones mathematicae lib. 4, pr. 1. ) und wird vom altern Ca«
Wobin den Schriften der Berliner Akademie der Wiffenfchaf-
K»tPi'opofitions de Geometrie et de Trigonometrie elementaive,
dtmomreesd'une maniere nouvclle. Mem. de Berlin An. J76S.
f' iU<) auf tine ähnliche Art wie hier behandelt.

d. U.
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