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[Lehrsatz 17.] 1. Wenn man in einem Dreyeck ABC von einem der
Winkelpunkte, z.B. von A, eine grade Linie AO nach dem Punkte O in der

Mitte der gegenüberstehenden Seite BC zeiht, so ist allemal ...
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ire/ich, von welchem die Grundlinie EC und derUn-

talchied der Quadrate aus den beyden Sdhenkeln , d , i.
F,gegeben ift . Verwandelt man dielen Flä'ehenraunv
Fin ein Rechteck , weiches über 2 BC als Grundlinie

Ml*, fo giebt die Höhe diefes Rechtecks den Ab - *AS-^I

itadDO; und jeder PunktA in dem Perpendikel , wel¬
lte auf BC in der Entfernung DO von der Mitte der

Grundlinie errichtet wird , giebt alsDurchfchnittspunkt
wey grade Linien BA , CA , oder als dritter Eckpunkt
einDreyeck ABC , deflen Schenkel die verlangte Befchaf-
faheit haben. Diefes Perpendikel fällt innerhalb oder

iüfserhalb des Dreyecks , oder auf dem Schenkel CB , je

nachdem der gegebne Flächenraum Fkleiner , oder grö-

fierals AB2, oder diefem Quudrate gleich ift.

Anmerkung . Unfer Lehvfatz , der bey Euklid fehlt , ift
fe erde Lemma, und die Auslage der dritten Folgerung der erfte

Sit!im Zweyten Buche von Apollonias ebnen Oertern ; auch eben
ttbft der erfte Fall des vierten Satzes . d, U.

HHfe ^
[LEHRSATZ 17 . ]

I. Wenn man in einem Dreyeck ABC von einem?\g,
ArWinkelpunktc, z. B. von A , eine grade Linie AO
«k km Punkte 0 in der Mitte der gegenüber-
fknden Seite BC zieht, fo iß allemal AB2 -+- AQ*
*%A0* + 2 OC2.

Fälle von A auf die gegenüberftehende Seite das
Perpendikel AD - Wie diefes auch liegen möge , fo

•teilt allemal die Linie AO das gegebne Dreyeck in

lweyDreyecke AOB , AOC , welche , je nachdem die-
U 2



308 buch III.

ie halbirende Linie auf RC fenkrecht oder fchief auf-

fteht , entweder beyde bey 0 rechtwinklig , oder das«

bey O ftunipfwinklig , das andre fpitzwinklig ift,

Im crßcn Fall (der ein gleichfchenkliges D̂reyeck , def.
7*1. 12.7 . fen Spltxe y\ jfjc vorausfetzt * ,) fallen die Punkte0

und D zufammen , und es ift Af; 2 - |- AC 2= 2 AC2 =

* 12, 2 AO 2 -f 2 OC 2 * , wie der Lehrfatz ausfagt . Ift im

ziveyten Fall AOB der ftumpfe , AOC der fpitze Winkel)

fo fteht in dem beyO J 'pitzwinkligefjDieyeck , dem Win-
kel O die Seite AC gegenüber , und aus A ift auf OC

das Perpendikel AD gefällt , folglich,
*, 3. (. ) AC 2 = AO 2 -f - OC 2 — 2 OC X OD *;

(eine Auslage , die für den Fall , dafs C ein recket
Winkel ift , folglich AD mit AC zufammenfa 'llt , und
OD in OC übergeht , fich in diefe , AC2=AO 2-0C>

verwandelt .) In dem bey O ßumpfwinkhgen Dreyeck

AOB , wo der Schenkel AB dem Winkel bey 0 gegen-

* B. (, ) überfteht , ift AB2 = AO 2 -f OB2 -f - 2 OB X OD *, oder,
weil nach der Vorausfetzung OB gleich OG ift)

AB2 = A0 2+OC 2 -f 2 0 ... X OD

(eine Auslage , die falls bey C ein rechter Winkel , und

OD gleich OC ift , in diefe übergeht , AB2 = A0 2f

3 OL 2) . Es ift daher auch in diefem zweyten Fall

AB2 4- AC 2 =2 AC 2 -f 2 OC 2

es fey bey C ein fchiefer oder ein rechter Winkel . Die

Auslage des Lehrfatzes gilt alfo für jeden möglichen
Fall.

Ein andrer viel kürzerer Beweis diefes Satzes läfst

fich unmittelbar aus Lehrlatz 11.. Folgerung 2. ableiten.
Denn da vermöge der Conftruction , die Grundlinie
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ICdes Dreyecks , in O gleich , und in D ungleich ge¬

teilt ift, lo ift BD2 + DC 2 = 2 CO 2 -f 2 OD 2, folglich,

Kijn man beyderfeits 2 AD hinzufügt , dem Pytha-

joieilchen Lehrfatx gemäfs , AB2 -f AC2 «= 2 AO 2 -f

jOC3. — Umgekehrt kann man aus dem letztern

Sitie den erftern ableiten , wenn man für ihn noch

am andern Beweis , als den oben * mitgetheilten *u .f. 3.

infeht.

Folgerung i . Für alle Dreyecke , wie ABC , xvel-

k 'ubtr derfelben Grundlinie BCflehn , ift die Hälfte die-

IirGrundlinie, OC , alfo auch 2 . OC 2 von gleicher

fimlse*. Diejenigen unter diefen Dreyecken , für wel - "E. 5. $

dieüberdem noch die Qiiadratc der beyden Schenkel AB,

itinerley Größe haben , alfo AB2 -j ~ AC2 = F , d. h. ir-

ffflieinem gegebnen Fläciienraum gleich find , müf-

flii folglich allefatmnt ; fo befchaffen feyn , daß ihre

JfifwA von dem Mittelpunkte der Grundlinie 0 gleich weit

Penn da unfefm Lehrfatz gemäfs für fieaüe

+ AC.2 = 2 AO 2 + 2 OC 2 ift , fo ift in jedem

fieler Dreyecke 2 A0 2= F — 2 OC 2, mithin

= Nr ( § F — OC 2) , alfo AO für alle von gleicher

irrclse, Folglich ift eine um den Mittelpunkt der

Grundlinie BC , mit einem Halbmeffer , deffen Zahl-

pdrucky" ( \ F — OC 2) ift , befchriebne Kreislinie , der

iumctrifche Ort für die Spitzen aller Dreyecke, welche über

fyjtlken Grandlinie BCflehn , und für luelckt die Summe der

Sü»kate aus den btydtn Schenkeln gleiclie Größe hat.

Oästfie ift der geometrifiheOrt für die Aufgabe, welche

?et«»gt , von zveey gegebnen Punkten B, Catis , zwey grade

knien zu nekn , die fieb in eitlem Punkte A fo durchfebnn-
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den , dafs ihre Quadrate zitfammengenomtnen einemgfyifc
£ } 'nett FVächenraum gleich find * . Den Halbmefier diefer

Kreislinie findet man aus den gegebnen Gröfsen Fund
BC geometrifch , wenn man nach Anleitung der
Aufgaben zu Ende diefes Buchs . die Figur F in
ein gleichgeltendes Rechteck , und die Hälfte
deffelben in ein Quadrat verwandelt , und dann die
Seite des Quadrats fucht , welches dem Unterfcliiede
des erftern Quadrats von ( 2 gleich ift.2

39. Folgerung 2 . Nimmt man umgekehrt auf im
Durchmeffer eines gegebnen Kreifes, oder auf dejfen Verlän¬
gerung , zu entgegengefetzten Seiten des Mittelpunkts, \%
gleicher Entfernung von demfelben , zwey Punkte B, C;/j
iß die Summe der Quadrate je zweyer Linien BM, CM,
die man von (tiefen Punkten nach einem Punkte M in itt
Kreislinie zieht , für jeden folcben Punkt von gleicher Grö¬
ße . Eine artige Eigenfchaft der Kreislinie , welche,
wenn man MO 'zieht , unmittelbar aus unterm Lehr-
fatz folgt.

Sie ftellt uns jedoch nur den einfachftenFall einet
viel allgemeinern und weiter greifenden Eigenfchaft far
Kreislinie dar , die grade 10 aus der Verallgemeinerung

J? 4®. unfers Lehrfatzes * , wie die hier entwickelte aus die-
fem Lehrfatze felbft fliefst , und von der man gleit'1
nach den Anwendungen des gegenwärtigen Lehriatzes

•iS -u.ig auf das Parallelogramm und Trapez *, nach demBeweife
jenes verallgemeinerten Satzes , einiges finden wird.

jpjg. 40, Zufatz I . Werden alle Seiten eines Dreyecks ABC
durch grade Linien aus den gegenüberßebenden IVinkelftd'

■f
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, /fD, ßZT, CF balbirt , / o //? <#<?Summe der Quadro-

dicfer je &f diefe Linien, gleich | von der Stimme der Quadrate

Unij laden Seite» des Dreyecks. Denn da das doppelte Qua-

aus der Hälfte einer Linie , z. B. 2 BD2, der Hälfte

AsQuadrats aus der ganzen Linie ) § BC2, gleich ift,

liifi unferm Lehrfatz gemäfs
AB2-f AC2 — |BC 2=2AD 2
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AB2+ BC 2— |AC2 = aBE 2

AC2-f - BC2— | AB 2= 2 CF2

| folglich| (AB2-f AC2-f - BC2) = CAD2+ BE 2+ CF 2)

Zufatz IL Ift ABC ein fchiefwinkliges Drey - Fig«

(Ir, fo ift das Quadrat der Seite AB, kleiner oder grö-

Sirals die Summe der Quadrate der beyden andern

Stilen AC, BC*. Dann mul's es folglich auf der Seite * i}t? "

.% oder auf deren Verlängerung , einen Punkt O ge-

kn, der auf ihr zwey Stücke AO , BO abfchneidet,

tan Quadrate zusammengenommen den Quadraten

ä'trbeyden andern Seiten AC , BC gleich find. Die-

ftnPunktÖfindet man allemal , wenn man AB über B

hinaus' , und die Seite AC über C hinaus verlängert,

auf diefer Verlängerung CF — CA nimmt , FB zieht,

inf der erftern Verlängerung BG — Fß änfträgt , und

imn AG balbirt . Der halbirende Punkt ift der gefliehte

Punkt 0.
Denn weil dann AG in O gleich und in B ungleich

jetheilt ift , -fo ift erftens AB2 -f - BG2 = 2 AO2 -f

2 EO1 *; , und weil zweitens auch im Dreyeck "ILf.3.

ABF, die Seite AF halbirt ift , ift AB2-f - BF2= 2 BC2

■f2 AC2. Nun aber ift der Conftmction gemäfs BF

SWciiBG, folglich AO2 -f . BO2 = BC 2 4 - AC2, mit-
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hin O der gefuchte Punkt , der "auf der Seite AB oder'
deren Verlängerung , zwey Stücke abfchneidet , deren
Quadrate den Quadraten der beyden ' Seiten AC, CB
zufammengenommen gleich find.

Da in den Dreyeck er. BCA , BCF , die "Schenkel,
welche die Winkel bey C einfchliefsen , untereinander
gleich find , fo ift , falls AB einem fpitzen Winkel ge-
genttberfteht , AB < FB , alfo < BG, und mithjn fällt
alsdann der Punkt O allemal in die Verlängerung der
Seite AB - * Steht hingegen AB einem flumpfen .Win¬kel gegenüber , fo ift AB > Fß , alfo > BG und der
Punkt O liegt dann ftets in der Seite AB , wie did'es
tuch Lehrfatz 13 gemäfs feyn mufs.

43., Zufatz III . Wenn man 1)0» irgend einem Punkt
F nach, den vier Eckpunkten eines Recktecks ABCD grtidt
Linien zieht , fo ifi die Summe der Quadrate je zweyer diu
fer Linien , die nach ,den gegenüberftehenden Winkelpunllt*
gezogen find , einander gleich , oder FA^ -J- FO ==ß*-ffD 2.

Denn zieht man die beyden Diagonalen AC,BD,fo
halbiren lieh diefe wcchfelfeitig , fo dafs AO = OC = OB

1 -3*. Z. — OD ift * Zieht man FO , fo ift im Dreyeck AfC
vermöge unfers Lehrfatzes FA 2 -f FC 2= a FO 2+ 2 A02t
und im Dreyeck BFD eben fo FB2 -j- FD 2 = aFO J +• Gr. 1. 2 DO 2, folglich FA 2 -f FC 2= FE 2 -f ~ FD 2*.

Anmerkung . Bey Le Genirt findet fichV.wav der Leto-fatz , aber,fein Beweis ift mangelhaft. Folgerung 3 undZufatij
kommen in Siiupfws Elementen vor; Zufatz 1 und a enrleh"1
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ichausGregor von St. Vincenz1. 42 und 49,und Folgerung1macht .
inApollonias,ebnen Oertern II , 5. dsn elften Theil des erftea
Falls aus,

d. U.

LEHRSATZ lg.

In jedem P arallelo gramm AB CD iß die riE«4J-
Stimme der Quadrate aus allen Seiten, den Quadra¬
tmeter beyden Diagonalen AC, BD zufammengenom~
mmgleich.

Da jedes Parallelogramm durch eine der Diagona¬

len, z. B. durch AC , in zwey Dreyecke ABC , ADC

getheilt wird , welche über der Diagonale als Grund¬

linie Hehn , und überdem die beyden Diagonalen fich

in ihrem Durchfchnittspunkte O wechfelfeitig halbiren,
fo dafs AO — OC und BO = OD wird , fo ift , erftens

im Dreyeck ABC
AB3 -j - BC2 — 2 AO 2 + 2 BO2

undzweytens im Dreyeck ADC
AD 2 + DC 2 = 2 AO 2 + 2 OD 2

folglich, wenn man Gleiches zu Gleichem hinzufügt,
und ftatt des vierfachen Quadrats der halben Diagona-

len(4A0 2, 4 BO2) die Quadrate der Ganzen fettt * , »4,2 .3.
AB2+ AD 2+ DC 2-f BC2 = AC 2 + BD 2

Folgerung . Da inv Parallelogramm die gegen-

übevftehenden Seiten , folglich auch die Quadrate der-

ftlben, gleich find , fo lä'fst fich diefer Satz auch fo

ausdrücken: In jedem Parallelogramm find die Quadrate

*f btyden Diagonalen , das Doppelte von den Quadrate » ms
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