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Seite BC, oder in deren Verlängerung, eine grade Linie AG ...
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ab , wird folglich DE grö'fser , fo wird auch die Summe

aus den Quadraten der Diagonale , gegen die Summe

aus den Quadraten aller Seiten immer kleiner.

Folgerttug 2. Halbirt man beyde Diagonalen

des Trapezes in den Punkten P , Q, fo wird durch den

Punkt P zugleich die Diagonale AC des Parallele
' .. . t " ' -•— ,-•

gramms ABCE , welche dieiem mit dem Trapez gemein

Iffc, mithin auch die andre Diagonale BE halbirt *. Zieht

man daher PQ , fo theilt diele .Linie fowöhl BD als BE

in zwey gleiche Theile , daher auch PQ die Hälfte von

" 7. DE , und mit diefer Linie parallel ift *, Ift aber DE

= 2 . PQ , fo wird DE 2 = 4 . PQ 2. Setzt man diefe

Grö'fse ftatt der erltern , fo ift alfo auch in jedem

Viereck

AB2+ AD 2 -f BC2 -f CD 2 = AC 2+ BD 2+ 4 . PQ2.

A n m e r k u n g. Dielen Lehrfarz entlehne ich vonEaitr,der

ihn zuerft gefunden, und auf die hier mitgetheilte Art bewiefen
hat , in feinen Vm'üs Demonflrationitut Geometricis, in den
Nouif Comm. Acnd, hup, Pmop , T, 1. p. 40) . feg.

d. fcr.

[LEHRSATZ 20 f .]

ig^ Wenn man aus einem der Winkelpunkte eins
Dreyecks ABC, z. B. aus A , nach irgend einem

Wer mit den bisherigen Sätzen noch nicht ganz,im Deut¬
lichen ift , und frch noch nicht ftark genug fühlt, um fid»
in das Feinere der Geometrie zu vertiefen, überschlage
fürs erfte diefen Lehrfarz fammt allen feinen Folgerungen

und Zufätzen, und wende uch fogleich zu Lehrfatz21, «">
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PunkteG in der gegenüberfiehenden Seite BC , oder

in deren Feriingermig , eine grade Linie AG zieht,

fo ifl allemal
.'AB2 — AG 2 , AC 2 — AG 2

«) BC ==, '-- — - —-
BG CG

oder, was auf eins hinauskommt,
BG BG

ß) AB2± AC2X — = BCxBG± AG2X —
CG CG

T?fr T?C*
= BG2 ± CG2 x — ± AG2 x _Z

CG CG

oder7 ) AB2 X CG ± AC2 x BG
= BG2 x CG ± CG2 x BG ± AC2 x ßC

oder, wenn GE irgend eine beliebige Linie iß,

AB2 x ^ ±AC 2 x ^ = BG2 x ^ ±CG 2x^
GE GE GE GE

± AG2 X ^ ? — — X (BG X CG ± AG2)
GE GE

Utr endlich
f ~*C* *R

S) AB2 X — ± AC2 x — = BG X CG + AG2
J BC BC

wo, je nachdem der Punkt G in der Seite BC filbfi,

oderin deren Verlängerung liegt , die obern oder die

untern Zeichen gelten , und zugleich angenommen

wird, dafs im zweyten Fall Bg > Cg iß.

«r ohne Anftos fortfahren kann. Der gegenwärtige Lehr-

fatz, und die hinzugefügten Sätze, enthalten vom zwey¬

ten Buche der ebnen Üerter des Apollonias, fo viel als es

nur immer der Zweck diefes Werks erlaubte , auf eine, wie

. mir fcheint, leichtere Art als!von andern vorgetragen, und

wird hinreichen einen deutlichen Begriff von jenem intsref-



3*8 B V C H III.

i' ig. 48. Stelit AG 1 ^ * r p ^ dlime BCfelbfl , oder2) mf
deren Verlängerung fenkrecbt , fo bildet diefe Linie mit
den Schenkeln des Dreyecks zwey rechtwinkligeDrey-
ecke , worin BG2 — AB - — AG 2 und CG2 = AC *-

AG 2 , mithin auch BG = ^ 2LH _̂ £ r und CG2
BG

~ tSl —- -1 ift . Nun ift im erften Fall die Grund-
CG

Knien BC — BG -f CG , im zweyten Fall BC = BG-
CG , vorausgefetzt dafs BG > CG ift. Daraus folgt
für diefen Fall die Ausfage « , und mithin die Wahr¬
heit der andern ' Ausfagen , die , wie wir gleich lehn
werden , unmittelbar aus ihr abgeleitet lind.

Steht dagegen AG feinef auf , und zwar 1) aufdir
Grundlinie BC filbfl , fo dafs AGB ein fpitzer , AGC
aber ein ftumpfer Winkel ift , fo theilt diefe Linie das
gegebne Dreyeck in zwey kleinere Dreyecke , ein
fpitzwinkliges AGB , und ein ftumpfwinkliges AGC,
denen die Spitze A und das Perpendikel AD auf die ge-
genüberftehende Seite gemein ift , und in denen bey-
den das Perpendikel , von diefer Seite oder deren Ver¬
längerung , ein gleiches Stück GD abfehneidet . Die
Gröfse diefes Abfchnitts wird in jedem Dreyeek durch

*3*̂ >J ' die Gröfse der drey :Seiten beftimmt * , und zwar ilt

Tanten Theile der Geometrie zu geben, und eine Menge
netter und allgemeiner Sätze, befonders über den Kreis, dem
Lefer,;der die kleine Mühe des Durchftudirens nicht Ichcur,
bekannt zu machen,

Gilbert.
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in dem bey G fpitzwinkligen Dreyeck AGB , GD

BG2 -f AG2 - AB2 .
ss ., 1 1 , -- *— , hingegen m dem beyu itumpt-

2 EG
AC 2—CG 2—AG 2-

winkligen Dreyeck ACT-, GD — , — ■--- -
5 2 CG

Ausdrücke, die wir ihrem geometrifclien und ihrem

arithmetifchen Sinne nach , am angeführten Orte er¬

klärt haben . Folglich find , da für beydeDreyecke der

Abfchnitt GD derfelbe ift , diefe Ausdrücke gleich :,

mithin auch ihr Zweyfaches , und da überdem

EG* r , CG 2 AG 2 -ABS
—: = BG und - = CG ift , BG 4 - -.------
BG CG BG

AC2 — AG 2
— CG . Fügt man beyderfeits CG und

CG
AB2 — AG2

hinzu « fo bleiben auch diefe Gröfsen
BG

gleich, und folglich ift
* t>/~< AE2 — BG2 V AC2 — AG2

BG+ CG d. h . BC = _ r _ - + -

welches in der Ausfage k , der erfte Fall ift . Und da

hier AB , AC undBG , CG völlig auf einerleyArt vor¬

kommen, fo hat es auf den Ausdruck von BC weiter

keinen Einflufs , welcher von den beyden Schenkria

AB, oder ob AC dem ftumpfen Winkel bey G gegen,

überfteht. Diefer Ausdruck gilt daher unbedingt für

jidm Punkt Gin der Grundlinie (feibft dann , wennG mit

B.oder C zufammenfällt ) .

Steht 2) Ag auf der Verlängerung der Grundlinie

fchiefattf, und zwar zuerß auf der Verlängerung detjelben
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über C hinaus , fo daß Bg > Cg iß , fo unterfdieidet
{ich diefer Fall von dem vorigen darin , dafs nun die
Schenkel AB, AC entweder beyde dem fpitzen , oder
beyde dem ftumpfen Winkel bey .g gegenüberftehn. Iii
das erflere der Fall , und die Drey ecke AgB , AgC find
beyde bey g fpitzwinklig , fo ift

gD ^ 2+ A^~ AB3 und zugleich

gD̂cgW— ao mIth.n w - m
2 Cg bg

r> J - A^'r '— ^Ü . . Ift hingegen das zweyteder
Cg

lig . 47. Fall , und ftehn beyde Schenkel AB , AC dem ftum-
pfen Winkel bey g gegenüber , fo ift in dielen ftumpf-

„ , ta AB2—Bg2 -~ Aga j
winkliger * Dreyecken gD — --------- ö ---E . undiu-

2 Bg
AC2-*- Cg2~ Ag2 AB2 - Aj'

gleich gD = - . — > folglich--
2 Cg Bg

AC2 — A° 2
— Bg = -- — — Cg. In beyden Fällen ill der

Cg
Vorausfetzung gemä'fs Bg — Cg — BC. Zieht man da.
her im erftern Fall beyderfeits Cgab , und fügt zugleich
AB* _ Ag2
—.-- beyderfeits hinzu , und verfährt dagegen

Bg
im zweyten Fall grade umgekehrt , fo erhält man«
beyden Fällen gleichmäßig

a) Bg - Cg d.1, BC = ™ +
Bg Cg _

oder ', da es einerley ift , ob man den Unterichied
Ag2
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Ag2— AC 2 hinzufügt , oder umgekehrt den Unter-
IdiiedAC2— Ag 2 abzieht,

, Bg- Cg d. h. BC = A.B2 Ag 2 AP - Ag2
Bg Cg

velches oben in der Auslage «. der zweyte Fall ift, bey
«elchem es alfo wiederum nicht weiter auf,'dieBefchaf-
fenheit des Winkels bey g ankommt , wenn nur g ein
Punkt in der Verlängerung der Grundlinie über C hin-
ausift.

Liegt dagegen g in der entgegengefetzten Verlan-Fig. 4$.
{tmng, und fleht , Ag nicht wie wir hierbey voraus-
fttiten, auf der Verlängerung der Grundlinie über den
Punkte, fondern auf der entgegengefetzt liegenden Ver'
kgerung über den Punkt Bhinaus auf ; fo ift Bg < Cg, und
folglich Cg — Bg = BC, daher wir unter dielen Umftän-
«en nicht den Werth Bg — Cg, fondern den umgekehr-
ttn, Cg— Bg, hätten herleiten muffen, für welchen lieh

EC= ^ 1= _AÜ - . alfo BC ebenfalls als
Cg Bg

ItrUnterfchied' der beyden Theile in b) findet nur dafs
in jenem Fall der erftere , in diefem der letztere diefer
Theile grö'fser ift. Will man daher die Form in b)
such auf diefen Fall übertragen , fo giebt lie in ihm
Sur BC einen fubtractiven Zahlwerth , oder etwas Sega¬
kts * 5 welches alfo allemal ein Zeichen ; ift , dafs " i3-a U

üe Linie Ag eine, entgegengefetzte Lage hat j als die,
für welche die Formel unmittelbar gebildet ift , und
*elche wir im Lehrlatz ausdrücklich bemerkt haben •
d' h. dafs fie fo auffteht , dafs nicht , wie die Formel
"«ausfetzt, Bg > Cg , londern umgekehrt Bg < Cg

X



3*3 Euch III.

ift . Unter dieferBedingiivg gilt auch die Formeliallge¬
mein für jeden beliebigen Punkt g in der Verlänge¬
rung der Grundlinie . (Durch die Vorftellung des Ne¬

gativen läfst fich diele Formel lelbft mit unter die Aus¬

lage für den erften Fall ziehn , wenn der Punkt Gin
der Grundlinie liegt , indem beyde Fälle fich ledig¬

lich durch das Entgegengefetzte in der Lage des Ab-
fchnittsCG unterfcheiden , und daher die erftere, wenn

man in ihr CG negativ fetzt , In die zweyte übergeht'
Doch haben wir es nicht nöthig uns hier bis zu diefer

gänzlichen Verallgemeinerung zu erheben . )

Die Ausfage unter et läfst fich noch auf eine Mihi
Art [ ehr leicht bexveifen, die ich hier wenigftens andeu.

ten will . Man fälle im gegebnen Dreyeck ABC
auf die Grundlinie das Perpendikel AD , und es fey D
fowohl als G ein Punkt,in der Grundlinie felbft, fo

ift die Grundlinie BC = BD -f GD -f CD — GD*
Nun ift das Rechteck aus der Summe und dem Unter¬

fchiede zweyer Linien , dem Unterfchiede ihrer Qua¬

drate gleich * , folglich BD 4 - GD = ^ A ^ — und
BD — GD

CD 2 — GD 2
CD — GD — -- , und da überdem imDrey-

CD + GD

t eck ABG , BD2— GD 2= AB 2— AG 2 * , und im Drey¬
eck AGC , CD2 — GD 2 = AC 2 — AG 2 ift , fo inufs
. , . r v , . _ AB2 —AG 2 AC 2—AG 2 ,in dieiemfall BC = -- __ fevn,

BG ^ CG \

welches der erfte Fall in der Ausfage a ift . Eben fo
leicht laften fich die übrigen Fälle , je nachdem G und
D verfchieden liegen , auf diefe Art herleiten.

i



EUCH III . 323

Aus diefen Sätzen dafs für Punkte Gin der Grund-

.. . „ _ AB2 — AG2 AC 2 — AG 2 ,.Imt, BC = --- 1-- , hingegen
BG ^ CG

Aß2 _ \̂ o-2
fir Punkte g in ihrer Verlängerung , BC —

BgO

+—-- . ift , ( wobey Bg > Cg angenommen
Cg

ifird,) laffen fich die übrigen Ausfeigen des Lebrfatzes
Ultndermafsen herleiten . Man füge zu den gleichen

Gtäfsen im erften Fall beyderfeits — |- , undBG CG
Ac 2 As 2 .

1zweyten Fall —5- — —2- hinzu , d. i. Linien , de-
Bg Cg

mZahlausdruck auf gleiche Benennungen , nach den
Regeln der Bruchrechnung , gebracht , im erften Fall
»x (CG -f BG) , AG 2 xBC .,- :- J _- i , das ift --- 1 , im zweyten Fall

BGX CG BG X CG

S* CCgr22 das Ift_ AG ^ xßC ;ft (da
Bgx Cg Bg X Cg

toiausfetzung gemäfs Bg > Cg ift ) ; fo verwandeln
ä durch diefe Hinzufetzung jene Ausfagen für beyde
..... . . . ■ AG 2 X BC AB2 AC 2
fälle in folgende : BC ±-- = ----- . ± _— ,

& BG X CG BG CG
«0 dieoberen Zeichen für den erftern Fall gelten , wenn G
i»der Grundlinie BC felbft liegt , die unteren Zeichen

den zweyten Fall , wenn g in der Verlängerung der
Grandlinie liegt , (wobey zugleich Bg > Cg angenom¬
menwird) . Und das iß ein für allemal , auch bey allen

m Ausdrücken zu merken,

X 2
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Ferner find auch die Producte dieferZahlausdmckt

in den Zahlwerth der Linie BG gleich , oder
np J RP

AB2 ± AC2 x — = BC X BG ± AG2 X - T
CG BG

und hier lafst fich wieder ftatt BC X BG fetzen
Bf"'

(BG ± CG) X BG oder , BG2 ± CG * X — ■>welches die
CG

Formen des Satzes unter ß find.

Nimmt man aufs neue die Produkte diefer Aus¬

drücke in , den Zahlausdruck von CG , fo erhält man

die erfte Form unter 7,
AB2 x CG ± AC2 x BG

= BG2 x CG ± CG2 x BG ±A6 2 x BC

und diefe Gleichheit bleibt , wenn man alle Glieder,

zum Behuf der geometrifchen Auslegung derfelben,
durch den Zahlausdruck irgend einer willkülirlichen
Linie GE dividirt , wie in der zweytenForm unter —

Da endlich die beyden Theile BG2 X CG + CĜ x EG

fich in das Produkt BG X CG X (BG ± CG) , das iftEG

X CG X BC zufammen ziehn lafTen, fo ift auch, wie

die dritte Formel unter 7 ausfagt

AB2 x — ± AC2 x — = — x (BG x CG + AG3)
GE GE GE

und diefe Gleichheit bleibt wiederum , wenn man alle
BC

Glieder durch den Zahlausdruck _ dividirt , da denn,
GE

wie ä ausfagt , ift

AB2 x — ± AC x —
BC BC

BG x CG + AG»

/
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Auslegung . Die geometrifchen Satze , welche

dielen verfchiednen Formen , wenn man die Zeichen

in ihrem geometrifchen Sinne nimmt * , entsprechen , *4.Z, 2,

toten folgendermafsen,

et) Wenn man von der Spitze A eines Dreyecks ABC

uck der gegenüberflehenden Grundlinie DC, oder nach de¬

nn Verlängerung eine grade Linie AG zieht , und den Un.

ttrfchitd der Quadrate iiber AB und AG in ein Rechteck,

mlclus über der Grundlinie DG fleht * , und eben jo den *Aut~4:

Vnterfchied der Qjiadrate über AC und AG in ein Rechteck

iltr CG verwandelt ; fo ifi die Grundlinie BC des gegeb-

m Dreyecks, gleich den Höben dieflr heyden Rechtecke 2«-

fimmen genommen oder von einander abgezogen , je nach¬

demG in der Grundlinie felbft , oder in deren Verlän¬

gerung über C , oder überB hinaus liegt , und je nach,

dem AG gröfsenoder kleiner als AB oder als AC ift.

Wiehes denn jedesmal durch die Formel a dielen Um-

Händen gemä 'fs beftimmt wird . Diele Formel fchliefst

daher in der That fo viel verfchiedne Sätze , als Unter.

He des Hauptfatzes , in fich , als hierin Modifikatio¬

nen möglich find ; und lie alle müfsre der Geometer

eimein aufführen , der (wie wohl vor Zeiten gefchah)

die Vortheile unfrei - Bezeichnung verfchmähte.

Eey der Auslegung der andern Formen , mufs man
BG

temerken , dafs ein Ausdruck wie diefer , AC 2 x _ -L.G

.den wir der Kürze wegen mit a bezeichnen wollen)

in feinem geometrifchen Sinne genominen * , einen »4 Z.2,

Wickimaxm bedeutet , welcher vom Quadrate über AC
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ein beßimmter Thtil — , d . Ii. der nemlicheTheil , alsCG

BG von CG ift ; oder was auf eins heraus kömmt , etri®
Raum deffen Vtrh 'dltniß zum Quadrate über AB beflimr.t,
iiemlich BG : CG , iß ; oder einen Raum, zu dem Al̂ ßck
wie CG : BG verhüll (denn diefer Ausdruck läfst (ich
ftets als vierte Proportionalgröfse iu folgenden drey

*V-s,kCG : BG es AE2 : a betrachten *'; ) oder endlich tlne
Sf(f. 3.) der Gattung nach gegebne und über AC befebriehne Figur*,

deren Verhältnifs zum Quadrate über AC eben deshalb gc-
geben , nemlich BG : CG , iß . Je nachdem man in
unfern Formen ß , 7 , <S, eine diefer Bedeutungen
für folche Ausdrucke fetzt , verwandelt ficli eine jede
in mannigfaltig ausgedrückte geometrifche Sätze, an
deren Ausdruck man fich jedoch nicht Arolsen wird,
wenn man das hier bemerkte feit hält . — 2) Muli
man fich dabey aus der Lehre von den Verhältniffen
des Satzes erinnern , worauf unter andern in der Arith¬
metik die Gefellfchaftsrechnung beruht , dafs , nemlich,
wenn eine Gröfse A aus mehreren Theilen « , ß , 7i
befteht , und entweder diele Gröfse A leimt , oder ei¬
ner ihrer Theile cc bekannt, : und überdem das Verhält¬
nifs diefer Theile untereinander ( m .- n : p ) oder zum
Ganzen gegeben wird , dadurch zugleich die Größe aller
Theile einzeln beßimmt iß , weil wir nemlich dann auch
das Verhältnifs des Ganzen zu jedem der Theile
(m -Ln -j- p '. m , und : n , und : p ) kennen . Ift alfo%. B. die Linie BC und das Verhältnifs BG : CG gege¬
ben , fo ift auch die Gröfse der Linien BG , CG be¬
kannt , und mithin auch das Rechteck BG X CG, *el"
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dies alfo In diefem Fall auch ein gegebner Raum

ift; _ Dieles vorausgefetzt , laffen fich alfo z . B. die

andern Formen folgendermafsen überfetzen:

ß) Fall I : ,, Zieht man nach einem Punkt G in der

§mdlime BC eine grade Linie AG , fo iß die Summe des

Quadrats über AB, und eines Raums zu welchem das Qrta-

01 über ACein gegebnes Verbähnifs (CG: BG) bat , gleich

h Summe des Rechtecks BC x BG und eines Raums zu

mlchem das Quadrat über AG ein gegebnes Verbähnifs

(CG: ßC) hat . — Oder : „ Zieht man von zwey gegeb¬

nen Punkten B, C aus zwey grade Linien , welche fich

fo in einem Punkte A durchfehneiden , dafs das Qua¬

drat über AB und ein Raum , deffen Verhältnifs zum

Quadrat über AC gegeben ift , zufammengenommen

einem Gegebnen Flächenraum gleich find , fo ift auch

die Summe eines gegebnen Raums (BC X BG) und ei¬

nes Raums , deffen Verhältnifs zu AG2 gegeben ift

BC
(AG2 X — ) bekannt,
H BG

7) Fall 1 : „ Unter denfelben Umftänden ift die

Summe einer Figur gegebner Gattung über AB
CG

(AB2 x — ) und einer Figur gegebner Gattung über AC
GE

(AC2
RG

.GE
) , gleich der Summe " eines gegebnen

Raums ( BG2 X — + CG2 X — ) und einer über AG
GE GE

BC
Mchriebnen Figur gegebner Gattung (AG2 X —- ) u . f. f.;GE
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Auslegungen die Folgerung i noch verdeutlichen
wird.

Anmerkung . MeinBeweis dieferweitreichenden,fürgeo-
metrifche Unterfuchungen aufserordcntlich brauchbaren Satze,
von welchen Lehrfatz 17 , und eine Menge anderer bekannter
Theoreme blos einzelne Talle ausfagen , tritt zwar aus dem ei¬
gentlich Conftructiven hinaus , und in die arithmetifchen Vor-
ftellungen der rechnenden Geometrie über ; allein bey geometri-
fchen Sätzen von diefer Art , welche eint fo gvofse Menge ver-
fchieden modifieivter Fälle in fich fallen , möchte das eher ein
Vorzug als ein Mangel feyn. Uoberdem wäre es nicht fchwie-
rig gewefen den zweyten Beweis der Formel * , und die Heilei¬
tung der übrigen Formeln aus diefer , ganz in ein geometrifches
Gewand zu kleiden , welches aber durch die Befchreibungder
geometrifchen Conftructionen , welche der Divifion und Multipli-
cation , fo wie der geometrifchen Begriffe , die den Producren
u. f. f . entfprechen , zu weitfehweifig geworden wäre. Solche
ganz geometrifche Beweife für den erften Fall der Formen ß und
7 ( wenn G in der Grundlinie liegt, ) giebt Röhrt Simfonin
feiner IViederherftelhmg von Afollonius, ebnen Oertem Buch II
hemmn 10, und Anhang Lemma 3 , und diefe Beweife, welche
doch nur Einen Fall betreften , find beynahe eben fo weitläufig,
als mein Beweis für alle Formen in ihrer Allgemeinheit , Einen
andern Beweis für die Form ß giebt , wie Sinifon anführt)
Matthias Steward in feinem Buche de qnikusdam Theoremmiks
generalibits etc. Edinb . 1746, und zeigt den Gebrauch derfelben
beym Bewetfe mehrerer Theoreme . DieHauptfätze im zweyten
Buche von Apollonias ebnen Oertem ( und fie gehören zu den
netteften und allgemeinften , aber auch zu den fchwierigfren in
der Geometrie, ) gründen fich am' Ende auf unferm Haupt"
fatz , und können durch eine- ähnliche Behandlung ! erleichtert
werden.

Die Formen unter a und £ finde ich bey Simfon nicht,
Die beyden andern eignet fich Simfon ( S. 351) als feine Er-
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äung zu , beweift fie aber mittelft eines Lehnfatzes über drey-
thtilige Linien , defTen nach Pappus Bericht , fchon Apollonius
Ith in feinem Werke bedient hat , und aus dem fie nicht fchwer
abzuleiten waren , wie denn diefer Lehnfatz rückwärts unmit¬

telbaraus unferm Hauptfatze fich ohne die geringfte Schwierig.
Itir ableiten läfst . Werden nemlicb in einer graden Linie vier Fig . 49^
fakteß , C, D , G willkührlich angenommen , und man errich-
tstüberD ein Perpendikel , und zieht aus irgend einem Punk¬
tsAdes Perpendikels , nach den übrigen Punkten B, C, G grade Li¬
nien, fo entlieht ein Drey eck ABC, worin aus der Spitze nach einem

nkteG in der Grundlinie , oder in deren Verlängerung , eine grade
Liniegezogen ift. Für diefe Dreyecke ift nach unfrer Form un_

AE2 — AG2
(et den oben angegebnen Vorausfetzungen BC — - ■-BG

AC2 - AG 2
: ----- — ■ und da zugleich das Perpendikel AD die

CG __ , ilifpll IfilliNll ■-
Grandlinie fo zerfchneidet , dafs AE2 - AG2 — BD2 _ DG 2 und
ACä_ AG* = CD2 — DG » ift * , * 16. f.

BD7- — DG2 . CD * — DG2
K) BC = -- ± ---- .BG CG

DiefeFormel ftimmt in ihrer ganzen Zufammenfetzung mit der

vsrigen überein , und ift an denfelben Vorausfetzungen gebun-
Jin, daher fich aus ihr , grade auf diefelbe Art , wie ' es in un-
lermLehrfatz gefchehn ift , drey andre Formen für jede dreytheilige
LinkBCherleiten laffcn , in welchen die obern oder die untern 1
Zeichen zu nehmen find , je nachdem G in oder aufserhalb BC
liegt, auch im letztern Fall , Bg > Cg gefetzt ift , die Ver
fdiiedenheit in der Lage von D aber nichts ändert:

ß) BD2 ± CD2 x — = BC x BG± DG2 x — I
CG CG *

(In diefer Form kömmt der Satz bey Vappus Buch 7. Satz 125, und
l's 71« Lemma zum zweyten Buche von Apollonius ebnen Oer-
'"n, doch nur , wenn G ein Punkt in der Grundlinie ift , vor.
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Befchreibt man über BC einer. Halbkreis, und erricntefaufCund

G Perpendikel , fo läfst (ich der Satz leicht unmittelbar njittelll
*I2 .f. 2. unfrer Folgerungen zum pychagoreifchen Lehrfatze* beweifea,)

Ift die Grundlinie BC, der Punkt D und das Verhälmifs des
BG

Flächenraums CD* X ——■zum Quadrat über CD , mithin
•v* v CG

CG : BG gegeben, fo ift es auch der Punkt G , und mithin auch

*(A1.«.).BC x EG ± DG2 x ~ gegeben * ( Apollonias II Lemmas,

bey Pappiis Buch 7, Satz 126.)
CG iL "' BG

7 ) BD2 x — ± CD*x _
1; GE GE

= BG*xS2±CG *X— ±DG' x-
GE GE 6E

fDiefe Form beweift Simfon als Lehnfatz r im Anhange.) SM
hier wiederum BC , der Punkt D , und die Verhältniifc GE;CG
und GE : BG gegeben , 10 find auch der Punkt G und die glei¬

chen Flächenriiume beftimmt. (Anhang Lemma 2). Wenn über¬

haupt auf einer graden Linie mehrere Punkte B, G, H, Cett.

gegeben lind , fo ift allemal auch ein Punkt D gegeben, der auf
diefer Linie fo liegt , difs der Inhalt von Figuren gegebner Gat¬
tung , die über DB , DC, ' DGetc . befchrieben find, einen ge¬

gebnen Inhalt haben, (Anh. Lemma4.}

, Folgerung 1. Figuren , welche der Gattung s«A

gegeben find , und Figuren , welche unter einander 'dhnliA

find , bedeutet nach dem geometrifchen Sprachgebrauch

daflelbe . Mit diefen Figuren werden wir uns im nach-

ften Buche befchäftigen , und ich verfpare es bis dort¬

hin , diefen Begriff genauer auseinander iu fet" n'

Hier kömmt es nur auf die Eigenfchaft ähnlicher Fi¬

guren an , dafs ihr Inhalt fich zum Inhalte des (?«»•
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drats über eine ihrer homologen Seiten , in allen auf

eioevley Art verhält , und dafs folglich , fo wie eine

Figur, welche über eine Linie AC befchriehen iß , der

Gattung nach gegeben wird , das Verhältnifs dicfcr Fi-

pr zum Quadrate über AB völlig beflimnit , unveränderlich
ml bekannt iß ; ein Leknfatz aus dem folgenden Buche,

den wir dort ftreng beweifen werden . Mitteilt diefes

Satzes lallen lieh unmittelbar aus der Auslegung un.

fersHauptfat7.es in feinen verfchiedenen Formen , fol¬

gende intereifante Sätze über das Dreyeck und den

Kreis folgern:

A) Für alle Dreyecke , welche über derßclben Grund ' Fig. 50

IßeBCßchn , und in welchen entweder die Summe oder

derUnterschied des Quadrats über den einen Schenkel
ß , und einer über den andern Schenkel AC bejehriebnen

fißr (a) von gegebner Gattung ., einem gegebnen- Flächen.
171

mm F gleich ifi {AB2 ± AC2 x —— F ) ; iß der geo-

mtrifche Ort der Spitze A eine Kreislinie

v»s gegebner Lage und Große,

Denn ift die Gattung der über AC befchriebnen

Figura gegeben , fo ift auch , ünferm I.^hnfatz zu Fol¬

ge, ihr Verhältnifs zum Quadrat über AC gegeben,

tnd zwar ift diefes Verhältnifs , welches m : q feyn mag,

für alle folche Figuren einerley und unveränderlich.

WOt man daher im Fall der Summe auf der gegebnen

GmiiclünieBC felbft , hingegen im Fall des Unterfchieds

wf der Verlängerung der Grundlinie einen Funkt G fo,

M<(tch verhält BG . CG = m : q ; fo ift erfiens
CG ,q
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folglich , unfern Vorausfetzungen gemäfs , F = AB!
BG

± AC 2 X — , das ift , der Form ß gemäfs , = BC XCG
CG
BC

± AG 2 X — , und mithin
CG

BC P = F — EC x CG im Fall der Summe
AG * yZ —. l

CG \ — BCx Cg — F im Fall des Unterfch.
Ziveytens find dann , weil BC gegeben ift , auch die

beydenLinien '.BG , CG , fo wie der Punkt G , das Recht-

*(A1,2.) eck ßC x CG un)j der  E Xp0nen t gegeben * ; und
CG

daher ift dann in beyden Fällen eine Figur gegehmr Gut-

tunv , welche über AG befcbrieben wird , (nemlicln »=
BC

AG 2 X — , ) auch der Gröfse nach gegeben , indem de
CG

dem Unterfchiede gegebner Flächenräume ( F und

BC x CG) gleich ift . Zu diefer Figur fleht das Qua¬

drat über AG , weil fie der Gattung nach gegeben ifti

in einem gegebnen Verhältnifle (CG : BC oder q : m±q)

daher auch das Quadrat über AG, und mithin AGfelbß,

der Gröfse nach gegeben und unveränderlich,ift . Da

nun zugleich der eine Endpunkt Gl diefer Linie gege¬

ben und unveränderlich ift ; fo mufs der geometrtfck

Ort des zsceyten Endpunkts A eine Kreislinie feyn , welche

umG als Mittelpunkt , mit AG als Halbmeffer befcluie-

♦U.E. r. ben wird *. Und zwar findet man diefen Halbmeffer

durch Conftruction , wenn man , nach den Methoden

in den Autgaben zu diefem Buche , den Unterfchied

des gegebnen Raums F und des Rechtecks BC X CG

in ein Quadrat verwandelt , und darauf ein Quadrat
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bildet, zu welchem lieh das gefundene wie BC : CG

verhält*. Die Seite diefes Quadrats ilt der Hajbmef - *:

l'ev AG.

Apollonias ebne Oertsr IL Fall 1Ausfage2, aacli/i . A;
dochfehlt an beyden Stellen der Fall , wenn der Unterfchied ge¬
geben'ift. — Aus der Beftimmung des Punktes G und der Li¬
fe AG, ficht man , dals für den Fall der Summe der Mittel-
faktG in der Grundlinie , für den Fall des ÜHterfchieds alU-
tu!auf ihrer Verlängerung liegt , und dafs im eilten Fall der
gegebne Raum F nothwendig gvöfser, im zvveyten kleiner als das
Rechteck BC * CG feyn mufs. Sonft würde AG negativ , und

der erfte Fall gienge in den zweyten, und umgekehrt über.

B) Auch für alle Drcyecke , welche über derßlhcn

Grundlinie BC ßehn ^und in welchen^ entweder die Summe>

litr der Unter j 'c k i e d einer Figur gegebner Gattung (#),
tstlche über den einen Schenkel AB , und einer andern Figur

l^ebner Gattung (//) , welche über den andern SchenkelAC
}c!it , einem gegebnen FUchenraum Fgleich iß (a ±b ~ F) ;
mfs der geometrij 'cbe Ort der Spitze A eine

Inislinie vun gegebner Lage und Größe Jeyn.

Denn da a und h der Gattung nach gegeben find,

foift das , Verhältnifs der erftern Figur zum Quadrat
über AB , welches m : q feyn mag , und das Verhält¬

nifs der letztern zum Quadrat über AC , welches n : q

tyn mag , mithin auch das Verhältnifs rn : n gegeben,

Hd diefes ift das Verhältnifs , worin die beyden der

Gattung nach gegebnen Figuren , wenn man fie über

diefelbc willkührliche Linie befchreibt , zu einander

ß'hn. Nimmt man im Fall der Summe in der Grundlinie

im Fall des Unterfihieds auf ihrer Verlängerung einen Punkt
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G , und zugleich eine grade Linie GE , fo dafs ficbvtt.
hilf , BG : CG : GE = *» ;' « : q , fo find , da BC ge.
geben ift , diele Linien , folglich auch das Rechteck
BG X CG = R gegeben . Da nun nach 7,

CG ]3G
a = AB2 X — und b = AC 2 X —I ift , a ± b das iltGE GE

EC
F = — • X (R ± AG 2) feyn mufs ; fo ift , fallsaundbGE

Figuren gegebner Gattung , folglich ' — , - gegeben
q q

lind , und der Raum F — a ± b gegeben wird , auch eine
Figur gegebner Gattung über AG gegeben , und zwar ift

AG 2 x "-iZi 1 = F — m + " x R im Fall der Summe
"WfflßMBtjKi' 1

m — n m — n
AG 2 X - = R X -- F im Fall des Unterfch.

q q
In beyden Fällen ift alfo , auch unter diefer yoraus-
fetzung , nicht nur der Punkt G , fondern auch das
Quadrat über AG , und alfo auch AG felbft , als Seite
diefes Quadrats , gegeben und unveränderlich , daher
eine um den Mittelpunkt G , mit AG als Halbmeffer
bei 'chriebene Kreislinie der geometrijebe Ort der SpitzeA
feyn mufs.

Apollonins II . r. Fall 1. Ausfege3. Wö doch wiederum der
Fall , wenn der Unterfchied der Figuren gegeben ift , fehlt. —
Aus der Beftimmung von AG fällt übrigens in die Augen, dafs

hier für den Fall der SummeF > !" "̂ " 'x BG X CG und für^ ^ ^ te ^ ffi BBaSHI
den Fall des UnurfchiidsV <; - - " X Bg H Cg , folglieh ein

Raum , der fich zum Raum F im erften Fall wie die Summe, im
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ateyten wie der Unterfchied der bcyden Figuren gegebner Gat¬

tung, wenn fie über derfelben Linie ftchn , zum Quadrat diefev

linie, verhält , im elften Fall nothwendigi gröfser , im zweyten

iwthwendig kleiner als das Rechteck aus . den beyden Abfchr.iucn

raf der Grundlinie feyn mufs ; und das ift die Beflimmnvg die-

ferAusfage.

Für den zweyten Fall (wenn der Unterfchied der Figuren ge-

lAntr Gattung a und b gegeben wird) ift die Ausfage- unter B

nochbefonders dahin einzufchränken , dafa a und b nicht ahnli-

h Figuren feyh dürfen . Denn dann würden fich a und b zu

denQuadraten über AB und AC auf gleiche Art verhalten , folg¬

lichm und n , mithin auch Bg und Cg gleich feyn müffcn ; wel¬

chesunmöglich ift , da in diefem Fall der Punkt g in der Verlän¬

gerung der Grundlinie liegt , und für jeden folchen Punkt die

Linien Bg und Cg um BC verfchieden find. In derThat ift dann

lacha_ b = F = AB2X — — AC2 X - , folglich AB2 — AC 2
q q

= 1 x 3. , mithin der Unterfchied der Quadrate aus den bey-
m

den Schenkeln gegeben und unveränderlich , daher in diefem

Hl der Ort des Punktes A keine Kreislinie , fondern nach Lehr,

felö Folgerung 3 eine grade Linie feyn mufs , und zwar ein

hqendikel auf der Grundlinie BC, deffen Abftand vom Mittel¬

punkt der Grundlinie gegeben ift *. *lö.

C ) Audi für alle Dreyedce , welche über derfelben

Grundlinie BCßelw , und in welchen das Quadrat , oder

(isfandere der Gattung nach gegebne Figur a über dem c;-

m Schenkel AB , gleich ift , der Summe oder dem Unter-

fttiede eine* gegebenen Raumes S und des Quadrats , oder

tiner andern der Gattung nach gegebner Figur b , über dem

zwjten Schenkel Ad muß der geometrijehe Ort der Spitze

Aüne Kreislinie von gegebener Lage und Größe feyn.



336 BUCH HI.

Denn , ift erfiens a = b ± S , To ift im Fall derSum.

tue a — b = S , im Fall des Unterfckieds b — a = S, in
beyden Fällen alfo der Unterfchied zweyer der Gattung
nach gegebenen Figuren , die über AB und AC be.
fchrieben find , einem gegebnen Räume S gleich.
Folglich, tritt hier der zweyte Fall der Ausfage B ein,

Verhalten fich daher die beyden Figuren gegebnerGat-
tung a und b , zu den Quadraten über AB und AC,
■wiem : q und n : q , und man nimmt auf der Verlan,
gerung der Grundlinie BC einen Punkt g , fo dafs fich
verhält m : n — Bg : Cg , fo ift eine Kreislinie , weiche

um g als Mittelpunkt , und mit der Seite des Qua¬

drats Ag 2 = Bg X Cg X m ~ " — S als Halbineffer be-
q

• ( BJ fchrieben wird , der Ort der Spitze A * ; es fey denn, dafsm
und n im Verhältnifs derGleichheit ftehn , alfo aanib ahn-
licheFiguren lind , indem alsdann der Ort derSpitzeA

*i6 . f. 3. eine grade Linie wird *. — Ift zweytens a = S — b)
mithin a - j- b — S , oder die Summe der beyden Figu¬
ren a und b einem gegebnen RäumeS gleich , fo mufs,
nach B Fall 1 , der Ort derSpitzeA ebenfalls eine Kreis¬

linie feyn , deren Mittelpunkt nun aber in der Grund¬
line BC felbft liegt , und zwar der Punkt G in der
Grundlinie ift , für welchen fich verhält , BG : CG =

m : n , und deren Halbmeffer AG nun als Seite eines

Quadrats AG 2 = S — f" "1" " X BG X CG , gefunden
q

wird.

Bey diefer Ausfage C ) wird vorausgefetzt , dafs
a.undbFiguren gegebner Gattung find , und zwar dafs

a glci-
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9gleich AB2 x — , und zugleich diefe Figur AB2 x —
q q

= b + S, oder umgekehrt = S — b fey ; eineVoraus-

fetiung, die mit der auf eins hinausläuft , dafs fich

verhalteb + S (oder S — b ) : AE 2 = m : q * , dafs folg - *V.

liehdas Verhältnifs der Summe oder des Unterfchieds
ier Figur b -und eines gegebenen Raums S , zum Qua¬
drat über AB, gegeben und unveränderlich fey . Der Satz.
C) lä'fst fich daher auch folgendermafsen ausdrücken:

Bir Dreyecke über derfilben Grundlinie HC, für die das
Ytrhiiltnifs der Summe oder des Unterfchieds einer der

Innung nach gegebnen Figur , welche über dem einen Schen¬
kt AC fleht , und eines gegebnen Raums S , zum Quadrat

skr dem andern Schenkel AB gegeben iß ; ifl der g.eometri-

[che Ort der Spitze A eine Kreislinie van gegebner Lage und

Grefte, den Fall ausgenommen , wenn beyde Figuren
'Michfind , für welchen dieferOrt eine derLage nach

gegebnegrade Linie wird.

Auf diefe Art wird der Satz in Apolloniur ebnen Oertem IT, 4
vorgetragen, wiewohl er dort weder in leiner Allgemeinheit
(«ur für den Fall , wenn b ein Quadrat ift) dargethan, noch auf
im vorigen Ort B zurückgeführt wird. ( Vielmehr ftellt ihn Apol¬
lonia vor den Ort B, und feheint daher umgekehrt diefen aus
toferm Satze C abgeleitet zu hahen , find anders nicht , wie Sim-
fa vermuthet, diefe Sätze von fpätern Abfchreibern falfchlich ver¬
fitzt worden. Simfonbeweift ihn dagegen, Satz 3 und 3 des An¬
fangs, allgemein, mit Hülfe unferä Lehrfatzes 20.

D) Ifl das Quadrat über dem einen Schenkel AB, einer,Figur
X'»her Gattung , weiche über den andern Schenkel AC befihrie-

ktiaird, felbfi gleich, AEz = Ad X —, mithin das Verhält-
- Y ■- • *
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nifs der beyden Quadrate der Schenkel AB2; ACZ=m :q, und

folglich auch das Verhaltnifs der beyden Schenkel felhft zu jj£

ander gegeben und unveränderlich; fo iü diefe Vorausfetzunj

zwar algebraischunter der Bedingung unferer AusfageC enthal¬

ten , als der Fall derfelben, da der gegebne Raum S. — o iti

d. h. gar kein folchcr Raum gefetzt wird , indem die Arithme¬

tik lehrt , dafs man o mit unter die Reihe aller möglichen Wer-

the einer Gröfse nicht nur aufnehmen darf, fondern auch aufneh¬

men mufs. Allein hier ift ,die Gültigkeit , unferer Ausfage für

diefen Fall noch befonders darzuthun , und ausdrücklich zu be-

•weifen, dafs auch unter diefen Umltiinden der Ort des Durch-

chnittspunktes A eine Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse

fey , wie diefes in Zufatz VI und VII gefchehn foll.

Folgerung 2. Alle diefe Sätze find nicht blofs

auf die Schenkel von Dreyecken , welche über einer

gegebnen Grundlinie BC flelm eingefchränkt , oder

was daffelbe fagt , gelten nicht blofs - von graden Li'

nien , welche von zwey gegebnen Punkten B, C aus

gezogen , fich fo durchfehneiden , wie die Bedingun¬

gen der Sätze/1 ) , # ) j c ) ausfagen ; fondern fa gelte

auch für grade Linien , welche von 3, von 4 , van 5 pgeh

nen Punkten , «. f . f . , kurz von jeder beliebigen Zahl gf

gebner Punkte aus gezogen , fick insgefammt in einem Pud-

te A fo durchfehneiden , daß die Figuren gegebner

Gattung , welche man über /Je beschreibt, ße mögen Qua¬

drate feyn oder nicht,

•a) entweder ,a 'le zufammen genommen einem

gegebnen Räume F gleich;

6) oder fo beschaffen find ', daß der Unterfcbiei

zwifclien der Summe einiger diefir Figuren und der Summt

"andrer einem gegebnen Räume Fgleich iß;
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C) oder endlich fo , dafs die Summe einiger , gleich
iß der Summe der andern , vermthrt oder vermindert tun
imn gegebnen Raum S :

Immer iß unter diejen Bedingungen der ' geometri.
[ehe Ort des gemeivfchaftlichen Durchfchnittspunktes A
ilkr folcher Linien , eine Kreislinie von gegebner Lage

irbfie , ausgenommen in ' dem Fall , wenn in 0,
ille diefe Figuren einander ähnlich find , oder wenn

C, der Kaum S dem Unterfchiede ahnlicher Figuren-
leich ift , in welchen Fällen derOrt des Durchfchnitts-

punktes eine grade Linie von gegebner Lage wird.

0 ) Wenn zwey Punkte B und C gegeben find , von
ätnen grade Linien fo gezogen werden , dafs fie fich
»ey und zwey in Punkten A durchfehneiden , und es
»erden beliebige Figuren gegebner Gattungen * * (f- *■)

= — X MN 2 über die einen BA , und b = " x MN'
q 4

ber die zweyten AC befchriebn , (wo MN irgend eine
»illkührlicheLinie bedeutet, ) und man nimmt auf der
Linie BC, oder auf deren Verlängerung , einen Punkt
,und überdem eine Linie GE , fo , dafs fich verhält
•.BG: CG : GE — m + n : m : n : q , und zieht AG ; fo

%ellemal, wo jauch " die Spitze A des Dreyecks BAC
liegen möge , der Natur des Dreyecks gemäfs,

AB»x — + AC 2 X — = — X (BG X CG ± AG 2) */ * so ,6E GE GE J '' 3° . T-

«hin ftets a±b = X ( R ± AC 2) , wie inq
t 3
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Folg . I . B„ die beyden Figuren gegebner Gattung a und
b mögen zur Summe oder zum Uterfchied einen befta'n-

digen , oder einen veränderlichen Fiächenraum F ha¬

ben , worauf es hierbey weiter nicht ankömmt . Nur

hat im erftern Fall AG 2 einen beftändigen und immer

einerley , im letztern hingegen einen veränderlichen
und ungleichen Werth , weshalb zwar im erftern,

nicht aber im letztern Fall , der Ort der Durch-

fchnittspürikfe A eine mit dem Halbmeffer GA, um

*f. i . B. (Jen Mittelpunkt G , befchriebne Kreislinie ift *.

F 'S- i 2» Wird alfo noch ein dritter Punkt D gegeben, und dir

Gattung nach noch eine dritte Figur c =ü x MV2, und
4

durchlchneiden lieh nun drey von den Punkten ß, C,D

aus gezogne grade Linien in Einem Punkte A fo, difs

die Summe oder der Unterfekied der drey Figuren geahmt

Gattungen a , b , c , über diefi Linien befehrieben, einem

gegebnen , imvsrän derlichen Fläckenraum F gleich find,
(a ± b ± c = F' , ) fo muls , wenn man ftatt a ± b, fetzt

m± _n ^ ( R + AG 2) , welches für jede Bedingung et-
' <l V. -

laubt ift , allemal auch ÜL̂ Ü X ( R + AG 2) ±f = f*i
q

folglich

AG 2 X m + n + c = F ' - R x m + n im Fall von l
q q

AG2 x m ~ n ± c == R x m ~ n — F' im Fall vona~ i
q q

feyn , Mithin muffen dann in beyden Fällen die £}•
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nien BA, CA , DA fich drey und dre .y fo in Punkten
Adurchfchnelden , dafs wenn man von dem Punkte

Gaus, (der auf die angezeigte Art , durch dieGaftung
der Figuren a und b beftimmt , und alfo gegeben ift,)
GA zieht , entweder die Summe , oder der Unterfchied
weyer Figuren gegebner Gattungen über GA und DA
befchrieben, einem gegebnen Flächenraume gleich .ift,
nemlich demUnterichie .de der gegebnen Räume F' und

RX — HÜ . Es tritt dann alfo allemal ' für die Linien
•*;.** • i ■ •• '
GA,DA der Fall A>der vorigen Folgerung ein , und ver¬
möge des dort Bewiefenen nmfs der geometrifeke Ort
iir Durcbfcbnittspunkte A jener drey Linien, wiederum ei¬
le Kreislinie von gegebner Lage und Grö'fse feyn.
,1'ndzwar , wenn man er// , im Fall der Summe a - {- b
auf BC felbft , im Fall des Unterfchieds a.— b hinge¬
gen auf ihrer Verlängerung einen PunktG fo beftimmt,
us fich verhält BG : CG = m ; n , und dann auf ähnliche.
Art, je nachdem c additiv oder fubtractiv ift , auf GD
oder auf deren Verlängerung einen Punkt G' fo nimmt,
äafs fich verhält GG' : DG = m ± n : p , ( da denn
die Punkte G , G' , die Abfchnitte BG , CG und
GG' , DG ' , und die Rechtecke aus . den elftem R,
und aus den letztem R' gegeben find ) ; fo iß G'
Itr Mittelpunlit diefer Kreislinie , und auf diefe Be¬

fummung des Mittelpunkts hat lediglich die Gattung t
nicht aber die Grö'fse der Figuren a , b , c Einftufs . Der
wbmejfer der Kreisiinie beftimmt fich hingegen da-
iaus, dafs dann , »7» Fall die Summe aller drey Figuren
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gegebner Gattung dem Räume F' gleich ift , nach Folg,
I . B. feyn mufs

r/A2v m+ n+ P_ F R,> r_n r .̂ m+ "~fi>
i q q

(und auf eine ähnliche Art , im Fall der Unterfchied ei¬
niger der Figuren gegebner Gattung von den andern,
dem Räume F' gleich ift , nur dafsidann einige der(üb-
tractiven Theile diefer Formel additiv , und umgekehrt
einige der additiven fubtractiv werden , wie man (ich

das leicht aus Folgerung i . B. entwickeln wird .) Folg¬
lich ift dann fowohl die Gattung , als die Grö'fse einer
überG 'A befchriebnen Figur , mithin G'A 'felbft, iu-
gleich mit F' gegeben und unveränderlich , und die¬
fer Halbmeffer des Ortes läfst fich nach den Aufgaben

au Ende diefes Buchs ohne Schwierigkeit durch georae-
trifche Gonftruction , fo wie deffen Zahlwerth durchRech-
fiung finden . Ift aber F' kein unveränderlicher Kaum,

fo ift auch die Figur gegebner Gattung überG 'A , und
diefe Linie felbft , von veränderlicher Grö'fse, und dann
alfö der Ort der Punkte A keine um G' befchriebne
Kreislinie.

Iß dam aber noch ein vierter Punh E gegebe» ,

der Gattung nach eine vierte Figur d == — X MN2, und
i

durchfchneiden fich die aus den vier Punkten B, C,D,E

gezogne grade Linien , je vier in Einem Punkte A, h
dafs die Summe der vier Figuren gegebner Gattungen
a , b , c , d , über diefe Linien befchrieben , einem

gtbnin unveränderliche » FUthenroum l " gleich ß^ '
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!>-£- c -J - d = F ) ; fp mufs , (wenn man tu » de«

Gattung von drey diefer Figuren , z . R , aus a , b , c,

imdaus der Lage der Punkte B , C , D , wie im vori¬

gen Fall , den Punkt G ' beflimmt , und nach den

Durchfchnittspunkten A die grade Linie G'A zieht,)

wiederum die vorige Gleichung beftehn . Fügt man

folglich, beyderfeits die vierte Figur gegebner Gat¬

tungd hinzu , und fetzt ftatt F ' - j~ d den Kaum F", fo

erhält man für jeden Durchfchnittspunkt A die Glei-

ihung G'A^ X m + " + P 4 - d
- .■ '■. ■ q . . . / ' ."' I -

_, , „ m ■+ • n m 4 - n 4- p
= F — RX — - -- R' X — 4- !_ £„•

;;■ -> ii ^ iii ^ ^s^ .'
Die Durchfchnittspunkte A je vier folcher Linien,

lind folglich wiederum fo befchaffen , dafs wenn man

wn den beyden gegebnen Punkten G" und E aus , nach

ihnen die graden Linien G'A und EA zieht , Figuren

gegebner Gattungen über diefe Linien befchrieben , zu-

limmengenoinmen einem gegebnen und unveränder¬

lichen Flächenraume gleich find . Der Ort diefer Durch'

fi'mittspunkte ift alfo wiederum eine Kr-eislittie von ge¬

gebner Lage und Gröise, * deren Mittelpunkt und '*£ ' •*•

Haibmefler man wieder grade fo , wie im vorigen Fal^

»acliFolg. i . ß . findet . Man theile nemjich , nachdem

man den Punkt G' beftimmt bat , die Linie G'E im

PunkteG" nach dem Verhältniffe von m -j- n -J- p : r ein,

[i h, nach dem Verhältniffe der beyden Figuren ge¬

gebner Gattung ! über G'A und EA , wenn fie auf der"

f'lbenGrundlinieftehn ) ; f 0 erhält man den Mittelpaukt'
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und der Halbmejfer G "A wird wider durch eine ähnll-

che Formel wie vorhin beftimmt,

G«A*x Z±±±l±l = F" —Rx ÜLLll
f q .1

— R' X 171 + n + rP _ R" x m + n + P+ r,
q q

Wird noch ein fünfter , und dann noch ein feckßtr,
«in ßebenter Punkt u . f. f. unter ähnlichen Bedingun.

gen gegeben , fo geht , wie man . leicht Hellt , die

Schlufsfolge grade fo, wie hier für drey und vier Punk¬

te fort , daher unfere Behauptung auch für 5 , für 61

für 7 , kurz für jede Zahl von Punkten gilt.

Wen» man folglich aus einer beliebigen Anzahl gegth-

11er Punkte grade Linien fo zieht , dafs fie fich insgefamM

in Einem Punkte , und zwar fo durcbfchneiden , dafs Figu¬

ren von gegebner Gattung , I welche man über diefe Lhiitn

befchreibt , zufammengenommen einem gegebnen Flächenraitn
gleich find ; fo iß allemal der geometrifcbe Ort ihres Dunk-

fcbnittspunktes eine der Lage und Große nach gegebne Kreis¬

linie , fo dafs jeder Punkt einer beftimmten Kreislinie)

und kein Punkt aufserhalb derfelben , mit den gegeb¬

nen Punkten grade Linien beftimmt , welche die er

wähnte Eigenschaft haben . — Verhalten fich die der

Gattung nach gegebnen , über BA , CA , DA , E^1

u . f. f. xu beschreibenden Figuren , zu den Quadraten

diefer Linien , wie m , n , p , r , u . f. f. zu q ; und mal1

theüt die grade Linie BC , im Punkte G nach deniVer-

hä'ltniffe m : n ein , ferner GD , im Punkte G' nach dem
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Verliältniffe m - |- n : p , und G'E Im Punkte G" nach

dem Verhä'ltnifte in -f- n -f p : r u . f. f. ; fo findet man

denMittelpunkt diefis Kreißet: und der Halbmeßer deffel-

ben wird durch den gegebnen Flachenraum , durch die

gegebnen Gattungen der Figuren a , b , c etc . , und
durch die Rechtecke eus den Abfchnitten der Linien

BC, G'D , G"E u . f. f. , durch Formeln , deren Gefetz,

leic' %zu Überfehn ift , beftirnmt.

6) Daß der Satz in diefer Allgemeinheit auch für den

Fall gilt , da der Unterfcliied der Fi guren gegeb¬

ner Gattungen , einem gegebnen unveränderlichen Flächen-

ratim gleich iß , fällt aus unferer Erörterung für 2 und

3 Punkte in die Augen . Der einzige Unterfcliied da-

bey ift, dafs für jede fubtractive Figur , der durch ihre

Gattung beffimmte Punkt G in einer Verlängerung zu

nehmen , und die Grö'fse der Figür gegebner Gattung

über GA aus F , R , R' etc . auf andre Art zufammenzu>

fetzen ift.

C) Iß endlich die Summe einiger der Figuren gegebne?

Gattung , der Summe der übrigen , ßammt einem gegebnen

RäumeS gleich ; fo ift der Unterfcliied der Figur gegeb¬

ner Gattungen dem Räume S gleich : alfo auch der

SatzC , in diefer Allgemeinheit wahr *. *(£. i .Cy

Der crftere von diefen Sätzen, welche zu den allgemeinften

und eleganteften in der geemetrifchen Analylis gehören , wird in

Afolhnins ebnen Oerter« II . r. Fall 2 und j dargethan. Blofs dar

Beweis für 3 Punkte und den Fall der Summe, nimmt dort 16

Seiten ein, indem er durch alle Verfchiedenheite'n , ( wenn alle

3 Figuren gegebner Gattung Quadrat; find, oder wenn ihrer 3,

oder wenn 1, oder wenn-keina ein Quadrate- ift ,) umftändlich
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durchgeführt wird , und obgleich Simfon den Fall des Unter-
fchieds ganz übergeht , fo füllt doch der ganze Satz über ^ Sei¬
ten . Der deutfcha Uebei [etzer , Camever, hat dort atithrnetifdie
jjpd trigoöometrifche Formeln zur Beftimmung des Halbmeffcts
hinzugefügt , die aber , wie fleh fchon aus unfern Formeln fchlie-
fsen lüfst , außerordentlich weitläufig werden . — Dafs im Fall
der Summe der gegebne Raum F nothwer.dig gsSfser feynm'jß
als die Summe aller fubn ictivenRäume , fällt r>:5 der Beftiinimin}
des Halbmeffers in die Aügen,

Stellt man fich alle gegebene Punkte B , C , D etc. »ls'gleich
fcliwev vor , fo findet man den Lehren der Statik gemäfs, ihren
Schwerpunkt grade auf diefelbe Art , wie man hier den Mittel¬
punkt G der Kreislinie findet , welche der geometrifche Ort des
Durchfchnittspuuktes A für den Fall ift , dafs alle Figuren übet
BA , CAu . f. f- Quadrate find. Daher hat umgekehrt jeder Kreis,
welcher aus dem Schwerpunkte mehrerer in einer Ebne gegeb¬
ner , und gleich fchwerer Punkte befchrieben wird , die Eigen-
fchaft , dafs wenn man von allen diefen Punkten , nach irgend
einem Punkte der Kreislinie , grade Linien zieht , die Quadrate
über diefe Linien zufammengenomrnen immer dem nemlichenFIä.
chenraume gleich find ; ein Satz den Simfon aus ' Hugbem Hort-
lo^imn Ofcillittorinm prop . 12 entlehnt , und unfermSatz a gemäfs
noch erweitert.

Folgerung 3. Aus diefen Sätzen fliefsen in
Verbindung mit unferm Lehrfatz umgekehrt folgende
interefante Eiglhßkafiek der Kreislinie, wodurch dieEi
genfehaft , welche wir In Lehrfatz 17 , Folgerung 2
kennen gelernt haben , ausnehmend verallgemeinert
wird.

Fig. ?i- Nimmt man nemlicb aufeinem der Durchlief er tintr
Kreislinie, oder auf deren Verlängerung, mllkübrttb mt)
Punkte Bund C, und zieht von beyden nach einem beliebig«
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I PrikteM der Kreislinie grade Linien BM , CM ; fo haben

wiy Figuren gegebner Gattung , welche matt über diefe Linien

i/ifclireibt) (neinlich folche Figuren , die über einerley Li-

niebefchrieben , lieh wie die Entfernungen CG und BG

verhalten,) für jeden .Punkt der Kreislinie, falls B und C zu

entgegengefetzten Sei teti des Mittelpunktes

Gliege?i , immer einerley Summe : falls hingegenBundC

tu einerley Seile des Mittelpunkts G liegen, immer einer-

Ity Unterfchied . Denn \{i erflens M ein Punkt au.

jitrhalb des Durchmeffers BC, und man zieht MB, MC,

MG, fo entlieht ein Dreyeck MBC , von defien Spitze,

im erften Fall nach der gegenüberftehenden Grundli¬

nie, im zweyten nach ihrer Verlängerung eine grade

Linie AG gezogen ilt , für weiches folglich nach der

Form y unfers Lehrfatzes , MB2 x — ± MC 3 x ~
GE GS

= + CBG XCG + MG2 ) ift . Nun find B , G , C
GE

gegebne Punkte , alfo BG und CG unveränderliche Li¬

nien, wie auch der Halbjnefler des Kreifes MG , und die

beliebig gegebne Linie GE . Mithin find die Räume

rechts vom Gleichheitszeichen , für jeden Punkt Min der

Kreislinie , der aufserhalb BC liegt , von einerley Grö-

fse, alfo auch die Räume links vom Gleichheitszeichen,

Folglich haben zwey der Gattung nach gegebne Figu¬

ren über MB und MC befchrieben, , und zwar Izwey

Figuren , die über diefelbe Linie befchrieben fich

*ieCG : BG verhalten , im erßenY &ll zufammengenom-

men, im zweyten von einander abgezogen , immer ei¬

nerley Grofse, Dafs diefes zweytem auch für die bey-
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den Punkte N der Kreislinie , welche in der Linie BC
liegen , und für Welche kein Dreyeck MßC vorhanden

29- ilt , gilt , folgt aus Proklus Lehnfatz in Anmerk . i *,
indem nach der Form y diefes Lehnfatzes , auch für jene

CG * %iC
beyden Punkte , NE 2 X — ± NC 2 x ~ = — y

GE QU GE
(BG x CG ± MG 2) ift.

Nimmt man in oder anfserhalb der Kreislinie leillkiilir.
lieh drey Punkte , B , C , D , und zieht von ihnen nach
Einem Punkte M der Kreislinie grade Linien , fo hakn
auf dicfelbc Art drey Figuren beflimmter Gattungen Hier
diefe Linien befchrieben, für jede » Punkt MeinerleySumnii,
oder nacbJJtffjtiinden einerley Unterfckied . Und zwar, wenn
man BC, und von D nach dem Mittelp . G, DG lieht , und
dief 'c -beyden Linien {ich in einem Punkte H durchfehnet-
den , fo wird die Gattung der Figuren über BM, CM,
DM , durch das Verhältnifs der Abfchnitte CH : BH
und HG : DG , wie in Folgerung 2. beüimint . Und
daß 'dbe gilt für 4 , für 5 , kurz für jede beliebige Zdl
willkührlicb angenommener Punkte , wofür der Beweis nach
Anleitung des Bewei .I'es in Folgerung 2. fich ohne
Schwierigkeit , grade fo wie für 2 Punkte führen lafst,

Anmerkung 3. Diefe interefTanten Folgerungen aus im-
ferm allgemeinen Lehtfarz , habe ich unmittelbar auf die Ausle¬
gung der verfchiednen Formen deffelben folgen Ulfen, weil lie
fich lediglich auf diefe gründen. In den folgenden Zufötzinfü¬
ge ich nun noch die Entwickelnng einiger befondrer Sätze hinzu,

o- die in nnfevm allgemeinen Lehrfatze ' liegen, und aus deren grofser
Brauchbarkeit in geometrifchen Unterfuchungen, die Wichtigkeit
diefes Lehrfatzes noch einleuchtender werden wird.
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Z u fa t z I . I ) Wien» i» www Dreyeck ABC aus Fig. 4f-

der Spitze nach der Verlängerung der Grundlinie BC eine

pade Linie Ag fo gezogen iß , daß , wenn S einen gegeb¬

nen Raum bedeutet,yfcÄ verhält AB2— S : AO- — Bg : Cg ;

fo iß allemal das Rechteck aus der Grundlinie und dem grü.

jsern Abschnitt BG , größer als der gegebne Raum S.

Dennesift alsdann AE 2 — S = AC 2 x ? i * ,* v -3-^
: eg

Bcr BC * * *° >ß*
(olgli h S # AB2— AC 2 x ~ = BC x Bg — Ag 2 x — ,

Cg Cg

und mitliin S > BC X Bg.

2) Wird hingegen AG nach einem Punkte in der Grund-

hie felhfl jo gezogen , daji fich verhält S — AB* : AC*

- BG : CG,Jo mufs daß Rechteck BC x BG kleiner als

der gegebne Raum S fiyn . Denn alsdann ilt S = AB2 -f.

AC2 x — = BC X BG + AG 2 x * , alfo * i0 «ß.
CG CG

S> BCx BG.

Beyde Sätze kommen in Apollonias ebnen Oettern II Lern-
taa4 und 5 vor , und ihr Beweit wird dort weit hergehohlt.

Zufatz II . Nach der Ausfage ä unfers Lehr Fig. 45,
fat2.es , ift , wenn man in einem Dreyeck ABC , die
Linie AG willkührlich nach einem Funkte der Grund¬

linie oder deren Verlängerung zieht , immer

AB2 X — ± AC 2 x — = BG x CG ± AG * .
BC BC ?

wo die obern Zeichen für den erftern , die untern für

den letztem Fall gelten.
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Tig, 36, 1) Zieht man folglich AG nach dem Panke in dir
Mitte der Grundlinie, da dannBG = CG —§ BC wird,&
Hl immer § AB2 -f - ~ AC2 = B6 2-f AG2; unferLehr-
Satz 17 , welcher alfo der einfachfte Fall diefes allge¬
meinen satzes ift. — Zieht man Ag nach einem Punkte
in der verlängerten Grundlinie , fo dafs BC = Cgwird,
fo erhält man ebenfalls die Auslage jenes Lehriatzes,

■P'S- 45- 2 ) Zieht man AG fo , daß BG = 2 CG, und mithin

BC =,3CG iß , fo ift f AB2 -f § AC2= 2 CG2+ AG 2
u . f. f.

3) Iß überhaupt BG= m . CG, folglich , im Fall G
in der Grundlinie liegt BC — ( in -f 1) CG, falls
aber G in der verlängerten Grundlinie liegt BC =
(m — I) CG ; fo ift

im erflenFall "LAE2 + m • AC' -^ m . CG 2 + AG 2
m -}- 1

. . 'AB2 — m . SAC2
im ziveyten- —_ = = m . CG2 — AG 2;m — 1

Ausfagen , welche lieh beyde in folgende Formel zu-
fammenziehn laflen,

AG2 = —— . AB 3 ± -HL . . AC2 + m . CG2I ± m 1 ± m

wo die obern Zeichen für den erften , die untern Zei¬
chen für den zweyten Fall gelten.

£ 'g"48 Zufat .z III . 1) Zieht man AG fenkrecht auf die
Grundlinie oder deren Verlängerung , fo wird AG2 ==
AB* — BG2, und fetzt man diefen Werth in S, b
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Gleichheitszeichen in diele AB2 X ( 0 = ± .AE' ,

geht die,'allgemeine Ausfage , je nachdem der Winkel

Bfpiti oder ftumpf ( d. i . BC = BG 4 - CG oder BG

-CG ) ift , in die beyden Auslagen des dreyzebmeri

Lehrfatzes über ; eine Ableitung , die ich dem Leier

überlade. Auch diefer Satz ift ailb nur ein befondrer

Fall unfers Allgemeinen.

2 ) Iß das Dreyeck ABC gleichfchenklig , 'und AG von ^ g- 4t

kr Spitze nach der Grundlinie oder deren Verlängerung ge¬

sogen, fo verwandeln {ich in ä die Theile links vom

CG ± BG,
BC~

indem, im' Fall G in der Verlängerung der Grundlinie

liegt, der Vorausfetzung bey unfern Formeln gemaTsj

Bg— Cg = BC ift. Es ift alfo im gleichfchenkligen

Dreyeck ± AB"2 = BG X CG ± AG 2 oder AB- — AG*

± BG X CG ; ein fruchtbarer Satz , bey dem ich rrjich

hier weiter nicht verweile , weil ich ihn , zum Behuf

derer, die unfern allgemeinen Lehrfatz überfchlagen

haben, bald als einen belondern Lehrfatz aufführen

und noch auf andre Art beweifen werde *. * aii

£ufatz IV . 1 ) Zieht man in einem Dreyeck AßCTig . 5».

& grade Linie AG fo nach der Grundlinie BC oder mich

itren Verlängerung , daß fleh die beyden Abschnitte LG

CG, wie die Schenkel, an welchen ße anliegen , verhalten,

ßG: CG = AB : AC ; Jo iß das Rechteck aus den beyden

Schenkeln, gleich, im erßen Fall der Hümme, im zweyten

itm VnterJ'chiede des Rechtecks aus den beyden Abschnitten

ßG, CG, und des Quadrats der tbeilenden Linie , oder

<® xAC ^ BGxCG± AG2,
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Denn aus der vorausgefetzten Proportion fliefst
auch die Proportionalität folgender »oiöfsen

»V-4-/3. KG ± CG : BG : CG = AB ± AC : AB : AC *, &.%
da im eilten Fall BG -f- CG = BC , im zweyten aber,
der Bedingung ünfers Lehrfatzes gemäfs , BG — CG
= BCift , BC : BG : CG — AB ± AC : AB : AC. Folg-
. s . „ BG - AB i CG AClieh ift — = ------ und

BC AB + AC BC AB ± AC

Setzt man diefe Werthe in unfrer Form 3 , fo wird in
diefem Fall der Theil links vom Gleichheitszeichen,

das ift AB 2 X — ± AC'2 X —
BC BC

AB2 x AC AC 2 X AB . „ A_ AB+ AC— _ - ± - = AB X AC X ,--
Aß + AC AB ± AC ABicAC

— AB X AC ; und mithin ift in diefem Fall immer
AB X AC — BG X CG ± AG *.

Auch diefer bekannte und brauchbare Satz , der gewöhn¬
lich aus der Lehre von der Aehnlichkeit der Dreyecke bewiefen
wird , und der auch bey Lt Genäre und vanSwinden vorkömmt,

•ift alfo ein befonderer Fall unfers allgemeinen Lehrfatzes. Dafs
er auch für einen Punkt in der Verlängerung der Grundlinie,
nur mit der Verfchiedenheit gelte , dafs dann die Summe in
den Unterfchied übergeht , fcheint man bey dem gewöhnlichen
Eeweife deffelben Überfehn zu haben'.

2 ) Es fey AB = m . AC , und folglich , da
BG : CG , dem VerhältnifTe AB : AC gleich ift.
BG — m . CG , fo erhält unfere Auslage folgende Ge-
ftalt , m . AC 2 = m . CG 2 ± AG a , fo dafs alfo unter det

Bedingung diefes Zufatzes für jeden Punkt G * **"
SÖ
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: Gmtidlime, AG2 = m . (AC 2— CG 2) = -I . ( AB 3 — BG 2),m

und für jeden Punkt g in der verlängerten Grundlini»

Ag2= ni ( Cg 2 — AC 2 ) = - (Bg 2 — AB 2) ift.m

Zu f a t x V. I ) Zieht man endlich von der Spitzt
im Dreyecks ABC , die grade Linie Ag fo nach der Ver¬
heerung der Grundlinie , dafs die Abfcknitte Bg , Cg fick
fie die Quadrate der Schenkel , an welche ße anlie-
p verhalten , Bg : Cg — AB2 : AC2; fo iß allemal das
fabeck ans den Abjchnjtten , dem Quadrat der theilenden
Linie gleich, Bgx Cg = Ag2, oder dieJe Linie iß die mittlere
hoportionallinie zvoifchen den-beyden Abschnitten,

Denn aus der angenommnen Proportion folgt,

äafs.AB2 x Cg = AC 2 xBg , folglich AB2 x Sß . —AC 2' BC

x ?£. — o fey . Da nun dieferUnterfdued , nach un-
BC

frei-Form 8, gleich iftBg x Cg — Ag 2, fo muffen auch

JicfeRäume keinen Unterfchied haben , alfo gleich feyn
oder es ift alsdann immer Bg X Cg = Ag 1 , und folg¬
lich Bg : Ag = ;Ag =Cg *

Apollonius ebne Oevter II. Lemma 2 , und Fappns VII. n9,
»o diefer Hülfsfatz aus der Lehre von -der Ähnlichkeit der Drey-
ttke abgeleitet wird.

2 ) Für einen Punkt G in der Grundlinie , der diefe
fo fchneidet , dafs die Abfchnitte lieh wie die Quadrate

CG
anliegenden Schenkel verhalten , ift 2 AB2 x —

BC
Z



354 BUCH III.

— BG X CG -f AG2; eine Erweiterung diefesHülfsfa-

tzes , die ich nicht erwähnt finde . fu

Zufatz VI . Wenn man von ' zwey ' gegebnen Punk

ten B , C ans , grade Linien zieht , die fich in einem Pmih

te A fo durchschneiden, daß je zvvey diefer Linien zwarn

gleichßnd , aber ein gegebnes und unveränderliches Vir- ^
hältnifs zu einander haben ; fo iß der geomt-

trijche Ort ihres D u r c hfc hnittsp unktes , im ^

Kreislinie von gegebner Lage und Größe.

Denn ift das Verhä 'ltnifs diefer Linien AB, AC

gegeben , fo ift auch das Verhä 'ltnifs ihrer Quadrate be-

lcannt . Nimmt man daher [auf der Verlängerung der

Linie BC einen Punkt g fo , dafs Bg , Cg in diefem

Verhä 'ltnifs der Quadrate über AB , AC ftehn , und

zieht Ag , fo ift nach Zufatz V, Ag2 = BgxCg . Nun

find die Punkte ß , C, und g gegeben und unveränder¬

lich ; alfo auch Ag 2, und die Seite Ag . Mithin ift

der Ort der Spitze A , eine - mit Ag um g faefchriebne
Kreislinie.

Iß das gegähnt Verhältnis der Linien BA : CA, dm Vtih'M-

uifs der Gleichheit , fo ift kein Punkr in der Verlängerung da

Linie BC möglich , für welchen Bg : Cg in dem gegebnen Verhält-

nifle Münden , da Bg immer um BC gröfser oder kleiner als Cg

ift. — Hingegen giebt es einen folchen Punkt G m äcrXiniW

felbft , für welchen BG = CG ?— | BC ift, und ; für dielen wird,

laut der zweyten Ausfage in Zufatz V , AB2 = BG2+ AÖ1

alfo der Ort der Durchfchnittspunkte A für diefen Vtü ein I*

14. pendikel auf der Mitte der Linie BC K

fa

m.
lik,

Ire!
[MC
hie
5,

ftyn
=E
EtO

der

«8
MB:

»ac
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Zufatz VII . Umgekehrt hat jede Kreislinie
iie Eigenfchaft , dafs wenn man innerhalb oder au-
[itrhalb des Kreifcs mtlkttbrlieb einen Punkt , z . B. C nimmt,
ad auf dem Durchmeßer durch C, nach derfetben Seite hin,
km zweyten Punkt Bfo , dafs das Recliteck aus den Enu
\mmngen diefer beyden Punkte vom .Mittelpunkte g , dem
^ «drat des Halbmeßers gN gleich iß , gC X gB = g \ ~2,
oder, was auf eins hinaus kömmt , fo dafsgB die dritte
faportioiiallitiic zngC und dem Halbmejfer gN ifl ; fo fehl
juwcy grade Linien , MB : MC , welche man von dicfen
haktenC, B aus , nach demfelben Punkte M der Kreislinie
Utk, insgefammt in gleichem Verhältnifs , und
«wr im Verhiiltnifs des Halbmejfers und eines der Ab-
fmttte, gB :gN , oder der beyden Linien NB : NC , oder
SP: CP.

Denn zieht man nach demfelben Punkte M der

Kreislinie BM , CM , gM , fo entfteht ein Dreyeck
MC, von deffen Spitze nach der verlängerten Grund¬
linie, Mg fo gezogen ift , dafs BgX Cg = Ng 2 = Mg-
ii, daher vermöge S auch MB2 x Cg = MO x Bg
(ijn* , und folglich fich verhalten mufs MB2 : MC * *
=Bg: Cg . Nun aber ift der Mittelpunkt g , der Halb-
nieder gN , und einer der Punkte B , C , mithin auch
itr andre , alfo das j Verhältnifs der Linien Bg : Cg,
folglich. das diefen gleiche Verhältnifs der Quadrate
fcMC 2 , und alfo auch das Verhiiltnifs der Seiten
&fer Quadrate MB : MC gegeben und unveränderlich.

Da nun die Punkte B und C , der Vorausfetzuns
Meli fo beftimmt find , dafs fich verhält gB • gM

Z 2
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= gN : gC , oder , wenn man diefe gleichen und fte-

* V. 6, tig en  Verhä 'ltniife zufammen fetzt * gB : gC = gB- :gN!

oder auch wie gN 2 : gC 2 ; fo verhalten fich die Qua¬

drate ML 2 :MC 2 = gß 2 :gN 2 , und folglich je zweyü.

nien MB : MC = gB : gN oder wie gN : gC , oder eniiA

wie gB + gN : gN + gC d . i . wie BN : NC oder wij

*V. 4,^ , BP : CP *. Mithin verhält fich die größere je zwey fikkr

Linien MB , MC zur kleinem , wie der größere Abjchitt

zum Halbmeffer , oder wie der Halbmejßer zum kltinen

Abßhnitt , oder wie die beyden an diefen Linien anliqen-

de» Abfchnitte , in welche BC durch die Kreislinie get!ml>
wird.

Da der Halbmeffer die mittlere I'roportionallinie zwifdten
den Entfernungen der beyden Punkte B , C, - vom Mittclpun!.«

g ift ; fo können die Linien gB , gC , nicht beyde zugleichg'ü-
fser,, oder beyde zugleich kleiner ah der HalbmeiTer feyn, folg¬
lich die Punkte B , C nicht beyde zugleich innerhalb oder su-
fserhalb des KreiCcs, eben fo wenig als zu entgegengeietzten Seiten
des Mittelpunktes genommen werden.

Anmerkung . Die Ausfagen in Zufatz 6 und 7,welch
zu den fchönften Sätzen über den Kreis gehören , machen in
Apollonias ebnen Oertern den zweyren Ort des zweyten Buchs
aus , und laffen fich auch aus Sätzen des nächften Buchs folgern-
in der That find fia aber nur der einfachfte Fall der AusfegeC

*f . I . D . jn Folgerung 1 • , und [äffen fich daher noch jehr verallgemeinern.

Wenn nemlich beliebig viel Punkte .*, B, B , C, D >» «'»"
Ebne gegeben find , und grade Linien von diefen Punkten «»' S1'

zogen fich (in ditfem Fall je irey ) fo in Punkten , A durch]. '*""-
den, dafs fie zn einander ftets in dcmfelben gegebnen Vetbdt*'4<
ftehu , fo iß der Ort der Durchfchnittspnnkte A fiets eine # »*
nie von gegebner Lagt und Große . Denn da alsdann auch die
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Qwdrste über (liefe Linien in einem gegebnen , unveränderlichen
ÄlmilFe ftehn , z. 8 , BA2: CÄi JDA2 = m : n : p ; fo iftBA » +

■ m r n
CA2;DÄ2 — m + n : p , und mithin BA2+ CA2 = DA2 x -

tder eine Figur gegebner Gattung über DA befchrieben , gleich
is Summe der Quadrate über die anderen Linien . Es ift dann
ifcauch der ünterfchied diefer Quadrate und der Figur gegeb-
itröatttmg über DA , gleich , einem gegebnen Flächenraume,
i» iich dem Flächenraume o , und deshalb der Ort der Punkte
Aeine Kreislinie , deren Mittelpunkt und Halbmefler , wie in
ftjgctuag2., beltimmt wird.

[LEHRSATZ 21 .J

Zieht man aus der Spitze A eines gl eich - FiS- 3*-
khenkligeu Breyecks ABC nach irgend einem
hnktcGin der Grundlinie , oder nach einein Punkte g
hierin Verlängerung , eine grade Linie , fo iß ßets .
kr Ünterfchied der Quadrate aus diefer Linie und aus
kern der gleichen Schenkel, gleich dein Rechteck aus
kAbfchnitteu auf der Grundlinie , BG, CG, oder auf
itr verlängerten Grundlinic , Bg , Cg.

Da ein Perpendikel AD , aus der Spitze auf die
Grundlinie gefallt , diefe im Punkte D halbirt * , fo 'hy .t 3
geht für diefen Punkt das Rechteck aus den beydenAb-
fchnitteh in das Quadrat der halben Grundlinie , und
»Ho die Ausfage des Lehrfatzes in folgende über , AB2
-AD^ ^ BD2, welche vermöge des Pyfhagoreifchen
Wufatxes wahr ift. * *i2.f. .

Ieder andre Punkt G in der Grundlinie theilt diefe
Werdern in zwey ungleiche Abfchnitte, , BG, GC , mit-
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