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[Lehrsatz 20.] Wenn man aus einem der Winkelpunkte eines Dreyecks
ABC, z.B. aus A, nach irgend einem Punkte G in der gegenuberstehenden
Seite BC, oder in deren Verlangerung, eine grade Linie AG ...
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ab, wiid folglich DE grifser, fo wird auch dieSumme
aus den Quadraten der Diagonale, gegen: die Summe
aus den Quadraten aller Seiten immer kleiner.

Fo,’germ:g 2. ‘Halbirt man beyde Diagonalen
des Trapezes in den Punkten P, Q, fo wird durch den
Punkt P zugleich die Diagonsale AC des Paallelo-
gramims ABCE, welche diefem mit dem Trapez gemein
ift, mithin auch die andre Diagonale BE halbist ¥, Bicht
man daher PQ, fo theilt diefe, Linie fowah! BD als BE
in zwey gleiche Theile, daher auchPQ die Halfe von
DE, und mic diefer Linie parallel ift *.  Ift aber DE
=2, PQ;, fowird DE2 = 4.PQ2  Setzt man diele
Grisfse ftatt der exftern, fo ift alfo auch in jedem
Viereck

AB2--AD2 4 BC2 ++ CD? = AC? 4 BD2+4.PQ:

Anmerkung, DiefenLehrfarz entlehne ich von Ender, der
ihn zuetit gefunden, und auf die hier mutgetheilte Art bewiefen
hat , in feinen Pariis Demonfivationibus Geometricis, i den
Novis Comm. Acady Tmp, Petvop, T, L. p. 409. [eq-

d, U

[t Ew RSsAT2 2071]

Wenn mon aus civem der Winkelpunkte 18

Drevecks ABC , z. B. aus 4 , mach irgend cnd”

4) Wer mit den bisherigen Sitzen noch nicht ganz , im Deut-

lichem ift, und:fich noch nicht ftark: genug fiihlc, wm fich
in das Feinere der Geometrie zu vertiefen, {iberfchlage
firrs erlte diefen Lehifatz famme allen. feinen Folgerungth

und Zufitzen, und wende fich fogleich zu Lehrfatz 21, WO
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Punkte G in der gegenitberfichenden Seite BC; oder

in deren Verlingerung, eine griade Linic AG zient,

[o it allemal : -
'AB? — AG2 | ACT — AG?

OL) BC e —
BG CcG

oer, was auf eins hinauskommt ,

G BC
£) AB2 £ AC3X ?j'c"; —BC X BG+ AG2X ——

= CG
BG 3

:BGﬁiCsz’_.—s;Aszl_E

CG CG

ofer v) AB2 % CG *+ AC2 X BG
= BG2 % CG * €G22 x BG £ AC2 X BE

oder, wenn GE irgend eine beliebige Linie ift,

AB2 XEE; iAszPLci ::BG:xc.:-G-:c CG’?# §E
GE - GE : GE G h

+ AG2 chzllGx(BGxCGiz‘\G?)
GE GE

oler endlich
; BG
) AB2X ?Ei AC2 x — = BG x CG %= AG?
BC BC

wo, je nachdem der Punkt G in der Seite BC felbfF,
oder in deren Verlingerung liegt die obern ‘oder die
wntern: Zeichen gelten , wnd zugleich - angenoinmen
wird, dafs ins zweyten Fall Bg > Ce ift.

et ohne Anftos forefahren kann, Der gegenwartige Lehr-
farz, und die hinzugefiigten Sarze, enthalten vom zwey-
ten Buche der ebnen Oerter des Apolionius , {fo viel als es
not immer der Zweck diefes Werks erlattbte, auf eine, wie
mir (cheint, leichtere Art als!von andern vorgetragen, und

wird hinreichen einen deutlichen Beg riff von jenem interel-
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Steht AG x) anf,der, Grundlinie BC felbft, oder 2) auf
deven Verlingerung feuksecht, {o: bildet diele Linie mit

] | ﬂriga ‘;gl'

den Schenkeln des Dreyecks zwey rechtwinklige Drey-

ecke , worin BG2 = AB2 — AG2 und CG2 = AC2 —

AR — AG2 |
BG

ift. Nun ift im erften Fall die Grund-

AG2, mithin such BG = und CG2

AC2-—AG2

CG
linien BC = BG -+ CG, im zweyten Fall BC = BG —
CG, vorausgefetzt dals. BG > CG ift.  Daraus folgt
fiir diefen Fall die Ausfage «, und mithin die Wahr-

—
e

heit der andern” Ausfagen, die, wie wir gleich fehn

werden , unmittelbar aus ihr abgeleitet find.

Fig. 45 Stehe dagegen AG fehief auf , und awar 1) aufder

Grundlinie BC felbff , {o dafs AGB ein fpitzer, AGC

aber ein {tumpfer Winkel ift, fo theilt diefe Linie das

_ gegebne Dreyeck 'in zwey kleinere Dreyecke , ¢in

F1 fpitzwinkliges AGB, und ein ftumpfwinkliges AGC,
I denen die Spitze A und das Perpendikel AD auf die ge-
geniiberftehende Seite gemein 1ft; und in denen bey=

den das-Perpendikel, von diefer Seite oder deren Ver-
lingerung, ein gleiches Stiick GD abfchneidet. Die

Grifse diefes Abfchnitts wird in jedem Dreyeck durch

L1363 die Grofse der dreyiSeiten beftimmt *, und zwar ift

{anten Theile der Geometrie zu geben, und eine Menge
netter und allgemeiner Sitze, befonders iiber den Kreis, dem
Lefer, der die kleine Miihe des Durchftudirens niche fcheur,
belzannt zu machen,
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in dem bey G fpitzwinkligén Dreyeck AGE, GD

, hingezen in dem beyG frum pf-

2 BG

AC2 —CG2—AG?;
2 CG

Ausdriicke , die wir ihfem geometrifchen und fhrem

winkligen Dreyeck ACT, GD =

rithmetifchen Sinne nach, am angefiihrten Orte e
ilirt haben. Falglich find, da fiir beyde Dreyecke der
Abfehnitt GD derfelbe ift, diefe Ausdriicke gleich;

mithin - auch ~ihr Zweyfaches, und da iiberdem

: CcG2 AG2 — AB3
ol bR iy Ba ot
BG cG BG

AC2 — AG2 g -
= ~ CG. Fiigt man beyderfeits €Gund

CG 4

RS 2

ﬂ_ a8 hinzu . fo bleiben auch diefe Grofien
BG

gleich, und folglich ift
-
BG Ce |
welches in der Ausfage &, der exfte Fall it. Und da
hier AB, AC und BG, CG villig auf einerley Art vor:
kemmen , fo hat es auf den Ausdruck von BC weiter
keinen Einflufs, welcher von den beyden Schenkeln
AB, oder ob AC dem {tumpfen Winkel bey G gegen-
Wberfteht. Diefer Ausdruck gilt- daher unbedingt fiir
ftden Punke G in der Grundiinie ({elbft dann, wenn G mit

B oder C zufammenfallt).

Steht 2) Az auf der Verlingerang der Grundlinie
(thief anf, und zwar zuerft auf der Verlangerung derjelben
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iiber C bingusy fo dafs Bg > Cg iff , {o unterlcheids
fich diefer Fall von dem vorigen darin, dafs nun de
Schenkel AR, AC entweder beyde dem fpitzén, oda
beyde dem ftumpfen Winkel bey,g gegentiberftchn, It
das erffere der Fall, und die°Dreyecke AgB, AgC find
beyde bey g {pitzwinklig, fo ift

y 2l A 2 e )
gD:BE AR AR und zugleich
2 Bg
g2 rs — AC2 ik Ap2 — ABZ
gD _:(‘g +Ag pe » mithin Bg v-i—...%_i
= Cg - M, Ift hingegen das 2weyte du
5 Cg

Fig. 47. Fall, und ftehn beyde Schenkel AB , AC dem frum.
pfen Winkel bey g gegeniiber, {o ift in diefen flumpt
‘AIBz_..Bg‘-E Lo Ag:

winkligez Dreyecken gD = .=
2 Bg

und zu-

AC2—+ Cg2— Ag?2 AB2 = Ap?

y folglich — ——<

gleich gD =

2 Cg Bz
2 - Ao2 ;
= Bg = i —~ — Cg. 1In beyden Fillen ift der

Cg
Vorausfetzung gemifs Bg — Cg = BC. Zieht manda
her im erftern Fall beydetfeits Cgab, und fiigt 2ugleich

gt R
s o beyderfeits hinzu, und verfihrt dagegen

Bg

im zweyten Fall grade umgekehrt, fo erhilt man
beyden Fillen gleichmifiig

tp g 2 Ag2—IAC
a) Bg —Cg d.h,BC = ‘:‘.'L._L_ ____Ag_ " & B

: @
o
8 L% ]

oder s da es Cil’lCl‘IE}" lﬁ, ob man den Unferithhi
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l¢t |42 — AC? hinzufiigt, oder umgekehrt den Unter-
lie {lkhied AC® — Ag2abzieht,

AB2 — Ag? - RS
ler jBg—Cgd. h. BC = : At i Ag

It Bg Cg
nd [vwelches oben in der Ausfage « der zweyte Fall ift, bey

welchem es alfo wiederum nicht weiter anf/die Befchaf-
fmheit des Winkels bey g ankOmmt, wenn nur g ein
Ykt in der Verlingerung der Grundlinie iiber € hin-
s ift,
Liegt dagegen g in der entgegengefetzten Verldn-Fiy, 4¢.
prung , und fteht, Ag nicht wie wir hierbey voraus-

fer Y fiten, auf der Verlingerung der Grundlinie iiber den
ikt C, fondern auf der entgegengefetze liegenden Ver-

m: : e

o lisgerung iiber .den Punkt B binaus anf ; {o ift Bg << Cg,und

hlglich Cg — Bg = BC, daher wir unter diefen Umftin-
@ | &n nicht den Werth ‘Bg — Cg, fondern den umgekehr-
in, Cg — Dg, hitten herieiten miiffen, fiir welchen fich

—_Ag? ABle—Ag2

¢ AC2 ﬁFE_ e 87, alfo BC ebenfalls als
Cg Bg

e |t Unterfchied: der beyden Theile in b) findet nur dais

njenem Fall der erftere, in. diefem der letztere diefer
I | Theite grofser ift, Will man daher die Form in b)
ch ich auf diefen Fall iibertragen, fo giebt fie in ihm
en | 'ir BC einen {ubtractiven Zahlwerth s oder etwas Nega-

Wes * . welches alfo allemal ein Zeichenift, dafs '13.2 1%

M | G Linie Ag eine entgegengeletzte Lage hat{ als die,
it welche ‘die Formel unmittelbar gebildet ift, und
__f Welche wir im Lehrfatz ausdriicklich bemerkt hahen;
Gh dafs fie fo anffteht, dafs nicht, wie die Formel
:12 oransfetzt, Bg > Cg, fondern umgekehrt Bg < Cg
)

X
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itt, Unter diefer Bedingusg gilt auch die Formel ballge.
mein fiir jeden beliebigen Punkt g in der Verlings.
rung der Grundlinie. - (Dutch die Vorftellung des Ne-
gativen lifst fich diefeFormel felblt mit unter die Ans-
fage fiir den erften Fall ziehn, wenn der Punkt Gin
der Grundlinie liegt, indem beyde Fille fich idi--

lich durch das Entgegengeletzte in der Lage des !

=)

{chnitts CG unterfcheiden, und daher die erftere, wenn
]

man in ihe CG negativ fetzt, in die zweyte iberget
Doch haben wir es nicht nothig uns hier bis zu dieler

einzlichen Verallgemeinerung zu erheben.)

Die Ausfage unter o lifst fich noch anf eine andr
r{tens andew

L
i
L)

Art [elr leicht beweifen, die ich hier weni
ten . will, Man fille im gegebnen Dreyeck ABC
auf die Grundlinie das Perpendikel AD, und es fey D
fowohl als G ein Punkt, in der Grundlinie felbft, o
ift die Grundlinie BC = BD -+~ GD 4 CcD ~Gb
Nun ift das Rechteck aus der Summe und dem Unter

{chiede zweyer Linien, dem Unter{chiede ihrer Qui-
drate gleich *, folglich BD 4~ GD = BD: SEF R’ CDﬁ
BD — GD

- CD2—= GD?

CD + GD
eck ABG, BD?—GD2= AB2— AG2 ¥, und im Drey-
eck AGC, CD? — GD2 = AC2 -« AG2 ift, fo muls
AB? — AG2 AC2—AG?
o o feyn,

1 4 - = . 3 - s N
welches der erflte Fall in der Ausfage & i, Ebenlo

, und da tiberdem im Drey-

CD—G

in diefem Fall BC =

leicht laffen fich die iibrigen Fille, je nachdemG und

D verfchieden liegen, auf diefe Art herleiten.
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Aus diefen Sitzen dafs fiir Punkte Gin der Grand-
AB2 — AG2 L BT e 1

e, BC = Z : : hingegen
BG + cG
" o i AB2 — Ag2
it Punkte g in iarer Verlingerung, BC = —— 2
Bo
-

Ag? - AC2

Cg

ift, (wbbey‘ Bg > Cg angenommen

wid,) laffen fich die wbrigen Ausfagen des Lebrfatzes
flgendermafsen herleitens Man fiige zu den gleichen
AG= AG=2

(rifsen im erften Fall beyderfeits ——= 2+ — ., und
d ! BG oo’ @

o= L8] = - i
maweyten Fall =~ — — hinzu, d. i, Linien, de-
Bg Cg
w Zahlausdruck anf gleiche Benennungen, nach den
keeln der Bruchrechnung , gebracht, im erften Fall

i I - AG: B -

2% (CG +- BG) , das ift ri B : l.C, 1m zweyten Fall
BG X CG S a2

: nc . AGZ2x BC .

M das ift — _4_L___.-._1... - it (da unfrer
Bgx Cg PExt8

lmusfetzung gemifs Bg > Cg ift); {o verwandeln
% dusch diefe Hinzufetzung jene Ausfagen fiir beyde
il S T ! b F, B )

llle in folgende: BC =% &f—u—:ﬁg - \bu_ 5-__\(~
BGSGCG " BG -~ Cq

W die oberem Zeichen fiir den erftern Fall gelten, wenn G
ider Grundlinie BC felbft liegt , dic anteren Zeichen

fitden wweyten Fall, wenn g in der Verlingerung der

)

brndlinie liegt, (wobey zugleich Bg > Cg angenom-
mn witd), Und das ift ein fur allemaly auch bey allen

Wgenden Ausdriicken zu merken,

X-12
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Ferner find auch die Producte diefer Zahlausdriicke
in den Zahlwerth der Linie BG gleich, oder
BG
B AR % L BC R BG : AGE X
CG BG
and hier lifst fich wieder ftatt BC 3 BG fetzen
: Bfy ;
(BG + CG) % BG oder, BG2 i CG* :i(;-, welches die
G

Formen des Satzes unter - find.

Nimmt man aufs neue die Produkte diefer Aus
driicke in, den Zahlausdruck von CG, {o erhalt man
die erfte Form unter v,

AB2 % CG + AC2 X BG

= BG2 X CG £ CG2x BG £AG2 X BC
und diefe Gleichheit bleibt, wenn man alle Glieder,
sum Behuf der geometrifchen Auslegung desfelben,
durch den Zahlausdruck irgend einer willkifhlichen
Linie GE dividirt, wie in der zweyten Form unter 7:=
Da endlich die beyden Theile BG2 x CG £ €G2X BG
fich in das Produkt BG x C6 X (BG + CG), das it B6
% €6 x BC zufammen ziehn laffen, fo ift auch, wie

die dritte Formel unter ¢ auslagt

CG 3G -~ BC :
AB2 X — iAszEE:.—_.x (BG % CG + AGY
GE GE ~ GE

und diefe Gleichheit bleibt wiederum, wenn man sl

= , BC i on .
Glieder durch den Zahlausdruck — dividirt, da.dent
wie ¢ ausfagty ift

C& BG

AB2 x + AC X — BG % CG % AG?
BC BC

ni
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icke Auslegung. Dic geometrifthen Sitze , welche

diefen verfchiednen Formen, wenn man die Zeichen
4. Z,

3

in ihrem geometrifchen Sinne nimmt * _entfprechen, *

luten folgendermafsen,

: o) Wenn man von der Spitze A eines Dreyecks ABC
die | yeh der gegeniiberftehrenden Grandlinie BC, oder nach de-
wn Verliingerung eine grade Linie ‘AG zieht, nnd den Un-
wfchied der Quadrate iiber AB und AG in cin Rechteck,
wlhes iiber der Grandlinie BG flebr =, und -eben Jo den
Unterfchied der Quadrate siber AC und AG. in ein Rechteck
iher CG verwandelt ; fo ift die Grundlinie BC des gegeb-
w Dreyecks , gleich den Hihen diefer beyden Reclizecke 2=
pe | [men genomnen oder von einander abgezogen 5 je nach-

m G in der Grundlinie felbft, oder in deren Verlin-

fus- vAuf

man

der,
en, | gung iiber Cy oder iiber B hinaus liegt, undje nach-
ten | m AG grofser:oder Kkleiner als AB oder als AC ift;

jedesmal durch die Formel « diefen Um-

. = | wlches denn
Diefe Formel fchliefse

16 | tinden gemils beftimmt wird.
That {o viel verfchiedne Sitze, als Unter=

pG | tther in der
als hierin Modificatio-

wie | flle des Hauptfatzes , in fich,
ien moglich find; and fie alle miifste der Geometer
: dnzeln auffithren, der (wie wohl vor Zeiten gefchah)
153 Bie Vortheile unfrer Bezeichnung verfchmihte,
alle
Bey der Auslegung der andern Formen, mufs man
iy

dals ein Ausdruck wie diefer, AC2 X —

bemerken
: CG

egen mit @ bezeichnen ‘wollen)
n Sinne genominen ., cinen ¥ 4. 2.2,

weleher vom Quadrate iber AC

1 . ran
(den wir der Kiirze w
in‘{féinem genmetrifche

Richenrazm bedeutet,




-w
L
226 B view IIL
: b []
, ” : et 21 3 3 . e |
ein beflimmeer Theil — , 4. h. der nemliche Theil, o |4
" CG s

eilen
Raum deffen Verhiltnifs zum Quadrate iiber AB beflimnt,
aemlich BG: CG, iff; oder einen Razm, zu dem APk | ¢
wie CG : BG werhiilt (denn diefer Ausdruck lifst figh

BG von CG it oder was auf eins heraus kémmt,

2

ftets als yierte Proportionalgrifse zu folgenden drey | 4

¥V.2.2 CG : BG == AB2: 2 betrachten *3). coder endlich de &

] ¥ (f.'3.)der G:?Hrmg nach gegebne und iiber AC befchrichne Figuz¥, -
deren Verbaltnifs zum Quadiate iiber AC eben deshalb ol B

&¢ben, nemlich BG : CG » #ft. - Je nachdem man ip i

unfern -Formen f, ~v, & ;

eine. diefer Bedeutungen | o
fiir folche Ausdriicke fetat,

verwandelt fich eine jede
in mannigfaltig ausgedriickte geometrifche Sitze, (
deren Ausdruck,man fich jedoch nicht ftofsen witd,

wenn man das hier bemerkte felt hale, — 2) Mufs i

man fich dabey aus der Lehre von den Verhilinifn
des Satzes erinnern, ‘worauf uoter andern in der Arith
metik die GC{'ELHCIIEI&SI'CCIIDLlllg be

wenn-eine Gréfse A ag

ruht, dafs, nemlich, |
s .mehreren Theilen «, £, 4
befteht, und entweder diefe Grifse A felbft, oder ¢l
ner ihrer Theile « bekannty und iherdem das Verhili- | &
nifs diefer Theile untereinander (m:n: p ) oder zum (
Ganzen gegeben wird, dadarch zugleich die Grifie allr

Theile éinzeln beftimme 18, weil wir nemlich dann auch
das Verhiltnifs - des Ganzen zu jedem der Theile
(m<+-n+4p:m, und:n » und : p) kennen. Ift allo
2. B. die:Linie BC und das ‘Verhiltnifs BG1CG gege
ben'y {o ift auch die Grilse der Linien BG, CG be
kannit, und mithin auch das Rechteck BG x €G, wel
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dies slfo i diefem Fall auch ein gegebner Raum
. —  Dieles vorausgefetzt, laffen fich alfo z. B die

sidern Formen folgendermafsen tiberfetzen:

B) Fall 1: ,,Zieht man nach einen Punkt G in der
Gundiinie BC eine grade Linic AGy fo ift die Summe des
Quadrats iber AB, und cines Ranms zu welchem das Qna-
dit itber AC ein gegebnes Verbiltnifs (CG : BG) bat, gleich
b Suthinie des Rechtecks ‘BC % BG und eines Raums 26
welchem das Quadrar iber AG ein gegebnes V' yhaltnifs
(CG: BC) hat. — Oder: ;, Zieht man von zwey 5€ egeb-
nen Punkten B, C aus zwey grade Linien, welche fich
foin-einem Punkte A darchichneiden , dals das Qua-
drat iiber AB und ein Raum, -deflen Verhaltnifs zum
Quadrat iiber AC gegeben ift, zulammengenommen
gnem gegebnen Flichenraum gleich find, o ift auch
Jic Summe eines gegebmen Raums (BC X BG) und ei-
deffen Verhiiltnifs zu AG? gegeben ift

nes Raumis
T‘C
(AG? 3: — ) bekannt,
" LG
+) Fall 1: ,Unter denfelben Umftinden ift die

Gumme einer Figur gegebner Gattung iiber AB

GG =
(AB* 3¢ — )und einer Figur gegebner Gattung iiber AC
T
¥ i
e B e :
[ACY % Yy, gleich der Summe eines gegebnen
GE
) ~ CG 3 }1r1
Raums (BG2x% — + CG2 X — ) und einer @iber AG
GE GE

T

1
befehiriebnen Figur gegebner Gattung (AG*x —)u,f {5

iF
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Auslegungen die Folgerung 1 noch verdeutliche
wird,

Anmerkung, MeinBeweis diefer weitreichenden, fiir geo-
metrifche Unterfuchungen aufserordentlich branchbarén Sarze,
von welchen Lehrfatz 17 , und eine Menge anderer békannter
Theoreme blos cinzelne Fille ausfagen, tritcc zwar aus dem e-
gentlich Conftructiven hinaus, und in die arichmetifchen Vor-
ftellungen der rechnenden Geometrie fiber; allein bey geometri-
{chen Sitzen von diefer Art, welche eint fo grofse Menge ver-
{chieden modificivter Fille in fich faffen, mochte das eher ein
Vorzug als ein Mangel feyn, Ucberdem wire es niche [chwie-
rig gewefen den zweyten Beweis der Formel &, und die Herleir
tung der Gbrigen Formeln aus diefer, ganz in -ein geometrifches
Gewand zu kleiden , welches aber durch die Befchreibung der
geomertrifchen Conftructionen, welche der Divifion und Muleipli-
cation, fo wie der geometrifchen. Begriffe, die den Producren
u.f; f. entfprechen,; zu weitfchweifiy geworden wire. Solche
ganz geometrifche Beweife fiir den erften Tall der Formen B und
7 (wenn G in der Grundlinie liegt,) giebt Robert Simfen in
f_'_ein-\:s' Wiederherftellung vom Apullomins ebnen Oertern Buch II
Lymma 10, und Anhang Lemma 3, und diefe Beweife, welche
doch nur Einen Fall betreften , find beynahe ehen {o weitliufig,
als mein Beweis fiir alle Formen in ihrer Allgemeinheir, Einen
andern Beweis fir die Form (3 giebt, wie Simfon anfiihe,

genevalibus etc, Edinb, 1746, und zeigt den Gebrauch derfelben
beym Beweife mehrerer Theoreme, Die Haupefatze im zweyrn
Buche von Apollonius ebnen Oerrern (und fie gehdren zu den
netteften und allgemeinften, -aber auch zu den fchwierigften 1
der Geometrie,) griinden fich am' Ende auf unferm Haupt

fatz, und kénnen durch eine-dhnliche Behandlung erleichtert
werden,

Die Formen unter & und ¢ finde ich bey Simfon nicht,
Die beyden andern eignet fich Simfon (S. 351) als feine EF

i

Gn

AC

B
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fadung 2u, beweiflt fie aber mittelft eines Lehnfarzes iiber drey-
teilige Linien, deffen nach Pappus Bericht, {chon Apollonius

k& in feinem Werke bedient hat, und aus dem fie nicht fchwer

wenleiten. waren , . wie denn diefer Lebnfots - riickwarts unmit-

dbar aus unferm Hauptfatze fich ohne die geringlte Schwierig.-

i bleiten 1afst,  Werden nemlich in 'eitier graden Linfe vier Fig. 49.

Bwkte B, C, D, G willkiibvlich angenommen , und man errich-
wiber D ein Perpendikel, und ziehe aus irgend einem Punk-
A des Perpendilels, nach dehiibrigen Punkten B, C, G grade Li-
tied, fo entfteht ein Dreyeck AEC, werin aus der Spitze nacheinem
hikte G in der Grundlinie, oder in deren Verlingerung, eine grade
Linic gezogen ift. Fiir diefe Dreyecke ift nach unfrer Form  un-

AB2 w= AGZ

—

it den oben angegebnen Vorausfetzungen BC = —
I

AC? = AG2
: R und da zugleich das Perpendikel AD-die
Grundlinie fo zerfchneider, dafs AB2 — AG2 — BD2 — DG2 und
A* — AG2 — CD2 — DG=. ift *,
BED? — DG? | CDz—=DG?
«).-BC = —_ = -
BG CG

Dile Formel ftimmt in ihrer ganzen Zufammenfetzung mit der

wiigen {iberein , und ift an denfelben Vorausfetzungen gebun-
@, daber fich aus ihr, grade auf diefelbe Art, wie’es in un-
fmLehrfatz gefchehn ift, drey andrve Formen fiir jede dreytheilige
Linie BC berleiten laffen, in welchen die obern oder die unrern
Leichen zu nehmen find, je nachdem G in oder aufserhalb BC
Begr, ‘auch im letztern Fall, Bg > Cy gefetze - ift, dje Ver
thiedenheit in der Lage von D aber nichts dndert:

;E}B[)zic[)zx[ig = BC X BG * DG2 X Iic_:
CG C6

(n diefer Form komme der Satz bey Pappus Buch 7. Satz 125, und
ale 1 ¥ o a2
#57tes Lemma zum zwevten Bache von Apollonins ebfien Oer-

i, doch nur, wenn G ein Punket in der Grundlinie ift, vor,

¥ 16.
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Belchreibt man tber BC einen Halbkreis, und errickeet aufCund

der Sarz leicht unmittelbar il

wdileel , fo Tafse ficl

A

! | - G Perp
2. ynfrer Folgerungen zum Pythagoreifchen Lehrfatze ¥ beweilen,)

It die Grundlinie BC, der Punke D und das Verh

Fan

BG : i ;
CD2 X =—— zum_ Quadrat tber CD, m

CG

CG : BG gegeben, {o ilf os auch der Punke G, und mithin auh

BC : ,
gegeben * (Apollonius 11 Lemms §,

BC % BG E DG2- X CG

Eh'Ifr'\.l. 2.

S

bey Pappus Buch 7, Satz 126.)
CG _BG

(Diefe Form beweift Sintfon als Lelnfatz 1 im Anhange.) Sind

iaderam BC , der Punlt D, und die Verhdleiife GE:CG

1C

und GE 3 BG gegeben, fo find auch der Punke G und die gler
chen Flichentiume beftimme - (Anhang Lemma 2). Wenn bt

haupe auf ciner graden Linic mehrere Punkee B, G, H, G,

vereben find , {o ift allemal auch cin Punke D gegeben, d
S ? = g %
diefer Linie fo liegt, dals der Inlialt von Figuren gregebner Gat:
| f
tung , die uber DB, DC,"DG etc. befchrieben find, cinet §*
" 3 1 P
gebnen Inhale haben, (Anh; Lemma 4,)

Folgerung 1. Figuren, welche der Gattung fach
gegeben find, und Figuren, welche untes einander ibnlich
find, bedeutet nach dem geometrifchen .‘-?pl‘ﬂchgehrj'.:ch
daflelbe, Mit diefen Figuren werden wir uns im nich-
ften Buche befchiftigen, und ich verfpare es bis dort-
hin ,. dielen. Begniff genauer auseinander zu {etzen:
Hier kommt es nur auf die Eigenfchaft ghnlicher Fi-

guren an, dafs ihr Inhalt fich zum Inhalte des Qua:

e
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dtats tiber eine Threr homiologen Seiten , in ‘allen auf

dnetley Art verhiilt, und dafs felglich, fo wie. cine

Fgur, welche diber eine Linie AC befchricben ift, dey

Gattung mwach gegeben i d, das Verhaltaifs diefer Fi-

mitin | s zum. Quadrate iiber AB 1'r,-.'!:r;“ beflimmt | unverdnderlich

ﬂr;"“kmmr iffy ein Lehnfatz aus dem folgenden Buche,

[1-4uch
@nwir dott (treng beweifen werden. Mittellt diefes
M S | Ghes laflen fich unmittelbar-aus der Auslegung un.
frs Hanptfatzes in feinen verfchiedenen Formen, fol-
wnde intereflante Sitze iiber das Dreyeck und denm
Kreis folgern :
¥ % AY Fir alle Dreyecke welche' iibev derfelben Grund« Tig. 50
G

iz BC feln 4 und in welchen entwedey die S umime _oder

| Sind § de Uny ey f'c bied des O«:szmt; itber den einen Schenkel

iE1CC B, und einer siber den andern Schenkel AC bejchriebnen
18 f‘]“ =
L'b; Fzar (@) won gegebirer Gattung., einem gegebuen. Flichens
1 ubet-

- m .
C e, | i E gleseh ift (AB> £ AC2 X "—=F); iff der geo-

der auf q
or Gae 1.1:'1‘;'5}1.‘.{:.1:' Orz. der .'h;‘);.*i‘e‘ A eine K reislinie

4

, At T el O
ienge | Ym ga;g.ﬁ,‘-”;‘}' L'TS", ana Giofse,

Denn if¥ die Gattung ider iiber AC befchriebnen

r.,,..} @ gegeben, fo ift auchy unferm I.¢hnfatz zuFol-

’mf ge, thy \erl!-.ihm{:- zum Quadrat liber AC gegeben,

f*f‘"‘h'-]" wnd zwar ift diefes Verhiltnifs, welches m: ¢ teyn mag;

’mjf“ fiir alle folche Figuren einérley und- unverinderlich.

nm: Nimine man daher im Fall 'der Summe auf der gegebnen

5N Grandiinie BC felbit, hingegen im Fall des Unterfehicds

et?.d}- otf dey Verlingerung der ‘Grundlinie einen Panls G [0,

x i- BG. - m

Quze | 94 fich verhils BG: CG = m : q; fo ilt erfiens — = —4 j
CGi.q :
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folglich, unfern Vorausfetzungen gemils, F = AR
BG 3

£ ACZX e das ift, der Form £ gemifs , =BC x (G

T

BC =

* AG? X -:—_-, und mithin
CG

o gC = F—BC x CG im Fall der Summe
" CG = BC x Cg — Fim Fall des Unterich,
Zweytens find dann, weil BC gegeben it, auch die

beyden Linien BG, CG, fo wie der Punkt G, das Recht-
'f'l ]

eck BC % CG und der Exponent :T{J oegeben *; und
-G

daherift dann in beyden Fillen eine Figur gegeﬁrrer Gat-
tung , welche iiber AG befchrieben wird , (nemlichd =

et RO ., :
AG2 x —,) auch der Grifse nach gegeben , indem fie

dem Unterfchiede gegebner Flichenriume (F und
BC % CG) gleich ift. Zu diefer Figur fteht das Onae
drat iiber AG, weil fie der Gattung nach gegeben ifts
in einem gegebnen Verhiltnifle (CG: BCoder q:m2 g
daher auch das Quadrat liber AG, und mithin AG [elbf,
der Grofse nach gegeben und unverinderlich;ift. Da
nun zugleich der eine Endpunkt Gi diefer Linie gege
ben und unverdnderlich ift; fo-mufs der geometrifik
Ort des zweyten Endpunkts A eine Kreislinié {eyn, welche
um G als Mittelpunkt, mit AG als Halbmefler befchries
ben wird *. Und zwar findet man diefen Halbmefler
durch Conitruction, wenn man, nach den Methoden
hied
CG

in den Aufgaben zu diefem Buche, den Unterfe
des pegebnen Raums F und des Rechtecks BC X
in ein Quadrat verwandelt , und darauf ein Quadstt
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bildet, 2u welchem fich das gefundene wie BC: CG
yuhilt *.  Die Seite diefes Quadrats ift der Halbmel- *13.£.2 ¢
IJEl' AG& ;

Apollonins ebne Oerter II. 5. Fall 1 Ausfage 2, auch 1, ;. 4;
ioch fehle an beyden Stellen der Fall, wenn der Unterfchied ge-
ghen’ift. ---  Aus der Beltimmung des Punktes G und der Li-
de AG, fieht man, dais fiir den Fall der Summe der Mittel-
skt G in_der Grundlinie, fiir den Fall des Unterfchieds alle-
wlauf ihrer Veilangerung liegt, und dafs im erffen Fall der
ggebne Raum F nothwendig grofser, im zweyten kleiner als das
lechteck BC % CG feyn mufs. Sonft wiirde AG negativ 4 und

ke erfte Fall gienge in den zweyten, und umgekehre tiber.

B) Auch fir alle Dreyecke , welche iiber derfilben
brandlinie BC fiehn, und in welchen, entweder die Samme,
wir der Unter[chied einer Figur gegebuer Gattung (4),
wlche iiber den einenSchenkel AB, und einer andeyn Figur
iigebner Gattung (), welche itber den andern Schenkel AC
et o einems gegebnen Flachenvanm Fgleich ift (a £ 6= I);
wfs der g:ometrfjbbe Ort der Spitze 4 ¢ine

breisiinie vun gegebmer Lage und Grifse feyn.

Denn da @ und & der Gattung nach gegeben find,
it das, Verhiltnifs der erftern Figur zum Quadrat
iber AB, welches m : q feyn mag, und das Verhiilt-
s der letztern zunr Quadrat fiber AC, welches n:q
yn mag , mithin auch das Verhiltnifs m:n gegeben,
ind diefes ift das Verhiltnifs, worin die beyden der
Gattung nach gegebnen Figuren, wenn man fie iiber
Gielelbe willkitheliche Linie befchreibt, zu einander
lehn, Nimme man im Fall der Summie in der Grundlinie,

nfall des Unzerfchieds anf ibrer Verlingerung einen Punke

e
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G, und.zugleich eine grade Linie GE, fo dafs fi fich ver

hilt, BG : CG : GE

geben it diefe Linien, folglich auch das Rechteck

ML, fo find, da BC T

BG % CG = R gegeben, Da nun nach 7,
CG ? BG ;
@ =AB?2X _undb=AC2x —_ ift, a + b dasift
L& § ol GE
1C
F=__xR=x AG2) feyn mufs; {o ift, fallsaundb
GE
m n
Figuren gegebner Gattung , folglich'—, = gegeben
q q

P

{ind, und der Raum F=a b gegeben wird, auch eine

Figur gegebner Gattung iiber AG gegeben, und zwar ift

| |
m-~n e ek oy * .
AGT st Sapes 0 % R im Fall der Summe
q q
L, Mm—n  m-—n o :
RGER e B X — F 1m Fall des Unterfch,
ﬁi EI

sodaniEall S L ; . kT
In beyden Fillen ift alfo, auch unter diefer Vorauss

i'et'.!.ung, nicht nur der Punkt (_f, fondern auch das
Quoadrat iitber AG , und alfo auch AG (elbft, als Seite
diefes Qunimts, f-j. geben und unverinderlich, dsher
eine um den Mittelpunkt G, mit AG als Halbmefler
belchriebene fs}'t.';"a‘;.-'u:f der geometrifche Ort der Spitze 4
{feyn mufs.

Apollonins II. 5. Fall 1. A}',J 1g¢ 3. Wo doch wiederum der
Fall, wenn der Unterfchied « Lje_J},l“] gegeben ift, fehlt —
Aus der Beftimmung von AG filic Gbrio gens in die Augen, dal5

e — m--n
hier fiir den Fall der Summe F > —— "x BG % CG und fir
q
111 e 1}

den Fall des Unter[chieds F < X Bg R Cg, folglich en
rll [ =}

1]
Raum , der fich zum Raum F im erften Tall wie die Summe, inl
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P | geyren wie der Unterfchied der beyden Figuren gegebner Gat-
g tng, wenn fie fibex derfelben Linie ftehn;, zum Quadrat diefex
iteck | pinie, verhile, im erflen Fall nothwendig grdfser, im zweyren
wihwendig kleiner als das Rechteck aus, den beyden Abfchnitten

wf der Grundlinie feyn mufs; und das 1t die Beftimmung die-

frAusface,
| g

Fiir den zweyten Fall (wenn der Unterfchied dev Fignven ge-

phier Gattung o und b gegeben wird) ift die Ausk

mch befonders dahin einzufchrinken, dals a und b wnicht @hbnli-

Le
= Lk Piguren feyn dirfen, Denn dann wiirden fich a und b zu
eine. | ¢ Quadraten iitber AB und AC auf gleiche Art verhalten, folg-
it :.l:'n m und 1, mithin auch Bg und Cg gleich feyn mifien; wel-
des unmoglich ift, da in diefem Fall der Punke ¢ in der Verlin-
nme | gung der Grundlinie liegt, und fiir “ jeden f{olchen Punkt die
Lnien Bg und Cg um BC verfchieden fiad. In der That ift dann
gl ey . m 3 :
Ghe | 8diamb —TF == AB2X— — AC2X —; folglich AB2— ACZ
q 9 :
s |=F X 9 | mithin der Unterfchied der Quadrate aus den bey-

m

T
88 | 4y Schenkeln gegeben und unverinderlich, daher in diefem

fondern; nach Lehrs

eife Rl der Ort des Punktes A keine Kreislinie,
und zwar ein

her | fz 16 Folgerung 3 eine ovade Linze feyn m

»  § - AT
Srundlinie b,

deflen Abftand ‘vom Mittel-

fler | lopendikel an
- L ¥ vl L T = e~
¢ A | moke der Grundlinie gegeben i1t ¥, ¥15, 1.3

T ' 19

C) Auch fir alle Dreyecke , welche iiber derfeiben

et | Grundlinie BC flehn , und in welchen das Quadrat, oder

S 3 s - AR ' s
tee audeve der Gattung nach gegebne Figur a iiber dem ¢
ich ift, der Summe oder dem Unter-

wn Schenkel AB, gle
fir | fhiede ciites gegebenen Raumes § und des Quadrats, oder
¥ 2 e

| : : o
tner andern der Gattung nach gegebner Figur b, iiber dem

e E c ¥ N - el
weyten Schenkel ACs mufs der geometrijcie Ort der Spitze

2 o . - ol g e r ¥ on (0, A i

in | deine Kreislinie von gegebener Lage wnd Grofse [cyn.
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Denn, ik erflens a=b + S, {o ift im Fall der Sy
me a—b =S, im Fall des Unterfthieds b — a = S, in
beyden Fillen alfo der Unterfchied zweyer derGattung
nach gegebenen Figuren, ~die iiber AB und AC be
{chrieben find , einem gegebnen Raume § gleich
Folglich tritt bier der zweyte Fall der Awsfage b en
Verhalten fich daher die beyden Figuren gegebnerGat-
tung a and b, zu den Quadraten iiber AB und AG,
wie m:qund n:q, und man nimmt auf der Verlin.
gerung der Grundlinie BC einen Punkt g, fo dafsfich
verhilt m:n=Bg : Cg, {o ilt eine Kreislinic, welche
um g als Mittelpunkt, und mit der Seite des Qua:

m — n
q
{chrieben wird, der Ort der Spitze A ¥; es {ey denn, dalsm

— S als Halbmefler be-

drats Ag2 = Bg X Cg X

und n im Verhiltnils derGleichheit {tehn, alfo #undb &has
liche Figuren find, indem alsdann der Ort derSpitzeA
eine grade Linie wird ¥, — Ift zweytens a = § — b,
mithin a=4-b=2§, oder die Summe der beyden Figu-
ren a und b einem gegebnen Raume S gleich, fo mufs,
nachB Fall 1, der Ort derSpitze A ebenfalls eine Kreis-
linie feyn, deren Mittelpunkt nun aber in der Grund
line BC felbft liegt, und zwar der Punkt G in der
Grundlinie ift, fiir welchen fich verhilt, BG: CG=
m : n, und deren Halbmefler AG nun als Seife eines

m =

q

Il

Quadrats AG2= § — x BG x CG, gefunden

wird.
Bey diefer Ausfage C) wird vorausgefetzt, dafs
a und b Figuren gegebner Gattung find, und zwar dals
a gletr

B Bt N =

= S e

-
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St - m . § < . _Mm
~ " lugleich AB2 X —, und zugleich diefe Figur AB2% —
'y in q q
tang |=b+S, oder umgekehrt = S§ — b fey; eine Voraus-

| be. | ltzung, die mit der auf eins hinausliuft, dafs fich
eich, | vethalte b + S(oderS—b): AE2 = m:q *, dals folg"*V.3un
et | lich das Verbaltnifs der-Summe oder des Unterfchieds
Gat- | fer Figur b und eines gegebenen Raums §, zum Qua-
AC, | inttiber AB, gegeben und anverinderlich féy. Der Sata
rlin. | C) lifst fich daher duch folgendermafsen ausdriicken:
slich | Fir Dreyecke iiber derfelben Grundlinie BC, fitr die das
tlehe | Verhislenifs der Sumime oder des Unter[thieds einer der

Qua- | Garzang nach gegebnen Figur, welche itber dem cinén Schen-
i kel /ICﬁefzr, nnd “eines gegebnen Rawums Sy zum Quadrat
G iber deni andern Schenkel AD gegeben ift 3 ift der. geomutrie
afsm | [fhe Ort der Spitze A eine Kveislinie von gegebuer Luge und
ihne | Grifre, den Fall'ausgenommen, wenn beyde Figuren
e | ilich find, fiir welchen dieferOrt eine derLage nach

- b, |pgebne grade Linie wird,

?igu- Auf diefe Arvt wird der Satz in Apollonius ebneén Ocrtern IT, 4
nufs, wgetragen ,  wiewohl er dort weder in {einer’ Allgemeinheit
reis (mr fir den Fall , wenn b ein Quadrat 1&) dargerhan, noch auf
und- | #avorigen Ore B zurtickgefiihre wird. (Vielméhr ftellr ihn Apol-

bnius vor’den Ort B, und fcheint daher umgekehrt diefen ans

| der X :
G = tnlevm Satze C -.1bgc1-‘:ifut zu -hahen, find anders nicht, wie Sim-
y in vermuchet, diefe Satze von {pitern Abfchreibern filfchlich ver-
sLOes s x Tt T
0 br worden, Simfon beweift jhn dagegen, Satz 2 und 3 des An-
\den hgs, allgemein, mit Hilfe unfers Lehrfatzes 2o
D) It das Quadrat diber demn einen Schenkel AB, eivter Figus
| Mtbner Gattung , welche iiber dem andevn Schenkel AC befchrie-
dals o o 20
iy | ™, Jelbf gleith, 4By = AC3 X —, michin dus Verhil-
5 g

X

alel-
=]
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(s der beyden Quadrate der Schen
folglich auch das Verbiltnifs der beyden Schenkel [elbff su it i
N
{o it diefe Vorausferzung

kel AB2¢: AC2Z=m1q, wl

der gegeben and anveranderlich ;

a ;
7 : =0 ine
or der Bedingung unferer Ausfage € entid

zwar algebraifeh utt
als der Fall derfelben, da der gegebne Raum S = o ilb

£en 5

d. h. gar kein folcher Raum gefetzt wird, indem die Arithme- ]"H'il

tik lehrr, dafs man o mit unter die Reihe aller moglichen Wee |

che ciner Grofse nicht nur aufnchmen darf, fondern auch aufieh- i

men mufs, - Allein hier ift die Gultigkeit, unferer Ausfage fir | ™
I befonders darzuthun, und ausdriicklich zu be | dle

diefen Fall noc
auch unter diefen Umitinden der Ort des Durch- | i ¢

weifen , dals
linie von gegebner Lage und Grafse o
¥ ke,

chnittspunkees A eine Kreis
fey, wie diefes in Zulatz VI und VII gefchehn foll, .
: panlij
Folgerung 2. Alle dicfe Sitze find nicht blof

f die Schenkel von Dreyecken, welche iiber einer

gL i
- B - . ' 1 ine

gegebnen Grundlinie BC ftehn eingefchriinkt, ode
. - . i . we
was daflelbe iagt, gelten nicht blofs.von graden Y
werd

nien , welche von zmwéy gegebnen Punkten B, C. as

gezogen; fich {o durchfchneiden, wie die Bedingui® fi=

gen der Sitze 4) , B), C) ausfagen; {ondern fie gelte

ke S _ iber
. auch far gmr.’eLm.'f::, welcle von 3, von 4, V07§ grgfil- i
i { : : iz o A willk-
nen Punkten , o [ fos kurz von jeder belichigen Zakl g | ™%
dinieif

gebner Punkte aus geaogen fich insgefammit tn ediem Pane

te Ao durchlchneiden, dafs die Figuren gegebner 6 u

Gattung, welche man iber fie befchreibt, [fie migen Qs F
: il a1
drate [eyn oder nicht rai
; L

a) entweder ,alle zufammengenommen einem
gegebnen Raume F gleich ; Al
b) oder fo befchaffen fnd, dafs der Unter [ebied i
: i

awifthen der Summe einiger diefer Figuren und der Sutnme

an 1oy ermre P i) . T
andrer einem gegebnen Raume F gleich ift;

—e st

X
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L ¢) oder endlich fo, dafs dic Summe einiger , g}efgé

il dey Surmme der andern, vermmhrt oder vermindert um

A1 ¥ 5

“'1’ linen gegebnen Raum S :

e 1 - . . r

& Immer ift unter dicfen Bedingunsen der geometri,
furg-

[the Ort des gemeinfchaftlichen Durchfchnittspunktes A

W
dlr folcher Linien, eine Kreislinie von gegebner Lage

.oy
eks
fir | @ Grifse, ausgenommen in’ dem Fall, wenn in 6,

vbe |ille diefe Figuren einander dhnlick find, oder wenn
i“‘t‘ e, der Raum S dem Unterfchiede dhalicher Figuren.
o deich ift, in welchen Fillen der Ort des Durchfchnitts.
pinktes eine grade Limie von gegebner Lage wird,

ilofs
iner
der,

0) Wenn zwey Punkte B und C gegeben find, von
inen grade Linien {o gezogen werden, dafs fie fich
tiey und zwey in Punkten A durchlchneiden, und e

o wrden beliebige Figuren gegebner Gattungen ** (£ 1)

rune M= K MN2 tiber die erflen BA, und b=_ x MN2
¢lee 9 q

:Ia - r ] 1 '.n r ’ I 2 - oy
o L die zweyten AC befchriebn, (wo MN irgend eine

';!m tilkiihrliche Linie bedentet,) und man nimmt anf der
I,ﬂ_:h. lnie BC, oder auf deren Verlingerung, einen Punke
wer 1% und tberdem eine Linie GE, fo, dals fich verhale
Qus. | 486 : CG:GE=m+ n:m:n:q, und zichtAG; fo
% fallemal, wojauch’ die Spitze A des Dreyecks BAC

Mgen moge , der Natur des Dreyecks gemils,

inem
3 ) G BC g
Wy 28 & Ac x i — X (BGX CG £ AG?) * 4 5
GE GE GE ol C
hied | . m+n ‘
e |00 ftefs a £ b = : X (R £ AGY, Wwie in

Y 2
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Folg. 1.Bi; die beyden Figuren gegebner Gattungawnd | |
A b mogen zur Summe oder zum Uterlchied einen beflin. -
digen, oder einen verinderlichen Flichenraum F e As
ben, worauf es hierbey weiter nicht ankommt. Nur G
hat im erftern Fall AG2 einen befiindigen und immer | der
einerley, im letztern hingegen einen verdnderlichen 1 8
und ungleichen Werth, weshalb zwar im eiftemn, w"_'
nicht aber im letztern Fall , der Ort der Duh i
{chnittspunkte A eine mit dem Halbmeffer GA, um e
*f. 1.B. Jen Mittelpunkt G, befchriebne Kreislinie ift *, ks
Fig. 52, Wivd alfo aoch ein dritter Punkt D gegeben; und & | GA
G e : i p > i
attung nach noch eiue driste Figur ¢ = 2 x MN2, uwnd ;.
7 &
durchichneiden fich nun drey von den Punkten B,CD | ¥
aus gezogne grade Linien in Einem Punkte A fo, dif tn
uf

die Summe oder dey Unter[thied der drey Figuren gegebmt
Guattungen a, b, ¢, iber dicfe Linien befchricben, enm § ¥
gegebnen ,  4nVErGH devlichen Flichemraum F gleich Jirdy | s

(a+b*c=F,) {omufs, wenn man ftatt a by fenat | At

mEn , o R . , e
x (R £ AG2), welches fiir jede Bedingung ¢ i
('1 al
2 m:+tn ; | e
laubt ift, allemal auch —— X (R * AG2) *tc¢= F 6
q

Verlan e
folglich in
m-+ n ST e | dr

AG2x et _# ¢ =F =R x—"_ imFall dona -
q q ity
2 m—1l Nl =="T1 : h
AG2 x +o= R rim Fall voma—b | i

1 i | ]
feyn, Mitliin miiffen dann in. beyden Fillen dif L .
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nien BA,CA, DA fich drey und drey o in Pankten
4y | Adurchichneiden, dafs wenn man von dem “Punkte
Nt Gaus, (der auf die angezeigte Art, durch dre Gartung
imer | % Figuren a und b beftimmt, und alfo gegeben ift,)
Tl G4 zieht, entweder die Sumane,; oder derUntetfchied
weyer Figuren gegebner Gﬂttungen tiber GA und.DA

e,
g befchrieben; einem gegebnen Flichenraume gleich ift;
2 iemlich dem Unter{chiede der ocegebnen Riume F und
gy MED S :, thcadad D el e
Ix —— . Es tritt dann alfo allemal fiir die Linien
q
1 der

GAy DA der Fall A, der vorigen Folgerung ein, tund ver-
, | moge des dort Bewiefenen niufs der gévinetrifche Orp
dr Duychfchnittspunkte A jencr. drey Linieny wiedesum ei
¢, D | ¥ Areislinie._von gegebner Lage und Giifse feyn.
daf Und 2war, wenn man erff, im Fall der Summe 3 ~+ b
ehuer | € BC. {elbft, im Fall des Unterfchieds ai==b hinge-
ginent | e auf ihrer Verlingerung: cinen PunktG (o beftimmt,
Jirdy uis fich verhalt BG : CG = m: n, und dean auf dhnliche:
{ent | Ait, je nachdem c additiv oder fubtractiv ity auf GD
ter auf deren Verlingerung einen Punkt G fo nimmt,
lfs fich verhilt GG :DG = m * n :p, (da -denn
¢ Punkte G, G', die Abfchnitte BG, CG und
66°, DG, und die Reclitecke aus den 2i@ern R,

Wd eus .den letztern R’ gegeben find); .. [0 iff G
1p | & Mittelpunke. diefer Kreislinie , und auf diefe Be-
ft’.n'.mung; des Mittelpunkts hat ledigheh die Gattung |
—b | 1icht aber die Grofse der Figuren a, b, cEinflufs. Der

i Holbme(fer der Kreislinie beflimmt fich hingegen da- :

W5, dafs dann, im Fall die Summe aller drey. Figuren

i
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gegebner Gattung dem Raume F’ gleich ift, nachFolg,
1. B, feyn mufs

- ‘m - it
g e S R R e
q q q

(und auf eine @hnliche Art, #m Fall der Unter [chied e~
niger der Figuren gegebnet Gattung von den andem,
dem Raume F' gleich ift, nur dafsidann eimige der fub:
tractiven Theile diefer Formel additiv, und umgekehtt
einige der additiven fubtractiv werden, wié man fih
das leicht aus Folgerung 1.B. entwickeln wird,) Folg
lich it dann fowoh! die Gattung, als die Grofse einer
iiber G'A befchriebnen Figur, mithin G'A felbft, 2
gleich mit F’ gegeben und unverinderlich, und die
fer Halbmeffer des Ortes lifst fich nach den Aufgaben
zu Ende diefes Buchs ohne Schwierigkeit durch geome:
trilche Conftruction fowie deflen Zahlwerth durchRech
nung finden, It aber F* kein unverinderlicher Raum,
fo ift auch die Figur gegebner Gattung iiber G'A, und
diefe Linie felbft, von verinderlicher Grifse, und dann
alfo der Ort der Punkte A keine um G’ belchricbne
Kreislinie.

It dann aber noch ein vierter Punke E- gegebes, 0

X . - f 7 5

der Gattung nach eine vierte Figur d = — x MN?, und
if

durchfchneiden fich die aus den vier Punkten B, CyD\E

gezogne grade Linien, je vier in Einem Punkte A; [0
dafs die Summe der vier Figuren gegebner Gattungeh
a, b, e, d, iiber diefe Linien belchrieben, emem §*
gebnen unverindevlichew  Flichenvaum F" - gleich Jindy
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t4+bFcdd=F"); fo mnfs, (wenn man aus dex
Gattung von drey diefer Figuren, z. B, aus a, b, €,
und aus der Lage der Punkte B, C, D, wie im vori
wen Fall'; den Punkt G’ beffimmt , und nach den
Durchfchnittspunkten A die grade Linie G’A zieht,)
siederum._die vorige Gleichung beftehn. - -Fiigt man
blglich, beyderfeits die vierte Figur gegebner Gat-
ting d hinzu, und fetzt ftatt F + d den Raum F”; {0
ubilt man fiir jeden Durchichnittspunkt A die Glei-

: ms=-n-1mp
thang G'A2 X ! 1 -+ d

q
Ry s Rk TR TR
k. q

Die Durchfchnittspunkte A je vier folcher Linien,
fnd folplich wiederum fo beflchaffen, -dafs wenn man
1n den beyden gegebnen Punkten G'und E aus, nach
nen die graden Linién G'A und EA zieht , Figuren
ggebner Gattungen iiber diefe Linien befchrieben, zu-
fmmengenommen einem oegebnen und unverdnder-
lihen Flachenraume gleich find, Der Orz diefer Durchs
khaisespunkee ik alfo wiederum eine Kreislinie von ge-
ghner Lage und Grilsey™ deren Mittelpunkt und
Hbmefler man wieder grade fo, wie im vorigen Fall,
nehFolg. 1. B. findet.- Man theile nemlich, nachdem
min den Punkt G’ beftimmt hat, die Linie G’'E im
bunkte G nach dem Verhiltniffe von m —+-n 4-p:x ein,
(@.h, nach dem Verhiltnifle der beyden Figuren ge-
gebner Gattung! tiber G'A ‘'und EA, wenn fie quf der”

{alt A & f -
lelben Grundlinie ftehn) ; fo erhdlt man den Mittelpuske

*f1.8,

=
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und der Helbmeffer G”A wird wider durch eine dhnli
che Formel wie vorhin beftimmt,

m-+n-+p-r - m g
Gidpoy SRR g g v

—

q q

+n +'p

[n "
— R X e e RE

q q

m-{-n—4p+r,

Wird noch ein fiinfter, und dann noch ein fechfe,
ein fiebenter Punkt u, {. f, unter dhnlichen Bedingun.
gen gegeben'y f{o geht, wie man leicht fieht , die
Schlufsfolge grade fo, wie hier fiir drey und vier Punk
te fort, daherinfere Behauptong auch fiir 5, fiir 6,

fiir 7, kurz fiir jede Zahl von Punkten gilt.

Wenn man folglich aus einer beliebigen Anzabl gegel
sner Punkte grade Linien [o zicht , dafs fie Jﬂ".-:f}; insgefamm
in Einem Punkee, und zwar [0 durchfchneiden dafs Figa-
ren vou gegebner Gattung ,\ welche man' iiber diefe Linien
{,-.ef&,ﬂ;reibr, zufammengenommen cinem gegebnen Flichenrast
gleich finds [o iff allemal dev geometsifihe Ort ihres Durch
[echnittspunkees cine der Lage und Grofse nach gegebne Kreite
linte , fo dafs jeder Punkt einer beltimmten Kreislinigy
und kein Punkt atfserhalb derfclben , mit den geged
nen Punkten grade Linien beftimmt, welche die ¢
wihnte Eigenichaft haben, — Verhalten fich die det
Gatrung nach gegebnen, iiber BA, /CA, DA, EA
w.'f. £, zu befchreibenden Figuren, zu den Quadraten
diefer Linien, wie my n, py r, uff zu q; und “fg'n'
theilt die: grade Linie BC, im Punkte G nach dem Ver

haltnifle m:n ein, ferner GD, im Punkte G nach de




thnli:

4,

:"E'_Al?ﬂ‘l
agun.
die
Pank
ir 0,

gege
[ammt
i Fign-
Linien
ran
Darci
' Krfss

slinig

draten
d man
n Ver

h dem

M s T et . R e e

INHALT GRADEL. 16 UREN. 345

Verhilltniffe- me=F-n:py und G'E im Punkte.G” nach
dem Verhsltniffe.m -=n-fp:ru.f f; do findet man
den Mittelpunke diefes Kreifds: und derfd albse(fer deflel-
ben wird durch den gegebnenFlichenraum, durch die

gegebnen Gattungen der Figuren a, b, ¢ etc.; und
durch die Reclitecke aus den Abfchnitten der Linien
BC, G'D, G’E n. L £, durch Formeln, deren Geletz

Jeic! ¢ zu iberfehn ift , beftimmt,

b Dafs derSatz in diefer Allgemeinbeit auch fir den
Fall gile, da dév Unterfchied dey Fighren gegeb-
ner Gattungen , einem gegebnen unvevinderlichen Flichens
raum gleich iff , fillt aus unferer Erdrterung fiir 2 und
3 Punkte in die Augen, Der einzige Unterichied da.
bey ift, dafs fiir jede {nbtractive Figus, der durch ihre
Gattung beftimmte Punkt G in einer Verlangerung zu
nehmen, und die Grofse der Figur gegebner Gattung
iiber GA aus’F, R, R’ etc. auf andre Art zufammenzus:

fetzen ift.

¢) Iff endlich die Summe einiger der Figuren gegebnen
Gastung , der Summe dev iibrigen , fammt einem gegebnen
Raumie-S-gleich; fo ift.der Unterichied der Figur gegeb-
ner Gattungen dem Raume S gleich: alfo auch der

Satz C, in diefer Allgemeinheit wahr *,

Dot erftere von diefen Sirzen, welche zu den allgemeinften
und- eleganteften in der geemetrifchen Analyfis gehdren; wird in
Apollonins ebnen Oevtern 11, 5. Fall 2 und 3 dargethan. Blofs der
Beweis fiir 3. Punlite und den Fall der Summe, nimmt dort 16

Seiten ein, indem er durch alle Verfchiedenheirén, (wenn slle

3 Figuren gegebner Gattung Quadrat: find, oder wenn ihrer 2

-

8 o TR . : - 3 %
ofler wenn 1, oder wenn Keine ein Quadrate ift,) umftindlich

*(f. 1.CY}
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durchgefubre wird , und obgleich Simfon dent Fall des Uner.
fchieds ganz iibergeht, fo fiillt doch der ganze Satz § fiber 50 S¢ie
sen,  Der deutfche Uebeiletzer, Camerer, hat dort. arithmerilche

und rriconomerrifche Formeln zur Lu[imnm ing des Halbmeffers

hinzugefiige , die aber, wie fich fchon aus unfern Formeln fcklie-
fsen Lifsr, auf:erordentlich weitlinfiz werden. — Dafs im Fil
der: Summe der gegebne Raum F nntnwenmg j-:!:_ﬁ_f'sct' {eyn mufs
als dic Summe aller fubrractiven Riume, falle 743 ﬂerltcﬂimmung
des Halbmeffers in dic Augen,

Srelle man fich alle gegebene Punkte B, C, D etc. als gleich
fehwer vor, fo findet man den Lehren der Statik gemifs, ibrea
Schawerpunkt erade auf diefelbe Ave, wie man hier den Minel
punkt G der Kreislivie finder, welche der geometrifche Ort de
Durchichnittspuukees A fur den Fall ift, dals alle Figuren iiber
BA, CAu.f,f Quadrate ind, Daher hat umgekehrt jeder Kreis,
welcher aus dem Schwerpunkte mehrerer 1n einer Ebne gcgch-
nier, und gleich fchwerer Punkte belchrieben witd, ‘die Eigen-
{chafr, dafs webn man, von allen diefen I’unkten nach irgend
einem Punkic der Kreislinie, erade Linien zicht, die Quadrare
fiber diefe Linien zufammengenommen immer dem nemlichen Fli.
chenraume gleich find ; ein Satz den Simfon aus Hughens Hore-
logaiem Ofcillatorinm prop. 12 entiehnt , und unfermSatz g gemih

noch erweitert.

Folgerung 3. Aus diefen Sitzen fliefsen in
Verbindung mit unferm Lehrfatz umgekehrt folgende
rhwu}dhf-‘? Ligf‘.’lf..u,r!ff{.".rf (!L’l ﬁ}{'”ha‘ 3 “'DdUl'CIT diE Ei
genfchaft, welche wir in_ Lehrfatz 17, Folgerung 2

i f =
kennen gelernt haben , ausnehmend verallgemeinert
wird.

Nimimt man vesnlich auf eigem der Dm'cbmf_ﬁ}r et
Cveisling foy - . F ey o e v
Kreislinie, oder anf deren l;{?h”!?.?ﬂe;'g”}r;, willkiihrlich zwey

PuntteBund C, und zieht von beyden nach einem belieigtt
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| Peskte M dev Kreislinie grade Linien BM, CM; fo haben
ey Figuren gegebner Gattung, welche man iiber dicfe Linien
bfehireibt; (nemlich folche Figuren, die iiber einerley Li-
niebefchrieben, fich wie die Entfernungen CG und BG

| verhalten,) fiir seden Punke der Kveislinie, falls B und C zi

mtgegengefetzten Seiten des Mittelpunktes
G liegen, immer einevley Summe: falls hingegen Bund C
weinerley Seite des Miztelpunkts G liegen, immer einera
b Unterfchied. Denn it erflens M ein Punkt au-
Jierkalb des Durchmefiers BC, und man zicht MB, MC,
MG, fo entfteht ein Dreyeck MBC, von deflen Spitze,
im erften Fall nach der gegeniiberftehenden Grundli-
nie, im zweyten nach ihrer Verlingerung eine grade

Linie AG gezogen ift, filr weiches folglich nach der

2 2
Form  unfers Lehrfatzes, MB2 % = MC? x E,(_}
GE GE

=HO + (BG xCG MG?) ifte Nun find B, G, C

GE
mgebne Punkte, alfo BG und CG unverdnderliche Li-
nen, wie auch der Halbmefler des Kretfes MG, und die
beliebig gegebne Linie GE. Mithin find die Riume
nchts vom Gleichheitszeichen, fiir jeden Punkt Min dex
Keelslinie, der aufserhalb BC liegt, von einerley Gro-
fie, alfo auch die Riume links vom Gleichheitszeichen,
folglich haben zwey der Gattung nach gegebne Figu-
rn iiber MB und MC: befchrieben, und zwarlzwey
Figuren , die iiber diefelbe Linie befchrieben fich

wic CG:BG verhalten, im erflen Fall zufammengenom-
men, im zweyten von einander abgezogen, immer ei.

nerley Grofse, Dals diefes zweytens auch fiir die bey.

m——
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den Punkte N der Kreislinie, welche i der Linie BC

liegan, und fiir welche kein Dreyeck MBC. vorhanden

L - . - - ’ ., .
S 329-ift, gil, folgt aus Proklys Lehnfatz in Anmerk, 1%

indem-nach der Form v diefes Lehnfatzes, auch fiir jene

CG .
beyden Punkte, NE? X — £ NC2 E} = {;E Y
Gl GE: GE
(BG #' CG + MG2) ift,
Fig. 54

¥

Nisusnt man in oder anfserbalb der Kreishnie willbike
lica drey. Punkte, B, C, D, und zieht von ilnen nach
Eincin Punkte M dér Kreislinie grade Linien, (o haben
auf dicfelbe Art drey Figuyen beflimmter Gattangen iiber
diefe Linien befthrichen, fiir jeden Punke M einerley Summe,
oder nach Umfiinden einerley Unzerfehied, Und nwar, wenn
man BC, und von Dnach dem Mittelp. G, DG zieht, und
diefebeyden Linien fich in cinem Punkte I darchichnek
den, fo wird die Gattung der Figuren iiber BM, CM,
DM, ‘durch- das Verhiltnifs der Abfchnitte CH : BH
und HG : DG, wie in Folgerung 2. beftimmt, Und
a’.:{,"]-.'.!f}c gilt fiur 4, fir 5y kurz fir Jede beliebige Zabl
willkilirlich angenommeney, Punkee, wofiir der Beweis nach
Anleitung des Beweifes in Folgerung 2, fich ohne
S‘chwierigkeii’, grade {o wie fiir 2 Punkte fithren lilst,

Anmerkung 2. Diefe intereffanten Folgerungen aus un-

erm aligeincinen Lehrfarz 5 habe ich unmittelbar aaf die Ausle-
gung der verfchiednen Fornten dellelben folgen laffen, weil fie
fich' Iediglich auf diefe griinden, . In den folgenden. Znftzen fi-

ge ich nun noch die Entwickelung einigey befondrer Sitze hinzu,

9. diein wuferm allgemeinen Lebrfatze* liegen, und aus deren. grofse
Brauchbarkeir in geometrifchen Unrerfuchungen, die Wichigheit

diefes Lehrfatzes noch einlenchtender werden wird.
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Zufatz I, 1) Wean i einem Drf_yeck ABC aus Tig. 45.
der Spitze nach der Verlingerung der Grandiinie BC -eine
grade Linie Ag [0 gezogen ift, dafs, wenn$ cinen gegeb-
sen Raim' bedeutet, fich verbilt AB2—§: 4C2 = Bg: (g3

2t allemal das Rechreck aus dey Grundlinie wind dem gri-
g

| fern Abfebnite BG , griifser als der gegebne Raum S,

By * V.3

Denn es ift alsdann AB2 ~ § = AC? X =
R' p(ﬁ’k x 20, Ba
folgli-hS = AB2—AC? x == BC X Bg — Ag?x :
'(_.“ Lcr

o

und mithin S > BC X Bg.

2) Wird hingegen AG nach einem Punkte in der Gruside
linie felbfF fo gezogen , dafs fich verbilt § — AB*: AC*
= BG :CG, fo mufs dafs Rechteck BC X BG. kleiner als
der gegebne Raum S [éyn. Denn alsdann it S = AB? 3

AC? xB.—C- =BCXBG+A62 X ES , -alfo ¢ 20, 3,
CG CG

§> BCx BG,

Beyde Sitze kommen in Apollonins ebnen Oecrrern Il Lem-

ma 4 grd 5 vor, und ihr Beweis wird dort weit hergehohle,

Zufatz II. Nach der Ausfage d unfers Lehy N s

fitzes, ift, wenn ‘man in einem Dreyeck ‘ABC, die
Linie AG willkiihrlich nach einem Punkte der Grund-
lini¢ oder deren Verlipgerung zieht, immes

B
AB? XEE; + ﬁ\Clx_E—BGXCG * AG2,
BEC BC
wo die obern Zeichen fiir den erftern, die untern fiit

den [etztern Fall gelten,
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Fig. 36, 1) Zieht man folglich AG nach dem Punkie in do
Mitte dey Grandlinie, da dann BEG = CG :_-g BC wird, fo
ift immer £ AB2 - £ AC% = BG2- AG2; unfer Lehr-
fatz 17, welcher alfo der einfachfte Fall diefes alige
meinen &atzes ift, — Zieht man Ag nach einem Punkte
in der verlingerten Grundlinie, {o dafs BC = Cg wird,

{o erhilt man ebenfalls die Ausfage jenes Lehriatzes,

Fig. 45. o) Zielt man AG fo, dafs BG = 2 CG, und mithin
BC = 3CG iff, fo it § AB2 + 5§ AC2=2 CG2+4AG
1 g 8 2

3) Ift iiberhanpt BG = m . CG, folglich , im Fall ¢
in der Grundlinie liegt BC = (m 4 1) CG, fulls
aber G in der verlingerten Grundlinie liegt BC =
(m — 1) CG; foift

S 2l 2 e
im erflen Fall ahieta e R = m . CG* 4 AG?

m-= I
'AB2 — m .'AC?

im zweyten = m .CG2 — AG%;
N} ===y

Ausfagen, welche fich beyde in folgende Formel zue
{fammenziehn laffen,

1 : m
AG2 = +AB%2 £ — , AC2 T m,CG?
I+ m It m

wo die obern Zeichen fiir den erften, die untern Zei-
chen fiir dén zweyten Fall gelten.

Zufatz IIL, 1) Ziebt man AG fenkrecht anf die
Grandlinie oder deren V. erlingerung , {o wird AG? =
AB* — BG2, und fetzt man diefen Werth in 0, fo

Fig. 48-
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geht die allg emeine Ausfage, je nachdem der W'inks.-l

B fpitz oder fumpf (d. i. BC = BG + C oder BG

~ CG) ift, in die beyden Aus! [agen des dreyzehnien
Lehifatzes iiber; eine Ableitung, die ich dem Lefer
ibeslafle, Auch diefer Satz ift allo nur ein befonares

Fall unfers Allgemeinen,

2) Ift das Dreyeck ABC gleichfehenklig , und AG von Fig. 4%
b Spitze nach der Grundlinie oder deven Verlangerung ge-
ugen, fo verwandeln fich in & dic Theile links vom
Gleichheitszeichen in diefe AB2 x {92.-,—“)“ £ AL3,
BC
indem , im' Fall G in der Verlingerung der Grundlinie
liegt, der Vorausfetzang bey unfern Formeln gemilfy;
b — Cg = BC ift, Es ift allo im gleichfchenkligen
Dreyeck £ AB? = BG X CG £ AG?* oder ABT= AG*
¢ BG x CG; ein fruchtbarer Satz, bey dem ich icii
hier weiter nicht verweile, weil ich im, 2um Behuf
{erer, die unfern allg oemeinen Lehrfatz iiberfchlagen
ltben , bald als einen belondern Lehrfatz auffithren

ind noch auf andre Art beweilen werde *, R 4T

zufatz 1V. 1) Zieht man in einem Dreyeck ABCTig. se.

die grade Linic AG [o nach der Grundiinie BC oder nacl
deren Verlingerung , dafs fich die beyden Abfchnitte BG
(G, wie die Schenkel, an welchen fie anliegen, verhalten,
6: CG = AB : AC; fo ifi das i Rechteck aus den beyden
Schenkeln, gleich, im erfien Fall der Summe, i zweyten
dm Unter(chiede des Rechrecks aus den beyden Abfehnitten
bG, CG, und des Quadrats der theilenden Linie ,  oder
4% AC = BG x CG = AG?,
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Denn aus der vorausgefetzten Proportion fliefy

auch die Proportionalitit folgender “Grifsen

*V.43.BG + CG: BG:CG = AB + AC: AB: AC*, d. L

da im erften Fall'BG 4 CG = BC, 1mn zweyten aber,
der Bedingung unfers Lehrfatzes gemifs', BG = CG
=— BC ift, BC:BG:CG=AB#+ AC:AB : AC. "ol
v BG \ CG AC
lich ift = U — = ——
BC B+ AC
Setzt man diefe Werthe in unfrer Form &, {o wird in
diefem Fall der Theil links vom Gleichheitszeichen,

CG i B&
das ift AB? X g T B el

BC
£ 2 X 1 o A
S L s AT
AB*+ AC AB + AC AB+ AC

= AB % AC; und mithin ift in diefem Fall immer

AB % AC = BG % CG + AG2,

Auch diefer bekannte und brauchbare Satz , der gewdhns
lich aus der Lehre von der Aehnlichkeir der Dreyecke bewiefen
wird, und der auch bey Le'Gendre und zan Swinden vorkimne
ift alfo ein befonderer Fall unfers allemeinen Lehrfatzes, Dafs
er auch fiir einen Punke in der Verlingerung der Grundlinie,
nur mit der Verfchiedenheit celte, dafs dann die Summe in
den Unterfchied tibergehe, fcheintman bey dem gewohnlichen

Beweifle deflelben. uberfehn zu haben!

2) Es fey AB = m . AC,; und folglich, ds
BG : CG, dem Verhiltniffe AB: AC gleich ifty
BG = m,CG, fo erhilt unfere Ausfage folgende Ge-
ftalt, m.AC2= m .CG2+ AG?, fo dals alfo unter d¢f

Bedingung dieles Zufatzes fiir jeden Punkt G #
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o I
Gundlinie, AG2 = m .(AC2 — CG?) = — , (AB2 — BG2),
m

id fir jeden Punkt g in der verlingerten Grundlinie
e - N n 1 - -
A2 = m (Cg2 — AC2) = — (Bg2— AB2) i
m

Zufatz V. 1) Zieht man endlich von der Spitze
ties Dreyecks ABC , die grade Linie Ag [ nach der Vey-
.'.l'.:.‘gfs'r:r.rg dev Grandlinie , dafs die ﬁi{ﬁ'r’mil‘!e f;;'g, Ce fich
vie die Quadrate dey Schenkel, an welche fie anlie-
i verhalten, Bg : Cg = AB2 : AC2; (o i} allemal das

Wechteck aus den Abjchuitten , dem Quadrat der theilenden
Linie gleich, Bgx Cg = Ag?, oder diefe Linie ift die- mittlere

Poportionallinie zwifchen dew beyden Abfciinitten.
Denn auns der argenommnen Propottion folgt

s, AB? x Cf = AC2% Bg, folglich AB2x C_i S

Bg . 2

¥ -2 = o fey. Da nun diefler Unterfchied, nach un-
BC

wr Form ¢, gleich it Bg x Cg— Ag2, {o miiffen auch
iefe Riume keinen Unterfchied haben, alfo‘gleich fevn

wer ¢s ift alsdann immer Bg X Cg = Ag=, und folg-
R — iAo Cor ¥
ich Bz : Ag =Ag:Cg ¥,

Apollonins ebne Oerrer I Lemma 2, und Papprs VIL 119
’

% diefer Hiilfsfatz aus der Lehre von dex Achnlichkeit der Drey-

wie abgeleitet wird,

= . T &
2) Fiir einen Panke G in der Grundlinie, der diefe
lfchreidet, dafls die Abf{chnitte fich wie die Quadrate

g CG
der anliegenden Schenkel verhalten, ifiz AB? x —

1319

L~

4

A
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i - — BG % CG + AG?2; eine Erweiterung diefes Hillfif

v {zes, die ich nicht erwihnt finde. #h
{ fier
Zuflatz VI. Wenn man von zwey' gegebnen Pank. 1,

|
ten B, C aus, grade Linien zieht , die fich in einem Punk | i
te A [o durchfchneiden, dafs je zweey diefes Linien zwar ue | foi

- | g e oJinha i
gfg;cf;, ﬁnd, aber ein gegebnes and anverinderliches Ver. u
hiltnifs zu einagnder haben; fo ift der geomt- |

i

trifche Ore ihves Darchfec hunittspunktes, tin |

Kyeislinie von gegebner Lage und Grifse. e
T ki { P

Denn it das Verhiltnifs diefer Linien AB, AC i
gegeben, fo ilt auch das Verhiltnifs ihrer Quadrate be f

kannt. Nimmt man daheriauf der Verlingerung d i,

Linie BC einen Punkt g fo, dafs Bg, Cgin diefem 0,

Verhiltnifs der Quadrate iiber AB, AC f{tehn, und

zieht Ag, fo ift nach Zufatz V, Ag2=Bg X Cg - frei!
find die Punkte B, C, und g gegeben und unverindtiy
lich; alfo auch' Ag2, und die Seite Ag. Mithin s lniec
der Ort der Spitze A, eine mit Ag um g befchriebne |

::;,
- .
Kreisline, fyan
Ift das gegebne Verbalinifs der Linien BA:CA, das Feri b
; : ; q o der O
uifs dev Gleichbeit, {o ift kein Punke in der Verlingerufiy ==y
e 1

Linie BC moglich, fiir welchen Bg: Cg in dem gegebnen Verhil | =
o b hle
als CE Mo

nifle {tinden, da Bg immer um BC grofser oder Kleiner -
e .

o

ift. — Hingegen giebt es einen folchen Punke G m der Limeby
1 e P, nF anil | P | P O Ly g / 'l:::'[
felbft, fiir welchen BG = CG'= I BC ift, und; fiir diefen ¥t § T
A - TNy

laut der zweyten ‘Ausfage in Zufwz V, ABy = BGz ™+ A
alfo der Ort der Durchfchnitespunkte A fiir diefen Tall gin K& {o o

¥ j4. pendikel auf der Mitte der Linie BC %
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fifee Zufatz VII. Umgekehrt hat jede Kreislinie
die Eigenfchaft, dafs wenn man innerhalb oder aus
J}im’;m’b des Kreifes willkiibrlich ejmen Punkt, z. B, C nimme,

Yink. ia;pi auf dem Durchmefler durch C, nach devfelben Seite hin,
Punk

| tien zweyten Lynke B fo, dafs das Rechteck aus den Ents
i |

frnmungen diefer beyden Punkte vom Mittelpunkte g, dem
" N luadrat des Halbmelfers gN gleich iff, gC X gB=gNz,
1me.

" |er, was auf eins hinaus kommt, (0 dafsgB die dritre

» 15V bnportionallinie zu ¢C und dem Halbmeffer aNift ; fo fleln
g vy

Nwwey grade Linien, MB : MC, welche man von dicfin

lakten C, B aus, nach demfelben Punkte M der Kveisiinie

swht, insgefammt in g;’ric:’:cm Verhilenifs, und

war im Verbiltnifs des Halbmelfers and cines dev Abp-

‘_‘11“ Fhaizze , gB:gN, oder der beyden Linien NB : NC, oder
i . cp,

und

Nt Denn zieht man nach demfelben Punkte M der
ANH R T * -

b ieislinie BM, CM, gM, fo entfteht ein Dreyeck
\nge - %

. IMc, von deflen Spitze nach der verlingerten Grund-
il |

gt liie, Mg fo gezogen ift, dafs Bg X Cg = Ng2 = Mg?
ek f, daher vermége ¢ auch MB? x Cg = MC(C2 x Bg
i *, und folglich fich verhalten mufs MB2: M(2
ol |88 : Cg-  Nun aber ift der Mittelpunke g, der Halh.
nefler gN, und einer der Punkte B, C, mithin auch
o fér andre , alflo dasyVerhiltnifs der Linien Bg:Cg,
als €3 tlglich . das diefen gleiche Verhiltnifs der Quadrate
el | MB2:MC2 , und all> auch das Perbiltnifs der St
awird: | diefer Quadrate MD : MC gegeben und nnverinderlich,

Da nun die Punkte B und C; der Vorausfetzuns
ch fo beflimmt find, dafs fich verhilt g}ﬁ;z-\}
Z-°3

~

-wy
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= gN:gG, oder, wenn man diele gleichen und f.
¥ V. 6, tigen Verhiltniffe zufammen f{etzt * gB: gC = gh?: g\
oder anch wie gN2;gC2; fo verhalten fich die Qus
drate ME2: MC2 = gB2:gN2, und fUEL{iich je zwey Li
nien MB:MC = gB:gN oder wie ¢N :gC, oder endiich
wie ¢B 3 gN : gN 7 gCd. 1. wie ]}N : NC oder wit
*V.4.5.BP:CP *. Mithin verhilt fich dic grifere je zwey folci
Linien MB; MC zur kleinern, wie der f:szcre Abf
sum Halbme[fer , oder wie der Halbme[Jer zum Kitinern
Abfchnitt , oder wie die beyden an diefen Linien anhegen.
den Abfchnitte , in welche BC durch die Kreislinie gethel

wird.

Da der Halbmeller die mittlere Proportionallinie zwil
den Entfernungen der beyden Punkte B, Cy vom Miteelpt
g ift; fo konnen die Linien gB, gC, nicht beyde zugleich git
fser, oder beyde zugleich kleiner als der Halbmefler feyn, foig
lich die Punkte B, C nicht beyde zugleich innerhalb oder auw
{serhalb des Kreifes , eben fo wenig als zu entgegengefetzten Seik

des Mittelpunktes genommen werden.

Anmerkung. Die Ausfagen in Zufatz 6 und 7,

~kon

zu den fchonften Sdtzen tber den Kreis gehdren, macntn it

aus, unddaffen fich auch ausSirzen des nichiten

1 der That find fie aber nur der

‘;‘_-' 1 i’] - . o s T i i .
el T P50 T It'J[Ef;Cl'L'.ﬂ:t’, I A und LLfeR Ik daner gock J"-;’::I' Peraige

Wenn nemlich beliebie viel Punkte =, B, B, C, D s oid

e
&5

o - - P . ”~ A T s II‘
Ebne gegeben find, und grade Linien von diefen Puilkten 8085

wogen fich (in di all je drey) fo in Punkten, 4 Areepot0

den, dafs fie sn ecinander fets in

Rebug fo<iff der Ore der Duvch

wie von gegebner Loge wud Grifse.. Denn da alsdann auch di
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Quadtate tber diefe Linien in ¢inem gegebnen, unveranderlichen

Verhilmifie ftehn, z. B. BA2:CA2:DA2 =m:n:p; {0t BAZ¥
s % e, 2 : 22 4 n
(2¢DA2 = m++nsp, und mithin BA2-+CA2 =DA2 »
3 P

gleich

wereine Figur gegebner Gartung itber DA- befcl rieben, g

tr Summe der. Quadrate {ibet die andercn Linien... Es ift dann
1 dar Unterfchied dicfer Quadrate und der Figur gegeb-
trGating tber DA | gleich. einem gegebnen Flichenraume,
malich dem Flachenraume o, und deshalb der Orr der Punkre
keine Kierslinie., deren Mitcelpunke und Halbméffer, wie in

Ilgetung 2., beftimmt wird,

L B HaR 5 A2 51.]

khenktigen Dreyecks ABC wach irgend einem
Pmkte G in dey Grundlinie, oder nach einem Punkte g
ideren Verldngerung , eine grade Lisiie, fo ifi Jeits
tr Unerfchied dev Quadrate aus diefer Linie und aus
tness der gleichen Schenkel, gleich dews Rechleck aus

i db/chnitten {‘f.a. der Grundlinie, BG, GG, oder auf

. % Pt (LRI 3 v
l:]'r .n.,f”'u'fLHGr'l-.. {,iuf.;L?Lg’ .rrt

Da ein Perpendikel AD, aus der Spitze auf die
findlinie gefillt, diefe im Punkte D halbirt *
it fiir diefen Punkt dasRechteck aus den beyden Ab-
thnitten in das Quadrat der halben Grindlinie, und
do die Ausfage des Lehrfatzes in folgende iiber, ALZ

AD2 =BD2, welche vermdge des Pythagoreifchen
Lehrfatzes wahr ift, *

1 - . ] -
leder andre Punkt G in der Grandlinie theilt diefe

Werdem in zw y-ungleiche Ab{chnitte; BG, GC, mit=

%

Zieht man owus der Spitze A eines gl eich-Fig- 3%

. 1o ‘Ti7.f 2,

¥ra.f. 1.
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