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Crfted Capitel.
Bon den Differengen,

e

g[uﬁ bem, tad ich in dep Ginleitung in die Analyfig des
Unendlichert son den veranderticien Gedfien und ihren Junf:
tionen gefagt habe, echellet, daf alle Funftionen einer Derz
andetlichen Gedhe eine Verdnderung leiden, toenn diefe
Grofie wirflidh verdndert toird, ABenn 3. B. die verdnders
lihe Grifie x den Bumwads befomme, und alfo x+o fir
X gefebt witd: fo ethalten alle’ Sunftioften von x, Dotz

: atx
gleichen xx; X35 :

XX+t aa
nemlih xx inxxtoxwfan; x3inx3 T3xxet3xwe}
i e e a'f‘X']‘u

@3 und " in uber, Depz

aa t xx 1a T xx T 2xetaw

~ dleichen BVerdnderung erfolgt alfo allegeit, wofern nidt et
die Sunftion blof bie Sorm einer Funftion hat, in deg
Ehat aber eine beftandige Grdfe ift, fvie xo: venn in diez
fem Galle Bleibt die Sunftion unverandert, man mag die
Brofe x verdndéen wie man will,

$oii B,

Da diefed hinldnglich aus einander gefesit tworden ift, fo
twollen mwiv ung jur Detcachtung devjenigen Gigenfehaften der
A 2 ‘4 Sunf=

s find, andeve Werthe, Gs aeht




4 Eefter Theili-  Erftes Capitel

Gunftionen wenden, auf teldyen bie gelommte Analy(is
des Unendlichen beruht. €8 fey alfo y frgend eine Funfrion
der petanderlithen Grdfe x, und filr x fepe man nad) und
nach dic Werthe, x§ x T »; x Fowy xt3e; x ot 4a00
Sorner bedeute y* den Werth, talcben die Funftion y bes
Fommt, wenn datin x + » fitr x gefest wird; auf eine dhn

liche Mt frelle y'" den FWerth vony, wenn x + 20 anftatt

x, und eben fo y %5 'V y¥; e, die Werthe von y vor
toenn x ¥ 30 xF 40; x F 5#; 2, an die Stelle von x ges
fest wird, fo daf fich die perfbiedenen Werthe von x und y
auf folaende Art auf einander begiehen:
x;xta; xFoe; x¥30; xtgw; xt505 20
S AR e TR T L R M
BT
So toie die arithmetifhe Neibe x; x F o3 xF 205
oline Ende fortgefest merden Fann, fo lauft audy die ausd y
entfpringende Neihe y; v'; y''5 ohne Gnbde fort, und die
Befdaffenbeit derfelben hangt von der Natur der Funftion
yab: 3ft 3. By =x; oder y=ax-tb; foiff auch die
Reibe y; y'5 ¥'Fs 0 cine avithmetifhe Neibe: ift aber
a ” s
ymg-}-{-ﬁ, fo entfteht daher eine Hacmonifde , fo toie,
wenn y = ax ift, cine geometrifhe Reihe. Ta e8 aft fid
feine NReihe gedenfen, die nidht auf dicfe Art aus einer ges
wiffen Funftion von x abaeleitet werden Finnte. Pan nennt
aber eine foldye Funftion von x, in Unfehung der NReibe,
toclche aud ihe entfteht, das aligemeine @lied diefer
eifye; und fo wie eine jede nady etnem beftimmten Gefese
fovmicte Retbye ¢in allgemeines Slied hat, fo 1aft fich dies
felbe
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BVon den FJunfeionen. g

felbe auch umgefehrt aus einer getviffen Funftion von x abs
feiten.  Diefes pflegt in der Lehre von den Neihen ausfilee
liy auseinander gefesit ju werden.

§. 4
SHier vidbten ir aber unfere AufmerPfamPeit vorgiglich
auf die Diffeengen, wodurdh fich die Glieder der Reihe

viy's y's v e, von ecinanber unterfheiden; und
pamit toir diefelben nad der Natur der Differensialien cinz
sicdbten, fo wollen wiv fie auf die Yet begeichnen, Dal
yl—y=Ay; Y —yl=Ayt y =y =4y
fen. @8 geigt alfo Ay den Sumadhd an, Pen die Funkiion y
bePommit, tvenn man davin x + » anftatt x fent, und » bez
deutet hier jede nach Belicher angenommene Jahl,  Fn der
fehre von den Reihen pilegt jtwoar » = 1 gefet ju werden;
allein su unferer geaenwartigen Abficht ift es beffer, demfels
ben eiren allgemeinen Weeth beyjulegen, den man nadh Ges
fallen vergrdfiern oder permindevn fann. Man pflegt audh
diefen Sumwadhé Ay der Funktion y die Differens derfelben

au nennen, um eldhe dev: folgende Weeth y* den erften y
fibevtrift, und man fieht denfelben ftets alg einen Juwachs
an, ob er gleidy oft cine wirBlidhe Levminderung Hervors
bringt. Dieg evfennt man denn. an dem negativen MWerthe
deffelben,

§. 5
Da y'* aud y entfteht, wenn man xF2e fie x

“fet, fo ift offenbar, daf man eben denfelben TWerth et

Balt, tenn man evft x + » anftatt x, und dann nochmals
x + w fic x fest. 8 entfteht Daher y'* qud y', wenn man

darin x + fiir x fents fo Dag Ay® der Juwadd wied
= 5 Den
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den y* befommt, toenn man darin x + » anftatt x fest, und
¢3 Deift deswegen audh auf cine abnfiche Art A y" die
Differens von y'.  Yus cben dem Srunde ijt Ayt
die Differen; von y'’, oder der Suwachd, den y*! befommt,
enn man davin x ¥  fite x feit, und Ay die Differen;
pder der Sumwadhs von ¥, und fo fernee.  Yuf diefe vt
echalt man aug der Neihe der Merthe pon v, welde y;
v v v find, die Reihe der Differengen Ay;
Ay's Ay™; . tenn man von jedem Glicbe Derfelben
Das vorhergehende absicht,

' e

Dat man die Reihe der Diffevensen gefunden, fo erhale
man, wenn man abermal8 dic Differengen fudst, indem man
jebe Diffeven; der Reibe von der folgenden abjicht, Diffes
renjen von Differensen.  Diefe pfieate man mit dem Nas

, e, sweyte Differensen, ju belegew, und auf bdie At 3u

bejeichnen, daf
A8y = Ay — Ay
AP L e Aoy
&&yil — &Y“I— &}?11'
/_’\ﬂy“[ — &YIV' = &yn;
1.
{ft. @8 toird affo AAy die groente Differen; bon y; A Ay

3 ¢cine abnz
fiche At findet man aug den stoepten Differensen, mwenn
man auf§_neve ihre Differensen fucht, die dritten Differens
gen, Die man. auf diefe Avt febreivr, A s 75 O3 715005 aus

diefen



W e

“w

LAY

a T OWRT e

WBon den Differengeny )

dicfers ferner die vievten Differengen Adys A%yT3 ey
und fo immer toeiter; fo toeit man wilk :

o 7
9Bie twollen diefe verfchiedenen MUrten von Differensen
in ¢ine Tabelle bringen, damit der Sufammenhang: devfela
ben. Defto deutlicher in die Hugen falle,
Arithmetifche Progrefjion,
xy xto; xt2e; xF3e; xF4e; XTI 565 2

YOcrthe der Sunktion,
S5 L A y A, s NS AT
Ee(te Differensen,
&};; &FE; &YII; &yll[; &}rﬁ?’; i,

Swepte Differenses.
AADys ANy AAyT; AAyIT; &,

Dritte  Differenser,
D3y’ A3yty A3ylls a6,
Vieste Differensen,
LXay, ADdyly Wy

Junfte Differensets
Af y;
2Ce

Eine jede von diefen Diffevensen entfteht aus den vorherges |

Benden, indem man jede derfelben von der folgenden abjichh

Da man nun die Werthe yI; yity yiii; yIv; e jededs w

mal ducdy die bePannten Sufammenfesungs-Arten derGrdfz

fon Leicht finden Eann, fo Fann man audh allegeit, toas aud 3
i 4 fue




. Grfter Sheil,  Crftes Capitel

fav eing Funftion von x fir y gefent twerden mag, daraus
ofne Muhe die cingelnen NReihen dev Differengen erhaiten,

i

€3 fep y=x; fo it y! =xT==x } w} yll o= xi1
e=xt2e; uff,  Nimmt man alfo die Differenzen, fo
WD Ax=o; Ax=we; Ax'I==w0; 20, und e find
daber die erften Differenjen von x indgefammt beftandige
- Grdjjen, und bdie jwepten Diferensen fo wie auch die drit:
tert und alle folgende = o0, Da Ax— » ift; fo fann
man das Beichen Ax mit Bortheil fiie den Buchftaben
feten. Wenn alfe die. auf einander folgenden MWerthe x;
x'5 x5 xULg ac, einer verdndeclichen Grdfe x in einer
avithmetifchen Progeeffion frehen : fo find ifhre Differenen
Axs Axty Axikg g, beftandige Grdfien und ecinander
gleich; und folglich AAx=0; Asx= 0; A4x= o}
wff

§. 9. |
TWie haben Bier fiir die Werthe, die x nadh und nach

bepgelegt werden, eine atithmetifche Progreffion angenoms
men, fo dafi die erften Differengen dicfer Werthe beftandig
find, und die srepten Differensen, fo wie audy alle folgens
Den, verfdtoinden,  Dies hangt nun jtoar von unferer Wills
Tabr ab, indem toit eben fo gut jede anbere Progreffion
hatten annehmen Bdnnen; allein 8 Bat gleichroohi dev Ges
braudh der avithmetijden Progrefiion vor jeber andern einen
fehr grofen Borjug. Denn auferdem, daf fie unter alfen
die cinfachite und leidhefre ift, fo 146t fie auch, und davauf
Fommt ed ier vorshalidy an, -alle nuc mogliche Werthe, die
x echalten oy ju. - Denn legt man w forvobl die pofitiven
al$ die negativen Werthe ben, fo enthalt die RNeihe der
sWerthe
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$erthe von x alle reelle Werthe, die anftatt x gefenst toerz
den Fonnen; twollte man aber eine geometrifibe Reihe Jum
Geunde legen, fo wirde man auf feine Weife 3u Den negaz
tiven MWevthen gelangen. Aud diefer Urfache 146t fich die
Bevanderlidfeit der FJunftionen y aus folden Ieethen pon
%, die eine avithmetifche Proareffion ausmachen, am befien
beurtheilen,

§. 10,

@o wie Ay = yt — y ift, fo faffen fich auch die folz
genden Differenzen ausd den Gliedern der erficn NReihe

e
&_yr_ = yll — },L
ift; foift
AQAy =yt —2y' Ty
und
&&},r = y!t — 2yll -i- .Y"
: und folglich ;
Ay = AA/p — ADp==yiiti— 3yt f 3ytog
Nuf- eine ahniicdhe vt ift
Ady = yiv — 4yi § 651t — 451ty
und
OAfy = yv — 5y 4 oyt — 1oy T 5y —¥
¥ o
Die Jahl - Coefficienten diefer Formeln vicdhten fid) nach eben
dem Gefee, meldhed man bep den Poteftaten des Binoz
miums wahenimmt, So wie alfo die erfte Differeny aud
jtocy Gliedern dec Reife y; yiy y'; y!ii; w. befiimmt
wird: fo toitd die joepte aus drep, die Ddritte aqud vier °
Gliedern, und eben fo alfe Rbrigen auf eine dhnliche Art ges

funden. Kennt_man aber die Diffecenjen von y von einec
A5 jedent
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jeven Ordrtung, fo laffen fich aunch die Diffevengen jedetr Ord:
aung von yIi ytsoac finden,

§.- 11,

it Daher irgend eine Funftion y gegeben, fo Fann man
alle ihre Diffevengen, die erfte fowohl als die folgenden, in:
fofern fie fid) auf die Differen » bejichen, um tweldhe die
#Werthe von x unterfhicden find, finden. Auch hat man
Daju nicht nothig, die Reihe der Werthe von y weiter forts
gufesen.  Denn fo wie man die erfle Differeny Ay findet,
wenn man i y fie x den Werth x +  fept, und von dem
gefundenen Weethe y* die Funftion y abjieht: fo erhalt
man die gwepte Differeny AAy wenn man in der erften
Differeny Ay den Werth x 4 » fily x fekt, um Ay? 3u be:
Fommen, und darauf Ay von Ayt abjicht.  Auf eine &hns
tiche At gelangt man jue deitten Differeny A3y, twenn man
Die Differen; der jwepten Differeny Ay fudht, indem
man: dicfe von dem Werthe absieht, weldben fie befommt,
foenn man x + « fir x fegt; und cben fo findet man ferner
bie vierte Differenty Ady aus der dritten, w. f. f. Sft man
daher nue im Stande dic erfic Differeny einer jeden Funf:
tion ju ecforfdhen, fo fann man audh die jroepte, die dritte
und alle folgende Differenen finden: indem dic stoepte
Differens nidyts anders, als die erfte Differens von Ay, fo
. ic die dritte nidhts anders als die exfee Differenzoon Ay
' ift; und die tbrigen Diffecengen fid insgefammt apf cine

ahnliche At beftimmen laffen,

§. 12,

| Tenn tiie Funftion y qus aey oder mebreren Theilen
Wlammengefest und § B,y = pt g 4 £ 4 i fo wicd,
toeil
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el y'=p T " Te' T i, Ay=Apt Aqf Art
ac., und eben fo AQy=ADp T+ AAqF AAr Fe
und hierdurch wird die Eriindung der Diffevensen, tvean
die Funftion aud Theilen befteht, nicht toenig erleidhtert,
St aber bie Funftion v ein Produft ausd jtvepen andern
GunEtionen p und q, odet y=pgq; fo witd Ay=pAq+
qAp T ApAg weily' =plql; pI = p ¥ Ap; q' =
gt Aq; und alfo pPq" =pq T pAgiqlAp F ApAg
ift. it daher p eine befiGndige Gudfie =a, fo ift, weil
Aa = o ift, die exfre Differeny der Funftion y = a q diefe,
Ay=alq, und auf eine abhnliche Art witd die stoeite
Differeny AQy = aAAqy die Vritte, A3y = al3q,
i f

§.. 13

Da eine jede gampe vationale Junftion ein Aggregat -
verfhicdener Poteftaten von xift: fo (T man im Stande,
alle Differenzen der ganzen vationalen Funftionen ju finden,
wofern man nus dic Diffecengen der Potefiaten ju finden
wah.  Sus diefer Urfach wollen toiv die Differenzen dep
Poteftaterr einer veranderlichen Gerdfe x in folgenden Epem:
peln ju ecforfhen fuchen.

Da x0 =1 ift, fo ift A x© = o; indem x° nicht vevs
indert roicd, wenn man gleich x + » fir x fekt,

Ferner haben wic gefehen, daf Ax=o und Al x=o0
ift; und fo verfdrinden ugleich dic Differengen aller fols
gendenr Ocdnungen, Da dies befannt ift, fo wollen oig
von dey stoepten Poteftar anfangen.

Eelles
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Erfies ESrempel,

Dic Dhiffevensen allce Ordnungen von der Potefide x2
3 fiiden,

Da hier y = x2 ift, fo it 37 =+ «)2; und folglich
Ay =2wextas, und died ift die erfte Diffeten;. Da
ferner » cine beftandige Grofe ift, fo ift AAy = 204,
und A3y =o0; A4y=o; i

Sweptes Crempel,

Die Differensen aller Grdnungen von dev Potefiar x3
3u finden,

Man febe y = x3, fo toird; toeil alddanp y! =(x} )3
ift,
Ay = 30xx + 302x } o3
und dies ift die erfie Diffeven.  Da ferner
Axx =2wx t e
ift, fo oicd
A+3UEX = 6wax | 363
und
Av3erx =335 und A .e3 = a.
Jieht man nun das Gefundene jufammen, fo wicd
ADy = 6s2x % 6x35 und Aly = 6a3}
die itbrigen Differenzen aber verfdymwinden.

Drittes Erempel.
Die Diffevensen allee Ordonungen von der Poteftdt x4
3u finden,
Sept man y==x4, fotird, weil alsdenn yr=(xta)4
it
Aye=4ex3 +}6a2x2 403zt as;
nd
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und died ift die erfte Differens. Dann ift aber aus dem

Borhergehenden
A . 4ox3 = T12a2x2 § 1203%x } 404
A . Gozxr = o T 1203x F 604
A ged3x = ' 0 i 0 o T aee
N w3 — e ek e e e O

VBereiniget man diefed, fo findet man die jwente Difeven;
ANy = 128232 | 2563x | 1404,
Weil nun fernee .
A 12e2x2 = 24w3x F 1204
AT T e TN T 2404
D 143 - — R S i
ift, fo ethatt man fiir die dritte Differen;
Aly = 2403x } 3609 :
und endlich fur die vierte
D4y = 24wd,
Da diefe pievte Differens btfiﬂﬂblg ift) fo verfhwinden alle
folgende.

BViertes Erempel
Die Differensen aller Oronungen von dev Potefiar xn
3u finden.
Man fegey = x=; und da dann yI =(xfw)n; yliz=

(x F2a)n; yill = (x+ 30)0;5 ¢, ift, {0 er[}alt man durd
die Gntwictelung der Poteftaten :

¥.- .2 x8
'!1 —— Y 'i' B. axnr- X -l- n_..(i-rl—?a‘)w?-};ﬁ“'z 'I'
I ]

n(m—r1) (n—2)
1.2.,3

w3 x8-3 $a0
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n n(n—r) ;
e n-T % —
}'!1 xu i :'2‘0:\.1 1 1 _-..—..-..-.:-_ 4@2 sn=2 T

nin—1t)(n—2)

a3 xu=3 o 3¢,

B8 573
,_--:r: R B 33,,};1-:-—1 T n(n——l) gw2xn=-2 f
. ey 12
.I._]._.E.:‘-_.l_..__(_n_ti‘]ﬁ-;ws xh=3 -I. i
i R 3
yiv = xn + .?.d{ﬁxnwl + 'nf-ﬂ——I)I(,wzyﬂ_3 %
"""..2 1

n(n—r1) (n—2)

e

i B

64w3 x1=3 4

Stimmt man daher die Diferenzen, fo wird

1 n(n—r1)
AN = —axn-1I e N2 xn=2
¥ T T = +
n(h—1) (n--2)
R w¥xn- 3 F 16
TR R
n(n—r)
&‘VI = —@wxi-I e S T 2xn-2
1 T i B i T
nn=1) (n—2)
- vii=3 4
1.2, 3 i o
n )
Dyl — £ N —1 < :
y lﬂh“ I ‘f R 52 xn=-2 e

nin—1) (n—=2)
~1Q@3 xn=3 § 3, 3

1.2.5

:".l}"iti fer e, —axhi= X 5 B~
: el
n(n—1) (n—p2)
“_"_“"_""_'_“"—"—*w}?ds3 xh- 3% ‘i_ 2{@

1 - 2 * 3
Simme mon abermals die Differengen, fo wivd

Ady
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n_(n—~1)(n —n)

6w3gn-3
1,243 g e

AAy =n{n—I)w2x3-2 }

n{n—i) (n—2) (n—3)
IR R

1408 x0-4 § g,

. o n{n—1)(n—>2
&AYI :n{n_l)mzxﬂ-z T -—u_._)_(.i____}lgngn—s.f.
I » 2' 3

P - = ;
nn .Il?;n' 32.)?1 250544};11._4 T i,

n(n—I1)n—2)

&&},n zn{n—l}w-‘!xﬂ‘l ..._1-85,,.331«1.-..'3,i;5
I.2.3

n(n—I) (n—2) (n—3)

) G B BT

Segt man die Subtraction weiter fort, fo toied
A3y = n(n —1)(n —o)a3xn=3 F
n(n—i1)(n—2)(n—3)

I1,2.3.4
AN e oy R (n — 2)w3xn-3 3

n(n—r1)(n—2){n—3) : _
GRS

I[IOw4 x0=& F j¢,

36waxn=4 4o ye,

und hievaus ferner
&4}' =n (il—lj(n—ﬂ)(ﬁ—zj w4 xu=-4a + i

§. 14,

- Damit das Sefes, nadh weldem dicle Differenien dee
Poteftat xn fortgehen, defto-deutlicher exPannt werden mdgs,
foitvollen wie der Riirze weacn

A2
I
n(n—1)
1432
_ n(n—1)(n<—2)
I'y2h 3

B

Il
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e h(n— 1) (n—2)(n-3) (n~—4)

i i - W Triae 60

i u f. f
fegen, Ferner toollen toiv folgende Tabelle machen, die jur
Griindung der eingelnen Differengen dienen foll.

THIB1 0 0) Oy, OF %0, 0} 0} 1
TGS T i B THE UM Bt i X230
ANyla; b5 24 63¥ 7305 S 605 3963 DS S
DNiylos 03 05:65 365 1505 340; 18065 5796; 1.
Atyloy 05 05 03 243 2405 15603  B400; 40824 (.
ASylos 03 03 05 05 1205 1800; 168003 126000; 1€,
A’yloy03 03 05 05 ' ©; "Ro; 1512065 191520; 2.
Ayloj 050503 ©; 0 0 50403 141120 I

' Man findet -aber eine jede Jah! diefer Tabelle , wenn man
die vorhergehende Jahl eben derfelben Neihe ju der dariiber
ftehenden Sahl addict, und die Summe durch den Anjeiger
e voene ftehenden Jeichens A multiplicict. So finivet man
inderReibe, weldhe g der Differeny A5y gehdet, dasGlied
16800, wenn man das vorhergehende 18co ju dem dardber
fehenden w560 addirt, und die Summe 3360 durdy 5 muls
tiplicict,

8. %8,
Dat man diefe Tabelle verfertiget, fo verhalten fich die
Diffevenzen der Poteftdt xm = y auf folgende Ytt:

Ay = Awx?-I+By2xn-2 T Co3xt-3 4 Dadxn=4 ¥ i,
A2y = 2Bwzxn-2 T 6Ce3xn-3 4 14Dwdx2-47F 1,
Ddy=  6Cw3xn-3 T 36Da4xn-4 J150E0s xn-5 F 20
D%y= 24Du4xv-4 f24cEasin-5 F1560F a0 x0-6 110,
Uebers
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Heberhaupt aber toird die Differeny der Pofeftat xn von der
Ordoung m, oder Ay auf folgende Art ausgedruckt,
8 fep

e

Serner fey
= (mfr)n ~— ?mm -f- m(m )( ___I)m A

i {,m shilus 2)(m«-- a)m ¥ 1,

1.2'3 =
m (m—1)
) b '

e (m.{-IJ]nTI — iﬂmmfi -I-

m(m—1)(m—2)
T T

(n=—2)mf I § 2,

m (m—T)

m
¥'= (mf1)"}2 — —minf2
( L 1 .I. I52

(m—2)n} % =

m(m—1) (m—2)

(me—2)ig2 & 3¢

I+ 2.3
Hat man diefe Werthe gefunden, fo ift
&my = alomxa-m 4 QK ,m{EX yn-m=X "+

yLamp2xn-m=-2 & j¢
Der Brund oon diefem Ausddrucke 1aft ficdy aus der Art, toie die

verfchiedenen Differenzen aus den Wertheny; yrg yii; yr'i;
2. gefunden terden, leiht Herleiten,

Eulers Differens, Rechn, 1. TH, D ~ 4. 16.

-
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§. 16
fSierausd u{}ﬂl[ t, daf man, renn-Der Crponent n eine
ganje pofitive Babl ift, endlich auf beftandige Differenen
fommen -muf, und Daf alle - davauf folgende = o find,

Co ift
& R Sl TR
A? X2 = 2aZ
A3 %3 = 643
A% . x4 = zqo4, und endlih

AN o S ) 1 e SRR s oo o L)
@3 fann daber eine jede ganje rationale Funftion endlid
auf beftanbige Diffevenien gebracht weeden. €3 hat nem:
Xich jede Funbtion von x vom crften Grade, oder’ax t b,
fcbon-die erfre Differeny beftandig.  Bep etner Funftion
pom swepten GSrtade Hingegen, oder axx + bx + ¢ ift Die
soepte Diffeveny-beftandig; bep emer Funftion vom Ddritten
Grade ift ¢8 die dritte; bey einer vom vierten Grade die
biecte, u.f.-f :

§e TR

©8 erftveckt fich aber die Ait, mwie Wwiv vie Differensen
®er Potefiat x» gefunden haben, fod toeiter, und (Gt fidh
-aueh auf die PoteftGten anmenden, bep weldhen der Eppos
nent n eine negative Sali, oder ein Bruch, oder felbt eine
Sveational : Job! if. Datnit diefes deutlicher twerde, ol
Ten mwiv blof die erften Differenen der vornehmiten von
diefen Poteftaten berfesien, weil dag Gefers dev jwepten
und dév' folgenden Diffevenien nicht fo leicht-in die Yngen
falls, @8 ift aljo

N X =W

A 2wX ‘1‘ o

VX3 = 3ax2'f 3e2x +ow3

A
O x4 = awxd T 6w2x2 f 4u3x ; ws

giuf
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g
Yuf einte ahnliche Act aber ifi auch
& e &3
A Gt — P S e —
o T e
A R RTIREE ol ) b
x3 x4 -;;'_ T
AR e e & 62 10w 3
il %5 o) ‘;E' ']‘ b{ v
; 2 ” 3
&.}:"4::——-‘}—”— Ef’-—__.ff_. ;
i€,
Seener it auf aleiche Weife
e L a2 @3
é e o Bk ""_;1 - 3 i - 'f' W
2x2 8x%z 16x= |
2 e w2 ]
O.xi=— — S p 2 gy
3\;5‘ gx3 81x3
s ] 382 Sw3
A X 5:-_.~—-—=-1 T === %
2 X2 8};""; ]6\2
_‘_l.-‘ L - 2@2' I.;&F;
&_i 2T = o— """""‘_4 ’i‘ —"'"_‘:_‘,.( g "_'i""c' 3Gk
3x3° 9x3 8Ix3
§, 18.

€8 erhellet hieraus, daf diefe Differensen, tvenn des
Grponent von x Feine gange Jabl ift, ohne Gnde fortlays
fen, oder qus einer gany unbegreniten Anjahl von Glicdessnt
befichen, @8 faffen fih aber biejelben gleichroobl audp
durdy endliche Husdedicke barftellen. Denn da, wenn man

R, I
T A —— i i o
% _‘EEt’ _YI T xhw wied, foift A.x-* e

2| -

- .
AN N nn =3
M S maq Daber ben Druch o

B2 in
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in eine Neihe verwandelt, fo beFommt man den obigen Aus:
druck.  Yuf eine abhnlidhe Art ift
N X2 ::[L,~L ::-—Jte—-— Iﬁ
XX (xt1e)z XX
und fie die Srrational: Grofen
T i
VX YV (xte)y V%
Revwandelt man diefe Ausdrnice auf die gemwdiynlide Att
in Reiben, fo erhdlt man daduvd it vorhergelienden Bes

DV =y (xFe)—Y x,undA.

ftimmungen.

§ TG,
Siuf diefe Urt Pann man aber auch die Differengen ek

' “gebrochenen und irvationalen Funftionen finden. CSoll 3 2.

; b L N : I
Die erfte Diffeveny der gebrocheien Funftion . gefun:
aatxx

4 e I
Den toerden, fo fete man'y = ——3 und weil nup y1 =
: aatxx

I
datxxt2extew

L. I

v _
aatxx aatxxtioxtes

ift, fo it Ay=A

I - - - » s ¢
— ——— 1 ¢l AnSdruck, det ebenfalld in eine unendliche
ddTXX

Reihe verwandelt werden Fanm.
Man fete nemlich
ag fxx = P; und 2uxfae=Q

fo ift
NS Q':Q2 Q3
e . WS e . p— 1 E— e m— '}_‘ 2:0
PtQ P 2 p3 jor-
und
: Q 2 Q3
Ay = — — § — — — F .

Pz E3 P4
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Bon den Differengen, 21

Set man alfo fir P und Q ihre Werthe, fo ift:
&}'=A ___I__.__ wa—wf 4wmxx~}'4a3x+£

"aatxx  (aatxx)2 (aa t xx)3
wd3x3 —[204x2 f 6uF Xx— wb
(aa T xx)4 - 'I_'_!f.

und ordnet man die Glieder nady den Poteftiten von «, fo
wird

I 2 wx »'(xx—aa) 4gadB3—aax) :
; = : e C
aatxx (aatxx)% * (aatxxj? - (aatsxx)4
§. 20.

Durch abnliche unendliche Meiben ift mon aud im
Ctande, die Differenzen Der ictationafen Funftionen auss
subdructen,

€8 fey die Funftion
y=vY(@atzx)
aegeben. Da nun
vyt =v(aa ¥ ;;Ixi' 20X F ew)
ift, fo fee man audp Hier
aa txx = P; und 2extoa = Q
Jlsdann ift
Q Qz Q3

&YH{(PTQ)"_{P“:"?‘F_S_PWPT16P2{P

— 2
Hieraus wird

Ay=A (aafsm=———
odee

2wx f ow 402X2—A0iXx—ad

V’laa-,‘[-xx; Sgaaj-x:,c)f(aa-txx)i‘“

o g aaw
! ~ Y(aa t xx) T 2(aat xx)y (aa t xx) 3

aaw3lx
: s %
2@a T xx)2 vy aa | xx) :
B 3 .f‘;fi'.*_L':




.....

22 Eriter Thal. © Erftes Capitel.

Hievaus gichen wir daher den Schiuf, daf die Differeny einer

jeden Guntion von x, die wir y nennen wollen, auf folgende
ollgemeine Art audgedeueft werden fnne, daf

Ay = P# t Qu2 f Rad f Sad I 2
und P, Q, R, S 1. getoifie Juaftionen von x find, die
fir cinen jeden Fall aus dev Funftion y hevgeleitet erden
fonnen,

@8 find felbft von bdiefer Form die tranfeendenten Funt:
tionen nidht ausgefchloffen; wie aus folgenden Grempeln e
Bellen i,

Erites Erempel,
Die erfie Differens des byperbolifchen Logarithmen von x
3u finden.
@8 fep y=1x, und da alsdann yr = 1(x } ) ift,
fo wied

&
AV=yi—y = 1(che) —lx =101 D)

Bon devgleichen Logarithimen aber wiffen wir [aus dem 7ten
Capitel des erfren Buchs der Ginleitung in die Analyfis ded
Unendlichen] rote diefelben in eine unendliche Reihe vertan:
el mwerden.  Thun wir min jolches, fo it '

@ a2 a3 &
A A [ e g st A
= DX 2x3 Gud "

3mentes Erempel
Die erfte Differens der Erponentigl: Grofie ax 3u finden,

— ]

Jtun ifi aber oben [Ginleit. in d. Wiial, des Uncavl 1. B

§ 125.] gejeigt worden, daf

Set man y==ax, o wird gt =='axte = 3% a%

q¥
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 ela |, w2(a)2 | e3(a)3
aw =1} ¥+
I I a2 1.2.3

ift, und gebraucht man diefen LWerth, fo wird .
a}t&;lﬂ_ a'ﬁul(la)ﬂ -33«.’@3{13)3'

Xomyl—y—\y—
BEES =y 1% 2 I.2.3

b 16

T 368

Drittes Crempel
Die Differens des Sinus cines Dogens X 3u finden, wenik
e Halbniefier Oes Areifes = 1 ift.
€3 fey Gn.x=y, und folglidy y*=fin. (x} «); alfo

Ay =y —y=ln.(xfa) — in. %,

tun ift aber ' :
fin. (x}#) = cof.w. fin.x T fin.e.cofl x

und, durch unendliche Reihen beftimme, [nach Einl in dig
Anal. Des Unendl, 1. B. §134,]

&2 o & wl
cofin == 1 — "I" — — -i- $Cx
1‘2, 10203.’4 1_\02!3,4050 y
und :
w3 W : =7
fin. oo — =+ e e TIc

= 2.3 F2:3c4%  I,2:3.4:50.7
Bebraudyt man diefe Reihen, fo twitd
w2 w3 a4
ﬁ..ﬁn.xzn.co{:x-;ﬁn,xw —g-coi,',x ¥ aﬁn.xﬁ

'Ea cof, x — (.

Wietted Crempel,
S einem Hreife, ocfien Halbmefjer = I iff; die Diffes
gens Oes Cofinus des Dogens x 3u findat, '
€3 fep y = col. x, fo ift, tweil yt = cof. (x}=) ift,
yt = cof. @,cof. x — {in, ».fin. X
und

Ay &= cof. #, cof, x ~ fin, #.fin, x — tofix

: B 4 ®e-
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®ebraucht man nun wieder die vorhoar angefihrten Neifhen,
fo twicd

-

&= a3 4 L
A.cofix=—w, [iIn.x — —cofl. x ¥— [in, x ¥ cofix —
2 6 24 °
5
—— {in, x — ¢,
120"
J. 22,

Da alfo die erfte Diffevens einer jeden Funftion! y
pon x, 8 mag nun diefelbe ju den alachbraifthen oder
ju den tranfcendenten Funftionen gehdren, eine folche
Sorm bat, daf

Ay =Pat Quz + Ra3 + Susd + 1,
ift: fo ift [eicht cimjufehen, Paf, wenn man in der Auffuz
dhung der Diffevengen fortaeht, die wepte Diffeven; von y
diefe Form: '

Ay = Puz + Qo3 + Rad T Sas ¥+ 1,

Die Drifte folgende

A3 = Pwd T Qua + Rov + S05 F 20,

u. f{, tv.

Haben toerde. Hievbey ift aber yu bemerfen, daf die Budhs
ftaben P, Q, R, S, 2¢. feine befiinimee MWevthe angeis
gen, und daf fiberdied ein und derfelbe Buchftabe bey vers
fcbiedenen Diffevenzen nidt govade eben bdicfelbe Kunbtion
bon x bedeutet. €8 find blof deswegen Ddicfelben Buchitas
ben bey den verfthiedenen Differensen genommen worden,
Damit e8 nidbt an einer Binlinglichen Angahl verfchiedenes
Budftaben fehlen mbgte.

Uebrigens find diefe Sormen der Differensen wobl 3u
metcken, weil fie in oce 2Analyfis Des Unendlichen den grofis
ten Yiugen gewabren,

§, 23
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(s -

Da idh alfo die et und Weife erflart habe, dic erfte
Differeny einer jeden Funftion und ausd derfelven dann
auch die Diffevengen der folgenden Ordnungen su finden,
indem dicfelben au8 den aquf einander folgenden Werthen
per Funftion y, nemlid y*; yuy y**5 ywv; s echalten
weeden fonnens: fo find wiv nunmehr audh im Stande, qus
den Differengen von'y von jeder Oednung jene verfchicdenen
Werthe von y ju finden, €3 ift nemlich

i

Py Ry

j* =y T 24y T AAy

pee=y T 30y T 30 AP Ay
YW=7T44y T 6447 T 403y T Ady

2C.
o die SablzCocfficienten twiederum [wie §. 10.] aug der
@ntmtrﬂlxmg ¢ined Binomiums emfplmg_m. &9 mwie das
hee yr5 yivg yut; 2c, 2Berthe von y find, die entftehen, menn
man anftatt x nad und nacd die Werthe xFo; xF2a}
xF30; . fest, fo 1aft fich Der IWerth pon yw, der bhers
vorgebracht tird, wenn manxtne fie x fost, fogleid ans
geben. - 8 ift nemhci) derfelbe:

)  nln—)(n—2)
'*‘—-—“—~/_'§>.3 2,
o .o yt

-i)ternacb laffen fich fcibi't bie Werthe von y angében, wenn
n cine negative Sahl ift. Wird 5 B. x—w fiir x gefet, fo
geht y in diefen Ausdeuck fiber:
=y ey sy e D8y sl
nimmt man aber x—2 fiiv x, fo erhilt man fur die Funfs
tion y:
Yy — 20y + 302y — 4 A3y T 504y — 1

D5 §. 24
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§ 24

Nitn fwolfen toir Parslicd die umgefehrte Methobe bes
¢rachten , toodurch man aus et gegebenen Differeny ehnet
Gunfion diefe Funftion findet.  Da diefes indef viel fchtves
ger ift, und fters felbft den Gebraudd der Analpfis ded Une
v enblidhen nothoendig macht: fo twollen wic nur einige
feidter Falle evwagen. Suvorderft alfo fann' man, toemn
man die Differen; einer Funftion gefunden hat, und nun
tieder diefe Differen gegeben ift, dadurdy, dah man rud:
arts geht, eus diefer Differens die Funftion, tworaus fie
entftanben ift, finden. o ift, wenn man die Funftion fins
den foll, deven Differens ae 1ft; da man weify daf vie Funf:
tion ax 3 b die Differen; a= hat, die Untivort icdht, nem:
lich, dafi die gefuchte Funftion ax 3 b fey. Hier findet man
alfo ciric befiandige Grofe, welde fich in dep Differen; nicht
befand, und toelde alfo von unferer Willfabr abhangt.
MWenn aber die Diffeveny einer Junftion P = Q ift, fo.ift
aucd die Differen; der Funftion P+ A, (too A jede beftans
Dige Grbdfe bedeutet) = Q. IWenn alfo die Differeny Q ges
geben iff, fo 1ft die Funftion, aud twelher fie gefunden wird,
P14, und es hat daher diefelbe Feinen Defrimmten Werth,
va A willtahelidh genommen twerden fanm,

§. 25

Die gefudbte Funftion, deven Difereny qegeben iff,
wollen wir Summe nennen; denn diefer Name ift fehe
fbidlich, theils, weil die Summe der Differen; entgegens
fiebt, theils, toeil die gefuchte Funfion in der That die
Gumme aller vor der Differen; vorhergehenden Werthe ift.
©o wic nemlidh yr=y + Ay, und yr=y ¢ Ayt Ayrift:
fo it auh, (roenn man die Werthe von y riicfiwéres fort
fegt, und denjenigen, der ju dem FWerthe x — w aehort,

durd
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dureh yr 5 fo toie den vorhergehenden dureh Yirs und die
toeiter porhergehenden yiirs yrvs yvs 0. beseichret, und
barauf die ricfwarts fortgehende Reihe mit ihren Diffes

- pengen,

Yvi  Yivs Yams oo Yast Vi) ¥
und
&}'v; &}’lvi &}'111; &Yn; &}'I
formitt,)) y = Ay F yrs und da 3, = Ayt ys und
Yo = Qo t yur . ift, fo ift ferncy

¥yi= &}ri -i A)’II i' &}"III '}' fﬁ\.}’[v '11' &}'v ‘I"' ¥

oder ¢8 ift die Junftion y, deven Differeny Ay ift, die
Summe aller der Werthe, die vor der Differen; Ay vors
Bevgehen, und welde entftehen, wenn man fiir x die pors
bergehenden Werthe x—o; x—20; x—30; 2, fegt.

§. =26.

o wic toir nun die Differen; ju begeithnen das Joi:
chen A gebraucht haben: fo wollen toir uns sut Begeidhnung
Der Summe ded Jeichens = bedienen, it nemlich die Dif-
feveny einer Funftion y = z, fo iftz=Ay; und wenn y
gegeben ift, fo wiffen rir, mwie z gefunden wird, FWenn
aber dic Differeny z gegeben ift, und ihre Summe y gefuns
ven weeden foll, fo wird 'y = =z; und man findet y = =2
eus der Gleidhung z = Ay, indem man den entgegenfies
henden Weg nimmt, IWegen der angefihrten Grinde muf

tant indefi eine beftandige Grdfedazu fegen, fo daf die Glei:
dungz = Ay, wenn umgefehist wicd, y=2z T C gicht,
Da ferner die Grofe ay die Differen; a Ay = az hat, fo
it Zaz=ay, wofern a cine befdndige Gidfe ift. Da alfo
Qe=wiff, foift e =x+C, und Zax = ax Cs und
toeil
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toeil @ eine befrandige GBrdfe ifty) o2 =ax F C; T3 =
#3x F C; und fo ferner,
| §. 28
SMenn toir daher die oben gefundenen Differengen dep
Poteftaten von x umfehren, fo toicd
~ X
2= x; wdalfo =1 = —,
[-Y)
Keener haben twir

5
S(aex T 92) = x2

und dafher

x?' 2
Ex*‘:——E-ﬂﬂ———f—n
2w [ 8 2
Dann ift
Z2(3exx t 3e2x f #3) = x3
pdet
L 3eZxxft 302 x T @321 = x3
folglich
¢ o }:3 &_;:
ZX2 IZ e — QT — =S
¢ 3
ooeL
3 12 :
Tx D E... s ..3:_.. -I- H_}\.
3o o 6
Auf cine abhnliche At ift
x4 & : 3
Z2x3 = — — '-q—-—Ex2 — w2 EX — lc‘J—ZI
4qe 2 4

und fest man datin fiir =x2, Tz und =1 dic dafir gefuns
Deacn Werthe, fo wird

4
$ 03 e o SLT Y WX
. 2 4
Da ferner
4 x5 . o
FRE = — —20TX3 —202FX2 — 93 Tx— —ZI
P )

iff,
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ift, fo findet man, toenn man twieder die beveitd gefunbdenen

Werthe gebraudt,
x4 = i-i — x4 F lax3 — Llaidx
59 3 30
Nuf eine dbnliche Avt Fann man woeiter fortgehen, und dann
finbet man

x6 _
T Tl 5 S
DXy = + Z X5 ‘I'-f-iwxq' 15 #3 x2
und =
b T
Exa:; — £X6 F Faxs — —w3x3 + Sevx;

inbefi wird weiter unten cin feichtever Weg, Ddiefe Yusdricle

iu finden, vorfommen,
%S. 28

Wenn alfo die degebene Diffevend eine ganie tationale
Sunftion von x ift, fo fann man ihre Semme (oder die
Sunftion, wovon ‘fie dic Differen ift) aus diefen Formeln
ohne IMithe finden. Da nemlich die Differeny aus mebreen
Poteftaten von x Heftehen wird, fo fude man die Summe
eines jeden Glieded, und verveinige darauf das Gefundene
3u einem Aggregate.

Erftes @rempe[
Nian foll die Sunlfrion finden, deren @lﬁ'\.rﬂﬁ o
axx b-bxplc it
Man fuche die Summe der eingelnen Glieder nacb den
vorhin gefundenen Formeln. Dadurch findet man

: ax3 axx 4ex
TAXX = e +
3w 2 6
bxx bx
EbX' e T R e e
2a -
2 cCxX
Ec =Qq11000l00l_.
s &

Damn
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Dann vereinige man dicfe Summen, wodurd denn

aw—Db , an’ * _qbwtbe
= a.bf.‘{ b\.* c‘—mﬂ Rl T + ———x1 c
3w 2w 6w

witd, und Died ift vie Funftion, deven Differeny azxfbxteé

Awentes Erempel

Tan foll dte Sunfrion finden, deren Diffevens

4‘~+—”&wa‘=\. + a4 IF.

Berfahut man hier auf cine dhnliche Yet, fo wird

I I I 1
ZX4 = —xF— —%4 P —wx3 — —ax3
Ha 2 3 30
‘N o3
— F2¢2x2 = , , — —%x3} w2x2 — —Xx
3 3
.i. Eﬂ‘z' == & L - 1] - . &FSX
#id Oie gefuchte ggunftm 1& daber
I I I I9
—x5 — —x4— —wx3 ta2x2+ —<w3x+C,
fw 2 3 O

Denn fegt man darin x . fir x und yieht man von Ddent
Dadurdh gefundenen Ausdruck:s jenen Ausdruct ab, fo bleibt
Die gegebene Differens x4 — s w2 x2 + wa abeig.

§. 20

2Wenn man die Summen, die wir fiv die Poteftaten
bont x gefunden haben, mit Aufmerbjambeit betracdbtet, fo
nimmt man groar ta den ecften, gmwepten und, dritten Sliedern
verfelben bald bas Befess toalhr, nady meldhem f:'p fout
fhreiten: allein bey den folgenden Gliedern ift dicfes Gefes
nidht 1o deutlich, dag man daraus vie Summe der ailg;cmcz:
nen Poteftdr xn follte fdhtichen Banen.« Jn by Solge aber
tied betviefen werden, dag

= X3
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"
Zx0 = 2
ﬁr_._lxu-l-_{. n”};n—x ¥ H(H—I)f“—-ﬂﬂs
(nt1je 2 2 ‘2.3 il WG g a2 S
I nn—r)n—2)n—3)(n—a w5
3 xXn-¢

B B s b

3 nl\n_I) L e i A S (n'__6:w7
e — xﬂ_?

10 2.3 T e 809

S -1 .ic. .. (n—8wo

T X0

6 2RI TS 10

691 n(ah—1). ... .. {(n—10)a™

Q- 253 N s ned “12,.13

235 nn—1) . o ..o (R—1270%
ok e
= S F Loy - A dh

¥ D=13

. 3617 n(n—I1)" , \ .\ . (n—14)a%
0. LoELg e e SRl o
4’3367 n(n'—r) LI T R S (n""‘_‘lrj:ﬂd“?
'I' SRR - - . xn=17
42 2 Foigen o w18 o XY
v 2232377 n(n=1) -5 I, (n—18)e™

v xu-19
I10 . T M GP U R URP a1 O b 1 &

xn-l;’

/854518 BN & 7. oL (hcoble’t” <
6 2"3 Le.. o N Sl SR 22.23'—x

IISIS204£§ l:l-lin-“"']_) e S {n_zgfs‘ts
546 ¢ - J S 24;.25
$ 76977927 n(n—1) . ., .., (h—2q)e'

=

xll'-l:{

e
2 2*3......26.27x
__ 23749461029 n(n—1) . . . . . . (n—26 w77
¢ s xn~17
39 P R e Ty
8615841276005 n(n—1) . . ..., (n—28)w'
.i. 2 t ! n~p
462 P e SR T

w6 PG.
Bep
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Bey diefer Progreffion find die Coefficienten, die aus blof
fen Rabhlen beftehen, dad twicdhtigfte; allein dic Att, rofe
man fie findet, fann hier nod) nicht gelehret twerden.

§. 30

Dad aber falt in dic Augen, daf diefer Ausdruck der
Summe, wenn n Feine ganje pofitive Sahl ift, obhne Ende
fortfaufen muf, und daf aisdann die Summe durd) Peine
endiiche Fotm Dargeftellt: roerden FPann. - Uebrigens bes
mecPe man, Ddaf nicht alle Poteftaten von x, die niedriger
find al8 die gegebene xn, porfommen, &3 fehlen nemlid
Dic Glieder xv-2, xn-4, xi=6, xn-8, 3, weil ihre Coeffis
cienten = o find, obgleich der Coefficient des jwepten Glies
Des x» diefem Gefene niche folgt, fondern = — # ift, €3
fonnen alfo die Sumuien der Poteftiten, deren Epponenten
negative oder gebrodbene Sablen find, permittelft dicfes Aus:
veucds im Der gedbnlichen unendlichen Fovm Davgefrellt
toerden, den Fall auggenommen, wenn n'== — 1 ift, teil

]

n
alédenn das Glied iL weil 1 F 1 ==o0 titd, unend
(nti)e

lidh ift. - Sest man 3. B, n = — 2, fo witd

R e R R T
XX #X 2XX 2.3&316 5x5-- 6 7%7

30 7 %7
§' 37.

Wenn alfo die gegebene Differeny iegend eine Poteftat
pon x ift, fo fann man hicvnad) beftandig dic Summe ders
felben




e
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félben angeben, oder die Funbtion, twovon fie eine Differen;
ift, patftellen, ~ 2Wenn aber Die gegebene Differens ¢ine an:
dere Form hat, o daff man fie nidt inPoteftaten von x, alg
in Eheile, gecfallen Pann: fo ift 8 haufig fehr fbroer, und
oft unmdghich, ihre Summe ju finden, €8 fep denn daf man
witite, daf fie aud einer gewiffen Funftion entftanden fep,
Aug dicfer Urfache ift ed febr naslich, von fo viclen Funks
tionen al§ midglich die Diffeventen ju fuchen und fich diefelz
ben ju metfen, um, wenn Finftig eine folde Differeny vor:

fommen follte, die Summe deefelben, oder dic Funftion,

toovaus fie entftanden, fogleid angeben ju Fonnen. - &8 toird
indef Die Welradhtung des linendlichen mehrere Regeln an
die Hand geben, wodubd bie Sefindung det Summen uns
gemein ecleichtert wicd.

§. 35,

Wenn aber die geacbene Diffeven; ang einfadven Fab:
toeen beftelyt - die-in cinet atithimetifcben Progreffion fortges
hen, fo Fann man die gefudyte Summe auf eine leichtere Avt
finden, Solite 1. B, dic Differen; dev Kunftion (x ta)(xt2a)
gefunden werden: fo wihide dicfe Funfrior, wenn man darin
b fliv x fente, in Diefe (k¥2ai(xFk3w0) ubergehen , und
ihre Differen; alfd- 2o (x F20) fepn.  Wird alfo umges
fehrt Die Differen; 2w (x+ 24) gegeben; fo ift ihre Sums
Mme G @) (x + 2w) und davaus

2(xtow) :f (xt o) (xF2a)

Auf eine ahnliche et findet man, tenn bdie Sunftion
xtne)(x+ (ot 1) &) gegeben tft, da Diefelb¢ die Diffes
2o (x t (n ¥ 1)e) hat,
[
ZxT@FDe) = :—;(K T ne) XF@mt1) @)
- Rulers Differens, Rechn, 1,TH, € und
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wnd

Pk Finwe) = ;— (xtF(n—1)e)(xtna),

§
Benn die [unftion qus mehrern Faftoven beftelt, o
Vaf

-
a9

U

y=Fth—1e)(x¥nw) X thti)e)
ift, fo roird, da ol8detin
yvi=(xfne)(xtat)e) xf @t
ift, die Differeny :
Ay =30 G fne) x+nfi)e)
und alfo :
B(xtne’ (xPntne)= %(xi{n-——l)w; (xtne) (xFnf1ie)
P -

Auf eben die Art findet man
Z(xftnw).(xfnf Do) ¥ ni2)eli= i (< F (n—1)w)t
4o

: (xFne)zx kit He)(xfntz o)
Hind_ biecaus fallt die Nege!l jur Erfindung der Summer,
toenn bie Diffeven aus mehern Faftoren von diefer Art bes
ftebe, von felbft in die Hugen. “Ob nun gleich diefe Differens
den gange: vationale Funfrionen {ind, fo toerden dod ihre
Suntinen auf dem rent befcheiebenen MWege leichter ald nad
Der vorhérgehenden Wethode ‘gefundef,

§ 4.

Diecdure ift nun auch der Meg v Grfindurig der Sums
men ver gebrodbeiien Differenzen gebahhit, Denm ift Ve
Brud

e I
Xt w

gege
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gegeben, fo tird, weil
yr =3

 §
Xfthine
ift, die Differeny

& A I I o —_—
LT k@i Atne . Gine) GEGIe
und folglidy -
= 8 — e _E. .._.I_._
(xtnw) & Fwin)e) o xtne

€8 fen ferner
G I
Etne)(xt 4 »)

¥
fo wicd, weil

I
1 =— . -
y Gttt e) xtnt2)e)
ift, die Differeny St '

— DN

(xtne) (kb t1)e) (xF @ 2) HS

LAy

und folglich
5 1
Grona) GF 1) e (x+nF2)e)
—1 I
20 (xtne) Gfmtl) W)
Auf eine ahnliche et ift Ferner
z : s
ETo) Gtfe) tmio)e) GFmeE)e)
oo | |

3w .kx‘f'Ilw}(xj-(n‘i‘l)w)(xf(nfzgu)’

| § 35
Diefenet die’Summe ju finden ife destwegen wohl i
meeten, weil man dic Sumimen von dergleichen Differens
Sa - en
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aent auf dem vorhin befdricbenen Wege nicht erhalt.  Hat

aber die Differeny auferdem auch einen Jahler, oder frehen
die Faftoven ded Jlenners nicht in elmer avithmetifchen
Proguefiion, fo ift der fidherfre Ieg vic Summen 3 ets
forfhen der, Daf man die gegebene Diffeveny in ibhre eins
fachen Briche aufldfer.  Denn ob man gleich nicht jeden
fiie fich fummiren £ann, fo fann man doch, roenn man ims
mer jtoep und jweyp mit einander verbindet, die Summe fo
ofte finden, al8 folched midvglich ijt. €8 fommi dabey nemlid
e davauf an, ob main dic Summe veriittelft diefer Formel

. e SR e S5y
2

R ram — 1 ——

(xfafDae) xtne XTne
ai finden im Stande ifr.  Denn it man gleich von diefen
bepden Summnien Feine fur-fich ju finden im Stande, fo fann
san doch thre Diffevens angeben, o
§.. 36.

Sn diefen Fallen Fommi é8 alfo voraualich auf die Aufs
{ofung -eined jeden Bruchd i feine einfadhen Briidbe an,
fooju in e @inleitunq i bie Ynalpfis ded Unenbdlichen eine
ausfitheliche Ynweifung gegeben tworden ift. Fest rodlien

wic an einigen Bepipiclen jeigen, toie man vermittelft dews
felben Die Summen findet,

Erftes Erempel.
ian foll dic Sumnie finden, deren Differens
R D& .
+ it

X(xT®Xtow

Man e diefe Difevens in ihre einfachen Bediche aufs
twelche find

I I_i_l 1 1
POREES a‘tx'fu_:';{_'i“’—:“;.
L $
L ma
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Da nunt nach der vochergehenden Formel

I I
T e e D
xftne xT @ De xfnwe
ift, fo wird ;
T i § I
2= = —
X XT e X
E8 ift daher die gefuchte Summe
| I I I 2 1 2 T
Bl R e e W P e
& X ) }{"f‘a Y x'f':u ~ - E g J(Tm
2 s I I
F xi‘g.ﬂ ﬁ)‘('
Da aber
I i | I
3 m—— == : wn
xtw xt2e xtw
-ift, fo toicd die gefuchte Summe
2 e S
WX df(x‘lfﬂjl‘—— f-‘!x\(xl'f' @)

Qmwentes ESrempel
Nan {oll dic Summe finden, deven Diffevens

el .
* (XT3 ‘ﬁ"-
: . :
Sefit man diefe Diffevens =z foiftz= — — ;%_3.;,
und folglich
= s I -_I_ i 1:
S s TP T s T Y R
: I I I I
s htie . Bte
1 I I
e x']‘w_x'{'ea{
€3 b
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und died ift die gefudbte Summe. So oft fich alfo auf
diefe Art die fummirenden Jeichen = endlidh einander auf:
beben, fo oft laffen fich die Summen der gegebenen Diffes
tengen finden; wenn aber diefe BLernichtung nidht erhalten
goerden Fann, fo ift Died ein Seichen, daf man die Summe
it 3u finden im Stande ift,

el



Sweyted Capitel

Bon dem Nuben der Differenzen in ber fehre vor
den. Mehen,

§.. 37

@aﬁ bie Natur der Reihen durd) die Differensen am veuks. |
lichften vor Augen gelegt werden Fonne, ift felbft aus den-
erfien Anfargs: Grinden befannt,  Dic vornehmite Cigens ¢
fivaft der acithmetifhen Progreffion, mwelde unter allen. .
Reihen puceft betradbtet ju wecden pflegt, ift die, daf ihre-
etften Diffevengen einander gleich, und folglich die jwenten. .
Differengen, fo wie audh alle tibrigen Nullen find.  Dann
qicht e8 Neiben, deren ptoente Differenzen erft einander gleich
foerden, und die man defroegen fehr bequem mit dem Nas
men dev Reiben der sweyten Ordnung belegt, fo tvie man,
die avithmetifchen Reihen Reiben der evften Oranung nennt,
Reiben der dritten: Orovung find demnady folcbe, Dderen.
dritte Differengen beftandig find, und ju der: viceten. und
ven folgenden Grdonungen rechnet nian diejenigen, Ddie erft
dic vierte oder eine von den. folgenden Differengen beftans.
dig Haben.

6. 28
Sn diefer, Gintheilung find unendlich viele Hrten von.
Reihen begriffen, und gleichwoll gehdren nicht alle rtens
ver Meiben darunter, €8 giebt nemlich unendlich viel Reia
€ 4 hen,

P R
" s o alid oy




g0 . Grfter Theil,  Jwentes Capitel.

hen, ben denen man, oenn man die Differengen auffudt,
nie auf beftandige Diffcrengen fommt.  Hi ¢her aehdren aufs
fer un:abligen a ﬁf'n die geometrifchen Proaveffionen, die
nie Deftandige Differenjen geben, mwie man an folgendem
Bepfoiele fehen Lann:
Lo 4,8 10, .82, 614 128000
L; 2 - B 1O 32, 636,
Ty 2,0 ) 8y 10,2378

Denn da die RNeihen der Diffevengen jeder Ordnung der ges
gebenen Nethe gleich meeden, fo lafit fich gar Feine Gleidhs
Beit der Diffevengen gedenfen.  MWlan muf Daher mebhrere
Glaffen von Neihen annelimen, und ¢ine daven enth &{* Die
Reiben, die endlidy auf befrandige Differenten reducivt rers
den, ald Gattungen unter fich.  Diefe Glaffe nun ift- die,
teldhe wic in dem gegenmariigen Capitel genaucr untevfug
chen wollen, |

§ 39

@3 werben aber aue Cefennung der Natur der NReibhen
“potyiiglich swen Stitcke evfordert, das allgemeine Glied und
vie GSumnie oder dag fummirende Glied. Das gupmwine
Glicd ift ein unbeftimmece Ausdruc, toelcher jedes FHlied
der Mahe unterfich beareift, und folglich eine fold,ﬁe Sunfs
tion Der vevanderlichen Grdfie x, daf man daraus, tent
man x = g febt; das evfte Glied der Neilye, tvenn man
x == 2 fefit, Das jwente Blied der Neibe, wenn man x =3
fest, Dag britte Glied dec Reihe, wenn man x = 4 febt,
Dag viete Gilied der Reihe . {, w. erhdlt. Kennt man alld
bas allgemeine Glied, fo Pann man jedes Glicd der Reibe
i{rﬁorn, one dabep anfdas Gefesy, nadh weldhem die Glits
ber dev Reibe auf cinandet folgen, ju fehen. Segt man
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L5

™ T

L5

w ww .
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BVon bem Nuben der Differengen 0.« 4i

3 B. x = 1000, fo findet man fogleich Das taufendfte Glicd.
©o ift pon Diefer Reihe
1, 6,- 15, 28, 45, 66, 91, %120, 1

das alfgemeine Glied == 2xx —x x, Denn fost man darin
x =1, fo erhalt man davaus das erftc Glicd 1} fernt man
x=2, fo befommt man dag jwepte Glied 6; fet man
x =3, fo gelangt man ju dem dritten Gliede 15; u. . f.
$Hieraus erhellet, Daf dasd hundertfte Glicd diefer NReihe, wo

‘man alfo x=100 ﬂﬂ)mﬂﬂ II}UQ 5==2,10000— 100 = 19900

fepn werde.

§: 40,

Anseiger oder Eyponenten heifen bey jeder Reifhe die
Sahlen, welche anjeigen, das wievielfte Glied ein jedes Glicd
in ber Ordnung ift. ~ So ift der Unjeiger Ded erfien Glies
bed 1, Des gtoepten 2, Des driften 3, . 1. f. Daber pflegt
man die Angeiger iber die eingelnen Glicder der Reihe ju
freiben, toie hicr .

Anseiger,
I, 2, 3 4 5 6 7.8 9 it

Glieder,
O W o o g e D e v i 1

So fieht man gleich, dal G dag fiebente Gilied Der Neife
ift, toeil e8 den Angeigec 7 hat. Hiernad ift dad dllgemeiz
ne Glied nichts anders alg dasjenige GBlied der Rethe, defz
fen Angeiger oder Cpponent die unbeftimmie Sahl x it
Suvdederft wollen wit nun jeigen, wie man von jeder Reihe,
deren erfte oder Atvegte'obcférgaﬁb toefche ton Den folgenderr
Differengen beftandig find, bdas allgemeine Glied finden
fonne; und dann gut Crforfchung det Summe fortgefhen.

s’ §.41.
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\T‘ A%

[4-8 o'
¥

oBir toollen bon der ciften Ordnung anfangen, mwelde
tie arithmetifchen Drogreffionen enthalt, deren erfie Diffes
vengen Deftandig find. @8 fen alfo a Dad erfte Glicd des
Neihe, und b dag erfte Glicd der Reihe der Differenzen,
toelchem alle: folgende Glicder gleich find. . Hietnady wird
die Neife alfo befhaffen fepn
Anjeigen,
n 2 37 4y 5 6, 16,
@lieder,
8 atb, atab, af3b, atab aish w

T

Differensen,
b, b, b, b, b, 1c.

Man ficht hier bepm erften Anblicke, daf das f-ﬂ‘-lieb; Deffen
Angpeiger =x ift, a ¥ (x—1) b, und alfo dag allgemeine
Slied = bx T a — b fepn wird; und ed ift da f} ¢ Das allz
gemeine Slied aus den erften Gliedern theild der Reihe
felbft, theild der Reihe der Diffevensen gufammengefest.
Sennt man aber dag wente Glicd der Reihe a & b= af
fet, fo wied, weil algdenn b = a® — a ift, dad allgemeine
Blied = (a'—a) xf2a —al=al (x—1) — a (x—2)
Kenntman daher.bas erfre und vepte Glicd einer atithme:
tifhert Progrefiion, {o Fann man davaus das allgemeing
Glied formiven.

-

Y. 42,

@8 fen nunmehy dag exfie Glicd det HReifhe der goenten
Drdnung = a ; das erfte Glied der Retbhe h‘cr erften Dnffes
genjen = b, und Das evfte Glied der Reihe der Aoepten
Differenzen =c., Bey diefen Un nnahmen. wicd die NReihe
nebit ihren ’f*:ﬁem‘ en fo!genbe Geftalt haben:

Anseiz
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Anszeiger, :
52y 3 4 5, 6, i,
@lieder,
a; ath; afebte; at3bise; atgbibe; atsbiroc: i
efte Differensen, '
b; bt .,b"f“; bigue b fsfe) %,

Sweyte Diffevensen,

c) ¢ (e 0236
Diee lehrt der Anblick, daf das Glicd, welches den Angeiger
hat, =aF(x—1b ¥ (_:l.l_(iﬁ.__)c ift, und bdiefes

ift a8 allgemeine Glicd der gegebenen Neibe. Seit man
aber Dag zmwepte Glied diefer Neihe = a¥, und das dritte
= a1 fo wird, (weil b =2a*—a; und ¢ = a™ — 13! ta
ift, wie qus der Natur der Diffevenen [§. 1o.] erhellet,)
Dag aﬂgemeine Slied:

—1)(x—

at x=+=1)(a’—a) ¥ -—————;-—» (a¥t—2af } a)

. und diefes lafit fih auf diefe Form

al (x—1) (x—2) 28 (x—1)(x—3) , a(xz—2)(x—3)
I 2 e B T T

oder quf diefe 3
gl nat 2 ‘
=) (x—8) — o E=DE—3) F—(x—2)(x=3)

ober endlich auf diefe bringen

alt 24t

5(::—-1)(:{-*2)@—43)

X—2_" X'=x
und e wird alfo bas a[ig__em.cmc C»ﬁg_zeb aus brct;en uisebcm
Yo Reibe befrimmt,

§ 43
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§. 41
@8 fey a, a’, a“. al't arv e, eine Meibe der driften
Ordnung 3 ibre crfien Diffevengen, b, bY, b, B . ihre
awepten  Differenzen ¢, cf, ¢y eME, ¢ und ihre vievten
~1ﬁeren52n d, d, d, 1, toeil diefe beftandig find,
dnzeiger,
I, 2 3 4. 51 6; p[ %
Glieder,
a, af" al, aﬂ._-'.’ a!v’ av, i
Epfte Differensen,
b, by, bt, bur, kv, “1c,
Sweyte Diffecensen,

¢ ck, cit, clL. Jr,
Deitte Differensen,
dy d, 8, 90

Daat=—atb;at=4af2bhtc; a =at3b¥3ctd;
avv =a ¥ 4b +6cF 4d; 2 ift: fo it das allgemeine
Glied, oder dasienige, deffen Ynjeiger x ift
piistieeint. ; ettt
1 s ST
und auf diefe Utk wird das allgemeine Glied aus den Differ
vengen formirt, Da abey
b=a'—a; c==all—oalfa; d=—altt—3at}3al—2
ift: fo echalt man durch die Subititution diefer Werthe fue
das allgemeine Glicd ben Ausdouck
e S RS B G e )
1.5ty : G TER |
} 32, (x”‘)fx—;\(x—:}] ey (x—2) (x—3) (x—4)
- e e e S SN
toelcher aud) auf folgende Form veducict werden Fanp s
p:t‘: X—2 X—3X—4)ralll 331t 33! a
I By g M g gk e~
§. 44
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Ve 44
®s feyen endlidy allgemein fie die Reifen aller Ord-
nungen
Oie Aniseigee

I -2 3, 4, 51 6) 1.
Oie Blieder
a, ai; aII’ a]ll, a!'u'" a‘\" 0,

Dic erften Differensen
b‘ bx' bn, E;_'tn’ bh’,. iC.

Dic sweyten Differensen

6; » ¢, cHL M,

dic Dritten Differensen
db s ldghe e it e

Di¢ vierten Diffecensen

€ ey Ui
. Oie finften Differensen
£ 296

fo toird dag allgénicine Glicd ausd dent erftent Gliche det
Reifhe, und aus den evften Gliedern der Reihen der Diffes
genzen b, c, d, e f’ i auf diefe vt audgedructt
I)b 'I‘ 'I)()c —2) T(x«—l)(x-:z‘?(xfg)&
g L 823
5 (x—i) (x—2)(x—3) (X—4) ik it
L e g .
bis man auf beftandige Differensen fommi. = Wenn ian
alfo nie auf beftandige Diffecenien Fommt, o ift diefes ein
Rennjeichen, daf vas allgemeine Glied nicht anderd ald

burc@ einen unendlichen Yusdrud Davgefiellt wecden Fann.

§4§
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9. 45.
Da die Diffevenzen aus den Glicdern der gegebenen

Reihe formict tweeden, o echalt man, wenn man die Wer:

the derfelben fubftituict, dad allgemeine Glied aquf eine folde

ot ausgedructt, ald wir ed bep ben Neihen der erfien,

steptent und ditten Oednung gehabt haben. G ift neml

Das alfgemeine Glied fir die Reihen der vicrten Ordnung

(x—1) (x—2) (x— Dk —4) (x— 5)

e MR T

L 4alt  6al 4al a
Y 3 R G e R R T o S Ve
\x—5 X—4 X—3 X—=o oy

und Hiecaus laft fich das Sefes, nach oelchem die allgemei:
nen Glieder der Rethen der folgenden Ocdnungen jufams
mengefent werden mifen, feidt abnehmen. 8 erbellet
abet hievaud, daf das allaemeine Glied fiir jede Ordnung
eine gange vationale Funftion von x ift, worin die hddfe
Dimenfion von x mit dev Ordning, 34 welder die Neibe
gefidet, tbereinftimmt.  Go ift das allgemeine Glied ciner
Rethe der evfien Ordnung eine Funftion vom erften Grade
Dag allgemeine Glied einer Reilye der septen Dednung eine
Sunttion vom gwepten Grade und fo ferner:

§. 45
Die Differensen aber entfpringen, tie wir vothin gez
tehen haben, aus dén Glicdern deg Reihe auf die Ak, da
: i') — az —_—a

bi _—: ﬁII — 3

1
b= gqut =
i,
T = a4l — o3 dg
fY = oIf
€1 = gl . sl -EL a;
Ll e
R == gV — 2a1  gut

de=y
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d- = alft—gai daar Ty

P ) § s 3&1“ «I. FE v gt

it == gv o Jatv .i. Jallt o gm
; .

ift. ~Da alfo in den Reifen de evften Otdnung alle Werthe
pon c == o jind, fo ift :

a‘l'{:EaI___a; a;ll::\'all'_.al; azv_'_'..ﬂ?‘nl—"'ﬁxl;:f.
tooraus erhellet, daf diefe RNeihen aud au den’ wiederPely:

renden Reilyen gehdren, deten Beiehunas - Scale 2, — | it
Da ferner in den Reifen der groepten Ordnung alle FWers
the von d = o find, fo iff
A= 3at — 3at } aj avv = gaur — 3au 4 CEEs

und ¢8 find daher audh diefe Reihen toiederFehrende Reifen,
beren Begiehungs : Seale 3, — 3, Trift. Auf eine ahn:
lihe Art erbellet, daf afle Reiben dicfer Clafie, fie mdgen
g ewner Ordriung gehdren, ju welder fie wollen, jugleich
wiederfehrende Reibhen find, und stwatr auf die Art, daf ifhre
Bejichungs: Seale aug den Coefficienten der Poteftat des
Binomiums befieht, welche um einen Grad boher ift, al8
die Ordnung, 3u weldyet die Reibe gelbut,

S o4
Da aber fiir die Reiben der etfren Ordnung auch alle
Werthe von d und e, fo toie auch aller folgenden Differen:

fen = o find, o ift auch in diefen Reihen

at't =='3a% — 3q1 4 3
daV =— 33t — 3 att .i- ah
0.
und
alv == gatt — 6ar § gar —'n
4y = 4a'v — Gamt ai- 43" — at
T %

.




48 Grfter Theil,  Jmentes Capitel,

®3 gehdren daher audy in diefer Rirckficht diefe Neihen 3u
e wicberfehrenden, und smar auf unenblich) viele Acten,
da die Beriehungs - Scale

3,—3, 115 46 14=—155—10T10, —5, T1;

3C.

feon Fann.  Auf eine ahnliche Art Hbersenat man fid, baf
cine jede Reipe dee Claffe, mit deven Wnterfuchung toir ung
jest oe‘i-ba'f m,an auf unsablige Acten eine imc‘cerfei;rcnbc

Neibe ift; indem die Vegiehungs ®cale
n i *]-—1) n{ ai——l) fi—ﬂ,J n n=ijn—2)n—3)
e TR e - s
i 1.2 Toi2ig RN e Hd
.30

i
ift, e nue n eine gange und cine grofeve Sabl bebeutet,
als dicienige, welche die Ordnung per Neibeaneigt. &4 Fann

daher diefe RNeihe aud) aug der Entwidelung eined Brudp
cebalten werden,. befien Jlenney l'[-w;,-g'.“ 1*—"r, wie it fols

{b ":'; l."} :\Et@ LII fl“l{q ll] b \‘ ﬂh}}ra (h e u!.'f_{"el bu
der Bed nmn...}, Der mwiedecfehrenden uf}m austubriid
gesciat Haben.

§‘ 484-

©o toie toir gefehen haben, daf die allgemeinen Glies

der aller Rethen diefer Gloffe gange rationale Funftionen
pof x findz fo 1agt fich aud umgefehrt jeigen, daf alle Rels
hen, deten allgemeine Glieder devgleichen Funlrionen von X
find, it diefer Clafie gehdren, und endlich auf befrandige
Diffecensen gebtadt werden, St Dag aliaemeine Glied ein¢
Sunftion vom ecften Grade; ax +b fo hat die daraus enl
fpeingende Reibe, well fie eine Reibe der evfien Orduund
oder eine avithmetifche onqwﬁwn 1ft, Ddie exiten Differcns
gen beftdndig. it hingegen bas allgemeine Biied eine Zunfs
tion vom jwepten Grade, axx + bx F ¢} fo gehort die
Reihe;

o I T B B e

| = S o~

oF D o

)
D
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Reibe, die daraus entfpringt, twenn man darin nach und
nady Die Zablen 1, 2 35 4, 3 fle x fest, ju den Neibhen
der jroenten Ordnung), deren jwente-Diffevensen beftandia
find. Auf eine abnliche At giebt dag allasmeine Glied vom
beitten Grade ax3 +bx2 ¢ cx  d etne Reihe Der dritten
Ordnung und o fernet.

§. 49,

Man Fanp nemlich aus dem allaemeinen Gliche nict
blof alfe Glieder der Reibe felbft, fonbdern audh die Rerhen
der Differengen, dee erjten forvoh! ald der folaenden finden,
Denn fo wie man dag erfte Blied der eibhe der Differenzen
erhalt, toenn man das ecfre Glicd dev Reihe von dem wepz
ten abjieht, und Das jwente, twenn man dag jwepte Glied
der Reihe von dem dritten fubtrabict: fo findet man aucdh das
Glicd in der Rerhe der Differengern, deffen Angeiger x 1ft, menn
man das Glted der Reihe, elhes den ngeiger x Hat, von
dem folgenden , deffen Unjeiger x + 1 ift, abjieht. IWenit
man alfo in dem allgemeiner Glicde x + 1 anfratt x fegt,
umd das allgemeine Glicd von diefern Werthe fubtrahict: fo
bleibt das aligemeinie Glied der Rethe der Differengen tbrig.
3t Daher X dag allgemeine Glicd der Reibe, fo ift feine
Diffevens AX welde man auf die im vorhergehenden Sas
pitel befchriebene Art findet, tvenn man o = 1 feat,) das
allgemeine Glied der Reibhe ver erfren Diffecensen s und auf
tine ahnliche At wird AAX das allgemeine Glicd dee
Reihe dep gwenten Differensen, A3X dagd affgerncine ®lied
der Reibe dey Dritten Differengen, und fo weiter.

§.  s0.

Wenn aber das allgemeine Glied X eine ganje vationale »
Sunftion von x ift,- fo Daf davin die Aohifte Poteftat von x :
den Ggponenten n hat: fo ift nach dem vorhergehenden Eaz
 Rulers Diffevens, Rechn, 1. Th, D pitet
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pitel bie Diffeven: A X eine Funftion pon einem Ui 1 Nies
deigern Grade, oder vom Grade n— 1. Feener it AAX
¢ine Funttion vom Grade n— 25 A3 X eine Funftion vom
Graden—3; u. f. f. . IWenn dalher X eine Funftion vom
evfien Grade, wicax b ift: fo it feine Differeny A X eine
beftandige Grdfie =b; und da diefelbe Dasd allgemeine Slicd
der Reihe der erften Diffevenzen ift, fo erhellet, dah die
Reihe, deven allgemeines Glied X eine Funftion vom evften
Grade ijt, u ben avithmetijchen Rethen ober guc evfien
Hednung gehott.  Auf eim: ahnliche Act gehort dre Neilye,
deren :;fjwmmef Glied X eine Funfrion von jwenten Seabe
ift, weil AAX eine beftandige Gedfe wird, und alfo die
swepten Differenzen beftondig find, ju den Jeihen det
sioepten Ordnung; und uberhaupt jede Neihe , die aus
einem aflgemeinen Sliede X entfpringt, ju der Ocdnung,
veren Gprponent dem Podften Crponenten des allaemeinen

=,

Gliedes gleid it
v Ve 81,
ug diefern Seunde hca{}-;;n Die Jethen der 5“““%&*55
ver natuclichen Sablen befandige Differenzen, wie qus o
gender Tabelle echeller,

Cefie Poceftaten

I, 2, 3 G 51 i:f 4 g W
A, B S e ]
Lefie Diffevenzen,
'1’; I} l’a I; I; Ip . -!.i' :""

Sweyte Poteftaten,
I, % 9 161 25, 35.' 49, "Jﬁ-*.r e
Lrefte Differensen,
3 5 r 0 ol ARy TR A6
dweyte Diffevensen,

-y [ ]
" v f ah - _2? 1:." ~ 359

i - y
Dritte

= =F . = e

fm

i

i
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Deitte Porefrdten

L, 8 27, 64, ‘125 216 343,- 512, 16,
efte Differensen.,

Th T BT 9T, 127, 160, 3¢,
dweyte Differensen,

12, 18, ~ 94 = 30, 36, 42, 16
Dritte Differenzen,

65565 6, 6, .

Lierte Poteftaten,
1, 16, 81, 256, 625, ‘1296, 2401, 4096, 1t
rfie Differensetn,
15, 65, 175, 369, 671, 1105, 1695, 1.
dweyte Differensen,
50, 116, 194, 302, 434, 590, it
| Dritte Differenszen,
6oy 84, 108, 132, 158, 1

Vicere Differensen,
24, 24, 24 B4, 36
Bas twir alfo in dem vorhergefenden Capitel von der Epe
findung dex Differengen einer jeden Ovdnung gefagt haben,
bag Dient Bier jur Crfindung der allgemeinen Glieder fix
alle Differenzen, die aud den Rethen entfpringen.

§o 52,
- TWenn das allgenteine Glied irgend einer Reifye befannt
1, fo Pann man veemittelft deffelben nicht blof alle Blieder
Viefer Reibe finden, fondern auch die Feibe vicfroavts forts
Itken, und die Glieder, deven Epponenten nesative Sablen

iwd, darftellen, fndem man fir x negatioe Sahlen fent,  Sft

@ 2 ﬁ'm.‘
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: . xx ¥ 3x .
2. B. dag alfgemeine Glied et fo echalt man, wenn

man fiit x forwoll die negativen alg die pofitiven AUnjeiger
fetit, folgende Reihe:
Anseiger,
% —5, =4 =3 —2,—1L, O 112, 3 &4 5 6, 1.
Reibe,

£ TS T2, 0, —I, —I, 0,3, 5, 9,14, 20,27,

Erfte Diffecensen,

3y w=2,=1; O 1,20 34 5 6, 7, %
Sweyte Diffevenzen,
SIS Ve PRI R R TS G e R [

"Da alfo das -allgemeine Glied ‘aus den Differesgen formirt
wicd, fo fann auch jeie Reihe aus den Differengen tid
wacts fortgefest merlen; und wenn die Differengen endlid
beftandige Grdfien werden, fo fann folches in befrimmten
Gliedeen, ift dicfed aber nicht, durdh uneéndliche Ausdrude |
gefdehens  Ja‘man fann aué Vem allgemeinen Sliede felbf
“Die Blieder finden, deven Anjeiger gebrochene "5{1&)1311 find, |
“toorin Die Interpolation Det Reifen befteht. '

3. 53

Nach dicfen Betracbtungenfiber das allgemeine Glied ter
Reihen wollen wie jur Unterfuchung der Summe oder Db
fummiceniden Gliedes der Reihen aller Ordnungen fortges
hen. &8 ift aber das fummirende Glicd einer Reibe, eine
Guntrion von =, welde der Summe fo vieler Slicder gleid
ift, al8 die Zahl = Cinbeiten enthalt. - Demnach bejteht bie
Jatur des fummivenden Giiedes darin, daf man daraué
toenin man x =1 feit, Das erfre-Glied deu Reibye, went
man x == 2 fegt, dic Summe der bepden epften Glieder Dk
I Rethe,
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Reifje, toenn man x = 3 fesit, die Summe der drey erfien
Glieder der Reibe u. f. f. erhalt. UWenn man daher aus
Der aegebenen Reibe auf die Mct eine neue Reibe formivt;
Dafi Dad ecfte Glied von diefer dem erfien Gliede von jener,
bas jwepte Giied von diefer der Summe der bepden erften
®lieder von jencr, das dritte Glied von diefer der Summe
dee drep erften Glieder von jener aleich ift, u. f f.: fo wird
diefe neue Rethe die fummirende Neibe von jener genannt,
und das allgemeine Glied diefer fummirenden Reihe ift das
fummirende Glied Dder gegebenen Reihe, E$ fomme alfo
bep Der Grfindung bes fummirenden Sliedes auf die Crfinz.
dung eines allgemeinen Gliedes an,

§ 54
G8 fen alfo die Reibe
a,' aly Al gl g av. 1T,
gegeben, und die fummicende Reibe decfelben fep
A, AN AW, AN Ay AV g6 G
Usdenn ift nach Dder eben ecflavten Befbaffenheit diefec.
Reihe '

A-=2a

ATF ='a 4= gt
A“:a-{-a"l'a”
A”‘:a']"a 1.31:1-3:11
A'V:—‘a-}'a ..l.an.l.aux-i-aw

T
Solglich find die Differensen der fummirenden Reibe
Al—Az=al; AU Al—gN, ANI__ AXi—anls y,

und alfo die gegebene Reihe, nachdem man das erfte Glied
Dason twegaenommen Hat, die Neihe der erften Differensen
ber fummicenden Reihe, Sest man daher der fummtrenf
den Reihe das Glicd = o vor, fo Daf man

D3 o
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0SBy hs Al ;*,1_!1, AL A 3.
ethalt; fo ift Die Reihe der exfren Differensen vou dicfor Reihe
®ie aegebene NReibe

a’ af" ELH, aIIt..P all—” 3.\"’ 1C,

_—

f'i‘;abﬂf.

f\ rr
€3 find baf}eu bie erften Differengen der enen
Seihe die 3wenten D ﬁ’:rcn;;n ter fiimmirenden Nteilic, “bip

stoepten D Ff rengen Dev geg
renjen der fummivenden Reih
gegebenen Neifie die vierten DifFerenren oo
Rethe u £ §.  Wenn dalier dic gegebene Neifie crvlid
ftancige Diffecenzen hat, fo wird die fummire;

ebenfallé Devgleichen Haben, und alfo c?nv

dee AUct, aber um eine Orbrung Hiher feps.

e Reiben Fann daher anch basd fumivende @
1 Y ‘. ‘. N‘t SaTal £:
durch einen endliden Nusdrud dava gefiellt

Das allgemeine Glied der Nethe

0, Ar AI, ﬂ”, 3‘.‘1:1:‘_ ﬁw; A", Xy
pber dasdjeniae , deffen Angerger x ift, qicht die Sune
me von x — 1 Giicdeen der MNethe a, al, aif, g8 - g
und mwenn man- darin %1 fiir x fe Bt 10 befomm
Summe von x Slicdern, und der gefundene Uyshrudk ift das
hee das fummirende Glied,

§ 56
@8 fep alfo von der geachenen Reihe
4, 4ai, ali’ a“l-, arv, av, . a¥n i
ote Reibe der eeften Differenzen
b} b!, bll‘ b!I‘F va bY, -b¥!, 3¢
die Reibe der 3weyten Diffevensen
€ ¢l g eI, GV LY OV N
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die Reibe der Ovitten Differensen
d, <, “d%, -d™, @V, dy, dvoge
snd fo ferner, 06i8 man auf beftandige Differenzen Fommt.
Dann formire man ie fummirende NRethe, toelde fich, da
fie bag Glied o anftatt ded erften Glieded hat, mir ihren
Differengen auf folgende Art verhalten toirds
“Anszeiger,
I, 2, 35 & Sk 6, 7= 36,
Summirende Reibe,
p, A, AN AW, AUL- Ay, AV 3
Gegebene Keibe
- a, g’ alf aiv, - gv. awy y,
Etfte Diffeeensen,
§, b, bu, bur Liv, by, hvr gg,
dweyte Differesen,
€, Y el e W eV e
Deitte Differensen,
g, &, au, dm, dw, gy, dv, g
Diefes voraugdgefhict, fo ift dad allgemeine Blicd der firm:
micenden Neifye, oder dasienige Glied, defien Unseiger x ift,
] 1)(:{ 2) KXo T){ =2} {305
TR 3)3'1'( b“r( ) 3)

e
und Daffelbe giebt aug!mi) die @umme pon x— 1 Gliedern
dev gegebenen Reihe, 2, af, a¥¥%, alr, aw, g,

I
- .

| §. 57
Wenn man alfo in diefer Summe x F 1 fiie x feht, fo
Befomme man das fummivende Glied dev gegebenen Reibe,

Weldhes die Summe von x Gliedern in fich begueift,

D 4 —a




56 @rfter Thell.  Qmentes Capitel.

X x—1 KR 2) S a1 —2 Y1)
—xat DL EEUGTD i
X S g vy

i 236
Wenn man daher den Budbftaben b, ¢, d, e, die ifnen Hep:
gelegten Werthe [aht, fo hat

o 1T a1V nV
a, a4, au.r S 1 4 av, .

- b} I AF e
g WXK— I X>—2) . AX— X —2)X—12)
a T (x—1)b i nse e e S S L oo e Sl B
: L2 Loninloniiwg

(x—1) (x—2) (%

o e
——e | 1,

B e e

upnd 9as fummivende Glied
b1

%(xe—1). . xx— x—2) ; Xlx—1 (x—2)(x—13)
xa'Il ) b e S ——— c ‘I'.' e e . e e e e ot T g .{3
I 2 Eon 4 e Dy s
+ 3T

Hat man olfo_auf die befdriebene Art von ciner Neibe irs
gend einer Ordnung das allgeneine Glied gefunden, fo Lot
ficdh daraus vas fummicende Glied mir feichter S ufye ableiz
ten, indem daffelbe aug eben den Differengen befteht,

§ 58

Diiefe Ave, das fummivende Gficd ausd den Differens

gen der Reibe v finden, ik vorstalich ben den Nethen
draudbbar, twobep man- endlich s beftandigen Differenien
gelangt s benn in den brigen Sallen 1ot fich fein endlicher
Ausdeuct finden.  Wenn man aber vas, twas twir von dee
RNatur deé fummirenden Gliedes gefagt haben, genauer er?
wagt, fo bietet fith ein anderer AWeg dar, das fummirende
Glied unmittelbar avé dem allgemeinen Glicde yu crhalten,
Der fich viel weiter erferectt, und in picten Sallen ju entlic

chen
e
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dhen Ausdeicfen fihrt, o man auf dem vorhergehenden
9Wege ju unendlicgen gelangt, €8 fey nemlich dic allge-
meine Reihe

-

or -y Cad) e

gegeben, und das allgemeine Glied decfelben, ober Dadjenige,
veffen Angeiger x ijt, fep =X, das fummirende Glied Hins
gegen ==S.  Da alfo S die Summe fo vicler Glieder vom
Anfang an Dedeutet, al8 x Einleiten hat, fo witd die Sum:
me von x— 1 Gliedern =S — X, und alfo X die Differen;
ded Ausdrucfs S — X, toeil ¢8 librig bleibt, wenn man den
Ausdruct S — X von dem folgenden S abjieht.

§. - 59.

Da alfe X = A (5 — X), auf die Yrt genommen, ift,
foie it in dem vorhergehenden Capitel aejeigt Haben; blof
mit dem Unterfbicde, daf die dott vorfommende Deftandige
Ordfe w hier =1 fen ; o ift, wenn it ricfodrts die Sum:
me nehmen;, TX =15 — X, und alfo das gefuchte fummi-

~ tende Blicd

S=3:X+ X +C

@8 muf folafich die Summe der Funftion X auf die vorhin
erflacte AYrt gefucht, und ju derfelben das allgemeine Glied
X addirt rerden, wo denn das Nggregat das fummirende
@lied giebt. * Da aber die ju nelnienden Summen eine bes
ftandige Grdfic in fich fblieen, fo muff man diefelbe nach
vem gegenmwartigen Falle eincichten. Gs ift aber offenbar,
20§ die Summe, fo oft man x ="o fegt, in weldem Falle
alfo gor Feine Glicder ju fummiren find, allezeit auch felbft
=o mwerden mufl, und man muf daher die beftdndige Grdfe
Daraus ju beftimmen fuhen, daf fir x=o0 aud) S= o
witd.  Sept man daher in derGileicdung S==2X + X + C
fowobl S=o, alg x=0, fo findet man Den Werth von C.

D5 ~§ 60,




|:_)l
O

af
C'l..l?t'

- ¥ -~ A €
Wi tc?-v.-;::i_.:-, mv it @==r fegent, von daher die nothigen
A -3 s andl
Gummen entlehnen,  Juoorderft
pon x
o0 e e UV Rl
I ]
RT mm e D e =Y
2 2
I ¥ I
Tx2 == —x3 — %2 F —x
3 BT 5%
[ T mh
Tx3I = —X% — —%3 T —x2
Fi 8 2 a4
i T I I
Ekq‘ =X — —x4 'f‘ —— T i
5 2 3 30
1 I 5 I
ExS oo —X0 g g o oy
J 2 12 12
AL I I 1 o
ph 2 1 X7 — —=xC 'i' —— S e w3 e,
7 2 2 6 42
und dagu fe:ge man nodh dte Summe dev allaemeinen Hotes

gat =0 §.29, ndem man davin allenthalben 1 fiv e

& - Dialar GEai " £
Bermittelfs diefer Formeln laffen ficdh alfo die fu
{. P ‘“'.r I"'i :".f‘-"rb a1y ssev e (RATH A
(o Ke »- DEEEN uumi’iuiw Glieder

&l mfn-“wn von x find; fehr leidht finden.

ol

{L L'L-. L2

tionale

§. - 61,

B

{673
T
]
i“".’
r_':n
‘:‘ -
R
=
o
=
T
"'!“?

immitrende G
a.u miaes‘

S.A"“‘EY"'}{TC
toofern C auf die Art angenommen roicd

tende Olied S, X vesfdtoindet, wenn man x

=X ift, f" ift, wie toiv gefehen a,Q[T-:E

CLinintiF
?;,}) eIk,

nmirenden

gange tas

baf das fummis

=0 f}?tﬁt.
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Hieraus wollen wir nun die fummirenden Glieder der Reiz
hen der Poteftaten , oder der Reihen, die'in. Diefer Soem xo
begriffen find, ausdruden.  Sest man alfo

S.xﬁ-"::lf:ﬂ'i*sﬂ'i'qﬂ.'f....,.'{'x_n
fo toird : |

Snm L oagr g gengy, s 200D

ntf. 2 TR S Bad
+ I 0(n — 1) (n—%) (§ =3y {n'=4)
6" 3 s
2- * :) L] 4 L 's - '6 L] 7
3 H(H'—-T.) R e (ﬂ“‘—ﬁ)
Xy

s S
-

IO 203 L [ ] . - » L ] 8*9
Ii Do £ o L P b (n-=18)
z ——— G
6 ; - B SRR B S SRR s VR
5 {E‘E oML Bl A s e )
210 - BE R 12.13;{““”j

nlin—1) , :, 2o (n—12)

— xyn=-33

2. 3 * L3 :t - L] L] o. 14* 15
= e SARE e e ¢SSt U (n—14) -

1
L]
30 2.3

$32
2

XU =I5
L TS R S R, IG.I?

> 43867 . n(oe—1) 4 . i, {n—16)
T —— 5 ; Lxll= ¥
42 2.3......18.1_9 ;
S 1977 WS TYee o (n—18)
’ n=T
iio e

_I_ 8_5:'1513 1‘1.{1’1—[) % Wk 7 .H;(n...__._no'}

xn-.-.2!

-

; 2'3 P, e g, o] 22|23
o TEGIBCQASST Hln e TR L (n —22)

546 2a3 s ey 5:';“-2:1
3 78977927 S ML) (n-—m £
2 2.3,..,,.26 27 e
i,
§ 62,
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§i 82

Hieraus eracben fich dbie Summen fir die ver{hicdenen
IBerthe von n auf folgende Art:

O s e

oy

1 I
S.XI =2 =%2 P —x
> 3

1 I I
S.x2 = —x3 T —x2 f —x
3 2 6
1 I I
Qi3 =——:{4-‘I'—x3'}"—-)§.3
e 4
p T I T
S,.x4 = —x¥ f —x4 }f —x3 — —x
5 2 3 30
I I 5 I
§.x5 = —x6 f =x§F 2x& e ——32
. -6 2 12 2
I T I I
S.x6 = —x7f —x0 } —x§ — —x3f—3x
7 2 2 42
T i I
C x7 = —x8 —x7 -Z);G o i .-?—_13;4 I —x2
8 2 12 24 s b
I 2 2
S . x8 = .......-};9'1‘«-—-—}{3 ‘{'—x? — _Z-KS' 'i-..:_ x3
9 2 3 15 9
-
——
20
' § -
§.x2 = —x" f —x9 b x8 — Lx6 -iv ..1._34
=30 2 10 a
.__xz
20
S x iy —x" -l—}-m'i‘—q—xS’ B e B e )
I 2 6 2
5
— —x3 % 2y
2 66
8%
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| I 1 It 1I
0 12 = xl.l _KIO — —v 8 m-xﬁ'
dis 12 T 2 T 12 % T 6
11 5
—_— —X2Z )
g T 12 y
I I Tr 22
S XM c I e X irfe_gd XIT e e x 9 o 2057
X 2 T R ¢ PR
5 691
10 3 2730
I I 13 143 143
XIS XM XT3 P X2 — —Txio 4 T g

i 14 T I T 12 160 T 28

— t—ﬁxﬁ' 'I-l E‘Exx‘- s (i{}_];xz
20 12 © 420
I | §

S.x1 = —xt5 + —I-x“* I —.'7-.3‘:‘3 — -S-x" % ——}-—339
I5 2 o 30 1§
w3 D L ST

10 9 9 6
T I 5 L 143
KU = 6 p xS b Sy —x2 ek TI9y 0
ks 10 T 2 T 4 24 T
n 691
. 4_£A3 + 4.2;.};5 —— .—‘_}.xd- oy ;ﬁxz
16 12 24 4
I I 2

I -in'.-' T =% ix” o= 'ix’g i ix“
17 2 3 3 3
ki E_gxg ?@37_E&xf 'i-]i?xs._iﬁzx

3 3 I5 3 510

1€,

Man fann diefe Formeln aus der allgemeinen Formel big

3ur neun und jroanjigfien Potestar fortfesen, und man Fonnte

nedy meiter fortaehen, wenn die Sahl: Coefficienten weiter
befannt waten.

§. 63. :

Uebrigens [afit fich bey biefen Formeln ein geriffes Ges

1¢8 bemerfen, vermittelft efler man jede Detfelben aus der

vorhers
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pochergehenden [eicht finben fann, das leate Glied allein
auggenomnien, - twenn 33 bie erjte Poteftdt von x enthalt;
bena alddenn Pommt in der folgenden Summe ein neues
Glied hingu. - Died abev bey Seite gelaffen, fo ift, wenn

] Sexnes et XDRT s g xn 'I" oxi=I  fyn-3 -}'—_;xu-—f AL
rg_'{ T T st O 1B
e, vie ft-' iaen \be Sumime
nfi ,11'*"1 _n*}f NI,
o X T — --“——ﬁ.};j“f'Z'.f' X -}-" ---_.,v‘li__._.__cxl—"
nta nt L n n-2
nfr ntil nti

— \|1"4- i T ;\u G i F _\Ll!-"g __ni.
Tn—ux —‘6 n- 8

-

Wenn alfo n eine gerade Bahl ift, fo erhalt man hiernad
Dag folgende Glied; wenn n aber eine ungerade ahl if,

’--"f.~ e ¢ foloel s @ R20: L
fo fehit in Der .--Eguti}c.l Gumme das lehte Glied, deffen
# o ¥ R (L A e At o
Sdorm *ox i %ndef Pant man daffelbe ohiie andere

= 3

) 1 FalsamNg QF P .
5 utfémittel auf | T'.?Liue At finden. 2a fidh, wenn man
11 | {4

— + ot P mod pinitAct : Y s
=1 feity 0ie Summe eined eingigen Glieded, 0. h. tosd

evfte Glied felbft, weldes = 1.ifD) ergeben mufi: fo fege
man 11 affen fbon gerunbencn Siedern x=1, und die
Summe 16t aud =1. it vies gefcheben, fo Fann man
ven Werth von @ entivicteln, und alsdenn weiter fortgehen.
Auf diefe Art Hatten alle jene Summen gefunben werden
Eonnen: Da . B,

{

e
omd

I 5 . : =
S.X‘P e -61{5 -i- : %5 *}- ] L e —_x2
i, fo ift

SAb =

k

b
¥ ]
-
2

oder

B
S0 == —X7F -6 2xf . —%3 F ¢z,
7 2 2 3
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Nun fegte man x=1 fo twird

SRS e 1
1= PRSP bt o
und alfo
¥ I I
et i
tie tiv ¢8 aus der allgemeinen Sovmel gefunden Baben,
§ 64.

Bermittelft dicfer fummirenden Formeln laffen {id nun
bie fummirenden Glieder afler Reibyen, deven aligemeine Giies
Der gange rationale Funftionen von x find, finden, und 1wap
biel [eichter und fbneller als nadp Der vorhergelenden Mes
thode durch die Diferengen,

Crftes Erempel
Das fummivende Glicd det Reihe
2, 71 15, 26, 40, 57, 77, 100, 126, i
oeren gligemcines Glied '

2xx F x

)

ift, 3u finden,
Da das allgemvine Glied qus stoey Theilen befteht, fo
fudye man das fummicende Glied fize einen feden Theif aus
denp obigen Formeln,

SH2¥x = 3x3 4 Fxx F Ix
Sidx =, fxx } ix
Dierdurd erhals man
3Xx b X

S . = #x3 T xx t §x = gx(xfn)2

4 2
eldyes dag gefuchte fummirende Slied ift. Seit man 3. B,
¥=5, fo wird .62 =290 dic Sumnie det finf evften Glicder

212 T 45 126 + 40= g0, Swi:
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Smweptes ESrempel
Das fummirende Mlicd der Keibe

| 125, %343, 729 1331, 1

weldye oic Wiiefel der ungeraden Bablen entbalt,
3U finden.
Dag allgemeine Glied diefer Reife ift

oK — )3 = 8x3 — 12xx T 6%

I

genden Theilen
& 8 Sexdmmsoxdih sgx 3 oox2

I

— 12.5.%x2 eoen— 4X3 — 6x2 — 2X

-]~E|'S,}{ :.“.‘_,,-}3}{2‘1'33{

e T R S S R R st
@ ift alfo dag gefuchte fummirende Glied
= 2x4 — x2 = xx(2xx —1),
Set man 3 D x =6, fo wird 36. 71 = 2556 di¢
Summe von fechs Gliedern der gegebenen Reihe =1 + 277

550.

§.  65.

Wenn dad allgemeine Glied cin Produft ausd einfachen
Faftoren ift, fo Fann man das fummirende Gtied leichter
burch Das finden, was § 32 u, f. gelehret worden ifr.  Denn
D, wenn man e=1 feft,

2xtn) = F(xtn—1) (xFn)
und
EEn)EEntl) = s&tn—pDEdn) (xfntn)

und

E(xin)(xintn) xint2)=1Gdn—1) (& tn)(xfnt1) (xFnt2)
1.

iit: fo erhalt man, wenn man ju diefon Summen die allges

meinen Glicder felbft addivt, und auberdem eine befranbige

Grofe

[ N R L
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@rofe daju fept, die fiir x =0 dag fummirende Glied ebens
falls inJtull wermwantelt, folgende fummitende Glieder:
So(xtn)=I(x¥n)(xfnt1)— zn(nfi1)
und
S. Getn)(rintD)=1(xtn)(xtnt )(xint2)—In(ngr)(nte)
und :
S. (xfn)(xint1)(x¥nte :.i(xfn\.(x%ni*r}(xfn-fz](xfn{'g)
—in(oi B (nf2)(nt3)
; und fo ferner.
St alfo n =10, odet n = — 1, fo ift in diefen Chummen
auch die beftandige Grdfe = o.

L

§. 66

Dag fummirende Glied der Reihe 1, 2,248, 0
beven: allgemeines Glied x ift; ift alfo = 2x(xF 1), und die
fummirende Seihe folglich diefe: 1, 3, 6, o, 15, 2
Bon diefer Reibe hingegen ift das fummirende Glied =

r H—-i;l—%(—xgﬂ, und die fummirende NReife folgende
| 1,4,10,20, 35,1¢. Diefe Reihe hat wieder Das fummirende
Glicd =x(x+l)(x-§-2)(x1’3)

R e
| Meine Glied der Reife, 1, 5, 15, 35, 70, 1¢., deven fum:
: : oo 2 (xt4),
Mirendes Gfied = ARSI TS d)tft- Da man
SRR o T

bon diefen Reihen allentbalben den widheigften Gebraud
machen fann, fo find fie vor andeen wobl ju merfen.
Man nimmt nemlich aus-ihnen die Coefficienten des su einer
Toteftdt exfyobenen Binomiums, und wie weit fich der Ges
brauch von diefen erfirecte, el jeder, der fich damit nue
tinigermafen abgegeben Hat.

, Und diefed ift das allges

~

“Rulevs Differens, Rechn, I.Eb.- € - 8.67.
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(Bl
“Hieraus findet man auch die fummirenden Glieder, bie
Sviv porhin aus den Differengen ableiteten, feidht. Denn ba
wir dafeloft fie-das aligemeine Glied folgende Form aefuns

‘Den Ijaf:on: .

at -—-—1 - (i":.”(" - S (x-:I)'{}":"}f"';-‘*)dftf;
o crbalten foir, toenn miv die fummirenden Glicder aller
Sheife eingeln fuchen, und fic darvauf ju einem Agaregate
‘pereinigen, das fummirende Glicd, weldes ju divfem allge:
meinen Glicde gehort. Da affo

S.1.=x

S.(x=—1) = Lx(x—1)

B ox—1)(x—2) = Lx(x—T)(x=2)

S. k=P E—2)(x—3). = 4xE—DE—2) &3

10,
&, fo ift dag gefuchte fummirende Gticd

X(x—1) . x(x—1)x—2) , x(x—1)E—2)(x—3);
}a l -—(‘—-'-rr—-b'i \ I’LK_--—C-'I" J )( 3)&

&

I.2 1.2.3 . 3
R
and diefe Form frimme gang mit der Hberein, weldhe toi
soben [§. 37.] aus den Differengen crhiclten,

§. 68
Beerer Bann diefe Art die fummirenben Glicder su fir
Den fauch auf Brihe angemwandt terden. Da wip nemw
Yich oben §.34. gefeben haben, daf fiit w1
poeas e ol
&fn) xtnti) X tn
ift, fo wird

T : By
— e m—r

s, s RE e :
Gofn)(xtntr) x-tnf: I

Y

—

— ~ -— o~ e
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Bon dem RNuben ber Diff-sien ac, 6%

Auf eine ahnliche vt erhalten twir, mwenn WIr u den oben

gefundenen Summen die allaermeinen Glieder feibir adbiren,

oder, weldhes einerlen ift, viejeln dusdiucten x4 1 fin x
fegen

1 I

——— i

: Gtn)(xtn+t 1,(x*j‘n1-:jw_% kxi‘iri‘l_,@i*n*fﬂ)

2 :

\n i) ntz)

und
S. > . —_— Sy e
(xin)(xint1)(xintz)(xintg)” = 3 o (sintzxtniz)
o !
(mt U0 nt2 nt3)

b diefe Formeln laffen fich nach Belieben leicht fortfesem,

§. 69,
S i I T e
DS i — == = ift,
(Xt n)(xFnti) ntiI Xinti . fo
ift auch
g oo SRS S
'X-}-n 'x*i-n“f'l—-n'i‘l xtntbr

Db alfo gleich Peines von diefen bepden fummirenden Glies
dern befonders datgeftellt werden fann, fo ift docb ihr tinz
terfchied befannt, und man Eann darnach in bielen Fallen
die Summen det Rethen mit pialanalicher LeichtigPeit finz
den. - Dies gefchichet nemlich algdann, toenn das allgemeine
Blicd ein Brudy ift, Deffen Menner in einfadye Faftoven aufs
geldfet toerden Fann. Wenn diejes ftatt findet, fo (6fc man
den gangen Bruch in feine Partial - Brisde auf, und dann
Bird man nadh dem gegentartigen Sape leicht beurtheilen,
o dag fumimigende Glied Ddargefrellt werden fonne, odep
Niche 2 : :

: G2 Grites
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Erftes Erempel

Dys fmnmirmbe Blicd dex 'Rciiwc:
1

B B ‘1‘ % = ‘Ir = 'I' s
15

. : . 2 . -
deren aligemeines Glied = —-— ift, 3u findem,
XXTX

®xtx

Durdh die Auffdfung erhalt man‘aud Vem gegedenen

r,,

Tallgemeinen Gliede die Partial- E&udyc . i 341

x 1 i
y'i 1
wadh ift vas iummtrenbe Blied=25.—— 28—, unb
X Xod
2 2X

e

“folglich nach bem porhergehenden Sage =2 — — = —
'}1 " xtl
‘8.
3 B.ox=4 foilt T =1 ~1~_ F Jr -

'Bmﬁfes Erempel

Das fummivende Glied der Reibe:
 Fon WELE faay S |

) _— — W S— 20
580 45 77 17
veren alfgem'eittes Bl1ed "= = e ift, 3u find
4xxt4x—3
-~ Da, der RNenner des allgemeinen Slieded die Faftoret
ox — 1, und 2x ¥ 3 hat, fo (afit ev ficdh in folgende Theile

auflofen:
a‘-"__[“—-_-—%‘“‘_]:-_:‘--—-t TR | __T_
8 x—1 2xf3  Plx—12 Toxtd
1 Nun ift aber
|
X—& KH &

wnd




|
-
=4

S.—m— =8, ——=} 2 —
xt3 xf%+3 xté
folglidh
T T T
e e . = L
g xt3 21 xt g xt3

uad hiervon giebt der achte Theil das gefuDHte fummirende
Glicd, nemlich
; F I I X X
R e ST LTI
8xtq 8xti2  4xt2 ° 3(4x16) .
x(4xt5)
3(2xt D @xT3)

§. 70

Da die figuricten ahten, toelche die Coefficienten ded
3 einer Poteftat erhobenen Binomiume geben, voriualich
gemerft ju roerden perdienen: fo toollen wir die Summen
der Reihen auffuchen, deren Jabler = 1, die Nenner aber
die figuricten Jahlen find, und foldhesd ift nadh §. 68 leicht,
€8 haben alfo die Reihen

beren allgemeines Glied ift.  dad fummirende Glied

Loy 2 ' 2
X110 1 xtr
T ] 3 e R
X(T1) (X1 2) 2 7 GTD(Et2)
Sroee Aty 4 Vi@ o s
XEFOGETDEE3) 13 GEFDETD) &)
AR R T T | SRR R T
X1 & F2) T 3)(xFa){4  (oFD)ob2) (c13)(xta)
2, ¢

und bieraus fallt dag Sefers, nadh weldem diefe Nusdriiche
fortgehen, fehr bald in dieYugen. Das fummirende Giied,
' € 3 © o oeldes




mo Crftes Theil, Jmwentes Capitell B.d. Nusen ber,

- = I T id
teldhes su dem allaemeinen Gliede = gehort, Fann abey

hieraud nicht gefchloffen toérden, weil man nicht im Stande
ift; folghes vurdh ¢inen endlichen Uusdruct davjufielien.

§ 71

Da dad fummirende Glicd die Summe fo vieler Glies
Der giebt, als der Anjeiger x Ginheiten enthale: fo ift ofen:
bar, dafi man die Summen diejer Reiben, ohne Sade fort:
gefest, erhalten wird, wenn man den Anjeiger x unendlid
garof annimmt. Fn diefem Falle verfhwinden aber die lofy
ten Glieder der gefundenen Ausdriicfe, weil die RNenner unz
endlich groff werden, und es haben alfo, die betvadteten
Rethen endliche Summen.  Diefe find:

PrirE gt el

chytetctatead

§T%+%+$+#+m=§

I

Yf%%%fé%i{afrf-=—g‘
2.

&g Fonnen affo alle ohne Gnde fortlaufende Reiben, deren
fummivende Glieder befannt find, wenn man x =00 2k,
fummirt toetden, vovauggefent, dag dic Summen endlich find;
und dies findet ftatt, wenn x in dem fummirenden Gliede
eben fo viel Dimenfionen im Nenner afs im 3ahler hat.

Bt

Drit/
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Drittes Capitel

Bon bem: Unendlichen und dem unendlich Kleinens

§ 72

_ @a ¢ine jede Grdfe, fo grof fie auch immer fepn maga,

noch nodh toeiter vermehrt roerden fann, und nidits ungd
pethindert, au einer jeden gegebenen Grofie eine andere
ton eben der Avt Hingu 3u fegen: fo laft fich aud) eine jede
®rife ohne Ende verntehren, und Fann nie fo grof twerden,
Dafi {ic weiter Feines Sutvachfes fahig ware. €8 giebt das

her audh feine fo grofie Grdfe, daf man nicht eine nodhy
ardfere follte Denfen Fdnnen, und es' ift Daher eine aufier i

allem Sweifel gefetste Behauptung, daf eine jede Grofe ins
Unendliche vevmebrt werden Eonne, Denn wollte jemand
foldes feugnen, fo mifte cr eine Grense annehmen, tiber
weldye hinaus die Grofe nicht fommen Fonnte, und alfe eine |
Grdfie sugeben, su mwelder nichts weiter hingugefiat twees °
den Ednnte.  Nllein dies ift yngereime und dem Begriffe
e Grdfe jurider, und man muf dafjer eingeftehen, daff
eine jede Grdfe immer fort ofne Ende, das heifit, ind Unz
endliche vermehrt werden Fonne.

: §. 73 |

Ben den eingelnen Acten der Gudfen fallt died nod
deutlicher in die Augen. So toird wohl Niemand Hehaups
ten, Dof die Neibhe der natirlichen Sahlen 1, 2, 3, 4/ 54 6,26 .
€4 = irgendiwo

e =
= — =
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itaendmwo fo begrenst fey, daf man fic nicht roeiter fortfegen
Fonne. Denn es giebt feine Jabl, ju der fih nicht noch die
* Ginbeit fegen, und qus weldher fich alfo nidht eine folgende
grofiere Sabl madhen liefie; ‘¢d geht daber die Reihe der naz
ticliden Sablen ofjne Ende fort, und man fommt nie ju
eincr ardften Jabl in dem BVerftande, daff eine grdfiere uns
mbglid) ware. Huf eine ahnfiche Art Fann eine gerade Linie
nie fo weit fortgezoaen toerden, dafi man aufier Stande fepn
follte, fie nod toeiter ju vevlangerm. @8 echellet Hierous,
Dafi man forwohl die Iahlen ing Unendliche vermelyren, ald
Die Yinien ins Unendliche perlangern fanm.  Und Da Dics
Yrten der Grdfen find, fo it Davaus jugleich Flar, dafi ¢,
fo arof man aud) eine Grofe annchmen mag, doch immer
eine nodh grofere Grofie aebe, daf fich, wenn man diefe ans
nimmt, pom neuen eine grofere Grdfie gedenfen. lafie, und
vaf man quf dicfe Art ohne Ende immer weiter. fortochen,
und alfo jede Srofe ing Unendliche vermehren Fonne.

§. 74

So offenbar diefes ift, und e ift ¢8 in einem fo Hohen
Grade, dah man es ofhne Widerfpruch mit fich felbft nidt
Teugnen Fann: fo haben Doch viele von Denen, welche die
Lheorie des Unendlichen voriutvagen unternommen Haben,
Diefelbe fo verdunfelr, und mit fo vieten Schwierigfeiten und
felbft Widerlpracen dberhauft, ‘daf ihnen gar fein 903
ubrig blieb, um aus diefem Labyrinthe ju Fommen. Das
ausg, Dah die Grdfe ind Unendliche vermehrt werden Fanty
Paben einige gefdhloffen, daf es in der That eine unendlide
Grdfie gebe, und diefelbe fo befebrieben, dafi fie gar Feines
Sumwachfes weiter fahig fon. Dadurd aber ftofien fiv den
%a‘;‘;tzﬁ Der Grofie uber den Haufen, weil fie eine folde
Grofe annehmen, die nicht weiter foll vermehrt toerden
fonnen.
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Bon dem Unendlidhen u, bem unendlich Kleinen, 73

fonnen,  Nuberdem find aber die, die unendliche GSrdfien
annehmen, auch mit fich felbft im Widerfpruche ; denn dbas

durch, daf fie dem Wacfen der Grdfie eine gewiffe Grenge »

fen, leugnen fie jugleich, daf cine Grdfe ohne Ende vevs ¢ ¢
mehet werden fonne.  Sieleugnen aifo qud), baf eine Grifie -
ing Unendliche vermehet wecden fonne; denn bepde Redensds
avten bedeuten einerley; und fie heben daber, indem fie cine
unendliche Grdfie annehmen, diefelbe gugleich toieder auf.
Denn wenn eine Hrdfie nicht ohne Ende oder ind Unendliche

- permefyrt werden fann, fo ift ¢8 unmbglich, af 8 eine uns

endliche Grofe acbe.

§. 75

Dataud alfo, daf eine jede Grdfe ind Unendlidhe vers
mehet roerden Fann, fliefiet fefbft, dag es Peine unendliche
Grdfie giebt. Denn eine Gedfie, die immer fort vermehrt
witd, wird nicht eher unendlich, ehe fie nicht ohne Eade ges
wadbfen ift; mwasd aber ohne Ende gefdehen muf, vad fann
man nicht al8 fchon gefdhehen detvachren.  Snbdef fann man:
aleichmohl eine folcbe Srdfe, ju weldher man durdy ofne

Ende fortgefenite Hingufliating eines Sumwadfes gelangt, nidt

nue durch ein gewiffes Yetdben begeichnen, und fie auf diefe
et auf Die gehorige Weife in die Nechning einfifhren, wie
bald ausfafrlicher gegeigt werden foll; fondern es laffen fich
audh aus derdBelt Zalle anfihren, mo eine unendlidie Sahl ftatt
3u finden fcheint. Denn wenn die Materie unendlich theils
bar ift; twie mehreve Philofophen behauptet haben, fo ift ia
die Anzaht ver Theile, moraus cine jede gegebene Ouantis
tat pon Materie befteht, in Der That eine usendlicdhe Jahl;
weil die Materie, wenn man diefe Jahl endlich annehmen
twolite, nicht unendlich theilbas ware. Auf eine ahnlicheAve
£dnnte die Sahl der Korper, die vad Univerfum ausmachen,

¢ s weng
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soenn Das tiniverfum felbft unendlich fare, mwie verfchiedene
behauptet Haben, ebenfaltd feine endliche Jahl fevn, und
toie ieden affo aud davin cine unendliche Jahl haben,

§. 76,

So fehr died auch mit einander ju fireiten fcbeint, fo
falfen boh bep genauer Erwdgung deffelben alie Sioierigs
feiten e, IWenn nemlicd) jemand behauptet, dal dieWias
tevie ing linenbliche theilbar fen, fo leugnet er, daf man Dey
einev fortgefesten Theitung der Paterie endlich auf fo Fleine
Rfseife fomme, daf man diefelben nicht weiter follte theilen
fonneny ¢ Lat daher die Materie feine untheilbare Theile
Da fich jeder von den FTheilen, auf weldhe man dureh cine
fortaefeiste Theilung fommt, nod) immer weiter theilen 1aft.
$Ber alfo tn diefem Jalle fagt, Dafi die Aniahl der Theile
unendlich fen, der gedenft fich dabep die fegten Theile, die

nkdt roeiter theilbar find: und da man ju dergleichen nie
gelangt, und e8 alfo derpleichen gar nidt giebt, fo unters
nimmt er dicfe Theile, die aar nicht find, 3u sahlen. Denn
“Fann Die Matevie immer fort ofme Ende toeiter getheilt
wetder fo hat fie gar Feine untfeilbare vder cinfache Theile,
und ed ift daher nichts da, was man 3abhlen fdunte, Wer
daber die unendliche Theilbarfeit ber Materic beHauptet,
det leugnet dadurd) jugleich, daf die Matevie aus cinfachen
Sheilen DBeftehe.

S. 77.
2Benn man aber, indem man von den Theilen cined
Korpers ober dev Materie fpricht, nicht die lesten oder eins
fachen Theile, dergleichen e8 gar nidht giebt, fondern dicjes
nigen verfteht, welde durd eine wictliche Theilung Herbors
gebvadht worden find: dann fapn bey der Ynnehmung det
Hypos
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$Hovothefe von der unendliden Theilbarkeit der Materie,
ein jedes noch fo Fleires Stuck der Materic nicht nur in
mehreve Theile getheils, fondern ed Eann felbfi Lfeine fo grofe
Sabl angeaeben toerden, dafi man nidht ausd diefem Stiche
eine noch ardfere Angahl von Theilen follte erhalten Fdnnen.
Die Jahl ber Theile, die ein jeder Korper enthilt, und jwar
ficht die Sabl der feisten, fondern foldher Theile, die felbft
nod wetter theilbar find, ift daher alédenn grdfier als iede
Rahl, die fidh angeben [aft.  Auf eine abnliche Act ift die
Babl der Korper, welde das Univerfum ausmachen, wenn
Das Univerium unendlidh ift, eine grdfere Jahl als jede, die
fich angeben 1aft, und da dine folcbe Jahl feine endlidhe ahi
fenn Eann, fo folgt, Dafi eine unendliche Sabl und eine Jahi
Die grofier ift als jede Die fih angeben (a6, gleichbedentende
Benennungen find.

: §. 78,

Wer daher auf diefe vt die unendliche Theifbarleit
ber Materie betvachtet, der vermicelt fich in Ffeine von den
GdywicrigPeiten, die man gerodhnlich bep diefer Mepnung
findet, - und ift nichtd su behaupten gesoungen, was einen
Widerfpruch enthielte. - Dagegen vetfallen die, mwelde die
unendiiche Eheilbarfeit der Materien leugnen, in fo grofe
Sdwievigfeiten, Daf ¢8 ihnen unmbglich witd, fich aus den:
fefben hevausjumwicfeln.  Sie find nemlich gesroungen 3u Les
Baupten, daf ein jeder Korper nicht weiter als bis auf eine
- gewiffe Anzabl in Theile jevlegt werden Eonne, und daft, fos
bafd man bis 3u diefer Anzabl gefommen ijt, alle roeitere
Theilung auffidre. Die Theile, bey welchen diefesd fatt fina
ek, nennen cinige Atomen, andere Y1Tonaden, und nody /
andeve einfache Dinge. Dev Grund ferner, warum: die _.
Teksten @hyeite nicht weiter theilbar fepn follen, fann jwiefach

: : fevns
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feon; ef fonnen nemlich bdicfe Theile entroeder gar Feine
Yusdehnung haben, oder fie fonnen zwav audgedehnt, aber
vabey fo Hart und fo befbaffen feon, dah Eeine Kraft hin:
veicht, fie ju zertheilen.  %Bag8 mun aber auch die Verthei:
diger jener Meinung fiie einen Grund gebraunchen mogen,
fo fehen fie fich gleichroofl mit Den grdften Schwicrigheiten
umgeben.

§. 79,

A

Dennt follen die lesten Theile der Kdvper gar Feine Nus:
oehnung, und folglich auch gm, feine Theile haben, fo ift
Das zoar ein Begriff, bey weldhem fie mit dem volifommens
ften Rechte au den einfachen Dingen gerechnet werden: alz
letn dagegen [aft fich auf feine et und Wetfe gedenfen, mwie
die Horper qus devgleichen Theilen follen beftehen Edunen.
Denn_wir wollen cinmal annehmen, da§ ein- Cubdif:Fuf von
Wiateere aud taufend foldyen einfachen Dinge beftehe, und
Dafi derfetbe wirflich in taufend Theile getheilt fep.  IWéaren
nun die Theile einander gleich, fo wliede jeder ein Cubits
Joll, waren fie aber ungleid, fo wiirden einige nrdficr umd
andere Eieinec fepn.. @8 wuede alfo ein Cubif Fgeii cin eins
fached Ding feyn, und fo entitiinde dey offenbarfte Widets
foruch ; oder man mifte fagen wollen, daf in cincm Subifz
Solle nidyt mehe als ein einfacbes Ding fich befinde, und daf
der ubrige Raum feer fen; allein auf dDicfe vt fiele Die
Gtetigfeit der Kbdrper oeg, ju geichreigen, daff fent
Philofophen den leeren Raum. gang aus der Welt pecbannen.

AWollte nran hiergegen einmwenden, Daf die Rahl der einfar
den Dinge, die einen Cubip. Juf von Materic ausmadbtef,
biel grdfier al8 taufend fey; fo wirde man dadurd nidt das
Geringfie gewinnen: denn die Schiierigheit, rweldbe man
bep der 3ahl taufend anteifft, findet fich auch bey jeder anz

dern
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pern noch o grofien Jahl. Died Fonnte dem Scharffinne

Leibunigens, Ded Criinderd der Monaden, nidt perborgen
bleiben, afg ev die Materie an und fir fich aenommen un:

endlich theilbar annabm. Er behauptet daher auch, daf £
man nicbt eher 3u den Monaden Fomme, al8 b1 dee Kdrper

wicflich unendiich getheilt worben fep. Dadurch aber hebt
er Die Grifteny dec einfaden Dinge, tworaus dic Korper Hes
fehen follen, gamslich auf. ~ Denn diejenigen, die die S
fommenfegung der Kbdrper aus einfachen Dingen leugnen,
und diejenigen, toeiche die unendliche Theilbarfeit der Kor
pec annehmen, find in ihren Meinungen durchaus nicht von
einander perfehicden.
% B

@ben fo febr ift man auds mit fid felbft im Widetipraz
e, wenn man jroar die Ausdehnung der legten Theile dep
Kovper gugiebt, aber dabep behauptet, daf fie wegen ihrer
bollfommenen Havte nidtin Theile getheilt metden Fonmen,
Denn fobald man den letgten Theilen dev Kbdrper Husdeh:
nung jugefteht, fo behauptet man aud, daf fic cus Theilen
Aufamniengefent find; denn ob diefe Iheile wirklih von eins
ander getrennt roerden Fonnen obder nidt? daran ift weni
gelegen ; ob man gleich Feinen Grund anyugeben im Stande
ift, woher jene vollfommene Hicte fomme, €8 febeinen
indek diejeniaen; dic die unendiiche Theilbarfeit der Mates
tie leugen, Dicfe lestere Schmieriafeit hinldnglich empfuns
den ju haben, weil fie fich vorstialich an den borfergehenden
Beariff det lepten Theile Halten: und fie wiffen fidh nidt
t4 Delfen; alé durdy einige unbedeutende metaphyfifde Di-
ftinftionen, die denn meiftentheils darauf hinauslaufen, vaf
man den ouf mathematifihe Grundfase gebauten Folgerunz
gen nicht ju viel einvaumen, und bep einfadyen Dingen nidst

meffen

s e R
e i s
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‘i'ﬁ"

meffen wollen muffe. Aber fie follten nur erft b toeifen, daf
diefe thre legten Theile, davon jeder Kdrper cine be fEimmte
Angabl enthalten foll, feine Yusdehnung I,M-,m

§. 8L

et fie alfo Peinen Ausgang and diefemn E’f’i{‘-!}t"iﬂil}t
finden, und die ihnen gemachten Einmwiife ni tht auf die efs
forderliche Are widerlegen Fonnen, fo nehmen e iHre Qs
flucht yu Dipinfironen, und fagen, daf diefe Einpiefe ihven
Grand in dev finnlichen Vorftellung und n des Ginbildunad:
fraft haben, daff aber bey dergleichen Geaenjtanden blo

Dev tene Berftand urthetlen maffe, und dak dic Sinnen und
i
i

==

alle auf finnliche Vovficllungen gebaute & sdbluffe nicht folien
trugen.  Alfo foll der veine Verftand die Mbalichfert davon
ecfennen Ednnen, daft der taufendfte Thetl eines Cubif Suhes
von Waterie gar feine Uusdebnung Habe, und eben dics dor

- Ginbilbungsfroft unmbalih fdbeinen? Daf die Sinne trils
~gen, iff jwar oft der Fall; allein den Mathematifern follte

man diefen Vorwurf am allerwenigfien madben, Dent die
Mathematif ift es ja vorgualich, die uns vor den aufdum
gen der Stnne vermwabri, und wng fehre, daf die finilichen
@’:ugfnfanbe gang anders befdhaffen find, alg fie ung ecfcheis
fien; ihr danfen i ja die fidberjien Boridhriften, Dderen
Befolgung uns wider alle Laufcbung der Sinne 4 icbitgt. - Yns
ftatt alfo durch deraleichen Antworten ihre Bebauptungen
34 befeftigen, maden fie fie nur ftoch mehy bm.u.:td;sng

§n 82¢
Do um 31 unferm Endywecke suri® ju Fommen, (o
find, ‘wenn auwm temand das Dafenn einer unendlicoen Rabl
in Der Welt leuanen wollte, dodh m be t theoretifchen Mathes
anatif foldye Fragen fehe baufig, auf welde meht anders als
mit
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mit Annebmung einer unendlichen ah geantmwortet twerden
fann,  $Birde 3 B. die Summe aller Bablen, die biefe
Reihe, 14+ 2%3+4 %5+t 2w ausmaden, verfanat, o
fana Denn doch diefe Summe, da jene Bahlen ohne Ende
fortgehen, und beftandig wadfen, aquf feine Mefe eine end:
lie Sabl fepn, und davaus felgt ifre upendlidhe Gudfe
nothwendig.  MWean daher ecine Grdfe fo grof ift, daff fie
gofiet ift al3 jede gegebene endliche Gedfe, fo fFann fie Feine

andere al$ einne unendliche Gedfe feyn.  Um bergleichen

Grofien anjudeuten bedienen fidh die Mathematifer des Jeiz
dens oo, und jeigen aifo dadurd) eine Gedhe an, die grofer
ift al8 jede endliche Brdfe, oder grdfer als jede Geofie, vie
fid angeben lafit. So Fann mcm 3 B., ba man die Paras
bel durch eine unendlich fanae Gliipfe crfidren Fonn, mit

Recht behaupten, daf die Ype der Parabel eine unendlide
gerade Linie fep.

| 585

©2 witd abet bie Lefyre vom Unendlichen dureh bie Juse

einandecfetung des unendlich Kleinen in ver Mathematie
Deutlidber werden. = Das leidet Feinen Srveifel, dafi eine jede

Grdfe fo toeit vermindert toerden Fann, daf fie gamlich verz |
fhmindet und 31 nichts wird.  Eine unendlich Fleine Grdfie. ;%
aber ift nichts anders als eine verfdhmwindende Grofe, und \

folalich in dec That = o. Diefe @rflmung Des unendlich

Kleinen fimms auch mit der uberein, twenn man daruntes

Grofien verfteht, die fleinet find of8 jede ®rdfie, die fich an:
geben [3fit.  Denn wenn eine Grdfe Fleiner iff als jede
®eofie, die fich angeben [agt, fo muf fie nothwendig = o
fepn; weil fich, twenn fie e nicht wve, eine andeve ihr gleiche
Ordfie angeben liefe, weldyes wider die Vorausfepung fivels
tef, Wiv Heantworten daher die Frage, was cine undlich

fleine

3
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Fleine Brdfie in dex S?JIai'T;-fm::tif fen, auf die Art, daf toie
fagen, fie &n in der That ==03 und diefer Beariff enthalt
feing von den grofien Seheimniffen, welde man asmcinigf
lich in ihm findet, und modurd man : (b oecletten (afit

101

3

wider die ganie Rechnung ded unendlich Kleinen cinen Bevs
datht 3u faffer.. Sollten indefi cintge Fuw: ’if:‘:‘ ftatt finben,
fo toerden folche in der Folge, wenn wic dicfe Rechnang vors
tragen erden, ganglich gehoben toetden,

o

§. 83,

Da wit alfo gegeigt Daben, daf eing unendlich Fleine
Grdhe witflidh Null ift, fo miffen foic vor allen Dingen dem
Gintourfe begeanen, warum: wie die unendiich Fleinen Geofs
ferr nicht be’ftaﬂbig mit Dem Seithen o Degeichnen, fon
dern dagu Defondere Jeichen gebraudgen,  Demn da alle
Nullen einander. gleich find, fo fdeint o ‘f‘ibf vfliiffig, Daf
man fich ju threv Degeichnung verfhiedener Seichen bedient.
llein obgleich jede jwen Nullen einander \:Im.b find, fo dai
fich ivifchen ihnen gar feine Differeny findets fo giebt ef
body 3oep Arten der %crgieicﬁudq der Grdpen, twovon Oie
eine Die arvithmerifche und die andere Die geomeotrifche ift.
Bey jener fehen toir auf die Differeny, bep diefer auf den
Duotienten, der aud ver BVevgleidhung der Grofenentfpringt;
und obgleich Das arithmetifche Verhaltnif 3wifcdhen ieden
zwepen Nullen gleich ift, fo ift ¢ dedwegen dody das geomes
trifdbe nicht. Man fieht died feljr deutlich an diefer geome:
trifdhen Proportion, 230 =0 0, ovin dad vieste Glied
eben fowohl o ift al8 Dad dritte, Uber rwegen der Natue
Der Proportion muf, da vasd evfte Glicd doppelt fo grofh ife
al8idas jwepte, Dag dritte Slied auch doppelt o groff fepn
a8 dasd vicvte,

§.85¢

TN e PN by, P A e aem
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. §. 85 -
Dies ift aud felbft ous der- genieinen Arithmetif
¢infeuchtend,  Denn da, wie jeder meid, bdie Null, mit
icgend einer Sabl multiplicive, thicter Null atelt, odep
nioz==io, undalfonrr =oto ift: fo fallt’ daraus in die
Yugen, baff yroen Nullen; ob fie gleich, arithmetifih Getrdhz
fet, indem Verhaitniffe der Gleidbheit fiehen, bennoch jedes

cometrifdye Bethaltnif gegen cimander Haben. Da aljp die
4 g .

dient man fidy, um diefe Berfchiedenheit anzuzeigen, mit-
auge :

1
i

B |

Julen jeded Werhalenify ju einander Hasen fonnen, fo besd
' 4 A

Rebt verfchiedenet Scidhen, jumal, wenn man dag aeomes # ¢

b
3

trifehe BVeehaltnid, mwelced jwifden ihnen frate findet, uns
tetfuchen: foll.  Sn der Safinitefimal Rechnung. aber thut |

Mman 1S anderd , ald daf man fich mit der Unterfuchung _

8 genmettifden Vechiltnifes ywifchen pecfchiedenen uns
edlich Fleinen Grdlen befchaftiget, und daben wiirde man in

Die
W
§. 86.

Wennt man alfe, fo toie foldhed in dev dnalpfid Deg {inz
bliden Nblidy ift, durd dx etpe unendlich Fleine Grdfe
beseicinet, fo tft alictdings forvobl dx = o, al§ adx = o;
W0 a 1ede endliche Grofie bedeutet, Das ungeachtet abeg
it dag geomectifdhe Verhaltnif adx : dx ein endliches Veys
haltnift, nemlich a1, und eé diifen dafjet bie bepden uns
tndlich Fleinert Grdfen dx und adx, obgleich bepde =o¢

find 7~ nicht mit einander bertoedhfilt werden, twennt e8 quf ¢ |

die Unterfuchung ifyred Verbaltniffed anfommt,  Auf eine

ahnlicbe et berhalt o3 fidy, e verfcbicdene unendlich

Rleine dx yad dy borfommen. Denn toenn gleich bepbe
=0 find, fo ift bod ihr Verbiltnif nicht befannt; und in
“ulere Differens, Rech, 1, &b, & Des

*

aroee BVerwirrung gevatiyen, toofern man nidst diefeuns |
' b ¢ » i .o ' 1
Roleh fleinen Gedfien mit berichigdenen Jeichen begeichnete,
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ver Beftimmung ded BVerhaltniffes jwifdhen jeden jtvepen
folehen unendlich Fleinen Geofien befteht das ganje Gefhafte
der Differenzial: Rechnung.  So gering nbrigensd der Nugen
pon Ddergleichen Bergleichungen beym evften Unblick ju fepn
fcbeint, fo-guofi ift ev gleichroolyl, und man lernt hn von
Sage 3u Tage noch tmmer mebr einfefen.

§i5 8

Da alfo dag unendlich Kleine in der That Nichtd ift, fo
fallt in die Augen, daf cine endliche Srofe Burch die Hins
suftigung oder Wegnehmung einer unendlich fleinen Grdfe
ju ober von thr weder vermehrt nod vermindert werde
%t alfo. a eine erdliche, und dx eine unentlich fleine Grofe
fo ift forohl at+dx al8 a—dx, und tberhaupt 2+ ndx=3;
denn Dad WVerhaltnif goifden a = ndx und a ift cin BVew
haltaif der Gletchheit, man mag daffelbe arithmetifch oder
geometrifch unterfuchen.  Lon dem arithmetifchen Verhalts
nific ift folches offenbar;. denn da ndx = o ift, fo ift
atndx— a==o0: wad aber dasd geametrifche Verhalt:
niff Detrift, fo echellet foldes daher, toeil e =1ift

-,

Hicraus folat die durdgangia angenommene Neqel, daf it
unendlich Eleinen Seofen gegen die endlichen Grdfen pews
fbtoinden, und alfo in Ynfehung diefer tweggelaffen mwetden
Ponnen, Dierdurd fallt der Vormurf, als ob fich die Anas

. Ipfid des Unendlichen von der geometrifdyen Sc drfe entferne,

von fefbft {ber den Haufen, da man nichts wegldfit, ald
twas in der That Nichts ift. Man fann daher mit Recht
Dehaupten, daf in diefem Theile der hohern Mathematif
die grofite geometrifche Scharfe, fo wie man fie in den Schrif?
ten Dev Alten findet, beobadhter rosrde.

§i SS“
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§. 88, .
Da die unendlich fleine Grdfe dx in der 2hat = o ift,
fomuB aud ihr Duadrat dx2, b Cubug dx3, und jede ans
Dere Poteftit mir etnem pofitiven Epponenten = o fepn, und

“alfe auch ebenfalls gegen eine endliche Grife verfdinden,

Aber e8 verfhmwindet audh die unendlich fleine Grdfe dlxz_
felbft gegen dx, denn ef frehen dx + dx2 und dx in einem
Berhaltniffe der Gleihheit, man mag fic arithmetiich oder
geometrifch mit einander pergleidyen. MWegen Deg Srften
findet Fein Smweifel ftatt; was aber das lesitere anbetrift, fo
ift dx = dx2: dx 22{-—;;«& =Irdx=1 Muf
eine dhntiche et ift dx = dx3 = dx, und tibethaupt
dx+ dxnt X =dx, wofern n eine pofitive Sabl ift; denn
¢8 ift Dag geometrifibe Verhaltnif dx +~ dxBf T ;dx—
IE£ dx, und alfo, weil dx® = o ift, ein Berhaltnig der
Gletchieit.  Wenn man daber, wie foldes bep den Pote:
ftdren gefchiehet, dx ein unendlidy fleines von der erfren &
Drdnung, dx2 ein unendlich Kleines von der jwepten Ords
nung, dx3 ein unendlich Kleines von der dritten Ordnung, ) 4
U. | w. nennt, fo fallt in die Augen, daf die unendlich Fleis .
nen Grdgen von den hdhern Ordnungen aegen die unendlich 7
fleinen Srdfien von der etften Ordnung verfchwinden.

§. 89,
Auf eine ahnliche Art jeigt man, daf die unendlich Fleiz
#en Geofen dev dritten und dep hohern Ordnungen gegen *
die unendlich Fleinen Grofen der jwepten Ocdnung, und
iberhaupt die unendlich Fleinen Grdfen jeder hdhern Ord:
nung gegen die unendlich Fleinen Srdfen einet niedern Ords
1ng verfchwinden. It 4 B. m eine Eleinere Jahl alg n,
ift adxin § bdxn = adxm, teif dxn gegen dxm, mie
% 2 wir
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befannt, Daff der Werth. Ve Bruchs

erth ded Bruchs —, twenn z unendlich Fein oder Fleined
VA

ird als jede Srofe, die fich angeben LG5L,  nothivendiger

Beife unendlich T.r:\‘;'f:, D'a"- jrofer afs jede :",.mf: werben,

enn alfo die inbelt
, busch cine unendlidh
fleine Grofe oder o dividiet roird, fo 1‘;":_— ver Duotient ui
endlich gtoft oder eine unendliche Grdfe. Da alfo. das Jeis
cheiv o eine -um:ribiiﬁa jrofe Grdfie bedeutet, fo Hat man
dalyer die Slei f“mg, — = oo, Doren Richtigheit audy davs

b odn

—n
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a
aug echellt, weil man durd die UmPehrung — = dx = o
oD

. .o
ethalt. Denn je grdfier man den RNenner z Pes Bruchs =
Z

amimmt, defto Fleiner wird der “‘ﬂu- r) ve8 Bruchs, und
toenn dahee z cine unendlich grofie Grdfe ober z == 20 witd,

fo muf nothwendig der Werth des Bruchs — unendlich flein
o2
toerben.

§. 95

Fer dicfe ffff.-{;-If;aTc nicht geiten laffeny tooffte, der wirde
fih in die grifiten & )Iﬁicrlgf"iic 1 perroickeln, und alle nod

fo. feften Granbde der Ynalple her ben Daufen frofen. Denn
- ;
wollte man dem Brude - cnen endlichen Werth, 3. B. b

beplegen, fo tofiebe man, bued dic Multiplication bepder
Grifen durd o) a ==o.b erhalten; und ¢ twirde alfo

eine endliche Grdfe b mit o multipliciet, eine endfiche Groge
2 geben, weldes unmbglich ift. Noch weniger Fann b alg

a - St
ber Werth des Brudhs —, = o fepn . denn tvie toare e
Q

moglich, daf o mit o multiplicict, eine endliche Grdfe a
03be? uf abnliche UngeveimtBeiten verfailt man,  oenn

a s '
tman behauptet, daff — nidht = o fen; deni alédenn mug
oo i
- o - e 7 . -
man auch jugeben, daf = tiner endlichen Grdfe ib gleidh
ey, Da aber qus der, Sleidhung — = b gan vichtig diefe
(=]

a oA
folat: sc —g; fo mifite bet Werth ded Bruchs %, vefien

€3 34hlet
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Rabler und RNenner endliche Grofen find, unendlich qrof
fepn, und Otes ift eben fo ungereimt. Audh fann man die

R R S = :
MWerthe der Brudde = und — nicht al8 imagindre Srdfen
o0

annehmen, teil der Werth eined Brudhs defien ahHler eine
endliche, der JMenner aber cine imagindre Srdfe ift, weder
unendlich grof noch unendlich Flein fepn fann.

§ 92

€8 [afit fid alfo die unendlih grofie Grdfe, woranf
it durd diefe Betvadhtung geformmen find, und welche als
fein in Der Analpfis des Unendlichen fratt findet, am allerbes
quemften auf die Urt erflaven, Daf man fagt, die unendlid
grofic Grodfie fep dev Ouotient, der aus der Divifion einer
endlichen Grdfie durch cine unendlich fleine Grdfie entfpringt
Umgefehre wicd daher aud eine unendlidy Fleine Grdfe ein
Duotient qus endlichen Grofen durch eine unendlidy grofe
Gridfe dividirt. Da fich alfo geometrifeh die umendlich Fleine
©rdfie jur endlichen vechalt, mie die endliche Gedfe jur uns
endlich grofien: fo muf die endliche Grdfie eben fo unendfidy
mal grdfier fenn alé die unendlidy flcine, toie die unendliche
Grofie unendlichmal audfer iff als die endliche. An devalel’
chen Redendarten muit man fich nicht frofien, wie viele thunm,
Denn fie beruben auf den fefteften Gufinden, Ja ¢8 febeint

aus der leichung — = o felbft mdglich, daf Nichts durd

eine unendlich grofic Grdfe multiplicict, ein: endlidhes Pros
buft gebe, tweldhes allerdings auffallend fepn mifte, toenn
man nicht ducdy eine gang idtige Folgerung darauf Fame.

§ 93.
Da die unendlich Fleinen Grdfien, nach dem geome
trijchen Berhaltniffe verfchieden find, fo muf aud uw
fol
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ter den unendlich grofien Grofen ein ahnlicher Unterz
fchied ftatt finden, und e$ ift derfelbe hier nody grdfier,
da_ Die unendlidh grofien Grofen nidht blof geometrifeh,
fondern auch arithmetifeh betrachtet, fih von einander
unterfcheiden. Denn fept. man die unendliche Grdfe, die

aus der Divifion der endlichen Grdfe a durd die unends

2 . i > sty 3 ”
lich Fleine Brofe dx entfpringt, == A; fo dafi e A ift:
X

4 2a DA =+
fo ird auch e 2 A, und == nA; und da nun auch

n A eine unendliche Grofie ift, fo folgt, dah jwifchen den unz
endlichen Gedfien ein jeded BVerhaltnif ftatt finden Pann.
MWenn alfo eine uneadlidhe Grdfie durdy eine endliche Grdfe
multiplicict oder dividivt wird, fo ift auch das Produft oder
ber Duotient cine unendliche Sedfe.  Audh 1aft fich von den
unendlichen Grofien nicht feugnen, daf fie noch weiter per:
mefjet erden {onnen. Wenn aber das geometrifhe Ver-
baltnifi, welches jwifhen jtoen unendlichen Grdfien ftatt finz
vet, Fein WVerhaltnif der Gleichheit ift, fo fallt in die Uugen,
bafi Das arithmetifthe Verhaltnif derfelben nody weniger ein
Berhaltnif der Gleichheit fepn wird, ¢ ift vielmehr ihre
Differeny allegeit unendlich grofs.

§: 94
Db abet gleich der Beariff des Unendlichen, fo wie man
thn in der Maihematif gebraucht, vielen vecdachtig fepeint,
fo daf fie denfelben aus diefer Urfach aud) aus der Analyfis
De§ Unendlidyen verbannt toiffen toollen: fo fann man denz
felben doch felbft in der gemeinen Mathematif nicht cinmal

entbehren. Sn der Arithmetif , in der 2ehre von Den Logas (.
tithmen, nimmt man den Sogarithmen von der Rull negatio ¢ |
und unendlich grof an, und es ried fidher niemanden eins |
' e § 4 - —ofaliem, )
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fallen, biejen fogarithmen einer endlichen Girifie oder qar

vee Sull gletd) gqu fegem  Sn der Geometriz und TJrigsno:
metvie giedt ¢8 nod auffallendere Venfpicle. et Fonnt

AS

3 B, leugnen wollen, bdaf die Tanaents und die Secante
i:incﬂ vecbien Sinfels unendlich grofi find? und da dag
Recbeeck Joifcben e Tanaente und Cothngente Dem Quas
drate es Haibmcifers alelvy, e Cotangente veg cochten
2Binfels aber = oifi: fo muf man in der Geometrie fogar

; 5[!’1«[}9!1! t'l]' Pad L'“"'l'?"if:: aus emner -uie |lLa'r"’“ @jLL SE i

Jull eine Ellb{’l—yv JJ;L‘ > fepn 01

. 95,

a H LN o ' » ¢ = s I
Da 3y Seunenvhde Groge A ift, fo ift offenbar, daf

: 1 A ﬁ i i [V e o
Diefe GSrodfe 34 ne unendlidmat grdfere Grdfe fegn werde

-a A > 2OR
al8 A dennes ift T i — =a:A D, b. toic eine endliche
dx dx

Grdfe gu ciner unendlichen. G gieht alfo untee derr unends
lich grofien Grdfien foldye Berhaltniffe, daf einiae unendlichs

mal grofer feyn Pdnnen alg andere. So wird

elne s
¥ ?

enplichmal grofieve Grifie als &- ; Denn fefit man — =4,
X dx

~ : a A o
0 WD —— = —. uf cine dpnliche Mnt ift —— eine
dxa dx ul eine 0.‘.‘ E” }C 1t ]'!t a3 Al

unendlichmal unen; wiidmal qréfer alg = §38 gieht alft

dx
Srabde unter den winen Ofidhen Gudfen, und jede unendlide
Otble von einem folgeiden Grade HE unendlihmal grostt
; ald
LiEES
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N

Bon bem Unendlidhen u, dem unendblich Skinen. 8o
alé eine pon den &mz'f}:-.'vgsi}err.??:-fr.r; ia ena die 3al! m nuy
gropet ift als die Sabin, ¢ fch Gbrigens nm fo enig als

3 N e
¢8 wolle, o ift = eine unendlichmal grofere Srife ald

e i G b
xi o

a

dxn’

§.  oé.

o wie e8 bep den unendlich flelnen Gudfen unaleiche
geometrifche BVerhaltniffe gieht, obgleid) die avithntetifchen {
Berhaltnifie indgefammt gleich find: o Fonnen bey ben unz
endlich grofien Grogen die geometrifdhen Verbdltniffe gleich |
}'_L‘l)n,- obidhon die arithmetifchen cine noch fo grofie lingleichs |
beit Haben.  SDenn nemiidh a und b endliche Sedfien bedenz

A ¢ : T &l .-
ten, fo ftefen diefe bepden unendliche Grdgen = b und
X i

d—u in cinem geometrifchen mhaltmﬁl ver Gleichheit, ‘ins

“dem der Duotient, den man dureh ihre Divifion exhilt, = 1 +

bdx : : ‘

=B wird, weil dx = o ift, Beraleitht man aber eben
Diefe Gedfien arithmetifch mit einander, fo ift, roegen ber
Diffeveny b, ihr BVerhaltnif ein BVerhaltnif der Nngleidheit.
8ben fo frehet —— F — 3u —— in einem geometrifchen

fo fteh dx2+x°udx3 g fh
Beehaltniffe der Gleichheit, weil der Erponent ded BVerhalts
Niffed = 1 ¥ dx = 1 iji; allein dic Differeny diefer Grdf
g e o

fen l{t — und folglich eine unendliche Grife. Wenn man
alfo aLf dad geometrifche BVerhaltnifi fieht, fo verfHivinden
Die unendlich grofen Brofen dew niedrigern Grade gegen Die

anendlich guofen Grofenider hohern Srade.
: %5 § o5
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§. 97.

Diegd von den Graden der unendlich grofien Girdfen
potausgefent, fo (afit fich leidyt zeigen, baf dag Produft aus
einer unendlich grofien und einer unendlich fleinen Grofe
nicht blof cirte endliche ®rofie, wie fcbon voghin angemerft
e den tff, fordern audh eine unendlich grofie und eine uns
enilteh fleine Grofe fepn fann.  Wenn 3. B, die umendlide
Siofre ;.‘. durch die unendlich fleine Grofe dx multiplicitt

tird, fo tft das Produft eine endliche Grdfe = a; remt
7 ; = y

aber = dbureh dx= oder dx3 oder cin anderes unendlid
X

Rleineg von einer hobert Ordnung multiplicict wird, fo ift
dagd Produft entweder adx, oder adx2, oder adx3, .
und atfo unendliH Fein,  Auf eben die Art erheils, daff dad

X=

. g a ‘ o
Prodult aug der unendlidhen Grofe 553 und der unendlid
fleinen Grdfe dx unendlich grof ift; und uberhaupt witd,

a i 2 b p

toenn man T und bdxm mit einander multiplicict, das
Produft abdxm - unendlid Flein fenn, wenn m ardfer ift
als n, und wenn m = n ift, eine endliche, fo twie, wenn m
fleiner al8 n ift, eine unendlidhe Grdfe werden.

§. 98.

Die unendlidh leinen Grofen foroohl al8 die unendlid
grofien Fommen in den Reihen der Sablen fehr . haufig vor;
und da fie darin mit endlichen Sahlen vermifcht find, fo Lkt
fio Daraus mit voller Deutlichfeit ecfennen, mwie man
nach Dem Gefene der Stetigleit von den endlichen Grofen
3u den unendlidy grofien und unendlidy Pleinen Grofen fibews
gehen muf. Wiv wollen uodrderft die Reibe der natielis

dyen
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 Yx ift, und weldbe, audh viicfwacts fortgefent, folgende ift:

Bon dem Unendlichen u. dem unendlich Kleinenr. o1

den Sablen betradyten, die, renn man fie 3u gleicher Jeit
vafmartd fortfest, folgende ift:

Ler=igi =3 o Fee Ty F O F Fde peh dafgind 3¢
€8 geben alfo die Sablen, indem fie beftandig abnehmen,
endlich o oder Das unendlich Kicine, und werden, wenn man
fie weiter fortjesst, negativ. Man fieht daher hicraus, daf
man.pon den abnefjmenden pofitiven Sahlen durch o ju den
negativen ubergehet.  IBenn man aber die Quadrate diefer
gablen nimmz, fo erhalt man, weil diefe indgefammt pofiz
tiv werden,

w.t16ft9tattrtotrtatot 6 u,
@8 ift folglich hier o Der Uebergang von den abnehmens
den pofitiven Sahlen s den twachfenden pofitiven Jahlen
und wenn man die Jeichen pérandert, fo wird o der Uebers
gang von den abnehmenden negativen Jahlen ju den wach-
fenden negativen Sahlen, :

§. 99
Betrachtet man die Reibe, deren allgemeines Glicd

WtV —3tv—afvV—rftotvitvatvyi3tvatw
fo fallt daraus in die Augen, dafio gleichfam alg die Grenge
angefehen toecden Fdnne, durd mweldhe man pon den reellen
Grdfien u den’ imagindren Pommt, Stellt man fich unter
ienen Gliedecn die Applicaten Frummer Linien vor, fo erhels
let, Daf diefelben, wenn fie pofitiv getwefen find und fo rocit
abnehmen, daf fie endlich ver{chroinden, bey nunmehriger .
weiterer Fortfehung entmweder negativ oder twieder pofitiv odet
auch imaginar werden, Ehen dasgigefchichet, wenn die Appliz
caten guerft negativ getvefen find. Denn fest man fie nadh dem
Berfdwinden weiter fort, fo werden fie ebenfalls entiweder poz
fitiv oder negativ oder imagindr, Hiervon enthalt diegehre

' pon

i nee A

e S e il
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von den Fruminen Zinien, twelde toir im gwepten Bude der

Cinleitung in die Analpfid ved Unendlichen abgehandelt Has

ben, mebreye
§. 100

9uf eben Die vt trifft man in den NReihen dfters unend:

fich gtofie Gfieder an, 3 B, in der harmonifhen Reibe,

[ 25 f b T
folgenoe 1
| 1 ¥ T R S e g
et B e ety o, et R DTt
4 3; 2 I N e SR e

or

er Nedhten gegen die Sinfe ju, fo
tvachien die Blfcdet, fo daf — = unentlich geof ift, abet fo

bald die GBlieder iber diefe Grenge fommen, fo werden fie

negatio und nebmen ab,  Hiernad fann man aifo die un:
endiich grofe Girdie ald cine G enge betradbten, jenfeifs

: “)?1 vojitiven Sahien negativ werden, und umgefehr
at cinige verlettet, ju bebaupten, baf die negatwen
Sabien alé Fahlen, die grofer feym af3 dag lnendlidye, bes
trachtet erden £6m: nten, weil die beftandig wachfenden Glies
ver digfer Reilye, nadbdem fie Dag Unendli e evreicht haben,
Pega*lb erden.  Hber twenn man die Reihe nimms, deven

T
o
3
>
3
L5

3
)
P

— -
\.."7

5 : B .
allgemeines Gfied Ezft; fo wecben die Gilicder berfelben

fad) dem tleberdange durchsd Unendliche wicdes pofitio

|
i, = -i- -.!—- 'i* 1. -}- ,I_ t}- _I__ -I- _E_ 5 5 _I_ . A
g RN iy

and davon wied doch okl l)?mmcnb be[;zaubtm toolfen, daf
e ardfer ‘f'aﬁ' als Das tnend! TR

§. 10T,
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§. 101,
Oft macht auch dadlnendlicdhein den Neihen die Grenge
soifchen den vecllen und intagindven Gifebern, wie in vet,

; Riss
y Deven allgemeines Gied —— {li:
deten allg _ e Ui

I I I T I I I

o STV SURNEL PR - St S (e At S —— ey
vl i ! L iz I s
V—3 V=2 Y10 'Vi1'ya2'y 3

indef folgt hieraus nidt, daf die imagindren Grofen grifier
feyen ais Das Unenblige, denn aus der vorhin angefihiten
Sieifje
W3 TV S Ty =g o Y rf‘"s,’“” 1.’”“ + 1,

h.‘"l"z, eben fo gnt folgen, daf fie fleiner waren. Dann [afi
fih antch ein Ueberaang von reclien Gidfen U imagiaren
seigen, o die Srenge jivifchen bepden n:wm O 1toth o ift:
3B, in Dev Reibe, -deten allgemeines Glied 1 + Vox it

Da aber in dicfen Fallen jedes Glich wegen der ;}a,wt Az

litat cinen doppelten ecth bat, fo fiad Diefe beyden 9 “hets
the {n Dey Grenge swifthen den reellen und imeo gindren Slies
Dern vereiniget und bepde einander gmrb, ©p D?r Dingegen
bie Gilieder, die vorhin pofitiv waren, in negative 11berges
ben,- fo oft gefchieht der Ueberg gang entroeder durth dasg uns
mbizcﬁa"‘""em ober durch Bad unendlic) Rieine. 9l ‘m“ﬁ
erhellet qufs deutlicdbfte aus dem @e]u"e Der Steti qfut el |

Hes wir bep den Frammen Pinien tahrnefymen,

5. 1oz
Auch aud der Summirung der ing Unenbliche fortiays
fenden Stethen (a6t fich Bier mehreves bepbringen, rodurh
theils dic Eehre von dem Unendlichen nod) mehr Srlauterung

- ehalt, theils vecfchiebene Srocifel, die dabey 3u entfrefjen
Pegen, gamslich aus dem Wege geraumt werden Fonnen,

%e&ebt juvdrderft die Reihe aus gleichen Slicdern, wie

Itrfrfrdrbrdadrdrtastdae
1 b

i
Y.
F

P
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und laufen diefelben ohne Cnde, bdad heilit ind Unendlice
fort, fo iftS aufier allem Stoelfel, daf die Summe aller die:
fer Glicder grofer als jede Sabl, die fid angében [0k, und
chen Dedtoegen unendlich fepn muf. Dies beftatiget aud
der Urforung diefer Reihe, indem fie aus der Entwictelung
Diefes Bruchs
?:I_—-};:I T x T x20kx3436
entfteht, toenn man x = 1 fet. G8 ift demnach

—— = ¥1trh Lt

Ea—k

; I g ;
und die Summe = —— = — = dem Unendlichen.

1

I~i &

§. 103, _

Ob indef gleich hier fein Stweifel entftehen Fann, da

eine und diefelbe endliche Jahl unendlichmal genommen, noths

toendig in eine unendlicdhe tbergehen muf: fo fcheint dod
ver Hefprang aus det allgemeinen Reihe

it S S REE SR SUR PO
auf fehr widtige Schwievigheiten ju fithren. Denn fest man
fur x nach und nach die Jablen 1, 2, 3 ¢ fo erhalt man fols
gende Reifen

I
Ay Ifrtrtrt o 1 -}-:c.:l——fzbeml!nenDL

B..1t21418 1164 32 ~I-zc.==—I~ = — I

—2

C..173% 91271 81 ¢ 243 ']‘_‘LR...—:—I———:--

s

I
2
¢ AT T 4T16764125611024 % 2, = sk
I—4 3
Gy
: D
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Da nun in der Reibe B aufer dem erfren Glicde alle Glies
der grofer find als in der Reihe A, fofollte auch die & umme
ber Reihe B nothwendig grofer fepn ald die Summe der
Reihe A; allein die Rechnung giebt die Summe der Tieibhe
A unendlich grofi, und die Summe der Neifbe B negatio, d. h.
Fleiner al8 nichts an, und das 136t [ich nidy jufammen l...ufﬂ..r.r.
RNodh viel weniger (a5t e8 fich mit ten gemohulichenBoritel:

lungen vereinigen, Daff die Summe diefer und aller folgenden
Reihen negativ fepn foll, da dodh alle Blieder pojitiv find,

§ 104

Au8 diefem Grunbde har viclen die fhon anaefihree
Meinung roahrfcheinlich gefchicnen, daf man die negativen
Gedfen bismeilen ald Grdfien betrahten Edune. die aleichs
fam grofier alg das lnendlidhe oder nodh mehyr o8 unendiid
maren, und da man aucd durch fortaefeste Berni nderung
der Jahlen {iber o hinaus ju negativen Sahlen Fomme, fo
haben fie einen Unterfcbied jwifhen negativen Sahlen pon
diefer Form — 1, — 2, — 3, 1c. uAd toifsben negativen
Sahlen diefer Net, +r1, TZ, fag.zr.gmmcbt: fene foliten
threm Borgeben nady Fleiner ald nidhts, diefe aber gdfer als
0as Unendliche fepn. Allein auf diefem Wege witd dic Schroie:
bighelt nicht gehobden, weldye fich bep der folgenden Heibe

Lf2xt3x2 4 4x3F5x4 f20 = -

i[n-x-'-"-

findet. @8 entfpringen nemlich aus diefer allgemeinen Reihe
die befondern Reihen

A 1 T
c-['I’E'i'g'i‘q.'i'S'I'If.-—{T-:J—;-—‘S‘ =otemlinendl,
B..1tatiafzatgotic = E:_I:‘T: I
—2)2

%0 aufier den evjten Glicdern alle Glicder der Reihie B grdf
fee
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Feine wahre Summen find, Denn da

.
fortgefcaten Divifion entfpringen, indemr dDer Neft immet
tieder von neuem getheilt mwird, und der -.u«.‘.s:,f_ tmimer mehe
wachit, e weiter man fotfgehis fo find wir nie bevedbtiad,
diefen Reft wegiulaffen, am aflerweniafien den lepten
Reft, b, h denjenigen, welder, nachdem man jum uns
enbtlichen Male getheilt hat, abrig bleibt, tveil Devfelbe
anendlidh grof . Da aber Hictauf bey ben obigen
mﬁlf)en nicdt aefehen worden ift, indem man den-Reft

s 10 ift e8 fein Wunder, daf man
Ungevetmtheiten verfallen i, Und

Hiovm f:-:-‘ Treily P
pEGI ...'iln.n:.\_ﬂ GHY

vicfe Antwort G eben o durdhaus der Wahrheit gemaf, ald
i; w8 det Entftchungsart der Reihen felbft Hergenommen

ift; und raumt alfo allen Sreifel aug dem Weae,

Yamis Rad ; . ; : e
Lamit dies nodh Mutlidher toerde, fo wollen wir die

Cntiwidtelung ded Bruds —— in den erften blof endlichen

-n

e

=r

1

al
bi
DI
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— ] P ——

1 —X I—X
I X%
I —X f -T I—x

: X3

I —x I—x

; x4
—— ] X hx2 3 S
e T xtx2 fx 'I'I_x-
: 193

Wee alfo die Summe diefer endlichen Reihe
I T x % x2 ¢ x3
| : : X4

= = fefet, dee fvet fich um === unb wer behauptet,
vag die Summe diefer Reibe,

I'-I*xfxii-xi"'j‘,.....,’]'xxooo
: : D - o~ : ; S L TOOT
= —— fep, Der irpt fich um die Grdfe = 1nd

= —

diefe 3ah!l witede, wenn x grdfier als die Ginbeit ware, eine
auerordesitliche Grdfe haben.

§. 107,

Dicraus erhellet, dafi der, welder die Summe chen
diefer Reihe, bis ing Unendliche fortgefent, oder dic Sume
me von

T F P of g Pl RSP
I 4 XP X .
= i feget, die wahre Summe um Tl flein
angiebt, und wenn nin x arofier alg 1 ift, fo ift dies allees
dings ein unendlich grofer Unterichied. Sualeich - evhellet
bietaus, warum dic Summe der unendlichen Reihe

Efxfx2 £x3 344 x5 %

Rt
Rulevs Differens, Rechn, 1,TH, @ al$

I . L :
W der That = —— ift, wenn x einen Deuch, dev Eleiner
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alé dic Ginbeit ift, bedeutet, €3 wird nemlich alsdann dee
I
Kehler }fi; unendlich Flein oder Null, und braudt daher
e

nicht in Unfblag gebracht ju werden.  So ift, twenn man
x = % fegst, in Det That
I I oA L I
IT;%E‘?QTTE”:‘E;'I‘?L‘- R
and aué chen dem Grunde witd Ddie wahre Summe det
fibrigen Neihen, wenn x cinen BDrud) bedeuted, auf eine afms
fiche vt gefunden.
§. 108,

Diefe Antwort paft auch auf die Summen folcher divers
oirenden Reifhen, in welchen die Jeichen - und — abiedys
feln, und eldpe man gerdhnlich aud eben der Formel abe
Teitet, indbem man fii x negative Sablen fest. Denn da

I,
—e=f — X} x2 — x3 } x4 — x5 T2

Ifx
ift, fo toitd, wenn man den leften Reft weglaft,
AvvoI—1%1—1 %1 — 1 FT.=%
B...1—2%t4— 8 116 — 32 1w, =}
Co,eI—31 92778 —243%w =#%

2.
©3 falit aber in die Augen, daff die Summe der jweyien
SReifje B Destoegen nicht = 1 fepn fann, roeil fich die Ags
gregate defto mehr von § entfernen; je mebhreve Slicder man
toivklich mit einander veveiniget. Dennes muf die Sumaie
ciner Neibe eine Grenge fepn, der man defto naher Fommbh
je mepreve(Glieder man wicklich jufammen addict,

§. 100,
Hieraus haben einige gefchloffen, daf die Reihen, el
die man divergivende nennt, gav Feine beftandige Sumitie ho?
ben,
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ben, weil man fich bey der witklichen Bereinigung ihrer Giies
dev feiner Gremye nabhert, die man fue die Summe einep
folben Meihe, ind Unendlide fortgefest, balten Fonnte.
Diefe Metnung ift aud) der Wahrheit vollfommen angemefs
fen, da die fogenannten Summen megen der Auelaffung deg
festen Refte nach dem vorhergehenden gany falfch find. Gleichz
tooh! Dletbt Dagegen der Eintourf abrig, daf eben diele Sum:
men, bey aller threr Abmeidhung von der Wabrheit doch
nie in einen Jrethum fuhren; daf man fid viemehr durdy

ihre Annahme in den Stand gefest fieht, eine Menge dee

widtigiten Safe au finden, quf twelbe man ohne iene Sums
men gat nicht wicde Fommen founen. Waren aber diefe
Gummen falid, fo Er‘mnren@z ung nicht beftandig su wahren
©aten leiten, fondern fie mifiten uns vielmehr, da fie fich
nidht um ettvad unbetradbtliches, fondern felbft um das Wiz
endliche pon der IWahrheit entfernen, auch in die ardften
Seethumer filegen. Da alfo died nicht gefdbieht, fo bleibt
und o der fbroerfte Knoten 3u (ofen 1brig,
§. 110,

Meiner Meinung nadb liegt die gange Schwierigheit in
bem Worte Sumime.  Denn toenn man das Wort, Summe
ber Reihe, in dem getwdhnlichen BVetrftande nimmt, o man
darunter das Aggregat aller ihrer wirflich bereinigten Glies
der perfteht s fo ift e8 ausgemadst, Dap man nur die Sumz
men dever Neihen wictlich darftellen fann, die convergiver
Und den Werth der Neihe einem getvifien beftandigen TWevs
the defto mehir ndbern, je mebrece Glicder wicflich jufanz
men genommen toerden.  Dagegen haben die divergirenden
Reifyen, deren@lieder nicht abnehmen, e8 migen riun darin
die Beichen + und — mit einander aboedhfeln oder nidht,
gar Feine Deftandige Summen, twennt man dies Wost in dem

@ 2 anges
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angefhrien Vevfrande nimmt,  IWenn aber in den vorhin

nabnten 5"—rlr."‘l gletdimebl aud diefen Uriarn Sunmme

£riy ‘l'[. ______ et eRd GIELARDID QUL DICIEN lulc;._-_,a unimen

¢tivad wahresd e vrgeleitet witd, 1o gejadiefet foiches nigt
I

Sh ,-:h.. N 23 Bio (= v o
foeif der endliche Ausdruck 3. B, —— die Summe der Neifie

o u1-'l-

T F x o x20f %3 ke it fondern nur in fo fern, af8 jener
Ausdruct, wenn man ihn entioictelt, diefe Neihe .L:,il-?-‘-;. Nuf
diefe Svt fonnte man dabep des Augdruds, Summie gang
uberhoben fepi.

PR & i o
Biv werden alfo dicfe Shivierigfeiten und anfbeinens
den Wiberfpeiiche adnylich vermeiden, tenn twic dem Moste
Summie ¢ine andere Bebeutung aeben, ofé €8 gerwdhnlid
s baben pflegt.  IBir wollen v-","r ven YHusoruef, aus defen

Cattoidfelung eine unendliche Reilie entfreht, die Summe

. o) ot I
diefer Reibe nennen.  Sn diefem Berftande ift alfo gl

in ber That die Summe der-Reihe 14 x F x2 + x3 110,
weil diefe RNeihe aus der Entwickelung jenes Bruchs entfreht,
man mag fir x cine [ahl fegen, was fir eine man will
Wenn alfo die Reibe eine converaivende Reibe ift, fo fimmt
Diefer newe BVegriff der Summe mit dem gerodfnlichen nbet:
ein; und twasd die divergivenden Reihen betrifft, die Feine
eigentlich fogenannten GSummen Haben, fo permeidet man
bey thnen, wenn man jene Grfldvung jum Grunde tegt, olle
SchwierigPeiten.  Endlich ift man vermittelft derfelben im
Stande, die NuibarPeit der divergivenden Reiben ju bes
Haupten, und fie wider alle Sintwiivfe ju vertheidigen.

Biers
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Lon der Natur der Differensialien aller Orbnungen.

§.. 112;

; %’Er faben in dent ecften Gapitel gefehen, daf det Auz
wachd, den eine Funftion von x erhalt, roenn nian darin x
um die Grofe » wadfen 14, ducch Diefe Korm Po F Qa2
Re3 3 e andgedructt werden fann, e8 mag nun dicfes Husz
druct ein endlicher Ausdruck foyn, odet ofyne Ende fortges
hen,  9Benn'man alfo in der Funftion v, fir x die Grdfe
x e fegt, fo befomme fie folgenden SBerth: '
v T Pw *Qn'i’f'{'liw3‘i*gw-14"[’
und gieht man davon den vorhergehenden IWerth y ab, fo
bleibt die Diffeven; dev Gunltion y 1ibrig, die man alfo aug?
dtucken fann,
Ay=Pas+ Qu2 { Ra3 FSud } 1
und da det folgende TWerth von x oder xF = x + # ift, fo
ift die Differen; von x oder Ax = ». Die Bubitaben P,
Q, R, ¢, aber bedenten Funftioren von x, die von y abhanz
gen, und Decen Erfindung in Dem erften Gapitel qelelt
worden ift., 5

: (RES G P R
-l a8 fiar cinen Suwadys « alfo auch die verdnders
lidhe Gedfie x vermehrt werden mag, fo ift; man gleichwohl
& 3 ieDess
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jededmal im Stande, den Juwads gu beftimmen, mwelden
eine jede Funftion y von x dadurdy erhalt, fobald man die
Sunftionen P, Q, R, S a¢. fiie einen jeden Werth von y bes
ftimmen fann.  §n dem gegentvartigen Capitel aber, fo wig
aud) in der ganjen Analyfis des tnendlichen, rivd der Jus
wads «, um melchen tiv die veranderlidie Grdfe x haben
wadyfen laffen, unendiich Elein, ober al8 cine verfbiwindende
Grofe, ober = o angenommen; mwoher denn offenbar ift;
baf audh der Juwachs oder die Differeny der Funktion y uns
endlidy flein rwicd,  Da aber bey diefer Botausfebung die
folgenben Glieder des Ausdruds
Pa T Qw2 § Ra3 | Se4 T

gegen die vorhergehenden verfchrvinden (§.88. u.f) fo bleibt
allein das erfte Blicd P a 11brig, undes ift Daher in dem Falle,
0B @ unendlich flein ift, die Differeny von y oder A y=Pa

§. 114,

€3 ift daher die Analyfis des Unendlicherr, welche foit
hiet abjubandeln angefangen baben, nidyts anders, als cin
befonderer Eall der Lehre von den Differengen, die den Ges
genftand des crften Capitels ausmadbt; e8 werden nemlid
varin die Differenzen, die it oben endlich annahmen, uns
endlich Flein angenommen. Um daber die Analpiis des tne
endlichent bon dey Lehre von den Differengen gehorig abjus
fondern, wicd e8 gut feyn, daf wir die unendlich Eleinen
Diffeventent fowohl mit befondern Namen belegen, al8 mit
befondern Seichen andeuten, Wir wollen alfo die unendlid
Pleinen Differenjen mit Iieibni-gcn Diffecensialien nens
nens und da wiv it dem evften Capitel die Differengen
berfchiedene Ordnungen eingetheilt haben, fo tird daraus
ein jeder leicbt abriehmen, was das erfre, das soepte, Dad
deitte Diffevenial u, f 1o, feg.  nfratt des Jeichens A
: aber,
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abee, tvomit toir dDie Differenien begeichnet Haben, toollen
wiv hier den Dudbftaben d gebraudhen, fo daf alfo dy dasd
erfte Diffevenyial von y; ddy das ywepte Differenzial vony;
diy das dritte Differensial von y, w.f. f. bedeuten folls

§ 115

Da twic die unendlid Fleinen Differengen, mit deren.
Betvachtung wic ung jest befbaftigen, Diffecensialien nenz
nen, fo echalt daher der gange Calcul, deffen GSegenftand in.
det Yuffudbung und dem Gebraudhe der Differensialien bez
fieht, den Namen der Differensinl - Rechnung, Die engliz
fben Mathematifer, unter welchen guerft Yewton, fo i
Leibnig unter den Deutfchen, diefen neuen ITheil der Anaz -
Infis ecfunbden, und zu veevolifommnen gefudt hat, bedienen
fith foroohl anderer Tamen als anderer Jeichen. Sie nens
fien nemlich die unendlich Eleinen Diffevengen, die bep und
Diffevenzialien heifien, meiftentheils Shuyionen, bisweiler
audh TFncremente, und diefe Namen find im Lateinifhen alz
fetdings dem Sprachgebrauche gemafer, und deicfen aud
die Sadye, die fie begeichnen follen, iemlich gut and, Denn
man fann fich dic veranderliche Grdfic, die mwadfend ims
mee oo einem Werthe 3u cinem andecn fortgeht, fehe wobhl
gleihfam ald cine flickende Grdfe vorvftelfen; und ¢ hat
' Daber Llewoton dag Wort Flugion, tveiched er anfanglich &
bon Der Gefchmindigleit deg Wachsthums gebraudpte, auf
ben unendlich Fleinen Suwadhs, den die Grofe gleichiam
durdy ihe Jlichen erlangt, ubergetragen. -

§. 116.

00 ¢8 aber gleidh thoricht fepr twurde, wegen ded Gez
braudhs diefer Wenennungen und ihrer Eeflarung mit den
@nﬁtanbzm su fiveiten, indem wir, toenn auf die Reinigeit

S 3 Des
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bes lateinifchen Ausdructs und auf feine Bequemlichfeit ges
fehen wicde, dodh nachgeben mifiten: fo bat gleichmohl

unfere Vejeichnungdart vor dev enqglifhen cinen Borgug.
Die Cuglander begeichnen nemlich die Differenzialicn odet
thre &lurtonen ducch Punfee, weldhe fie fber dic Duchitabe

fcbeeiben, fo Daf y die erfte, 7 Die ivente, y die dritte Flupion
vort y u. f. f. Dedeutet. - Nun ift swar diefe Bejeidnungsar
willfuhrlich, und wenn die Angaht der Puntte Flein i, fo
Daf man fie leicht tibergahlen fann, aud nicht au *tadeln;
allein wenn viel Punfte gefent merden mifien, fo entfichen
Daraug die: groften Unbequemlichfeiten. 68 ift 1. 5B, febe
unbequem dag jebnte Differenzial oder die jehute Sugion

‘l
yi
"
i

auf diefe et ;- ju begerchnen, da mwan bingegen unfeve it
dZy mit einem Dlicke iberficht. €8 fommen aber Falle
bor, o nod) hofeve Ovdnungen der Diferenialion anzujeis
gen find, und jur Begeichnung dee Differens stalien von einer
unbeftinmmeen Oednung ift die eng glifche 2rt gang untauglid.

‘ (i €L
Wir wollen alfo forooh! unfere Jeichen alg us ifere Nas
men gebravden, ‘toeil diefe ben ung allgemein eingefuhrt
und den mehreften befannt, jene abep bequemer find, Sne
goifchen mufite auch der bey den Englandern Nblichen Naz
men und Jeiden Cewabhnung gefdelen, damit fedee-in ben
Ctaub gefeit tolede, die Sdriften dev Englander ju lefen
Denn ed find diefelben gar mdt fo von ihrer Art eingenom:
men, 0ap fie die Scbriften, mworin unfere Namen und Rels
den vorfommen, qamtzw vertverfen, und des fefens uns
merth halten follren. Sich habe wenigftens ifre MWerfe mit
der gedfiten Begierde und mit dem grofiten Nunen gelefer,
und dabey oft wabrgenomnren, daf anch fie Die Sdhriften

pet
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dev Unfrigen mitJNugen gelefen haben. So winfibenswerth
dafher audh eine allgemeine und immer gleidhe Hejeidhnungss
und Benennungd: et wave, fo Halt es dody nidt fdbroer;
fich fo tocis an Deyde qu gewdhnen, ald o8 jur Pefung det
Gdyriften, in welden cine andere Avefeveht, evfodertich ift. *

i 138, :

Da tiv alfo bisher den Bucbfiaben o gl Begeichnung
bee Differen; oder ded Sumwachfes, tm welden man fidh vorz
fielte, -Daf dic veranderliche Grofie x vermelrt merde, ges
braucht haben, « aber nunmefr unendlich flvin angenoms
men toird: fo ift » das Differengial von x, und alfo nadh det
eingeflihrten Begeidbnungdart e = dx, und dx alio die unz §
endlich fleine Differeny, uny .mff‘m man fidhy vogftellt, dafh's
x wadbfe. Huf ¢ine ahnlidhe Apt wicd. bas Differ emial DNI\-
y burch dy audgedracfe; und wenn y cine Funftion von x
ift, fo beseichnet das Difevenzial dy den Suwadig; den die'
Sunttion y crfahut, wenn x in x § dx Gbergeht. - Sekt man
vaher in dee Fuultion y allenthalben x +dx fir x, und bes
jeidinet man den auf diefe-Urt entfpringenden Meith duvch
Y, fo toied dy = yl—7y, und man finlet Hicenach dasd
Diffevenzial ciner jeden Funltion.. Doch mul man died nue
bon dem ecften Diffcrensiale vder von dem Differenziale der
titen Drdnung verftehen, denn bon ben ubrigen wicd erft
Jachher geredet werden.

§. 119. _

Man hat fich daher rwobl ju° merfen; dafider Buchs
ftabe d Higr Feine Grofe bedeutet, fondern biof als ein Jeis
den gebraucht wicrd - um die Benennung Diffevery ial ause |
judtucten; cben fo wie in der Pehre von den Logavithmen
ber Buchftaben 1 ol8 cin Seichen-des Logavithmen, und in °

& 5 . der
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ey Algebra das Jeidhen v~ gur Vejeichnung der Wursel gez
braucht toird. €8 bedeutet daher dy nicht, fo-tvie fonft in
ver nalpfis getoohnlich ift, ein Produft qus einer Srofe d
in bic Grofie y, fondern man muf e8 durd dasd Differenyial
pon y ausfprechen.  Eben fo bedeutes in dem Ausdrucke d2y
toeder bie 2 einein Epponenten, nod d2 eine Poteftat von d,
forbern man braudt diefen Ausdrud blof, um das jrwente
Diffevengial Pury und paffend augsudrucken, LWegen diefes
Gebrauchs des Dudftabens d in der Differengial: Rechnung
muft man daher denfetben in Redhnungen, wo mehrere Grof:
fen vorfommen, um BVerwivrung ju vermeiden, nie g
Bejeicpnung einer von dicfen Grofen antvenden, eben fo mwie
man in den Rechnungen mit Logarithmen den Buchftaben
nicht ju gebrauchen pfiegt. €8 ware indeh u rofinfden,
pag die Budfiaben @ und 1 eine etwasd verdnderte Geftalt
befommen mdgten, damit man fie nicht mit den Buchftaben
ves Ulphabetd, wodurd man die' Grofen begeichnet, vers
toechfeln Ednnte; auf eine dhnliche Aet meine i, twie man
ben Budbftaben r, twodurdh man anfanglich das Wort Wt
gel ausdruclte, in Das Jeichen v~ umgedndert Hat.

§. Iz0.

Da toiv gefehen Hhaben, daf das erfte Differengial von
¥, toenn y irgend cine Funfeion von x ift, diefe Korm P
 befommt, fo wird, weil v =dx if, dy = Pdx. 2Bag nems
lich audh y fitv eine Junftion von x ift, fo witd fein Diffes
vengial dy dodh fmmer durch eine gewiffe Funftion von
die tir Hier duech P beseichnen, mit dx multiplicict, auss
gedrudt. Ob alfo gleich die Differensiale pon x uad y i
Der ThHow unendlich Fleine Srdfen und der Nyl gleich find;
.t fo haben fie dody ein endliches Bechaitnif su einander, s
i demdx:dx == Pigif Hat man daber die Junftion P
gefuns
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gefunden, fo Fennt man dad Verhaltnif 3wifchen den Diffes
venjiatien dx und dy, Da alfo das Sefchafte der Difs
ferengial - Redhnung in dev Sefindung der Differengialien bee
fteht, fo find e8 nidht forwoh! die Diffevensiatien felbft, weldhe

Darin unterfudht roerden, fondern vielmehr das geometrifhe ©

PVerhalenifl, roeldes fie ju cinander haben. Denn die Difs 4
ferenstalien fefbft Fonnte man, bda fie msgefﬁmmt der Null
aleich findy lﬂcbt finden,

§. 328,

€8 laffen fich olfo die Differengialien tweit feichter fine
den, afs die Differengen. Denn um die Differen; Ay ju

findert, um welche die Funfrion y wadft, wenn die verdns 7

verlihe Gridfe x den Sutvachs » bePommt, ift es nicht genug, :

daf man die SunPtion P fennt, fondern man muf audh aufe

ferdem die JunPtionen Q, R, S, 26, die in Det %e{tlmmung
et Differeny Ay

= Po } Qo2 § Ra3 $ 2
potfommen, fiffen; sur Crfindung des Differensiald von
aber ift e8 genug P ju fermen.  ©8 [4ft fich daher audh aus
dev bePannten Differen; einer Junftion von x das Differens
sial devfelben leicht finden; allein aus dem Differensiafe einer

Funttion ift man nidt gleich im Stande, die Diffeveny ders

felben: Hergulciten. Sndef toicd dodh in der Folge gezeige _'
foetden, toic mai qus den Defannten Diffevensialien aller .
Drdnungen iede Differens einer jeden Funfion finden fanm,
Ucbrigens evhellet hHieraus, daff dad crfte Differensial
dy = P dx Da8d evfte Glicd der Diffevens, emlich P« gicht

§ 122

Wenn- alfo der Jutwachs », um twelden man die pevans
Vetliche Grbfie fidy vermebren (3Bt, febe flein iff, fo daf in
vemy
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fonnens jo-finfet man aus.bem befannten Differ
die Diffeveny bevnahe. Csift “C'Lhd? al LDLJ“' Dicfelbe = Pu;

b Biegans lafit fich in vielen praftifchen Antwendungen. ein
betradhtlicher RNugen zichen. 8 i'—ft D1ed aber audh der

Girund gewefen, warum verfcbicdens bié ’-T“.ff'-ﬂrcﬂ:ialii‘n aly
unendlich fleine Sncremente-Detrachtet und behauptet habe
ak fie Dt cigentliche Nullen wiven, fondern nur Lmbe-

timmt. flem gedadt ju tpexden braudbten. Dasd hat denn
anbern Gefegenbeit geaeben, die Artalpfis des Unendliden
gu bejdmidtaen; doft fie nidht die mahren, fondern nur bey
nahewahren Srofen findemlehre s und diefer Vorrourf witede
afferdings cinfge Stacfe haben, wenn it nicht die unends
lih Fleinen Grdfen als efgentliche Nullen betrachteten,

§. 123,

Diefemr Cintourfe ju begeanen, vergleichen diejenigen,

bie die unendlich Fleinen Grdfien nodh von den Nullen v
terfcheiden, die Differengiation mit den Fleinften Sandfdes
nern-im Gegenfas gegen die gange Gude, toobep getvif Ries
mand befdhuldiat werben twirde, ‘Daf er die Grofe deufelben
falfch angegeben Habe, tenn er dm nicht mehe alg ein folded
Ganbdforn fich geivet hatte: - Sie nehmen alfo jwifchen dem
Endlidhen und dem unendlich Sleinen cin eben. folbes Bews
halenif an; al8 fich ywifchen der gangen Grde und dem Fleins
ften Gandforne findet; und woenp jemanden diefed Berhaltz
nig noch nicht grof genug fdeint, fo vermehren fie foldes
taufendfaltig und dritber, fo-daf das Klcine gar nicht meby
metfbar bleidt.  Tndeh febhen fie fich Dabep dodh gendthiget
U
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suigeftehen, dafi dodurchetivas don dergeomictrifhen S irfe
perfoven gehye; wiewohl fie, um:fich dageden ju vertvalen

’
ihre Suflucht su folchen Bepfpielen nehmen, wo man vie
‘Jm.h«.z--s:'-T ;‘c-zr—-r—i'}[ permittelft Der Geometrie ald durd die
nalnfis es Unendlichen finden fann, und da aus dee inberz
cinfimmung bepder Refultate auf die Gite dev fepten Nes
thode fliefien.  Auf der etren Geite aber veicht dicd niche

bin, weil man-aydy: ofters baveli irvige SMethoden auf Wahes
heit Fommen: fann’s. anf der anbdern @‘;u  fliefit dacaus,
weil-Dies et nicht dev Fall ift," eige Erjx bag, mf diein

aud vet Acht U ehtd "'5‘ bis

hitg fiad, fo

-y

meteifchen Schacfe nicht die geringfie Gervalt an.

Ll e D aly 3o IRET tEarn e R e
Wie il €5 angenontinegn haben. - QB HHET DAIET vel acos

§. - 124.
Wir wenden und suc Eelidung dev Natue der Diffes
tenjlalien dDet jtvepten Drbnung, Die aus den im erfen Ga-
pitel erflarten joepten Differengen entforingen; wenn man

o § 5

die Bedfie w unendlich Flein = El x-annimmt.  Da - alfo di
am.n)téhff\ iffetenien berfdmin e, wenn man annimmt, daf
e vevanderliche Srdfe um rgu:td;e Jncremente wahit, fo
daf, twenn Der ywepte

folgenden x1' = x ¥ 2

-r—‘ 1.\

‘..“.'.J:

Werth x* = x ;. dx ift, alsdenn tie
s =g paadixiac finds weilin
diefem Rallz dic erfte n D ifferenzen beftandig = dx find: fo
find audy die 3roenten’ _.*"f enjiaiten o1 x, oder ddx = o,
wid eben fo auch die folgenden d3x = o; d4x = o
dfx = oy - Hierwider f' nite 3tvar-eingetmendet werden,
dafy dieye Differenzialicn als unendlich Pleine Srofien fdhon
anund far fidy = o feyen, und daf man af{o diefes nicht als
tine: Gefondeve Gigenfdhaft der verdnberliten ®rofe, deven
Sucremente gemi,) ge adt tverden, gu betvadten Babe:
Alletn

A D_.
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tlein man mu§ diefes Verfhtvinden fo verftelen, daf die
Diffevengialien ddx, d3x, 1. nicht blof an fich betrachtet,
Rull fepn, fonidern audy' in Mnfehung dev Poteftaten von dx,
womit fic fonft verglichen werden fonnten, verichwinden
follen,

0. 128

Damit man dies defto deutlicher einfehen moge, 1o e
inneve man fidh davan, daf die zivepte Siffeveny einer jeden
- unttion von x, die y feyn ‘mag, durd) diefe Form Pw2 $
Qa3 F Radfoac, ausgedencelt werben Fann.  SBenn man
Dabet « unendlidh Flein annimmt, fo vecfdhroinden die Glies
Der Qw3; Rad 1c., und fefit man » = dx, fo wird das
poepte Differenjial von y = Pdx2, wo dx2 das Duadrat
Des Diffevengials dx Debeutet, Ob alfo aleidh das mente
Diffecenzial von y oder ddy an und fiie fich = o ift, fo hat
¢8 Dodh ju dx2; weil ddy = Pdx= ift, dagd endliche Vet
Haltnif P 215 menn aber y == x ft, dann toicd P —]
Q=0, R=0,2t,;, und e verfehwindet alfo in diefom
Salle das jwente Diffevenzial von x audy in Anfehung von
dx2 und der hdhern Poteftdten von dx. Yuf diefe Nrt if
dic vorhergehende Behauptung, daf ddx = o, d3x =0,
. fen, gu veeftehen,

5. 126

Da die stoente Diffeven; nichts andees i, als die Difie
ey det etften Diffevens: o ift, auch das jepte Diffevens
dial, oder das Diffecenzio s Differensial, wie man e8 aud
bfters nennt, nicdhts anders, alg das Differengial des erften
Differenzials. Da ferner die beftandige Gedfie Peinen Sus
tvachs und Peine Berminderung befomme, und folglich audd
feine Diffevenzen Hat, indem diefe bHlof den peranbeclichen

@eofen
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Grofen eigen find: fo find aud in eben dem Ginne alfe
Differengialien der beftandigen Gudfien = o, b, b, fie vers
fdminden insgefamt gegen alle Potefiaten von dx.. - Da
alfo dbas Differensial von dx oder ddx = o ift; fo Fang man

Dag Diffevengial dx als cine beftandige Grofie betrachten,

und fo oft Das Differensial trgend ciner Grofe beftdndig ges
nennt wied, fo oft muf jnan fich auch die Scremente Diefer
Grdfie gleich gedenfen. Mir frellen uns aber Bice unter x
eine Grofe vor, deven Differensial Geftandig ift, und rolicn
nun die Beranberlichfeit der Funftionen beffelben, der feine
Differengialien ausgefest find, untevjudern,

§. 127,

Angenommen alfo, daf das erfie Differenyial von y =
pdx fey, fo muf man, um dag wepte Differenzial von ¥

B8 finden, bon neuent das Differensial von pdx fuden,

Da nun dx beftdndig ift, und nidse verdndert wird, toenn
man gleid x + dx fiae = fest, fo Hat man pup ndthia, bas
Diffecensial der endlishen Srdfie p gu erforfehen, &8 fop
alfe dp = gdx; weil rir gefehen Daben, daf die Differens
latien aller Funfrionen von x auf dicfe Form gebradt weps
ben Ednnens und da nun nad dem, twad twiv bon den Diiffes ;
¥njen bemwiefen haden, das Differengial von np = rngqdx
ift, wenn n eine befidndige Grdfie bedeutet: fo fader gt

dedurch, daf man dx fite n fegt, das Diffevensial pon ¢

pdx = gdx2, MWenn GH.DI dy = pdx, und dpies i :
ift, fo ift Dasg ywente Diffecensial ddy = qdx2, ynbd ¢s ors
Bellet auf disfe Art, was wiv foon vorhin beesifet baberr,
0k das jente Difevensial von ¥ % dx2 ein endliches Bop-
baltnif pat, -

§ 128,
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Sn Dem evften Capitel fyaben toir bereitd bemerft, Daf

die uventen und folgenden ,-:; frecenzen nicht [:'!.’f;.':'fi':?.?l'.’ ecden

baben wie fur diefelben ¢ine

tnter afle

nomumeNn, toe
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etden, toofern

Tote m a1 08 e mieo
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B H:- e = Aratison Fat
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ten Dif {

nidpt dig ceften ff)ﬁ enjen, welde man o.i:" ven Suivachs

der peranderlichen Givfe x !.'et:'-:.d,.!;r, nach eiusm befannten

Giefee roct-;,ef)c:t, und toie nehmen daher an, daf Ddie erften
i

,L,;h..n.f"'\iﬂl’.iﬁi‘i vonr x, nemlikh dx, dx!, dxi%, . indges

fammt einander gleich find, woher denn die jroepten Differens

sialien ddx=dx'—dx=0; ddx' = dx"—dx'=0;
AN L Al N shen At : £ £
1. togrden,  Da ‘alfo Die jwepten und die folgenden Difjes

s v E%nh AR oy aars - {E
cengialien von Der Ordnung abhangen, toeldhe die Diffevens

"i.n:.::e. der veranderlichen Grdfie x unter einander Haben,
und-diefe Drdnung willfahelich ift: fo muff fid, da die er
feen Diffevenzialicn tv.a-1cc?1*.=e-l.-mcm=rq nicht untecorien ind;
die Erfindung L‘-crx, epten und dee folgenden Diffevensialien

von der Erfindung der evften Diffevensialien auf cine fehe
mecfliche Uct unterfchicdem,

§. 120,

SMWenn aber die Werthe, die der veranderlichen Srdfe

x nach und nad beogc[ eat toecder, nemlich x, x¥, x12, x5, x'%
20, nidt i einer avithmetifden Progreffion fiehen, fondern
ach IL‘a‘iﬂT.,-‘Ci".IC.‘II anbem Gejeste fortfchreitens fo find audy
die exften Diffevengialien terfelben dx, dxr, dxy, . nidh
cinander gleid, und alfo aud nicht ddx = o, Dahet
: erhals
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ethalten die jtwepten Differengialien der Funftionen bon x,
ofne Ginfdhranfung genommen, ecine andere Form, Denn
wenn dag erfte Differenzial einer foldhen Funftion y = pdx
ift: fo ift e8 gur Finbung ded jwepten Diffecenzials diefer
gunftion nicht genug, das Differenzial von p mit dx 3t muls
tipliciven, fondern man hat quferdem auds auf dag Differens
jial von dx, melched ddx ift, su fehen. Denn da man das
soepte Differengialerhilt, wenn man pdx von feinen: folgen:
den Werthe, der durd) die Subftitution von x +dx fir x, und
pxt ddx fiir dx entfpeingt, abjieht: fo wied, went man
Den folgenden Werth vou p gleich p + qd x fept, Der folgende
Werth von pdx

=(p 1 qdx) (dx { ddx) =pdx }pddx + qdx2 } qdxddx;
und jieht man hierbon pdx ab, fo ift das gwepte Difs
fevenjial

ddy = pddx ¥ qdx2 } gdxddx = pddx } qdx2,

el gdxddx gegen pddx verjpmwindet, .

§. 130.

Db nun aber g{éid; dag BVeehaltnif der Sleichheit dag
einfachfte und fite die Saceemente von x das febicflichite ift;
fo geichichet es dodb fehr baufig, daf man nidt die Sacres
Hente der verdnderlichen Guedfe x, wovon y eine Funftion
ift, fondern die Jncremente ivaend einer andern Grdie, toos
von x felbft eine gewiffe Funftion ift, gleich fepn (4ft. Sa
¢8 weeden oft fogar die evfien Differenialien folden Grdben
einander gleich gefest; deven Berhaltnif su x ganylich unbes
fannt ift. S0 dem evfren Salle hangen die yoepten und fols
genden Differensialien von x von dem BVerhditife ab, tocls
Ges x ju der Grdfe hat, deren Sncremente man gleidh ans
genomnien Bat, und mifien daber auf eben die et befiimmt
Werden, als wic hier die joenten Diffevengialien von y aus den

Rulees Diffevens, Rech 1, Th, 3 . Diffes
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Differensialien von x finden gelehret Haben, f‘:*m letiten
Zalle aber muf man die jroeyten und folgenden Differenyias
fien von x alg unbefannte Grofen bu.l‘"af‘f\f"n, und an b
Stelle i" Seichen ddx, d3x, d4x, i gebraudhen.
e 63
Da toie indef die At und TWeife, in den gedadten
fon die Differengialien ju finden, unten ausfihrlich jeign

L
ovtfahiven, die verandeclide

—
AR

mwerden: fo tollen twiv Hier
Grohe x ol eine gleichidrmig wadpfende Grdfie ju betrads
ten, fo Daf alfo ihre ecften Diffevenzialien dx, dxt, da¥,
ac. indgefamme ¢ cinander gicich, und die jtwepten und fob
genben Diffevensialien =0 gefent wetden miffen. . Dicfe
Febingungen bu.cft man and auf die Are qusd, daf man
fagt: ded Differenyia ial bon x nemlich dx fep eine beftandige
Gedfe.  FNun fey y ivgend cine Funftion von x, und da
diefelbe aud x .ﬂb seftandigen Grofien befieht, fo e
pent auch alle ihre evfien, jroepten, dritten, piecten Differen
stotien . fi fo toelce fl‘ifﬁ dy, ddy, d3y, d4y, . ange
seigt weeben, duvd) xund dx aufgmu}t toerden Ednnen.
St mon nembich x f dx fiirx iny, und ,m‘” Dm; uf von
vem qs‘funberc'-i MWerthe den vorfergehenden o bleilt
Dag evfte Differengial dy Gbrig; und fest man nun ft::'n:r
Bievin x ¢ dx fiie x, fo beFommt man dyr und dann witd
ddy = g yfi e dy. uf eine ui"""i;}{f et findet man das
pritte Diffevensial d3y aud ddy, tvenn man darans, durd
bic Subftitution =k dx fiic x, ddy* macht, und ddy*—ddy
fudt, u. f. f. Bep diefen Opevationen wird daé Differens
sial dx beftandig al8 eine unveranderliche Srdfe beteadich
vie Feines ©Oifferensiald fabig ift,

§‘ I;Qr
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beftimme wird, 1ait fid fotvohl vermittelfy dep

LBon ber Natur der Differensialion, o 18

§ 133

Aug dem Bethalinifie, woraus dis Gunktion y dupch

Lethode deg
Diffecenzen, als audy, und jwar nodh pief leichter, durgy

b, wmas wir in der &olge fagen toecden, dep Werth dep
Gunftion p beftimmen;, welde, mit dx multipiiciet, dag etfie
Differenyial dy giebt, Setit man alfo dy = pdx, fo giebe
048 Differenyial von pdx vas gwepte Differengiaf dy ! oz
hev denn, wenn dp = qdx, da dx bejtandig ife,
gdx2 mitd, mwie wir beteits gejeigt Baben,
ber toeiter, und fegt dg = rdx, fo ticd, da Das DiFerens
pal bes swepten Differensials dag oritte Differensiaf giebt,
diy = rdx3, und auf eine abuliche et ergiedt fieh, wenn
man dad Differengial von diefer Sunftion fudt, und dee= sdx
i, d4y =sdx4 w. f.f. - Rann man alfo' nur das erfre
Differenzial einer Sunftion finden, fo fagt fidp aud dag Difs
fevengial einer jeden Drdinung angeben,

ddy =
et man daz

=

§. 133, S

m die Fotm diefer Herfehiedenten Differensialien 1hd
Vie et und MWeife fie s finden deutlicher por Augen su foz
gen, tollen toiv diefelben in folgende Zabelfe bringen.

Wenn y icgend eine Funbtion von « ift,

fo-ift und fet man
dy = pdx dp = gdx
ddy = qdx2 dq = sdx
d3y = rdx3 dr = gdx
d4x = ¢dx3 ds = tdx 3
dfy == tdx¢ i

Da nyn ble Kunfrion P als deér FunPtion y dued bie Diffes
®ngiation gefunden, und auf eine abnliche e 4 aus p,

D2 £ qus
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r qus q, s qus r . f. w. hergeleitet wird: fo findet man die
Diffecensialien aller Ordrungen lidt, wenn das Differen:
sial dx al8 befiandig Detrachtet wied,

§. 134.

Dap, q 1, St 2 endliche Grdfien, nemlid Funftios
nen von x find, fo hat das erfte Differenzial pon y ¢in ends
liches Berhaltnif su dem erften Diffevénziale von x, nemlid
imf'» Berhaitnip p 2 15 und aus diefer Urfacdhe twerden Ddie
Differenziafien dx und dy homogen genennt, Da fernee
ddy ju dx2 dad endlidhe Bevhaltnif q 2 1 hat, fo find aud
ddy und dx= fhomogen, und eben fo d3y und dx3, deds

gleichen d4y und dx& u.f.f.  So wie dafer die erfren Difz
fevenjialien unter einander homogen find, fo find eé audh die
aepten Differensialien mit den Duadraten der evfren Diffes
venzialien, Die dritten Diffevengialien mit den Cubid der evs
fen Differenzialion u. . f.  Ueberhaupt ift das Diffevenyial
pon y von Det Ordnung n, telched man durdy doy begeids
net, mit dxv, 0. h. mit dev Poteftat von dx, deren Egpos
nent n ift, Hhomogen.

§. 135,

Da alfo gegen dx alle die Poteftaten davon, deven Ep#
ponenten grofer als die Cinbeit find, verfbmwinden, fo werden
auch dx2, dx3, dx4, 1 gegen dy verfchroinden, und eben
Das werden die Differengialien der hdhern Ordnungen ddy,
d3y, d4y, w. thun, Die ju jenen Potefraten ein endliches
LBerhaltnif haben, Auf cine ahnliche vt verfdminden oud
gegen ddy, mweil ¢8 mit dx2 homogen ift, alfe Poteftaten
pon dx, ' die hoher find ald dag Duadrat, nemlid) dx3,
dx4, 1. und folglich nicht minder d3y, d4y, 2c.  Fernet
verfhminden gegen diy: dx4, day, dxs, dsy, 1. Hiers
aus lafit fih, toenn Ausdricke vorfommen, die dDevgleichen

Diffes
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Differenyialien enthalten, leiche beurtheilen, ob diefelben hoz
mogen find, oder nicht? Man darf nemlich nur auf die Difs
fevengialien fehen, denn die endlichen Gedfen Fann man
ang der Acht laffen, weil fie auf die Homogeneitat Feinen
Ginflufi Haben, und firdie Differensialien der sroenten und dee
Béhern Ordnungen die denfelben hHomogene Poteftaten von
dx fegen. Gcben diefelben allenthatben eben diefelbe Anzahl
port Dimenfionen, fo find die gegebenen Ausdricle homogen.

S 2 h-

Auf diefe Aet erPennt man, taf die Unsdende Pddy2
und Qdydsy homogen find. Denn ddy2 bedeutst vas
Duadrat von-ddy, und da ddy homogen ift mit dx2, fo
ift ddy2 homogen mit dx4. Da ferner dy-und dx fo wie
aud d3y und dx3 homogen find, o ift audh dasd Prodbuft
dyd3y mit dx4 Homegen. €8 find alfo:die usdricke
Pddyz und Qdyd3y honogen, und Haben folglicd) ¢in ends
libes Berhaltnifh ju einander.  Yuf cine abnliche Avt findet
man, daf diefe Ausdrice -—df—ﬁ und

xddy d‘,
find. * Denn fesit man fir dy, ddy, d3y und dfy btefc
ihnen homogene Poteftaten von dx: dx, dx2, dx3 unddx¥,
fo e¢halt man die Husdeiife Pdx3 und Qdx3, welde ol
ferding8 einanbder Homogen find. :

§.. -x37.

Wenn die gegebenen Ausdricfe nach diefer Nedultion
nicht gleiche Poteftaten von dx enthalten, fo find fie nicht
homogen, und Haben folglich Fein endiiches Verhaltnif ju
einandber, &8 wird alfo alsdenn der cine unendlidhmal grdfz
fec als der andere fepn, und dizfer in Rucfidt auf jenen

verihtoinden. So babcn 5t und +-£ ys ein unendlich

Sj) 3 grofes
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groged Weehddinif ju cinander,-denn jener Husdrud fafit
fich auf Pdx, und diefes auf Qdx3 veduciven, und g DL

fi‘bm?n?‘et bafier Diefer gegen jenen.  Sommt bﬂ-’-’)%"' in

ber Rednung cin Aggregat von jwey folchen Nusdriden
21 (Z .LC[ - g 'y

o i R Ll e vot, {o Eann man den lebten gany fichee

dx2 dy
gegen dent erfren aud der RNedynung weglaffen, und nur den
er;zen befaleen. €3 ift nemlich Das BVerhdlinif Diefer Nuss
oruce & s o
3 : d3vy
d_xzy T d}r}; o E;}q
<in vollfommenes Berhiltnif dev Oleicpheit, teil dot
€rponent

Qdx2ddy2 de dd;-
— ————— =1 ift, indem o=

uf diefe Yrt Fonnen die Diffevensial - 9 aébrude ofters gang
auferosdentlich jufammengesogen twerden,

§. 138

31 der Differenyiol - Redynung wird gelehet, tvie man
dad: cefte Differengial ciner jeden gegebenen Grdfie finden
fanii; und da die soenten Differensialien durdy bie Diffes
renjiation dev crften, Die Dritten burd die' D lﬁeren:,mtwn
ber jivepten, und fo fernee die folgenden aus den vorherges
benden gefunden toerden: fo enthalt die Diffevenial - Red
nung die Methode, die Differensialien feber Ordnung 14
finden. ~ 9Man hat aber pon Dem Worte Diff erensial, womit

man die unendlich flcinen Srofien bejeichnet, pecfchiebene

andere Wdeter Beraeleitet und qunt Gebraudbe aufgenoms

men.  So. fagt man Diff remmm, Dag Beifie, dag Diffes
vengial finden, und cine Grog
Diffevenyial gefucht wird,
perftelit man die Opevation,

pe wird diffevensiive, enn ihr
Unter der Differensiaion abet
bure toelche man die Diffevens

azaEtlzﬂ
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Man nennt daher die Differensial Nednung
de 31t diffevensiiven, toeil fie die Art und
L;i‘ijlﬂllﬁ’ﬂ ju fmaen-,, fefut,

siafion fin b
auch dic ¥

r[
Weife, e .L‘“

(]
fi¢
_ §. 139

So pie man in det Differenjial: Rehnimg Vo m;ﬁa;
genlal einer jeden Grbfe ecforfcht: fo giehbt ed aud einen
Galeul, bDer die” Grdfie, veren Differeniial gegeben ift,
finden [e .,ut und diefed ift die IntegralzRedhnung. Denr
wenn ein Diffevenziaf gegeden ift, fo beift die Grife, wos

oot ¢8 bas Differenstal ift, in Rkt anf diefes, Dad Fis ¢

tegral. Dot Grund diefer Benennung ift darin 3__;_1 fuchen,
weil man dag Diffevenyial ald einen unendlich Bieinen Theil
betracbtet, um welchen eine gewiffe Srofe wadft, und affo
in Rkt auf diefen Theil die gedahte Grdfe felbit ald
¢in Ganzes (Integrum) anfehen fann, o woie dober dy
dag Differerzial-von y ift; fo ift y hintwiederiom das Fntes
gral von dy, und fo wie ddy. da¢ Diffevengict von dy ife

fo ift wicder dy dad Jntegral von ddy.  Uuf ahnliche
9ot ift dd y dad Jntegral von sy, d3y ba@ qﬁiitff,taf voRt <

ddy u. f. £, {0 daf alfocine i-“: Difevensiation umasfehet
Betrachtet, ¢in Deyfpiel einer Jut gration glebts

§. 140.

Det Mefprung und bic Natur der Fntegratien a5k fie -
thent fo als der Uefprung und die Jtatur der Differengiofien
aus demr, roasd im eriten Capitel ufer die Differenien gefeat
toorden ift, aufs deutlichfie ev tElaten. ‘,m,u m nemhd ges,

Jeiat orden twar, toie man ie Diffevens einet jeben Hroge
finben £anm, fo tourde umgefebet aud gelehrt, wie man qus
einee geg,ebcﬁcn Siffereny die Grofie, die fie jur Diffeveny
batte, 3u finden im Stande ift, und diefe Gr bfe erhielt in
Rickiicht auf ihee Diffeveny ben Ramen Det, E‘:Lmu&“ &o

H 4 toie

-
fet
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wie alfo die Diffevenzen, indem man fie ing unendliche vop:
Pleinert, in die Differengialien nbergehen: fo vermandeln
fid in diefem Falle audy die obigen Summen in Sntegrale;
und man pfeat daber auch dfters die Sntegrale Summen
gu nennen, Die Englander, welche bie Differenzialien Flupios
nien nennen, geben den Sntegralien den Namen det fliefiens
den Gedfien, und nadb ihrer st su-veden ift, die flichende
©rdfe einer Flugion finden, eben dad) was 1wi durd, das
Jntegral eines gegebenen Diffevensials finden, qusdeucten.

§. 141,

So fie wiv die Differenialion durd den BVuchfraben d
anjeigen, fo gebraudhen tvir sur Begeichnung der Snteqras
fien ben Ducbftaben £, der alfo, vor die Differenzial - Grofen
gefetit, die Srdfen anjeigt, twovon fie die Differen;ialion
find. St 3. B, das Differensial von y gleith pdx, oder
dy = pdx, fo ift ¥ 0ag Sntegrafl von pdx, und diefes jeigt
man ‘auf die et an, y = fpdx, weil y =rdyift. Das
Jntegeal von pdx, weldhes durd) fpdx angejeigt mwitd, bes
deutet alfo die Grdfe, deren Differengial pd x ift.  Auf eine
ahnliche Avt ift, da ddy = qdx2, menn dp = qdx
vas Fntegral von ddy fein andres alg dy = pdx, und b
p=1_qdx, fowird dye=dx{qdx, und alfo y = fdxfqdx
Wenn ferner dq = rdx e, fo witd g = frdx und dp=
dxfrdx. $Benn man daher den DBudbftaben £ noch weiter
fortfabhet vorsifesen, fo wird p=f{dxfrdx, fetner dy=
dxfdxfrdx un y = fdx{dx{rdx,

§. 142,

Da dag Differensial dy cine unendlich Fleine Grodfe
fein Jntegral abee eine endliche Gedfe, und auf ahnliche Art
0as jente Diffecensiaf ddy unendlichmal Freiner, als fein
Sntegeal dy ifts fo iff offenbar, daf die Diffecenialien in

Nnfes
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Unfehung ihrer Tntegralien vevidhinden,  Um diefe Gigen:
fhaft faflicher zu madyen, theilt man die unendlich fleinen
Guvogen in Ordnungen ein, und vedbnet jur exften Ordnung
die ecften Differvenjialien dy und dx. Sur jrepten Ordnung
rechnet man ferner dieDifferenzialien, welde mit'dx2 o

mogen find, oder die Differenzialien der jwesten Ordnungs |

jue dritten die unendlich Fleinen Grdfen, die mit dx3 foz
mogen find, alfo die Diffevenyialien der dritten Ordnung,
uf. f. Go toie daber die unendlich fleinen Grdfien der erz
fen Ordnung gegen die endlichen Grofen verfdhmwinden, fo
vetibmwinden aud) die unendlich Fleinen Girdfen der jrwenten
Drdnuirg gegen die unendlich Bleinen Gudfien Der erften Ord:
fung, und tberhaupt verfdhminden die unendlich Fleinen
©rdfen jeder Hohern Ordnung gegen die unendlich ficinen
Seofen jeber niedern Qrbm.ng.

§. 143
So wie alfo nunmehr dad Differengial ciner endlichen

Grdfie ein unenh!id; Reines von der erften Ordnung, und

Dad Differenyial einer unendlid) Fletnen Grofie von der erften
Ordnung ein unendlich Kieines von der jwepten Ordnung,
o f f. ift: fo ift audh umgefchet dasd Sntegral einer unend:
lich Pleinen Gedfe der efien Ocdnung eine endlide Grofe,
vag Futegral einet unendlich Fleinen Srdfe von der jwepten

Ordnung ein uncrgblitb Rleines von der erften Oednung u. f. 1, '
Sft daher ein Diffeveniial vor dér Otdnung n gegeben, fo '

ift fein Yntegral ein unendlich Kleines von der Ordnung n-1
und forie alfo durdy die Differenzialien die Ordnung der
unendlich Bleinen Grofen crhdhet toird, fo geher man bey

Der Sntegrationaiit den niedetn {}rbuungen auclicf, big¢ man

3 endlidhen Gedgen Fommt. - Wenn man die endlichen Sirdfz
fﬂ DOn niuem mtcgczrcn wollte, fo wircde man nach diefen
H 5 Gefese

R A
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Gefepe gu unendlidy grofien Grdfien, und von dicfen durd
ebetmalige Jntegration ju unendlichmal unendlicdh grofien
Gvofen gelangen, und alfo auf diefem Wege ahnliche Oide
nungen der unendlichen Grdfen finben, davon jcde unends
lichmai grofer al8 die vorhergehonde ware.

§. 144,

Run mifen toie, um aller SrepdentigPeit vorgubanen,
nod ettvad von dem ecingefibrten Gebraude der Seidhen
fagen.  Subdedert alfo begieht fich Das Reichen der Diffes
rengiation d eingig und allein auf den unmittelbar folqenden
Buchftaben, und ¢8 Ledeutet daher dxy nidht dag Differens
sial De8 Produfts xy, fondern bas Differensial von x durdh
biec Grofe y multiplicivt. Man pfegt indef in foldhen &alz
fen, um Die Verwirvung ju vermeiden, die Grofe y-bor
bag Seichen gu fesen, und ydx ju fhreiben, um das Pros
ouft aus y in dx audjubructen. Wenn indef y das JWuws
selgeichen - oder das Seichen dev Logarithmen vor fich haty
fo pficgt ¢8 gleichtoohi nach dem Differensiale aefest zu roers
ben. &o Dbedeutet dxy(aa — xx) das Produft aus der
endlidyen Gedfe vi(aa — xx) in das Differensial dx, und
dxI(r f x) Dag Prodult aus dem Logarithmen von 1 4 x it
vad Diffevenzial dx.  Aus eben dem Grunde jeigt ddyyV'x
Dag Produft des jroeyten Differengialé ddy in die endlide
SGrdge v x an.

§. 145 .

Jiicht genug, dafi der Buchitade d blof 1u Dem unmits
telbar auf ihn folgenden gehdet, er dacf audy nicht einmal
g dem Gprponenten diefes %’E‘)iatbﬁébfné, wenn dergleiden
vorfommen, gejogen werden. So bebeutet dx2 nidht das
Diffevengial von x2, fondeen dag Duadrat des Differensiald
dx, foDaf alfo dev Grponent 2 nicht auf x, fondern auf dx

o305
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gesogen twoerhen } $9lan fonnte au o dxdx fcbreiben;
fo wie man das Droduft aus den bepden, Diffevenziglien dx
ad dy dued d:wy augdructt, allcin yene YUt dx2 ift Des
quimer und gebraudicher, Noch mihfamer wicde es feon,
i "?’.'—';";l‘-.‘fﬂ'ﬁ.'ﬁ;I‘.;sﬁ Der Hofjern Doteftaten-von dx biefed dx fo
pitmaig :u wiederholen, und man ocrft-“'af"-*:‘ baher ven Cus
bus voir dx durch dx3, und bie .,q:;’::n Poteftaten auf eine
ahnitche et So bedeuter ddy4 D 1*';:31: Dignitat ded

ep jwepten Ordnung d ys unb d3y2yx
¢8 Diffevenzials E‘-et Dritten Otdnung vor y,

uttipfieict. bueeh etne rationale Grofie x

Ft PR SN P . ' | S N ! £ [ 1o
HFit T Af T b L &) afive (Binvrap ol - .
nu,{.\_-{_u,“]: “!.';t}f }L‘ .J:;‘1 i ‘_ TCLOE ¥r,'4'i5-1,""1. ;‘e-..l.- j\\‘w; LJ‘} 24

ORIl man indef, dak fich ver Buchitabe d auf mehr

al8 auf den unmittelbar folgenden Budiftaben beiichen folf,
fo muf man foldes befonders angeigen. Tan bebicnet fich
i diefem Falle der Parenthefe, und f‘)!ujt agin m@m,ﬁe.
ein, Deren Differenial man ameigen il . So beder
d(xx ¢ yvy) bas Differenzial Der Brofie xx Fyy, mdel it

biefe Dezeichnungsart nodh nicht Hinldngyich, wenn man das
Differenzial ciner Poteftat von ciner folden Grifie ausdrufs
Ben toill.  Denn wollte man d(xx & yy)® fibe ¢iben . o
iicde Diefer Ausdruct das Quadrat von d(xx +yy) bebews
ten Fonnen.  San Pann {ich aber in diefem Falle dued) den
Dunft helfenr, fo dafi d.(xx F yy)> dasd Diffevengial von
(xx yvy)2, hingeaen d(xx ¥ yy)2 ofhne Punft vas Ouaz
vat pon d(xx ¥ yy) ausdrucke. C¢ Fanhr nemiich durd
veit Punft fehe beguem angeseigt toesden, Daf fish dev Budhs
fiabe d auf die ganze Grdfe nadh ihm begichen foll; und auf
Diefe et jeigt denn d.xdy dag Diffevengial von xdy;
d. Jhéyf(a.a—f:m) bas Differem sial Der britien, Didpung
pon
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von Dem Auddrudfe xdyv (aa ¥ xx) an, toeldser ein Pro:
duft aus den endlidhen Grofen x und v(aa + xx) und dem
Differenziale dy ift.

§. 147

So toi¢ fidh aber dasd Jeichen der Differeniiation d biok
auf die unmittelbar folgende Grdfie besicht, wofern nidt
feine Bedentung durd) den ywifchen gefenten Punft auf den
ganen folgenden Ausdrud audgedehnt roicd: fo beyieht fidh
dagegen das Jeichen der Fntegration £ jedesmal auf den gan:
gen Hugdruct, vor weldhem eg fieht. So bedeutet {'y d x(aafxx)
bas Sntearal oder die Grdfe, beren Diffevensial ydx(aatxxn,
und der Ausdrud (x dxfdx1x die Srdfe, deren Differensial
xdxfdxlx ift. Wenn man daher das Produft aus jwey
Sntegralien fy dx und fzdx ausdrucfen will, o ift s nidt
gut, foldhed durdh fydxfzdx gu thun, denn diefer Ausdoud
aeigt Das Jntegral von ydx{zdx an. Man pfleat daher
auch Hier durch einen Punft der IJwepdeutigPeit vorzubens
gen, fo daf alfo fydx.fzdx dag Prodult aus den Sntegers
lien fydx und fzdx bedeutet.

§ 148

Da fidh alfo die Analpfis des Unendlidhen tHeifs mit der
Erfindung dec Diffevensialien, theils mit der Grforfdung der
Jntegralien befhaftiget, fo twird fie deswegen in jroey Haupts
theile getheilt, davon jencr bdie Differenzial: , diefer die Jns
tegral Rechnung genennt wicd. . Sn der Differensial - Redy
nung wicd gelehret, wie man aqug jeder Grofe ihre Diffes
vengialien, i der Sntegral - Redhnung Hingegen, wie man
aus gegebenen Diffecensialien ihre Yntegrale finden Fann,
und jugleid) wird in bepden der grofe Nusen diefer Rechnuns
gen fotoohf in der Anafyfe als in der Hdhern Geometrie g
deigt. €3 Dat daher audy diefer Theil der Analvfe fo farfe
Grivels

st m e

—
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Griveitcrungen befommen, daf e nur in weitlauftigen Wers
fen ausfithrlich abgehandelt werden fann.  Lorjughich vevs
meheen fih in dev Fntegral: Rechnung forvohl die neuen
funftgriffe ju integriven alé die Antwendungen derjelben jue

Yuftdiung der Aufgaben taglich, fo daf daber die newen RVers |

mebrungen, die immerfort bingufommen, nie eefdbdpit, und
flod) toeniger vollfommen befdrichen und ecflért werden’
fonnen. §cb werde indef fuchen, eurtveder alle bisher qe-
machten Entdectungen mitjutheilen und 3 erfliven, odee
boch Die Methoden Deybringen, toie man fic finden Fanm.

§. 149

Bemeiniglich nimmt man in der Analpfid des Unendli-
then mefhr Theile an, denn man findet fehr Haufia aufier ver
Diffecengial: und Jntegral: Rechnung noch den Differenios
Diffevenial-Caleul und die Egponensial- Rechnung.  a der
Differensio - Diffcrengials Rechnung toied die et und Weife
gelehrt, die groepten und die folgenden Hdhern Diferenzialien
g finden; da iy aber in der Differensial-Nechnung felbf die
Aet und MWeife, die Diffevengialien jeder Oeduung u finden,

kehren werde, fo Habe idh diefe Untévabtfeilung nict nds v
thig. - Ias feener den Cyponential:Calcul anbetrift, wodurh

der ym die Unalnfis ded Unendlichen unfrecblich verdiente

Job., Bernoulli die Methode des Differengiicens und Jnrez ¢
geitens auf die Epponential-Grofen angevandt hat: fohabe .

i niche e ndthig aehalten, daraus einen Hefondern Theil

U machen, weil i) die Regeln der Differensialz und Jntes - 2

gral-Rechnung fur alfe Arten der Grofen, der algebraifhen
foroohl al8 dew tranfeendenten eingucichten befchloffen habe,

§. 150,
Subdtderft twerde ich alfo im gegentvartiqen Buche die
Diffevengial Rechnung adhandeln , und die At und Weife
lebren,

= -
e s x
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ST T S L S Wl o : e
fehie: I, bon alian Gat JNGER Ve Cffkazl'\f:-tﬁ. ent »L'rt 41 n'lf[\

” jondern and die ;*‘m len und diz folgenden

L5 T U] UL ORI S
1 ERRL "ﬁ Wl L\. en J.beU WD UL s UIE L'.J't:,t‘l.:"m.‘-

o

en betradten, u.enmgeu nui Sunftionen eineroder

[ 4 = 1)
mebtecer vevandeslichen Gedp eﬁtn’-'a,“mtstw;* pdet

i ; gegeden toerden.  Dann will i) died eaeln von Dot
ung vt Differenzialien audy c*.:uf bie nidhtalgebraifchen
E&vogen antenben, fo toeit man E‘-isf-mb I;n Die Sntegrals
Siechnung Fennen lernen fann. Dabin gehdren die Yogaritf

a

men, die L cponentialxSrdfen, ferner die Keeidbogen mit 1h:
ren Sinud und Fangenten. Endlich werde ich auch die qug

iefen Grofen ufammengefessten vermifchten ®rofen betvady
- ten, und damit Den etftenh T‘-’f,l-.w:‘;;:ai.:—‘-:‘:\-.-i-.m;m dee

Die Methode Des Tiffevensiivent aften foll, Befchlicken

1

werden fanm
{¢ gemeine -rfm"wa Dabe 'sé}z: ‘oi-;ie :l ovtheile, theils
aur Eefindung dev 533:.& 1y theiis jur Bes
handlang. und Summicrung der éj.,; Yent, f{}p (8 sur Belim:
mung de8 Groften und Kleinften, th -:éiég urBeftimnrung fol
cher Ausdrhefe, die in gewifien Sallen unbefimme fheinert
U f. . BDie hobere Geometrie aber hat der Differengials
Rednung thre mwicdhtighe Crweiterung 3u bﬁabanfun, i
dem man dadurd die Sangenten der frumn nen Yinien und
ihre Keammung azrf eine bem 'mef‘rst‘wetﬂ}e leichte et bes
ftimmen, und otel andere Aufaaben, die toichtiaften Gegens
ftande betveffend, aufldi ': ann.  Ob man gleidy mit diefen
interfuchungen die weitlantt tigften Schriften anfiillen Fonnte,

fo will i o uden, alles Furs und deutlich gu erPlasen,
TS e St

()

|
|
|
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Bon ber Differeniation der algebraiffen Sunktio:
nen ciner veeandeclichen Grbfe,

§. 152,

@a bas Differengial der vecdnderiichen Brdfe ==z
ift, o wird x durdh die nddbfte Bevanderung x* = x+ dx,
S8 Dafer y icgend eine unftion von x, fo gebyt diefelbe,
wenn than Davin x ¢+ dx fir x fegt, # y* dber, und die

Diffevens yt — y aiebt das Differengial von Y. enn man -
aljo y == xn fegt, fo toird :

. : hn—1’
pre{xkdxr=xv 'fnxﬂ-fdx'i' n——-—:—-?xﬁ'-zdyg T
wd felalich
d_}-:yﬁnyznxnﬂidxf__xﬂ—z ix2 - - T

Hlein Das jwepte und die folgenden Glieder Diefes Ansdructs
berjdhivinden gegen dag exfte ®lied, und g ift daber nxa- Idg
a8 Differengial von xm oder d.xn = nxn- 1dx QWenn
alfo a eine Beftdndige Rahl oder @iri* e ift, fo it aud
d.axt = naxn-1dx, und man findet daher das Differen:
glal ciner jeden Potefkdt von %, wenn man diefelbie mit dem

Crponenten multiplicict, durd x dividict, und den oz -

tienten durdy d x multiplicivt 5 ¢ine Regel, die fich leicht dem
@edacbtnife einpragen 136t
7 ' § 153,

3 A Y R L T
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§. 152,
Kennt man dasd erfie Differe '!;MI von x¢, fo findet man
daraug obne Mihe dad jwepte Differenstal, twenn man

nur, {o wie wir ¢8 hier immer thum, dad Differenyial dx

flandige Grofe Detradbtet. Da nemlich in dem
Differenziale nx-Td x der Faltor ndx beftandig ift, fo muf
man tas Differengial von xv-T fuden, und dies ift
(n—1)x=-2dx, Multipliciy H.;m.:.a,,smLen it ndx, fo befommt
man dad jwepte Diffeven;ial, xt = n(n—1 x"-2dx2,
uf eine abhnliche et findet man, toenn man dasd Differens
stal von x2-2, weldhes (n —2)x7-3d x ift, mitn(n—1)dx2
multiplicivt, dag dritte Differengial

d,3x" = n{n-— ]){n—-z)i‘l‘3dx3.
Serner ift Dad vierte Differensial
d, 4x8 = n(n—1)(n—2)(n —3)x0~4dx4,
und dasg finfte
d.sx* = n(n—1)(n—2)(n—3)(n —4 x5 dx5.
Hicvaus follt jugleich in die Augen, wie die Form der fols
genden Differengialien befdhaffen ift.

§. 154.

So oft n cine gange pofitive Jahl ift, fo oft Fommt
man auch endlich u verfhwindenden Differensialien, b,
h. die in fo feen = o find, daf fie gegen alfe Poteftiten
bon dx veefhwinden, Bon: diefen muf man fich die ecins
fachern Fallelmerfen.

o seediee ddix =o0; d. Y% =03 10

d.x2=zxdx; dd.x2=adx2: d, 3Ix2==0;

d. 4x2=0j 2.
d.x% =3x2dx; dd,x3=6xdx2; d,3x3=6dx3;
d,4x3=0; d,x3=0; I
d, x4

Ll et

2:0

fi
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d.x4=4x3dx; dd.x4=12x2dx2; d.3x4=024xdx3;

d. 4x4=24dx4; d.¥x4=0; d.6x4=03 1.
d,x5 =gx4dx; dd.x¥=20x3dx2; d. 3x5=6ox2dx3}
d, 4x¥=j20xdx4; d.fx5=r120dx5; d.6x5=0;

4l xT =05 i,

Man fieht hier, daf das Differensiol von x» pon der Okd:
nung n, wenn n eine gange pofitive Jahl bedeutet, eine bez
ftandige Grdfe, nemlih = 1.2.3...... ndx" ift, und
‘Do die Diffevenzialien aller folgenden Drdnungen =o find.

§. 155,

Wenn n eine gange negative Jahl ift, fo Fann man die

Differengialien von folchen negativen Poteftaten von x,
I

I 1 : [ I
al8—, —, —, ¢, findem, DM —=x-%; — = x-2
xl x,r xal ﬁ 1 e 34”{ ’

und tberhaupt ;11;1 = x~m {ft. Wenn man daher in der
vothergehenden Formel n = — m fegt, fo ift Das ervfte Dif:

—md : dx=2
<o x; Dasd jtoepte ;M;

, I
feeensial oon S

m XA X X 2
- —m(m¥1r)(m¥2)dxs i :
bas britte = = ;0. Hievaus fliefen
folgende einfachereFalle, die wolyl gemerftju terden verdienen.
3 X L a=gn ad Elonges . g = bda3
.xh__;z . .x._.... x3 2 'x—_ x4 -
d 1 —2dx ad 1 6dx3 s I __ —24dx3
® - iu3 . gE v X% %3 x5 °
I dx I 12dx% 1  —6odx3
PR P T sk TR L :
x3 x4 x3 x5 x3 X6
—4dx 1 20dx2 o ¥ _mizodxi_
e S sdx dd 1 godx 1 —aj0dx®
Y et R ) e NS i B
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§. 156
Set ‘man ferner fiie n aebrodhene Jablen, fo erhilt
man die Diffevenzialien der Wursel: Sedfen. Madt man

: 2 : o e e .
nemlih n = —, fo ift dag erfte Differengial von der Fou:
v

L
i

mel x* oder V'x2
H—

% R “dx,f-x“”"’

dad jtoepte

B—12y
:’ —ﬂ L e Y
o ﬁz R nad ﬁf,{_z_)d 2y g ¢ —2)
& ¥
2{.
Hierausd fliekt
dx —-—&xf’v 1:3dx3
d,{:.;:r..f_._..; divzes—— g, 34/ x e 3
2y x Joyx Qx2y r‘i
3 jdx 3 —2dx2 3 2. 5dx3
d,v’"x:‘—g- s ddvV x=m———— d.3y xE= e
IV x2 gxvx2 ks
dx 4 —2dx2  dx3
dvr=—1 dayx =3 e et
4V x3 16xV %3~ b4x’ ‘F}.i
' b1

Betradbtet man diefe Nusbeticke nue mit einiger Anfmerk:
famEeit, fo erwicht man fich bald eine Sectigfert, Devglel
dhen Differengialion auch e eine vorldufige Redubtion auf
bie Potefraten - Form ju finden.

§: 157,
Wenn-e nicht 1, fondern vine andere. pofitive; oderne
gative Japl ift, fo lafien fih die Differenzialien eben o
: feicht

s M e
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leidt angeben.  Da aber bdie jwepten und die folacnden

Diffesenglalien aus den. etften auf eben die ict gefunden

etden, al§ diefe aug den Poteftaten felbfi s fo roollen twit
bier blo die einfachern evften Differensialien Berfepen :

dxy x=3dxy x; d.xX’V x=IzxdxvV x; d3vVa=Tedy x:

1 —dx 1 —3dx I % —5dx :

Li
P ——— — e, P—
—— —— -2

ok - 2x0x XV x 2x%V X \u\f_:: R

3 dx 3 3 3 !
d.Vxi=3 —; dxy x={dayx,; dxVx3=35dxy 52

vV x
3 3 3 3 _
d.xg\.r"x';r-;—:’:dmf:_c; dl.xxvx2 = BxdxyV=x2} %,
d Shes A% d —doasg 8o, I rddx
(T P S AR R R T S P
V& 3V Vxz  3xy x2 xV'x 3x2\ix
1 —gdx 1 —7dx
d— SR i bl

i A
Hieraus it man bereitd im Stande, die Differensialien
aller gansen rationalen algebraifdhen Funftionen 3u finden,

inben die Glieder diefer Funftionen lauter Poteficmoon
% find, und deven Differengiation beFannt ift. Denn Da eine
Bréfe von diefer Form,

ptqgqtrtstoi

wenn man darvin x f.dx fur x fegt, in folgende,

ptdphgtdgtrtdefstdsta

bertoandelt tird: fo ift das Differengial derfelben =

dp F dq F dr + ds } 1

Kann man affo das Diffevengial einer jeden von den Srofien
P g, 1, s, angeben, fo ift aud) dad Differensial ihres Ag:
gregats befannut.. Und da dag Differensial des BVielfachen
bon p ein Gleich - BViclfocyes von dp, oder d.ap :=a.dp_iﬁ_.=

3-8 - fe
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foift dag Differensial der Grofie ap  bq t cr =adp + bdg¥edr,
Da endlich die beftandigen Grofen fein Differensial Haben, fo
ift audh das Diffevensial von ap Fbgtertf=adpt
bdq t cdr.

¥ 159
Da alfo die Slieder der ganen vationalen Funfrionen

enttoeder beftandige Grdfen over Poteftaten von x find, fo
laffen fich die Differengialien Diefer Junftionen nad den et
theilten Borfdriften leidt finden. So ift

diafhxy =%y atadix) ="hdx;

d(afxx) = 2xdxj d(aa—xx) = — 2xd%;

d(adhbxtexx) = bdxta2cxdx;

d(aTbxtcx2tex3) = bdxt2cxdx } 3ex2dx;

d(a Tbx 1} cx2 fex3tfx4)=<bdxtacxdx}ex2dxfqfx3dx
Und wénn die Epponenten unbeftimmt find, fo ift

d(1—x8) = —-nx8-Idx; d(1}xm) = mxn-dx;

d@t bx®t.cxn) = mbxm~-Idx { nexu=-Idx,

¢ g« t 6'Oa

Da'taan alfo die ganzen rationalen Funftionen nach dee
pochiten Poteftdt von x in Grade eintheilt, fo ift Flav, bk
die Differensialicn diefer Funftionen, wenn man die geful
denen Differenzialien immer wieder voir newem differengiict
und dabey dx alv eine beftandige Grdfe betrachter, endlid
felbft befthndige Grdgen toerden, und davauf verfdhroinden
So'tit dad erfie Differengial bdx der Funfiion vom erften
Grade a T bx eine defiandige Grdfe, und das jwepte vnd
dic folgenden Differemialien Null.  Sben fo ift, ‘renn man
vic Funfiion vom jwepten Grade a + bx +exx ="y ekl
dy = bdx t 2czdx; ddy = 2cdx2; d3y=o. 9fuf
¢ine abnliche Aet'ift, roenn man die Funfiion Ded Beitten

Graved

R L W
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Graded a ¥ bx + cxx f ex3 = y fefit) dy = bdx ¥
2exdx t jJex2dx; ddy=2cdx2 } 6exdx2; d3y=
6edx3; und d4y=o, Gehort daher uibechaupt cine
gange rationafe Funftion ju dem nten Grade, fo ift the Difs
ferensial von der Ordnung n cine beftandige Grdfe, und die
folgenden Diffevenzialien indgefammt Rull,

§. I16L
Hudy find dic ertheilten Vorfdriften Binlanalich, das
Diffevensial einer Funftion ju finden, wenn unter den Poz
tefiaten von x, tooraus die Funftion jufammengefest ift,
Potefraten mit neaativen oder gebrodhenen Erponenten vota
fommen.  Sft dajer

by =atbyx — Z; fomicd

bdx cdx
= o™
dy = i + T it fernes

oy = :};g + b ofx — ex; fo witd

—adx . cdx

: dy — ;—;ﬂ' T Q—V;_; —e Eax, I.mb
e YRR Cdxf SR
e 4xxVx 4xV°x R
P c- £ :
My=at+———11 s fo witd
VX XV x % '
—2bd d 2fd
= : X 3 4¢ :: e 3x: S
3xV XX 3xxyx x
ddy 10hdx2 28cdx2  6fdx=2
rE 3 x4

5
9x2yxx 9x3V'x

$3 §. 162,
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§.. 162,

-3ft die Brofie, deven Differenztal gefunbden weeden foll,
eine Poteftat einer folchen sunfeion, devén Di frecenzial nadh

dem Bidherigen gefunden werden Famnnt fo refhen die evs

Mabrifeen ebenfalld ju, 'um das erfte Dijrevengial
it findenss Denn ift poicgend eine Funftion von x,
0 Diffecensial dp man Fennt, fo it dasd crfte Differengial
cv Poteftat pn = npr-14 p.  Dicenach laffen fich folgende
Salle bzhandeln,
L3fty=(a+tx)0; foift dy==mlatxo-1dx
IL Sty = (aa—xx)2; fo ijt dy = = gxdx(aa — xx),

I 27
HIL. Sﬁy:m;—;, o0et y = (@aatxx)-1, fo ift

- — oxdx
dy = =~ =
(aatxx)2
5 : bdx F2cads_
V. sty =+ (atbxtcexx), foiftdy = —— -
Sity =¥ {(atbx T cxx), foif 7= f(d*hxfuﬁ}

2
V.Sfty = v (ad—x4)’, ﬂf“‘}"“f‘l“"“") sfo. 18

s : — Qx 3dx
dy = — —.:X"‘dxl:a'q---xél-:}--;;‘ PSR

).
3V (a4—x4)

T
Rt y = i odet y = (1—xx)-% ; fo ift

==X )
30 xdx
d‘fl—-hd .L‘{"""-X ) S

(I—*J\X}\r\["*‘x"}

- C" '; .
VIL3ft y = V@ f vVbxtx) fo ift

e dmf-b”h;-’”{ + dx dxw.»”'b-.‘-:*dmf'x

gf’(af{bxfx)* 6V x. { aty bxtx)?

VILSfty =

XFY aa—xs )r fo ift, tvcil- d. ¥ (aa —xx)=

xdx

;F(‘.:ia-—xx)‘ i

ey

]

—3 B -

g

it
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— dx.k xdx : Viaa — xx)
dy = : 2 Sy
(x T vV (ga — xx) ;2
xdx— dxy {aa — xx)
7 ; obee
(xFV (aa—xx);2 v/ (2a —xx)
.L dx 'x—v (a3 —xx))3
| d)’ e it

T (2xx — 23)2 Y ag — xx)

s L % :
X Jty=V (F=om FV (1 — xx)2)3, fo felie man

\ ~ ~=pund j‘{[ —xx)2 = q. Da auf dizfe Art

A "
y =V .L.—p ¥ q)3 wird, foift
—3dp ¥ 3dq

dy = =
4V —ptq)
NRun ift aber aus dem Worhergehenden

1 .
—dx 3\1"{1——:&:}:‘9) —4xdx
8P Qxf;unb dq*( —4Xxdx 3 >

] folgfidy, wemn man diefe Werthe fubftituict,

gdxtexyV X == axdx V(T — xX)

‘ gy = = : .
iy (o e Y hg)
Uiy

| Wf einte afnliche Het findet man, wenn man jededmal
| anftatt Der (Slicder, Die einigermafien jufammengefent
find, eingelne Buchitaben fent, die Differensialien aller dDers
gleichen Funftionen leicht, ' '

§, 163,

Menn die Grdfe, deren Differengial gefunden tverden
foll, ein Produft aus jwepen oder mefhrern Funftionen von
< ift, beven Differvensiation befannt find: fo findet mandas |

S 4 Diffes |
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Differengial decfefben am bequemften auf folaende At G4
fepen p und q Fnftionen von x, deren Differenzialien dp
und dq befannt find. Da nun, wenn man x f dx firx
fegt, pinp ¥ dp und q in q + dq tibergeht, fo witd do:
durch dad Produft pq in

(pTdp)(qTdq) = pq T pdq ¥ qdp | dpdq
peboandelt, und ¢8 it alfo dad Differensial ded Produlftd
Pq = pdgt qdp T dpdq, oder d.pq = pdqt qdp
- foeil Das unendlid) Kleine von der jweyten Ordaung dpdg
gegen die unendlich Kieinen von dev erfien Oibnung pdg
und qdp, verfchiotadet. @8 befteht alfo dag Differensial
Ded Produfis pq ans oy Gliedern, welde man findet,
wenn man einen jeden Faltor mit dem Difecenyiale deg an
dern Faftors multiplicivt. Hievausd (A8t fich ferrier dis Ytk
‘das Differengtal ded Produftd pqr, relched aus drep Fals
toven befteht, su finden, leicht ableiten. Denn fept man
qr=12z, {0 witd pqr =pz, und d.pqr==pdz ¥ zdp.
Da abet z=gqrijt, fo witd dz=qdr ¢ rda, und fubs
ftituict man diefe Werthe, fo findet man

d.pgr=pqdr T prdq t qrdp.

Auf eine ahnlide Art ift, wenn die ju ﬁlﬁtl"nﬁtiﬂﬂbt @rﬁﬁe
ein Prodult aus oier Fafroren if,

d.pqrs=pqrds F pqgsdr Fprsdqg f qrsdp;
und hievaus (a6t fich die Digerensiation der Produte, it
aus mehrern Kaltoren bemhﬂn, fehr leidht etlennen,

L3fafoy=@+tx)0b— ) fowird

dy=—dx(afx) rdkkﬂ—\i”'uﬂtik * bdx — 2xd%,
und diefes Diffevengial findet man chenfallg, mcnn man bie
gegebene Grdfie juvor entwicfelt,  Denn ¢8 wird akdann
ye=ab—ax Fbx — xx, und daraus nach den oblﬁﬁ*‘
Regen dys=—~adx ¥ bdz — 2xdx

IL 3f
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I Sfty= “;*."-(aa — XX)

fo fete man -;; = pumd V(aa —xx)=gq

Weil nun dp = —y—i’;—'f, und dg = xfr, fo toitd

f"{.aa i XX)
—— CI X X
f e T e e R o ) — 4
= pdqtqdp = e o
Da man aber durch die Redulftion auf cinerlen Nenner Hices
 —~ xxdx~—aadxf xxdx —aadx

s xxy (aa — xx) x*{{(aa—ax}erba“
foift Dag gefuchte Differensial
— aadx
dy =

%%y (aa — XX

C¥ve f— Fs 4
el T T

: I
fD fﬂae man xx=p, und m _q.

Danun dp=2axdx, ud dqg= e 1&, fo toird’
(ad+ x4)z
1 xfdx - 2 xdx 2a4xdx
S x| V@RS T L ECTE
ind alfo dad gejuchte Differenyial
: na4xdx
8 = et a8 V@ T xd)
=

LB - A s
kY o ¥V b xx)’

fo fesse man x=p und —————==q,twodurch benn dp = dsx,

T
XHV (1xx)
~dx~-xdx:v (I'Fxx) b —dx(x¥V (1 Fxx)) e
EFV(ExD)2 T (@t (txx))2V (ks
RE —dx

ind dg=
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—dx
—-— witd.  Hieraus aber findet man
(xFV (0t xx)) v (1 T xx) ® fi &
— xdx o %
pdq t qdp = e

GV (L Ex0)V Ot b iV (Fx)
dx (v (1} xx)—x)
(x T V(1 xx)) V1 E xx)
fecengial

und s ift alfo dag gefudte Dif:

dx #"(f“l*hx}'—vc
dy = —— —— pher,
(xta( lTx}s) Vot xx)
toetn man den Jabler und Nenner diefes Brudhs durd
V(1 F xx) — x muitipliciet,
dx(1t2xx v"x\f(lﬁ-xx}) dxtoxxdg

;= — — 2xd
% V(1 xx) T Y txx) G
€ben dicfes Differemzial hatte man audh noch bequrme:
auf folgende Act finden Fonnen. Da y = —if,

wfv"(n Fxx)
fo multiplicire man 3ahler und Nenner durcdh (1 Fxx)—x
odurdh man y = xv(1 ¥ xx) — xx = V(22 § 34)— xx
ethalt, und davon ift das Differenzial nadh der bocrlerges
hendben Neael,

5 xdx'{* 2x3dx de dx foxxdx i
XX s m—— i
T V(xxtx4) V(LT xx) o

V.Sty=@ +x)(b—<x)(x—¢) fo ift
dy —\a'l'x)\b— x)dx=(atx)(x—c)dx § (b—x)(x—cdx.

VL3fty =x(aa ¥ xx) vViaa — xx) fo findet ‘man,
el died Produft aus deey Faftoren befteht,
dy=ds(aatxx)vV(aa —xx) % 2xxdxy (da—x%)—
xxd}.(aa’fx:d cix_(a4+aaxx-—+4x4)

e

Y'.\da-nw:x) Y (aa—xx)

¥

§. 164

g e iy A0S ma s
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§. 164.

Db nun gleich hierben audd Briche in den Faftoren
enthalten fevn fonnen, fo ift e dod bequemcv Die Brils
de nadh einer Gefondern Negel ju differemsiiven. 66

fen alfo das Differensial des Frudhs 2 P finden.  Da
C

Diefer Brud durch die Subftitution pon x + dx fiir x

d
in folgenden Bruch Ei -——E =(ptdp| =—— =k = b
dq q- ;
d d d : e .
Tt T s 208 L upergeht, fo ift baﬁ @:nereagm[
99 q 99
d d g
Ded DBruchs AT E——q, weil Dag legte Glied Spdg _
q q 99 949

wifibroindet. €8 ift alfo
A At L3R S
q S

und man findet das Differensial cines jeden Bruchs, wenn
man von demn Prooubte qus det Lienner it Oas Differens
3ial des Bablers das Produft gus demt Fablet in das Difs
fevensial des YTenners absicht; und die gefundene Diffes
ren3 dutch dns Quadrat des Ylenners dividirt, - Der Gez
braudy diefer Regel tird burcb folgende EBcpfpteie deutlich
tecdén,

LSty = fo ift nach diefer Regel
aatx

(aai'xx}dx——zxdx = faa xx)dx
(aafxx2 (aa tx02’

dy.-==

e S V(aa ¥+ xx) -
0L3fty = & AT

gga—xx)xdx v (a2 ¥xx) F2xdxv (a2 ¥xx)

(aa = xx*

; 1'9 findef man

dy ==

tinb
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und mwenn man diefen Bruch reductct,
(3aa ¥ xx)xdX
(aa — x;)l Yaa t xx)
Oft ift eg voribeilbafter nad) der Regel 3u handbeln, welde
p __dp pdgq

Diefer usdeuc, d . — = — — —, enthalt, und nad
9 s 99

welcher dad Differenzial eines Bruchs dem Differenziale des
ahlers durdd den Jenner dividirt, weniger dem Differens
jiafe deé Nenners durd) den Bahler multipliciet, und dued
bas Duabdrat desd enners dioidict, gleid ift. Ift 3. B,

y":_.

aada—XxXXx

My = e O
i — 2%dx (a2 — xx)(2aaxdx ¥ 4x3dx)
15 a4taaxxtxs (a4 faaxxfx4)s

— 2xdx(2a4 f 2aaxx — x4)
(@4 T aaxx f x4)2

§. 165.

Dicfe BVorfdhriften veihen hin, um dag Differensiol
einer jeden tationalen unftion von x'ju finden. Denn ift
biefelbe eine gange Junftion, foift die Wry, ihr Diffevensial
au finden, fbon vorhin befdhricben worden. - I fie abes eine
gebrochene Funftion fo fann man fie allemal auf folgende
Form veduciven: :

__ At BxtCs2 & Dx3 § Ex4 + Fxf + .

T @ t A% F yx2 F 3x3 F ex4 b 2x5 6

@":‘Qgt nran nun den B&ﬁ(ﬂt =p, und den Nennet = ¢, fo

daf alfo y =-z- itd, fo ift dy = e qu, Da nun
qq
A T Bx f Cx2 + Dx3 ¢ Ex4tac,
o T Bzt 732  0x3 F ex4 fuift, fo wird
dp =

P
und q

il

ARFY

P ]

L02 e mam - amaa
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dp = Bdx f 2Cxdx § 3Dx2dx ¥ gEx3dx + 1.
und dg = @dx + 2rxdx F 3¥x2dx f gex3dx$ w0,
Multiplicivt man alfo, fo findet man

qdp-_"-anx-[-Qmdex{-ganzdx{'4xEx3dxf‘zn
\_ + eBxdxf28Cx2dx{3sDx3dx i
e : + yBx2dxt2¢Cx3dxtic
+ ¥Bx3dx .
} ' qdp =pgAdxt ABxdxf ACx2dxt ADx3dxTi
t2yAxdxf2yBx3dxfayCx3dxtic
T3dAx2dxf30Bx3dxf
T4sAx3dx T,

Hicraus aber toird das gefuchte Differengial

: =

7 4
taB  24C  I3«D  f4aR  T54F Y
—gA  —2yA ﬁcx,dx%zﬁ]ﬁ)xs xhﬁE. F

— 9B —20B° %D "

dy= xtdx 1tyas
r——a BT U, >4
e

: —34B 5

2 —te

§ 5eA 2
J

Diefer Auedruck Fann fehr qut gebraudit fverden, um dars
nach das Differenzial ciner jeden rationalen Funftion fchnell
ju finden; Denn die Het, woie der 3ahler des Differeniald
aug den Goefficienten ded 3ahiers und des Jtenners dev ges
gebenen Funfeion jufommengefent wird, ift deidt ju ecfens
nen, und der Nenner des Diffevenziald ift dad Quadrat ded
SNennerd der gegebenen Funftion.

§. 166,

Wenn Der ahler oder Dev Nenner Ded gegebenen

Bruchs oder bepde aus Faftoven bLefiehen, fo erhalt man

| ivar duvdh eine wisklich vorgenommene Multiplication eine
! - : {olde
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folche Form, al8 mwir eben Ddifferensiivt Haben: allein ¢s
ift Doch befjer, derglewhen Falle nach ciner befondern Regel

A A ¥ : - pr
ju behandeln. - &5 vy alfo ver Brud) y = — gegeben.
: q

Man fege pr =P, twodurd) dP = pdrfrdp, und weil

Vel dP—Pdqg .
y = —q i, dy = i—-‘—(ﬁ"—“:l mwird. gffét man nun fﬁf
P-und dP die WBerthe davon, fo-twird
pLis '
I.toenny = — 1it,
q
g pgdr ¥+ qrdp—prdq'
99
3ft hihgeaen y = ('l—péf fo.fese man qs = Q,. wodurdh denn
dp — pd
dQ = qds ¥ sdqund dy = Sdp —pdQ wied, St
qgss

alfo
Iy = -E-, fo mwird
gs

g qsdp — pqds — qsdq
| qqss :
: _ S
Sft endlih y = q—-s-, fo fege man pr =P und qs = Q

QdP —PdQ
QQ

abet dP =pdr f rdp, und dQ = qds + sdq ift, fo witd,
enn

' P
wwodutd) man y = 5 und dy = ethalt. Da

I, y = ;l;" ift,

iy = }gqsdrl-]- qrsdp — pqrds — prsdg
qqss
rip PO CprdqT Sprde

e

- gss i Gud 949

L R

= = sory - ALy

ey — St e

ALy
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Yuf eine dhnliche Aet findet man die Differengialient; wenn
der abler und Menner ded geaebenen Bruda aus mebrern
Faftoven Defiehen, und e braudbt alfo hicju Feine befon:
bere Anlfeitung gegeben ju werden. S fuge daber aud
feine ju diefen Fallen gelydrende Vevfpicle hingu, sumaf da
bald eine aligemeine Regel-das Differenial ju finden goges
ben roerden ticd, welde alle bisherigen befondern Regeln
unter fich begreift,
§.. 167,

@8 giebt aber forwohl bep Den Produften als ey den

Bridyen Falle, roo fich das Diffevensial bequemer ausdeufs

fen tafe, af8 folhes nach den allgemeinen bis jegt erflarten

Regeln gefchiche.  Died. findet fratt, wenn die FaFtoven, die
entoeder Die Funfrion felbf odee den Fahler oder Mennee
decfelben ausmadben, Poteftdten find,

€38 fep alfo die Funftion ye=pmqn su differensiiven

gegeben.  Sept man hier pm =P, und q" = Q, fo wicd
y=PQund dy==PdQ+QdP. DanundP=mpm-1dp,

ind dQ == nqi-Xdq ift, fo findet man, wenn man diefe |

Werthe braudht,

dy==npmqu-TdqimpM-Xqudp=pm-Iqn-1 (npdqtmqdp).

Sit dahee
Ly == pmgqn, fo pird
dy = pm-Igi-t(npdq Fmqdp).
Yuf eine Abnliche Art 138t fich audd das Differengiod emci
Produtts qus drev Fabtoven fiden. St nemlich 3
Ly = pt girk, fo toird _
dy = pi-Iqu-Irk-I(mqrdp + nprdq}F kpqdr).

51 168.
it ein Brudh gegeben; deffen ahler ober Nenner einen
Saktor hat, der eine %}otefm: ift, [o faffent i auch fur dies
: fen

T
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fen Kall befonbcré Negeln gebem.  E8 fey juvdrderft der

%rucb }r _.__ geaeben. Hier findet man nach dev Regel
2 mbl‘.ﬂ T d v ) d
fu:: die ,\.,-mztfn.gsarmﬁ der Bride, dy = C}q: B q‘ |

allein dicfes Diffevenzial Lt jich bequemer ausdruden,
it nemlich
pﬂ'-, i
I y = —, fo toitd
3 pn-I(mgdp —pdq)
99
Sun fey vy = %‘ Hier findet man nad der angefirien

d}r G

__ q°dp —npqrTdq’
Regel dy = o
Pen Fabhler ﬂnb Jteamer Diefed Ausdoruds durd g%, fo

d
i) dy = 1°p Wipﬂ. %t Daber

+  Dividirt man abee

B, y= q%, fo wird

4y = 38 —npdq
.qn-T;[ |

R
SBice y = — gegeben, fo Fande man |
qﬂ

mp“‘lqﬁdp__ npmqn-qu |

an
2 Bieraus duech die Nedulbtion

mpn-fqdp —npmdy
d = L]
y = e Wenn alfs

p'ﬂl .
Wy = iy fo wied
3 =X Flerse o
gyt (mqdp npdq'
i

3

|
|
|

[ %

!

o e

P s
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it endlich das Differengial von y = g finden, fo

7 pl'l ﬂ.

gieht die anacfihree RNegel

profdr— mph-1qtrdp — npmqa-Irdg
pzTg2e

und da der abler und Nenner dicfes Ausdrucks Dut@_

pr-Tqr- X theibav find, fo witd, wenn

dy_

iV, }f::!;’;;i-- ift, :
d pgdr —mqrdp — nprdyq
S g

el I qn FI
Sommen mehr Faftoven vor, fo famn man Biernach fite je:
den- einzelnen Fall fehie leicdht eine befondere Regel finden,
€3 mare inbef berfilifig, die gefundenen Regeln durd
orie auszudructen,

N 169. .

Die bigher evtheilten Regeln der Differengiation ers :
fitecen fich fo weit, Daf fich Peine atgebraifche Funftion von
X gederifen 1GEt, deven Differenzial man nicht darnads fins
ven Fonate. ’-"*"’ru*r it Pie gegebene Funftion eine rationale
thttweder gange obev gebrochene Funftion, fo ift fiv den eps
fien Fall im 150ften §. und fir ben andern im 165ften §, ge:
itigt worden,” mie inan fidh dabey ju nehmen Hat; auch find

iugieich die Fursen vten bey vorfommenden Faltoren mit:
gLu,,zt[L toorden.  Yuferdem Fann man darnadh aud die
Diffcvenialien der Jreational: Grdfen finden; indem man
Diefelben, fic mégen in ber gegebenen Sunftion addirt oder
fubtvabict feon, als Multiplicatoren oder alg Diviforen dars
i vorfommen, jedesmal auf die untorfuc bren Falle auriels
firen Eann. Qfé ift Diefes indef von ben entwictelten Funks
tonen ju verfiehen; denn tas die unentiwictelten Sunkios

Lulers Differens, Rechn, 1. Th, 3 nen
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nen Betrifft, deven Natur durcdh eine Gleickung befrimmt
fird, fo roerden toic Davon euft weiter unten, nadiem mwis
pag Differensial der Funftionen jweger und mehrever vey
andeclichen Gedfen werden finden gelehrt Haben, teden
gonnen.

%« TV0.

oRermt man die bisher ceflarten Regelin. aufmerfiom
fberdenft und unter cinander vetgleidht, fo fieht manbald,
Daf fic inggefammt auf cine eingige allgemeine Regel guriid
geflbre met"\en;onnen,b—ercn@uhrbmaudjE}*e-r 1eht febroes
ju ecfennen ift, toenn gleith der firenge Beweid derfelben af
toeiter hin gegeben toetden fann, ©8 Defte I; nemfich eme
jede algebeaifthe Funftion aus Theilen, ie durd die AddY
tion, ober Subtraftion, oder SMultiplication, oder Divhs
fion unter einanber t*s:"{u'r'-ben, und theild rational, theild
ircational find. Man neane alfo die Grdfen, weldie die
Kunftion quémachen , Theile der Funltion, Wann fuche
man Das Differens inl-cines jeden Theils fo, als wem nuk
blcfm: Theil verdnderlich und die ubrigen alle beftanoige
Grofen waren, ind vereinige darauf alle gefundene Difs
fevensinlien 3u ciner Sumine, Vermittelft diefer Regel
laffen fid alie Junftionen ohne Audnabme, felbft tie Trans
feendenten Diffevensiiven, roie nachher gezeigt rostden wird.

R b O
lim biefc Regel 3u eriautern oe‘;’tsbe subdederft y aus
stoen Theilen, dic entweder durd) die Addition oder durd
die Subtraftion mit einanber verbunden find, ober 8

&

fen y=ptq. Man deafe fid alfo erfilich blof p ald cine
und g ald eine Leftandige Grofe, tvo man
i fiadet, ~Darn nchme man blop
*.q per ‘nbf:r ih an, und lafle p beftandig feym, toodutd

anan

brr&"-i‘:e'fls’d‘r‘

-] — —— —— -

L o R TREE Rt

n ¥

= S — i~ ]

b
&

tl

by
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et find.

147

man Das Differengial =dq echdlt.  Aus diefen bepden Dif:
fecenziafien findet man nun das gefudste Diffevensial fo, da

dy = dp == dq toitd, gerade fo, mwie i ed bereita aefuns

-

den haben.  Hieraus fallt sualeidy in die Nugen, daf auch
b8 Diffevensial folcher Funftionen, die qus mehrern enttoe:
bet 3u cinander addicten ober von einander fubtrabicten
Lheilen befrehen, nady diefer Negel aefunden werden Fann,
St B y=px gt s, fofindet man darnach
dy=dp L dq* dr ds, weldes mit dem Dbigen auf
D68 genauefte tbereinftimme, :
S R

&ind die Iheile mit einander multipliciet, und alfo
Y= pq, fo ift befannt, vaf das E‘Jiﬁ’cren;ja!,_ tern man
bbb p af8 cine verdndectiche Girdie betradhtet, qdp, und
Wenn man 6iof; q veranderlich fepn (akt, pdq ift. Addirt
man aber dicfe beoden Diffevensialien, fo ethalt man dag
gefuchte Differenial dy = qdp * pdq, fo tie ¢8 oben
gefunden worden ift.  Sinb mehrere Grdfen mit einanz
ber multiplicicr, und alfo y = pqrs: fo erhalt man, wenn
Wan nach und nad fede von diefen Grdfen allein verdnders
lich fepnn (afit, die DiFercnsiation

qrsdp, prsdq, pgsdr, pqrds,
b bie Sumine Derfelben gicht das gefuchte Diffevengial
dy = qrsdp | predq t pqsdr + pgsdr

8oy fo wie ¢8 oben gefunben murde. Das Differengial
befteht dafer fedesmal aus fo viel Theilen, als <heile in dev
Sunftion addict oder fubtvabict oder mit cinander multipliz

§. 173
TWenn die Theile der Funfrion durdh die Divifion vepe

bunden find, und alfo y ::-% ift: fo laffe man nach der ge-

R a3 gebenen

£
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gebenen Regel ‘ecft blof p perandeclich fepn, SBeil alfo q

¢ ¥ = (Lp
eine beftandige Brdfe ift, fo ift dad Diffevenjial = —. Dann
q
nehme man Dlof g al$ eine verandetliche Grdfe an, tos
: . d
Surd, focil'y = pq-T ift, bas Diffevenjial = — 22

99
wird., Vereiniget man nun die gefundenen Diffevengialien
fo toitd das gefuchte Diffevenstal

d;} {Hj e qal_jmpdq
dy = =—= — —— =
q it qq
o toie foit e8 bereits oben gehabt haben. ' Fity = Pj 0
r

finbet man, wenn man roigder die einjelnen Grdfen p, g1y
und s nach uad nach ald vecanderliche Sedfen betvadhtet,
die Differenzialien

gdp pdq. — pgdr —pqds.

4 .
’ ’ = o
Irs rs rrs rsSS

und e8 witd daher
grsdp f prsdq — pt‘f;dr-—-purds

dy =

LI SS

§. 174

SBenn alfo nur die etngelnen Sheile, worausd bie Funk
tion befteht, fo befhaffen 'fEm, bahh man das Differensial
verfelben finden Fann: fo ift man aud jugleich im Stande
pag Differeniial Dev gangen 3,-::::.1;011 ju finden.  Benn nui
die Sheile vationale Funfrionen find, fo laffen fich 1hre Difs
fevenialien nidit nut nach den oben erthetlten Regeln i
den, fondern man fann diefelben audy nach der mitgetheil
ten allgemnetnen RNegel ecforfdens find abet die Theile frrd’
tionaf, fo Pann man, da fich die Jrrational: Geofien auf
Poteftaten mit debrochenen Epponenten reduciven (affer bad
Diffes
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Differenyial derfelben nadh der RNegel filir die Diffevenziation
per Potefiten, wornady d. x0 = nxn-Tdx ift, finden.
ind da aug eben diefer Duelle auch die é){fgd'n fie die Diffes
renjiation foldber irvationalen Ausddricfe, die auferdem nod
andeve frrationale Grofien enthalten, flicken, fo echellet,
daf die bier gegebene und weiter bhin tu beweifende allges
meine Regel, verbunden mit der NRegel fir die Differensias
tion der Poteftaten gur Gefindung der Diffevensialien alles
algebraifchen Junftionen Binreichend ift.

§ 175,

Yus. btefem: allen: folgt fehr deutlich, daf, twenn y ivz
gend eine algebraifche Funfiion vonxift, Dad Differeniial von (
y dieGorm bat, dy==pdx, und daf der Werth von p /
nach den evifyeilten Negeln allemal gefunden twerden Fann,
€3 ift aber audd p cine algebraifche Funktion von'x, teil ¢8
durch Beine andere Operationen gefunden toird, ald die in den
algebraifchen Funttionen gewdhnlichen. . Wenn daber y cine

" o . d L] -
algebraifche Funftion von x ift, fo ift aud &1 einealgebraiz
X

ftbe Funftion von x; und ift auch z eine algebraifde Funf:
tion von x, fo daf dz =qdx ift, fo ift aud, weil g cine
: : vt 4 2 :
algebraifdhe Funftion von x {ft, E} eine algebraifdye Funfs
d : ol v
f = F ift, SGenn alfo Ausdride wie
7 9

d &%% e
.,:]-; in einem Nusdrucfe, dee ubrigensd algebraifd ift, vors
fommen, fo hinbern diefelbennicht,daf der gangeMusdruct alge:

braifeh fen, wofern nue y und z algebraifche Funttionen find.

K3 §. 176,
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§: 176.

Man fann diefen Scbluf audy auf die swepten und
ubtigen hohern Differensialien ausdehnen,  Fleiht nemlich
y cine algebraijche Funfion von %, und fest man dy=pdx,
und dp = qdx; fo ift, toenn man das Difereniial dx ol
eine beftandige Grdfe betradytet, ddy == qdx2, wie oben
geseigt toosben ifi. Da nun der angefithrren Grlinde e

g ; £ . : . dd
en q eine algebraifhe Sunftion von < ift, fo ift qudy —L
i = dxz

«nicdht nur eine endlidhe Srdfie, fondern audy eine algebrai:

fche Funftion von x, wenn y cine algebraifse Kunftion von

: 13 - 14,
xift.  Uuf eben die Act exhellet, daf auch - ; H; %,
Qx 2 X

algebraifhe Funftionen von x fepn werden, wenn y eine fols
chetft; undwennz ebenfalls eine algebraiiche Sunftion vonx
ift, fo find auch alle endliche Ausdriicke, dic aus den Diffes
rengialien aller Ordnungen von y und z und aus dx sufams
ddy  d3y- . dxddy : '

, a2 Taddy’ dysady -
braifche Funlfrionen von x,

mengefest find, 3 B,

§. 177,

- Da alfo die Art und Weife erfidet mworden ift, toie man
das erfte Differengial einet jeden algebraifchen Funftion von
x findets fo fonnen wir nunmebr auf eben dic et die jroeys
ten und hdhern Diffevenyialien finden. Sk nemlich y irgend
eine algebeaifhe unftion von x, fo findet man dued Yufs
fudung ded Differengials d ¥y = pdx den Werth von p.
Differengiict man num von neuem, und findet man dp =
gdx, o wird, tenn man dx Deftandig fepn [4ft, ddy
= qdx2, und auf dicfe Weife wird dag swepte Diffes
venial gefunden.  Differensiivt man nun foeiter, unbd fudt
man dq = rdx, fo ethilt man das dritte Differenzial d3y

= rdx3
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= rdx3, und fo laffen fich, wenn man auf diefem Wege

. fotfabrt, alle dbrige Hobhere Differengialien finden, weil
die Brdfen p, q, 1y 2. indgefammt algebraifche Funftionen
pon x find, Deven Differeniation nach Den gegebenen Regeln

| inunfecer Getvalt ftehs.  Dan muf alfo gu diefem Gnde die
- Differemsiation fortfesen. aft man nemiich bey ber Differens

S : d 3
fiation pon ¥ Die dx weg, fo findet man u—i = p, und difz

| ferengiict mar diefe Grdfe von meuem, und dividict dabey
dag Kommende durd) dx, welded gefpieht, wenn man al:

: dd
kenthalben dx weglaft, fo befommt man q= ET:{ o U

dx3’

, fo findet man dad erfte fos

Y " . d3
| e abnliche vt ethalt man r = S i, §. t.

aa

L Sftalfp y=
aa

e

wohl als die folgetden Differenziatien auf viefe Aet,
_ Quodrderft findet man durdhs Differengiiven und durds
\ Qividiven mit dx . '

| d — 224X% .

‘ L — 27" und hicvaus feence
dx (aa T xx)2 _
ddy —2a% p6aaxx

dx2 (aa f x3)3
| d3y 2424 — 24aax3
| dx3 T (aa ¥t xx)4

day 2436 — 24034xX '} 1202ax4
AL 2

dx4 (aa f xx)f

dfy  —720abx { 240024x3 — 72022%F

dxs — (aa T xx)€ .
1

! # : .
I Sty = ———— _
3t y b e fo ift Dad exfte und die f"i“_. _
| fenden Differengiaticn |
. ' R4 : dy
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dy X >

s R v

dx (I —xx)2
ddy e 5
e s
dx (1 — xx)3
d;;r Q JF'-'()}ZI

2 e g A
dh A E-—— X X3
day 9T 72x2 F 24x4
dx& =

[ —XX}2

d¥y  225% f 600x3 T 130x5

XE o ’
d (r —xx2
Eii,: . 225X T 4050%2 ' 5400 x4 *+ =10 x6
dxs 3 !

[:I' —--};}«;)2

Diefe Diffevensiatien laffen fich leicht weiter fortfenen, allein
vag Giefes, nach weldem die Slicder devfelden auf einander
folgen, entdecht fidh nicdht fo [eicht, obaleich de G oefficient
der hdd ften Potefat von x immer ein ProduPt aus den Rahe

len bon 1 bi§ ju der Drduung des Differengials, meldes

man jucht, ift, Sest man tndef dig Diffevenziation meitee
fort, und diberlegt Dabey das. Gefundene genau,  fo findet

man, dafi ubéchaupt, wenn Y= —,—-—I-u__ ift,
5 ¥ L ="%x)
n : f
¥y ) S5~ s SEiabgs nin — g) e |
! e S S e Xn "I'_ o — - o4 ._'.,
: d xn (1 — xx)n i( T2 T L'141': ‘
n(n—I}(n—=2)(n— 5§ nin— |
__(___n(_____;‘ 3)561“4;.'-{;3-'-2_11 n [}"'{H_S)xn-f’f
0 2a 3.4 2.4.6 B oy 0

1.3°5.7 n{o=n).....(n=7)
= 2,4.6¢8_‘ By 25" T g '
iit.  Dergleichen Sgampel diencn alfo nicht blof-dasy, um fif
eme Feetigheit im Diffevengiiven ju evrwerbenn, fondern ¢
find audh die Gefese, die man bep den Differenzialien aller
Ordnungen wahrnimme, an und fur fich fehp ndwrfmf:rbigy
und leiten ju verfcbiedenen andesn Gefindbungen, |
W

S

;
4
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Sehstes Capitel

Pon der Differengiation der tranfcendenten Funk:
tionen.

§. 173,

%cn bert umyahligen Avken der tranfcendenten oder nicht
algebraifchen Grdien, welche die Integral: Rechnung an die
Hand giebt, haben wiv in der Cinleitung in die Analpfis
Des linendlichen cinige haufiaer vorfommende Gattungen
diefer Grdfien unterfuchen fonnen, nemtich diejenigen, welde -
die fefyre von den Logarithmen und den Jirfelgrofen darbies.

tet. Da wiv nun die Jatur diefer Grdfen fo deutlih aus
tinanber gefest haben, daf man ficdh ifiver in der Rechnung’
eben fo leicht al8 der algedeaifchen Grofen bedienen Fann:

fo twollen toit in dem gegentvdrtigen Capitel die Differengias
lien dberfefben auffuchen, damit ifre Befbaffenbeit und Giz
genfcbaften nodh deutlidher evFannt toerden mdger.  Ynf
diefe Avt wird zugleich Der Weg jur [ntegral: Redhhung,

toelches * die cigentliche Quelle der tranfeendenten Sedfen
ift, gebabnt twerden.

§. 179

Sut}ﬁtbét& Fommen alfo die logarithmifden Grofen,
odet folche Funfrionen von x jur Betradstung, melde aufier °
algebraifden Ausdedicken audy einen Logavithmen von x, o
ober eine. Junftion deffelben enthalten. Do nun die alges
braifhen Geofien hievben Feine Schivierigleit maden Fdns

!5 nem,
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nen, fo Pommt c8 fediglich auf die Erfindung des E-iﬁcreﬁa
sial8 bes Yogavithmen einee jeden Funftion von x an, OB
¢8 aber gleich fehr viel Yrten von fogarithmen giedt, fo
woflen wie dodh hice vorzuglich nup die hoperbolifhen Loqas
tithmen betvachten, und toir Ednnen uns davauf einfdrdns
Fen, toeil Dig Yogarithmen verfchiedence Softeme ein befdns
Diged Berdaltnifh 2y einander haben, und man alfo qus dem
hypecbelifden Logarithmen febhr leicht einen feden andes
Logarithmen finden Fann. . §ft nemlich der hoperbolifihe Sos
garithme ciner Funftion p = Ip, fo ift des Poaarithme chen
diefer Funftion aus einem andern Syfieme = mlp, wenn
m die Jabl bedeutet, weldhe dag Werhaltnif der Logarithmen
viefes Spftems ju den hyperbolijchen Logavithmen. ausdeudtt,
@4 foll dafher der Ausdruct 1p in der gegenmwartigen Unters
fuchbung immer den hyperbolifchen Logarvithmen von p bis
veuten.

s 150,

[

gBir twollen alfo das Diferengial ded hyperbolifden fos
gatithmen von x auffucen, und dabey y = L x fefzen, fo dbaf
ver Werth des Differenyiald dy qu Deftimmen fop. Sett
man nun < dx anftaté x, o geht y in yr=y ¥ dy fber,
und e toicd daber

ytdy=I(xTdx) und dy = I{x}dx)—Ix = I(¢ .f.&_x),
X
Aus der Cinleitung in die Analyfis des Unendlichen ift aber

beFannt, Daf 1(r %32) =2 — ? + % = ? ¥ 1. ift, und

dx -
fest man dafer — anjtatt = fo foied
dx dx2 dx3

o el | 9

gy = —
# %= 3x3

gnd
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and da alle fofgende Glieder diefer Neibe gegen das erfte
petfthoinden, o wird
d.
d.lxs=dye —f,
X
und-folglich dag Diffevengial jedes andern Logarithmen; dee
ndx

fidh su Dem Boperbolifchen toie m: 1 perhalt, = —,

=

§ IBL
Wenn alfo dev Logarithme irgend einer Funftion ton x,
die toir p nennen toollen, alfo 1p gegeben wird, fo findet
man auf eben dem Bege, daff dad Differenyial deffelben |

= f ift, uad fo evgicht i fur die Crfindung der Diffes

tenjialien der Yogarithmen folgende Regel. ~ NTan fuche
oss Diffevensial der Grofe p, deren Logarithme gegeben
ift, und dividive dafielbe durch b:efe (Bmﬁe pe  Dicfe

Reael fliefit au&) aus dem Ausdrucke . auf welden

toic oben Den “ogarxtbmm pon p tebuctrt haben, @8 fen

""""u -
=0, fo toird, weil Ip = : = ift, d.1p=d.:p"ﬁ
pertdp == -E, indem »=o ift. &8 ift aber Biers
P

Bey gu bemerfen, baﬁ = Daﬁ E}lffetenasaf Des hoperbolifhen

fogaithmen von p ift, fo daf man alfo, toenn detgemeine
3 < gl

$ogarithme von p gegeben totitde, Dad Differengial f nod

durch die Bahl 0,43429448 16, multiplicicen mufite.

§. 182.
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§.. 182
Mermi‘telft diefer Rege! Fann man das Differensial deg
fogarithmen ciner jeden Funftion von x fehr leidht finden,
elhes folaende Benfpiele beftatigen roerden.

' dx
L Stys=lz; fotftdy = —.
How . @

IL §ft y = 1x2; fo fege man xn=p, fo Daf alfo y=1p

: are’s a :
wird, Alsdenn hot man dy = ~f, uid teil dp =

HE nx"~Idx iff, fo witd

i ndx
dy = —.
o

Ghen diefed erhellet aus der Jatur- Vet Logarithmen.
Denn da Ix? =mnlx ift, foift auh d.lxp=nd,Ix
ndx

o oxdx
1L St y=11 % xx); foiftdy = 22T

T

IV, St y = —————3 fo ift, weil y == — Iy (1—x«
= — 3101 — xx) ift,
xdx
G .
: 4 ['=—XX
X
V. St y=1l—— el 0 ift, weil y==Ix— F1(1fxx)!
SHYEF L mma fo ift, y 3 1(rxx)ify
dy = i‘: S L SR |
X I 4 xx X(I %Xy

VLSfty=1(x ¥ v (1 ¥ xx)) fo toitd

ded xdx: V(1 fxvc) xdx f dx v‘—u I -PXX)
PV txe) (Y Gheo)y (Uh)

und da der [abler und Nennev diefes Bruds dued

x F V(1 F xx) theitbat find; fo toird
dx

vVt t zx)

dy =

dy =

VIL
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VIL Sty = ;—m——l(x V = 1% Y (1 —xx) fo fege

T
man xv" — 1=z Daalfo 1’“”Y=\,-m11[21‘v"(1~}zz))

ift, fo ift wegen ded Vorhergehendon dy = _F.hdz,
¥ L

V(1 tzz); und meil dz = dxv" — 1 ift, fo wird

a i
Y 1‘,\

b alf> afeich der gegebene Fogarith e tmaginare Grofen
in fich fehlefit, fo ricd demehngeacdhtet das Differensial
defletben veell,

§. 183
Menn die Bedfe, beren Logatithme gegeben wird, aus
Saftoren befiebt, fo lake fich der. ogarithme derfelben in
mehreve. anteve jevidlien. - Sft 3. B. y = lpqrs, fo mirb,

dp  d

weil y = 1p ¥ 1q + 1r F Is ift, dY:? e -—’r—~ '

q
Die Retfallung findet ebenfalis fatt, tenn dic Grifie, deren
fogarithme bl'ffs:t-cn@itrt erden foll, ein Brud ift. St

nemhcby_l , fo woitd, weily=1pFlg—1r—1Isify

dy = & 4 = — — — —. Yudy die Poteftiren mas
P 9 r S '

1.'I"I n

then feine Shivierigheits @enn ift y = 1-—f fo toird,

e 1 _

- : md nd

el y=mlp ¥ nlq — plr—rlsift, dy et 1T R 4000

: P 9
,udr rds
i
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L Sity =10 ¥ x)(b ¥ x)(c*x) fo wird, weil alddenn
y=latx)+1b+x)fifctxif
dx dx dx

dy == ¢ 25 4 o2
atx C - SR '
T4 x l'
iL St y= il—ﬂ—, fowied y=31(1{x)—3I (1—x) und alfe
& gdx Fdx dx
{i}’ R s m-—h-_. : ey "d_._‘l
Itx I1—X I —xx
rr 5
i Y Ll?zux,r i 2
Sit 7l —~—~—~, fo ift y = #1(/ (1¥xx)fx)
vﬁu %xxr-—h
F1(V (1 + x%) — x), und alfo
idx Zidx dx

— m—

T VGt SVuts0 VG
Eben diefed Diffevengial findet man nodh leicbter, toenn man
V(1 Fxx) + x
LT g durd
die Multiplication deg Jahlers unt Nenners mit v (1 Fxx)x
toegithafft.  TMamrhalt nembich alstan
y=E(Y U Fxx) fx)2 = 1{*’"(1 Fxx) Fx)
sad davon I;t aus dem Vorhergehenden befannt, daf
dx

1',1' ___"—""‘.,,»-—-—r-—-—n._

V(1 xx%)

‘rtli"x i )
{\l ‘i‘xgizf‘(l ‘“‘F -' fo ff"g'e man bQu {jli!

ler diefed Brudd, v(1 +x) 1—{(-{ — x)=p, und den
Jenner, V(I Fx) — V(1 — x)=gq, mwodurdh y = i

ven ietationalen Renner des Druchs

1v. St y=1

q
d d
P
dx dx o, £
e e = -V (%)
3 aV(1Fx) 2y (1-x) g{u_m)(\’ﬁkl-“,w( )
—qdx :
2 5 und

35 2V (1 — xx)

dg= |
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dx 5 dx pdx
AVGED) L AV —%) eyl —
dp dq —gqdx i ”‘-p qq dx

-F Qp\/‘{_b—-—}"h) 29V (1—xx)  2pqV \I—xx)
#nd da pp tFqq=4, undpq = 2x ift, {o wird

dx
T vV (r—xx)’
Dicfes Differensial findet man. aber euf eine fidtere e,
tenit man den gegebenen Yogavithmen auf diefe ﬂltt pete
Wﬂﬂbt"p

dq =

n”t,. fo toird

oy ==

V(1 —xx) T
Y =i | : —— IK;— \F'\—"——"lj)

X XX

indem man nemlich den Bahler wnd den Neaner durd
VIt %)+ V(1 — =) multiplicict,.  Denn fest man dabep

I 1 %
;'l' \’(E-—I)——-p, fo titd

; —dx dx —dx dx
PSS o e
X 5 . —r
B (——1) o
HX
—dx(1¥V (1=—x3) v (T—x%3
SeLlny (e ),unbana,.uap__ll‘_t__iﬂ
- xx/(1—xx) X,
ift
ip —dz
dy === —=_.—— wie vorhin,
: ' T e T o= xxy
§. 184

Da nun die erften Cﬁ'iﬂ’crvm;'i--i fien, foenn man fie durd

dx bividiet ; algebraifde Gebfien werden, fo laffen fich Die

gvepten und die folgenden Differenzialien nadh den Vors

fibsifeen des ovhergehenden Gapiteld leicht finden, vorauss 4

geferst, daf das Differensial dx alg eine Deftandige Girdfe :
betvachtet wicd, So if {t, wonn man y =1x fest

dy =
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dx dy  §
dy = ——, und = -]
4 SR e
— dx2 ddy =1
ddy &= ————, und -— = — |
}J’ %2 g x2 D = |
2dx3 d3v 2 fo?
d3y = un — -
il %3 7 bd.‘{s 3 ?
he Py O £ !
day = —, WD -~ =
Y x4 ' dx4 x4 i
{8
‘. :
Und wenn p eine alaebraijdhe Broke, und y =1p ift, fo
find auch, renn gleich y €eine alaebraifhe Grofe ift, dod £
QY S8F A abebrailes Sunthienicn &
i ~ Wild { )
dx_" dxz’ .dx3, + @SL nEﬂ B'Il P
§. 185 {
Nachdem auf diefe vt die Differeniiation ber Logaviths £
men ecflact worden ift, fo laffen fi die & gunftionen, die aus
algebraifthen und logarithmifchen Grifen bcﬁ'el}fn, leicht :
bijfevensiiven; und eben fo wenig Sebivierigheit machen die
b ©rdfien; die ollein ous den Logavithmen sufammengefest .
werden,  Folgende Deyipiele werben diefed dentlich maden.
i
L Sty = (1x)2fo fese man I1x = p. Da nuny = p*
_ : i
T IETE o \ : dx | ;
ift, fowitd dy = 2pdp, umd da dp = — ift, fo ift '
« |
2dx ¢
dy = —Ix, - i
X l
| IL Eben fo wird, wenn y ==(1x)0 if, dy::—-—-(l x)-¥, u
Bnd wenn alfo y =+v'1x ijt, o ift, roeil aledenn n =4# witd,
o |
dy = -——-;-—-, |
2xvy lx

L S |
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1L, it ferner p tvgend eine Funftion von x, und y =(Ip)n
- nd ; -
fo toitd dy = ?—Eflp}“-l. Da nun va8 Differenzial
vort p nach bem Worlergehenden gefunden toerden Fann, fo
it daduvd anch asd Differenyial von y befanat,
Iv. ity = 1p.1q, und find p und q Funfiionen von x,
fo ift nath dev obigen von den Faltoven gegebenen Regel

dp . dgq
dys=—Ilq T —lp:
y 5 q 4
V. Menn y = xlx ift, fo findet man nad ¢ben der Nee
xdx

geldy = dxlx f —— = dxlx } dx
x

I :
VE St y = xmlx — —xm, fo findet man, wenn man
m
de Differengialien dev Theile auffuht, d . xmix =
; :
mxm=Idxlx § xm-Idx gnd d.—xm Sxm-Idx, €8
m
wied alfo dy == mxm-1dxix,
VIL ity = x»(1x® fo witd dy = mxm=-Tdx1xn §
nxlﬂ*_l d X’\l }L;,“"" I »
VIL Kommen fogarithmen von Logarithmen vor, 3 B.
wenn y == 11x ift, fo fege man 1x = p, wodurd y=Ip,

d 7
und dy:%E wied, @8 ift aber dp = — wd lfo nid

IX, St y==111x fo toicd, wenn man Ix==p fegt, y=1p,
d
und alfo nach dem vochergehenden Crempel dy = ;—%. Da

dx

dg | '
tidp = ?x ity fo witd dy == e,

ﬁulevsbiﬁccens;ﬁfdw.I.iI'LI). g §4IIS'6¢
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.1 186.

Nad diefer Crfarung der Differengiation der Logse
rithmen wollen wir ju den Erponentialz Srofen oder ju den
Poteftaten , deren Crponent eine veranderliche Grofe if,
fortgehen, Bon dergleichen Funftionen von x laffen fich bit
Differensialien durch vie Diffevensiation der Logarithmen
auf folgende At finden. Soll bad Differengial von ax ge
funden twerden, fo fefe man y = a%, wodurd) enn, toenn
man Ddie Yogarithmen nimmt, ly =xla witd. Diffeten

=y
aiict iman min, fo wird ?Y = dxla, ‘und alfo dy = ydsla;

und da y == ax ift, fo toitd fernet dy = axdxla, und die
fes ift das gefuchte Diffcvenzial von ax.  Yuf cine ahnliche
9rt findet man, foenn p eine Funftion von x ift, daf dad
Diffevengial Der Crponential-Grofe ar = ardpla ifh

S 18%

Gben diefes Differensial Fanin‘aber anch aus dei, s
in der Ginleitung Gber die Natur der Epponential Erofu
gefaat wovden ift, unmittelbar abgeleitet werden. €8 fey
der Ausdruct ap gegeben, wovin p cine Funfiion von x b
deute, fo daf, menn man xtdx ftatt x fegt, p.in p tdp
fbergehe. Sept man daher y = ap, fo mwird, wenn x 1
x ¢ dx tibergeht, y +dy = ar+dp, undalfo dy = aphie
— aP=aP(adr —1). RNun ift aber geseigt toordel
dag man jede Epponential: Gudfe az durch folgende Relh?

z2(la)2 .. z3(la)3

I tzla ¥ > by - % 1¢. augdrucken fann: €3

dp2(la)2

toitd demnach adP =1 ¥ dpla ¥ ¥ 1., undal

i

— 1= dpla, tweil die folatnden Glieder insgefamt et

dpla pecfdwinden; und ¢8 ift folglich dy= d, aP==aPdpla
5
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£ ift alfo ops Differensial einer Eeponentigl «Brofie i
Produtt aus der Lyponential = Grofie, aus vem Differens
siple Des Lrponenten, dp, und gus demt Logarithmen der
beftdndigen Gedfe a, in dek verdnderlichen Porcﬁnt Des
gedachten £ rponenten,

- 188,

Sit alfo e die 3abl, bderen hoperbolifche $ogarithme
=1 1ft, fo ift dad Diffevensial von eX = exdx Letrachs
tetman taher dx alé cine beftandige Grdfe, fo wird dag
Differengial von eXdx == eXdx2, uad diefes ift das jwepte
Differengial von ex,  Eben fo mird das dritte Differensial

- - &y ddy
=exdx3, St daher y = enx, o wird £ = petx: oot
Jr ) .} r f dx b dxz

d}}r ,34:,"
=h2enX = mun3enX - —~ o ndanx: gy ff a
e bt ;uff. Dan

ficht hievaus, daf das erfte, das jvente und die folgenden
Differenmyialien ponevx in einer geometrifden Progreflion fres

- my : dl‘ﬂy :
") —_— NallX P—
ben, und daf - T S nmen, und folglid Fre eine Des

flindige Brofe = nm ift.
§. -189.

Wenn' die ju ciner veranderfidhen Poteftdt ethobene
Budfe felbft cine veranderliche Srdfeift, fo findet man bag
RBifferenyial derfelben auf eine dhnliche st @8 fepen p
und g Funftionen von x, und y = p%.” Rimmt man nu
die Yogarithmert, fo rird ly = qlp, und differengiivt man,

¥y - qd :
Ptoied ~f = qqlp + q_P_p, woraus fich denn dy=ydqlp
y

’f‘“—— = pidqlp * qpd-Tdp ergiebt, mweil y = pa ift.
$a 3
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@8 befteht alfo diefed Differenyial aus joep Theifen, wovon
der ecfte pidqlp gefunden toied, toenn man bie gegebene
Grdfe pa auf die Art vifferemziict, ald menn p cine befans
dige und blof der Crponent q eing peranderliche Srdfe
ware der andere Bingegen, nemlich qpa-Tdp, mwem
man in det gegebenen Srofe p? den Epponenten q als cine
beftandige, und blof p alf eine veranderliche GSrofe behans
delt. €8 Hatte daber diefed Differenzial audy nach der oben
mitgetheilten allgemeinen Regel gefunden wecden Fonnen,

d. 190
@3 (46t fich aber andy vag Diffecengial von p1 aus dem,
foas 1uber die Natur der Exponential- Grofien gefagt rors
den ift, hevleiten,  Sft nemlidh y = p% o toird, toenn mon
x F dx anftatt x fest, y #dy = (p £ dp)atda, und lofet
snat diefen Yusdruck auf die gewdhnliche Act in eine Neihe
auf, fo wird
(qtdq)(qidq~1)

I « 2

ytdy=patdaf(qtdg)patda-=dpt

J 25 und alfo
dy = patda — pa (g} dq)patda-Tdp
foeil alle folgende Glieder, Ddie eine hdhere Yoteftit voR
dp enthalter, gegen (qidgpifda-1dp perfdminden,
Sun ift aber patde — pd = p(pda— 1) = p9(i +dglpt
dqg2(lp)=
2

CIJ'UI *dp’

T 16 —1) = pidqlp, und fegt man in em

andern Gliede g fiir q F dg, fo twird darous qpl-Tdp
Kolglich ift das gefudbte Differensial wieder Das vorige, o0
€8 ift dy = pdidqlp f gpa-Idp. ‘

8 19I.
Noch Teidter leitet man diefed Differengial aus dent

Angefabheten apf folgende Avt her, Da, twenn e Die 3afl
“pebew
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bedeutet, deren fypesbolijhe fogavithme == 1 ift, pa=eatp
wird, - indem bepder Srofien Logavithmen = qlp find: fo
pird y = ed'p,  Da nun hiet die ur verdnderlichen Poteftat
ethobene Grdfe eine beftondige Grofe ift: fo toied dy =

dp 3 : :
et (dglp -} {-I—};-‘- ) wig vorhin §. 187. gelehret worden ift

Sesit man aber nun toieder pe anflatt ealr; fo toird

dy = padqlp ¥ qudp, :p = pldglp T qpi-Idp.
Wenn alfo y = x* ijf, fo witd dy = xXdxlx ¥ x=dx;
und daraus faffen fich denn auch die fernern Diffevenzialien

kit finden, €8 toitd nemlich
L R (= + (1t 192)
dx2 X
a1y 2(1F1x)
— X -I' 3 oA AL S e
dx3 ¢ 5 ((LTE) T - ms)
] o
§. 192,

Unter der Differenzialten dever Funtionenr, die Crpos
netial:Gedfen in fid fchliefen; find vorsiglich folgende Beps
foicle 3u mevfen, die aus der Diffetensiation der Sormel
eXp entfpringen. @8 ift aber

d.e¥p==eXdp T eXpdxe=—ex(dp | pdx).
L Gft y = exxn, fo ift dy = eXnxn~Idx } e¥xdx, odet
dy = e*dx(nxa-I } xn),
0 Sty = ex(x—1); o ift
dy = e*xdx,
HL Sft vy = eX(x2 — 2x 1} 2); o ift
' dy = e*xxdx.
A Sft y = eX(x3 —3x2 I 61&-—_6); fo iﬁ
dy = exx3dx,

£3 §. 103,
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§. 193
e die Cpponenten chenfalld Eyponential s Gedfin
findy fo witd die Diffecensiation nach eben den Negeln vers
vidbtet. Soll 3 B. das Diffevengial von e ™ gefucht e
den, {o fele man eX = p, wodurdh denn ee” == ev, und
dy = ePdp with, @ ift aber dp = exdx, und weun alfo

X ;%
y'=e° iff, fowitd dy = e®e¥dx:

und twenn
X K
) B eeE ift, fo wipd dy = e‘*:e Zxd}c.

it hingegen y = pa”, fo fege man qr =z, wodurd
dy = p?dzlp + zp%-Xdp witd. Da nun aber dz=
q'drlp frq*=Idp ijt, fo witd dy =pzq'drip.lpt
prrqf=Xdqlp f p2qtdp : p. AWenn" alfo 7o pao i e
wicd

, el |
dy —— pqlqi'fdrlr . I(—} ‘it u.f 1. [_E"

i J*
q P
Yuf diefe Weife laffen fich alfo die Differensialien von allen

Acten dev-Crponentials Grden finden. -

§. 194.

2Bie wollen daher u denjenigen tranfeendenten Gedfien
fortaeben, ju welchen uns die Betradytung: der Kreidbos
gen gefithet Dat. €8 fep von cinem Recife, deffen Halbmelp
fer Dejtandig = 1 gefesst werden foll, ein Logen, deffen Gir
nus = x tft, gegeben, (diefen Bogen wollen wir durd
A fin, x qusbructen), und dabey fey das Diferensial dicfed
Bogens, oder der Sumadg, welhen er befommt, toenn man
x 1 dx anftatt x fegt, ju beftimmen. Died lakt fich permits
teljt der Logavithmen thun, weil i in der Ginleitung ¢¢

3eigh

Al Fum

A
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jeigt haben, Daf der Ausdrucd A . fin. x auf diefen logarithmi:
Jusdiuct gebradt werden Fann: ——_r-_—;!(\f’(:“xx)fxfml),
Gegt man alfo y = A . fin. x, fo ift audh y =
~I:—1C\f' (1—xx) T xv"—1) und davaus findet man durch

die Differengiation
1 — xdx

\V (I — %X) i I)

Vi — xx) T xy —1

 dx@ T V(O — x0)

T — xX) T — 1)V (L —= %X)
dx

V(1—xx)

dy =

unh ¢ wisd affo dy =

§. 195

E8 (afit fich aber dicfes Diffevengial ¢ines Kreidbogens
foch leichter ofme Hilfe der Logavithmen finden.  Fft nemz -
i)y = A . Gn. x, fo ift x Der Sinug-ded BDogensd y, oder L -
x== fin, y. Da nun y, tvenn man x T dx anftatt x fetity
ity dy dbergeht, fo toitd x  dx = fin. (y T dy). Da
aber

fn.(a} b) == fin. a.coft b + cofa fin. b ifty fo toird

fin.(ydy)= fin.y.cof. dy } cof. y.fm.dy.
RNun ift der Sinud einesd vecfchtvindenden Bogend dy dem
Bogen dy felbfr, und der Cofinus dem Radius gleidy, Das
Bev wicd®

fin.(y % dy) = fin. y % cofl y . dy, und alfo
x4 dx = hn .y % col. y- . dy

Daaber fin.y = x ift, fo witd coft y = v (1 —xx), und
durch die Subfritution diefer Werthe wird dx =dyy (1—*%)

ud alfo endlich _
£ 4 dy
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dx
'\,f“(l —_— xxf)q
Das Diffevensial eines Dogens, defien Sinus gegebes ift,
if} 0aber dem Diffevensiale Des Sinus, durch den Cofinus
Rividire, gleich,

dy =

-

§. 96,

Da alfe . toenn-p -ivgend cine Funfiion von x ift, und
¥ ¢inen Bogen bedeutet, deflen Sinug = p ift, das Dific

dp
o i und vi—pp)
Y(L—pp) PP
den Cofinug cbes deffelben Bogens m;ebz:ucfr:- fo [aft fid
Hieraus das Diffevenzial ded8 Bogens finden, deffen Cofinus
gegeben ift,  Jft nemlid) y=A. cof. %, fo ift der Sinug ehen
Deffelben Bogens =V (1—=xx), und alfo y=A. fin. v (1—=x),

vengial Diefed Vogens dy =

: — xdx
Sest man alfo p=v{1—xx),fowitddp = ———
¢ A S z
VI == X¥X)

— dx
V(1 — %)
ergiebt. &s ift alfo dns Diffevensial cines Bogens, difs
fen Cofinus geacben i, gleich Oem Diffevensinle pes o4
finus, negatio genommen, und ourch den Sinus cbo
Ocfjelben ogens dividiet, - Gben diefes IGfit fich audh auf
folgende Art jeigen, @3 fey y = A. cof, x. Gegt man

wnd V(1 —pp)==x; woraus fidh de i dy =

: ; dx
= A, fn x, owithde = ——= Da abue
f{l = XX)

yTz= 900 ift, fo ift y ¥z cine beftandige Grofe, und
alfo dp % dz =5 o, odep dy &= = dz. . Dicvaus folgt
—dx

Pt
st tie pordin,

dy =

§o 19?"’
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§. 167,
@&oll dad Differenyial eined Bogend gaefucdht werden,
deffet Tangente gegeben worden, fo Dal y == A. tang. x ift:
fo ift der Sinus eined Bogend, Ddefien Tangente x ift,

X I
ey 01D D0P C0fINUS = . Eefit
E:“'r(l'i‘ x) ) V(IFxx) B
T
fan offo ————— == oba V(L= DP) = =
O T e, S e L) & e
dp
witd: fo wied :A‘f’m. und edi baber& A e o3
fo Y Py ft G et
= * dx
Da abey p == 7 h_h—t fo-teisd: dp = =3
Y (1% xx) (¢ ¥ xx)%

dx
and fubftituivt man diefe Weethe, fo findet man dy =——.

1R
%3 it alfo das Differensial cines Bogens,; defien Canz
gente gegeben iff, aleich dom Diffevensiale der Tangente,
durch dns. Quadrat der Secamte Jividirt,  Denn wenn
x Die Sangente ift, fo ift V(& F xx) die Secante.

§ 198,

St ein Bogen gegeben, deffen Cotangente defannt ift,
fo daf y == A.cot.x. ift, fo-fege man die Tangente eben

viefes Bogens, oder -T; = p, toodurch denn y = A.tang.p

— Y
‘{lft;f&
e

. d""}('
witd durdh die Subftitution diefes Werthes dy = e
tetdes dag Diffevenzial der Cotangente negativ genommen;

Und duzd das Quadrat der Cofecante dividict ift

¢35 | S

#d alfo dy = ;%_F;‘ng witd, Dgnun dp =
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St fetner y = A.fec. %, fo wird, toeil alédenn yits

= dx dx B
Accol—ift, dy = — == — g
5 AL ) S bl
i K}’Cr

2 i ;
aber y = A .cofec. x;; o toied YA clin, = o fl‘?s,!h«b.-

DOft fommt aud der Duerfinug vor.  Sft daher y =
A.fr.x, fo LD y=A.col. (1—x); und da der Sinug,

ax

Dicfes Bogens e=svV2x —xx) ift, fo witd dy = ————,
YV (2x—xX),

§. 199,
Ob clfo gleidy feder Bogen, defien Sinug, oder Cofinug
pber Tangente, oder Cotangente, oder Secante,oder @ mente,,

oder Duerfnug gegeben ift, qu den tra marrﬁ‘mrc;:ff‘iwf;utgﬂ:
bort: fo tft Dodb fein Differenzial, wenn ed bmd.‘) d x Dividict
[

witd, einealgebraifdhe Jedfie, und cben das find vaber aud
feine goepten, dritten und folgenden D ﬁ renjtalien, tenn
fie turd) die gu thnen gelfsdrigen Poteftaren von dx dividict
toerden.  Damit aber diefe Diffevensiation defto geldufier
weede, mdgen nec folgende Bepfpiele Hier frehen.

L St yp=A.fin.2xv (1—xx) o fepe man p== 2%y ([—xx)

dp
-

fo Daf y = A.fin.p. wird; alsdann iff dy=—— =
T Na—pp
t axxdx
MU aber Bpimm gl i) e - P REE
. Y (I — xX%)
sdx(I ‘(‘:()

L3

.‘-f('. — x}:)

P UOD V(1 —pp) = 1 — 2xx,  Subftis

2dx

tuict man Dafjee dicfe Werthe, fo wicd dy =

Y (—%)

Dieé
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Died erhellet auch daraud, weil 2xv (1 — xx) der Sinusg

bed doppelfen Boaend i, wenn x den Sinus des einfaden

Bogens bedeutet. Hiernad ift nemlih y=24A. fin.x, und alfo
o 2dx

V= =y

Xxx IT—XX
-5 fo fese man —— = p,

XX l‘i’\\

W I
il. r-ﬂ: y = A n, —
s l 1‘

— 4xdx 18
vch dp = -, un = (== g ird.
wodurch p.-— (it enn und v p:)__”_ wird
dp — 2dx
B dy = ————ift, fotritdDdy = —=—,
aif ¢)r. Wf(l—-?-)1 f A= It xx

- f —X
L. §ft y = A.fin.y ——, fo fefie man 1!‘——2-—- =1

.-

—dx

: ; : Lix
Hierduedh toied v (1—pp) = {~-;—_,unb dp_.. e

=)
. dp & —dx
V(Il—pp) 532 zv"u—xx)'

falglid) dy =

B <

‘.P
1— xX

a2x :
1v. Sft ¥y — Aafﬂﬂg-“:f i D feig.e mmnp =

(t Fxx o 2 dx(1 Fxx)
(I-—"-xvc) ; IRDEp =5 G — XX)Z

2 : d Ep5 e
witd. Daalfody = ﬁ%}' nach der §.197. fur dieLans

woduedh 1 F pp =

2dx
genter gefundenen Negel, fo ift dy = e -

I-Pxx
Y(E¥xx)—1x

X

V. §ft y = A.tang. , fo twird, tenn

r — v (1} xx)
V(I F xx)— ——-—pfﬁ%f, PP:Q'}'XK '1 ( s

X x X
21‘2:{}:_2\{'(?‘1‘}:){}_2(\"(1-_?XX)-—!)'orfﬁ‘xx)
XX 2 XX ;

man

um rtppe=

{Jtun
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— dx dx  dx(V(1{zxe)—1)

)

iiftaberdp= e et —
Guutired P XXV (1T xx) : xR xxv (& xx)
Ho d er ift, fo toitd ¢ S telches
Da alfo T e——— s el
Y Lipp £ 2(1 Fxx) ¥
: V(IFxx)—T1
man auch Davaud cefennt, toeil A . tang. ¢ )
X

= % A.tang: x iff.

VI Sit y = e finx (o (46t fich auch diefe Gormel nad
dem  Borhergehenben Diffevengiiven ; ¢8 toird memlich

A fin. x d x ‘ o ;
dy £3 e e, Nuf dicfe Yrt Laffen fich alfe
alle Funftionen von x, in twelden aufer den Logarithmen
und Eppenential: Grofen auch Kreisbogen vorfommen, bif:
ferensiiven,
§. oo

Da die Differensialien der Vogen, wenn man fe durd

dx dividirt, algebraifche Grofien mwetden, fo laffen fich aud

 ihre wepten und folgenden Diffevengialien nacdh dem, twas

wic von dev Diffecengiation der algedraifchen Funbtionen

gefagt baben; finden. E8 feg r=A. fin. x, Da nu
i

1ft, fo mwb a3 e i LU

d
s V'h(—-—:\x)

dx
VAl =
: e dd
da das Diffevensial hiervon den Werth von — giebt,, toent
Qx~

fnan dx alé cine bejtandige Grdfe betvachtet: fo find die
Differensialien von y folgendes
Wenrr y = A fin. ift, fo it

dy I
dx. = V(i—zm)) T Wanman dx beftanbig nimmt,

R
o

Gz (I — xx) 2

diy
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d3y =X -P:x.f

dx3 (r — xxj%
3 d4y  9x1t6x3
f . (1 wxx)g
ey dsy 9t 72x2 1 24x4

_ dzf (L — xx}%
bl d6y  o25x f 600x3 ¥ 120x8
' ' dxs (1 = xx}l‘f
W0

und Hieraug fchlieGen wiv wie oben § 177, daf allgemein
feyn toecde
oty 'Sl e, 3 sV N

o ¥
d xR (1 -—xx}ﬂ'i‘%
: ey 1.3 nin—1"(a—2)n—
(XH'I".‘: 6 n(-i""")xn_'z 'l' 3 ® ( ( - 3)3_11*4 'i'
R e 2.4 e B

.35 n(n'—-1W(n—g}(n—g)(n—4)(n—5)vn_s.f- 2(‘-)
PR RS L E /

§ 201,

Stun find noh die Gedfen, die aus der UmFehrung der
bigherigen fich ergeben, ober die Sinugd und Tangenten gez
gebener Bogen, 1ibrig, und wir wollen daber jest unterfus
| then, wofe man die Diffcrengialion diefer Grogen findet. €8

fen alfo x ein Kreisbogen, und fin. x fein Sinus, deffen Dif2

ferengial gefucht roerdben foll.  Man fehe y = fin.x,  TWeil
mun y, tenn man x F dx fiur x fegt, in yof dy tbergeht,
fo tivd

Yt dy=fin.(x¥dx), und dy = fin. (x ¥ dx) — fin. %

! Da aber fin.(x * dx) == fin. xeof.dx ¥ cof. xfin. dx, und
. Dad) dem was inder Cinleitung 1.EH, §.134.f. gefagt worden,
; lin,z




Z 73 25
fin,z = — — H - 2,
I T T2ag o o aas
7= z &
CO‘..E. : I i 'f* = s :(,
) PR - B L L
. “) . l.‘
ift: fo wird, roenn man die verfdwindenden Glicder toea:

laft, cofldx = r, und fin.dx = dx; folglidh.fin. (x % dy)

e AR fog s, o PR T S .

(ot £ e X 0L X, g1 alro Y= lhn.x, o1t d}, i
‘ % b a ] [ PP | - iy » .

dx.cof.x.  Tas DMiferensial dea Sinus cines Bao 3Gens

Gerner fey cof x, oder ber Cofinus eined Voaens x qp
geben,. und fein Q:ﬁcremiﬂ[ gu beftimmen. . &3 fop alio

y = cof: %, o l‘ll“‘ foen an x Fdx fur x i'tj* vt dy

= eofl (x Tdx),  Da nun cr.afi (x T dx) == cof x., coll dx

L3 .
&

firy = 3 5 ' R R
—— e X5, R aX, l;ﬂt‘r foie 1vir 1o !.f\,rut o.nrt:]"cn [}GUCE",
R T A o w— T o i3 1
Col. 0 X =] ! Hne un. -_1; b, e 11 X Eﬂ‘: *0 i-‘-r-a -..! }, ..:\ d }, ot
cof x — dx , fin.x, und folalich dy=—1dx.0nx %
it osher vas Differensial des Cofinus cines jeden B50s

Fa ayna T LT 4 - e
rooutt Gus Oom Diffevensiale des Xogens
BedRtiv genonimen, i Oen Sinus cbon deficlben Bos
CE Al ] e 12 .: i
§ft alfo p irgend eine-Funttion von x, fo ift aud

d.coflp=—dp,. fin.p.

Dicfe Differensialien Hatte man aud aug dem Porhets
gehenden auf folgende st finden Eonnen, St y = f':;.pg
P d
104t p = A.fm.}-', ind dp B e Y_____‘ Da abet

'.-.-"_"\i S }- i

e ;h‘l P irt fﬂ !il' cof. ‘p o 1f(1,_ }}) unb q:br U»‘i"t

dief ot dy
CO

ot
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ie vorhin.  Ehen fo wicd, wean y = cofip ift, v (1—yy)

== fin.p, und p = A.col y; folglith dp = *_._::._t.{,f___
VAR5
{ S :li—;, rooraus fich denn dy = -—dp. fin. p toie votfin
; | ergiebt.
g : §. o3

{:s’ﬁ' y = tang.x, -ff.'l fofrd dy::fang. (= 'f'dx)—-tang.x,
. Bl b tang. x + tang.d
¢ | Munijt aber rang. (x f dx) = —— ?Tw "}E"r und
: 1-—tang, x, tang, dx

dabon tang.xabaeoaen, fo bleibt

tang, dx (1} tang. x . ‘%ang.x)

I — tang, X . tang. dx
| dibrig. Do fernet die Sangente eines verfdhivindenden Bos
| gend dx dem Bogen feidft gleid ift, Yo wird tang, dx=dx,
folglich der Tenner des gefundefien Bruchs 1—dx . tang. x=1,
umd alfo dy =dx (r}{tang.x)2).  Endlid ift 1 +(tang.x)2

: : :
i = (fec.x2) = @[_—;{F ; und daher twicd, enn y = tangx

: dx

ift, dy = dzx{ec.x)2 = ———,

: (cot. %)=

: Eben diefed Diffevensial Fann man aud durdh  die
Diffeveniation der Sinug und Cofinug finden. Denn va

fin. %
tang, x = —— {ft: fo toicd
5 cofx =T

S dx.cofix.cof x f dx.fin.x.in.x dx
e (cof. x)= "~ (cof,x)3

weil (fin, x)2 + (cof.x)2 = 1 ift.

§. 204,




176 Cefter Theil, Sedistes Capitel,

§. 204
Mud auf folgende At [afit fich diefes Differensial fim
den, Da gy ='tang.x ift; fo ift x = A, tang. y, und alfo

nad) dem Obigent dx =———. Da aber y = tang. x

T
ift, fowitb v Fyy) =fecx= = und affo dx=

dy.(coflh]*; mwmd dy == F?z":; wie vorhin, £s ift
alfo ops Differensial der Tangente eines .‘f:crgms gleich
Dot f.;;f'f"i:ﬂ‘b iale diefes Bogens durch 0as Quadrat Des

Coftnius Deffelben diviviet.  Auf -dhnliche Art ﬁawrt man

das Differengial dev Cotangente. St n-emiiu’,) ¥ == cot.%,

: : o ia
fo tith x == A.cot.y, und dx = —,-——E. Sun ift abee

e
T ;
V(I T yy) == cofec.x = e folghid dx= —=dy. (Go.x)?

— X

md dy = e

tines Dogens i Oabee gleich dem Diffevensiale Oicfes

Bogens, negativ denommen, und durch Oas uadeat

ocs Sinus cben dicfes Dogens Vividirt,  Ober Da cot X
cef.x

ol T ift, fo wicd, toenn man diefen Bruch differenyiivt

. Das Diffevensial der Corangentt

— d x(fin, x)2=d x (cof. x)2 —dx
(Gin, x)2 T (imx)a’

dy =

§. o5
St die Secante cines Bogens gegeben, und alfo y &3
dx . fin. x

; g i | ; :
fec. X, 'F{} lﬂ‘, Weill y = s—— ift, dy = s—
cof, x cof,x)2

|'-=

e
-

. dx ,tang.x , fe¢,x,, @ben,fo ift, wenn y = cofec. x iy
foege

=
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—dx.cof.x
T(nx)z
and ¢8 toficde uberflifiig- fepn , diefe Diffevengiationen
duedy efondere Regeln: ju befrimmen. S dev Querfiz
ms eineé BVogend gegeben, und alfo ye= frnx, fo ift
mil y =1 — cofx ift, dy = dx. (in.x, @$ laffen
fity alfo die Diffevenialien aller trigonometrifhen Linien,
bo man eine jede Derfelben durch Den Sinug und Eofinug
aigbructen Fann, obne Scdywierigheit finden. Uud reis
den die gegebenen Regeln nicht Olof  jur Crfindburg der
tfien Diferengialien, fondern audy zur Geforfdhung der
iwepten und afler folgenden Bin, Denn ift y = fin.x,

foegent y = =— dy = = —dx.cot.x. cofec.x,

1= cofx, und dx eine beftandige GSudfe: fo ife

oy fin.x; ; =L T
dy = di celhxs dz = — dx ,fin.x;
ddy == — dx2.fin.x;  ddz = — dx2.cof.x;
ddy = — dx3.cofxj;  d3z = dx3 . fin.x;
déy = dx4.fin.x; @4z = | dx4,cofix;
5 ¥ b L8
§ 206,

Auf eine ahnliche Yt faffen fich die Differensialien allec

| Ordnungen von det Zangente eined Bogens x finden. Denn

fi By L
8t man y = tang, x = -Ifl—z, und dx beftandig, fo ift

cof,
= fingxs - A
e
dy = I :
dx = (cof, x)27

ddy 2 fin, x

dx2 " (cof, x)3°

| Rulets Differens, Rechn, 1. TH, n 43y
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d3y =< 6 =7 4 ;
dx3 -~ (cof xj4  (cof x)2’
da4y  24finx §6in x
dx% ~ (cof. )5 (cof. x)3°
dsy. 120 120 16—
dx5 = (eof x)6 o {c_oﬂi.:.':{j‘i- (cof x)2°
doy 7e0finix  48ofin.x , 22fin.x
dx6 = (cof x)7 % (cof, x) 6 (cof x)3°
d7y- 5040 6720 2016 64
dx7 ~ (cofix)8 i (cof. xjo ° (cof, x,4 = (?01‘, %)
106
§b 207.

Nadh diefen RNegeln laffen fich alfo alle Funfionen, it
toelchen Sinug und Cofinué vorfommen, Ddifferensiiven, mek
hes durch folaende Bepfpiele flar werden micd,

L Qfty =2ln.x.cof x = fin:.2x, o ift
dy = 2dx, (cof. x)2 — 2dx(fin, %x)2 == 2dx.cof.2%
IL 3ft }’=V‘-”L:'io—£f, odet y = fin. £x, fo toitd

dx . fin, x
2y 2 (I — cof. x)
a2fin.$x, und fin,x =15fn.$x . cof £x ift, fo witd
fecner dy = %dx . cof. ¥ x, wie fich auch ans derForm
y = {in. § = unmittelbat ergiebt, -

dy = . Da aber V2(1 —col.x)=

o _ ! : T
I Sty= cof-l;,- fo roird, toenn man 1= = p (el
X

y =cof.p, und dy = —dp, fin.p. Da abec p=

— g%

It — Ix ifty fo tird dp = , und folgld

dx I
dy = — fin.1—,
y X z

iv. f




i
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v, Sty = e!‘m.x; fo witd dy = efin¥ds vof x,

A s
" e e*%*ndx. lin x
V. &ft y=e%LX {0 toird dy = —
Sty | ¥ Gorae
—0 . =

VL St y == I(r — v {1 —e" %)) fo febeman einX=p,
Da nun alddann y = (1 — V(I = p)) witd, fe

- eGP g
2(1—vY (1=p))aL(1—p)

finbet man dy =

==
fin. X4 3 : \
e gk die hel X : % s
wenn man diefen Werth fubftituire,
=h
—nelnXdx eof x
ﬁ}’ — i il 2 S

fe —n

B(fin, X)2 (1 =y (1 — efin X)) 1 — fin. )

M @ie;




Siebentes Capitel

Bon der Differensiation der Tunfeionen groenes
ober mehrever verandeclihen ©rofen,

§. - 208, _

%enn soey oder mefrere verandetliche Sedfien x, y, 7,
von einander unabangig find, fo Pann, obgleich cine jede
pon ihnen veranderlich ift, dennodh die eine davon wadfer
odet-abnehmen, ohne dafi Dedmegen die tibrigen cine Bes
anberung cefabren; ‘Denn da fic feinen Sufommenhang unz
ter einander haben, fo zieht aud) die Becanderung der ecinen
bie Bevdnderung der ibrigen nidht nach fich. €3 Hangen
daber aud die Differenialien von y und z nicht von dem
Differensiale von x ab, und ¢8 fénnen folglich, enn x um
fein Differengial dx vevmehrt wird, y und z enttweder dies
fetben bleiben, oder nach Gefallen verdndert werden.  Wenn
man daher dx das Differensial von x feyn (&Gt, fo bleiben
die Differenialien der ubrigen Grdfien, nemlich dy und dz
unbeftimmt, und Fonnen nach Sefallen ald Null oder ald
unendlich Heine Gedfen, die ju dx ein gewiffes Berhaltnif
haben, betrachtet werden,

§ 209.
@8 pflegen aber meiftens die Bucdbitaben y und z unbes

Fannte ober folche Funltionen von x ju bedeuten, deven Ber
haltnif
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héltniff au = nidht bePannt ift, und in diefem Ralfe Haben
die Diffecengialien &y und dz.ju dx ein  gewifits Vechalts
nif. €8 modgen indel y und =z voi x abhangen obder
nicht, fo bleibt die Uct die Differensialien diefer GSrdfen ju
finden, telche toiv jest betvachten rooflen, diefdbe. Wir ©
wollen nemlich dad Differengial eince FTunftion mehrerer
peranderiichen Grofen x, 'y, 2 fuhen, welhesd fic befommt,
wenn alle ihre verdnderlidhen Grdfien x, y, z um ihre Difes
remialien dx, dy, dz wadifin, und dabey-fann die Funfs
tion tibrigend befchaffen fepn, wie fie will. i diefed Difs
ferengial gu finden, fest man in der Funftion anjtatt der
perandetfichen®rdfen =, y; z, allenthalben x §-dx, y 4-dy,
z 1 dz, und zicht ovon bem daraus fidy ergebenden Yuss
orucle die gegebene Junftion ab. Dev Reft gieht; wie aus
bem, toad miv uber die Natue der Differenzialien gefagt Hae
femy i}kﬂﬁng{-id;-crbellet, vaé gefudbte Differenziak
§ 210 Fees
8 fey X eine Funftion von x, wnd ihr Diffevenzial,
oder iht Sumwads, wenn-x um dx wadft, fep =Pdx,
geener-feyy ¥ cine Funftion von y, und thr Differensial
= Qdy, toeldhed fie befommt, toenn y in y o+ dy tibergehi:
Endlich fep Z eine Funftion von z, und ihr Diferensial
&=Rdz. e man die Diffevensialien Pdx, Qdy, Rdz
aus den Funftionen X, Y, Z findet, folches ift bereitd geseigt
worber.  Sft-numw die Grofe X Y Z gegében, toeldes
offenbar eine Funftion dreper verandeclichen Gedfen ift: fo
it ihr Diffevensial = Pdx + Qdy + Rdz. Ob diefe drep
Diffevengialien unter einander homogen find oder niht?2
darauf Fommt Bier nicht8 an. Denn die Glieder, twelde
Poteftaten von dx enthalten, verfchwinder gegen Pdx ebew
o als wenn Qdy und Rdz gav nidht Da waaen; und auf
M3 - gleiche:
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aleiche Act verhalt ed fich mit den Gliedern, die bey det Diffes
cenziation von Y und Z aqus der Acht gelaffen worden find,

§. 211,

Nun fep dad Diffevenzial dev Funftion XY Z von
x, v, z, inbem X, Y nnb Z die ibnen vorhin bepgelegee Bes
deutung bebalten, gu fucdben. Sent man hier x F dx fiic x,
yddy fury, und z +dzfiez; fo gebt X in X 4 Pdsx,
Yin Y+ Qdy, und Z in Z £ Rdz fiber, und ¢s verivaqns
delt fich daher die Funftion XY Z in

(X P Pdx) (Y + Qdy)(Z + Rdz)
= XYZ } ¥ZPdx F XZQdy } XYRdz
+ ZPQdxdy 1 YPRdxdz XQE’-ET;;QZ 1 PORdxdydz

Da aber dx, dy und dz unendlich Feine Gedien find, fo
perfhwindet Das lepte Glied gegen -ij:iﬂ jedes von Den bors
bevgehenden, und Dieles gefd)écijt,;_ dx, dy, dz mdaen
Bompgen oder Detevogen fepn,  Kebner verfhmindet dad
GliedZPQdxdy smnb[geqeu'&:‘z Pdx al8 gegen X Z Qdy
und auf abnlide Urt  verfdminden auch die Gficder
YPRdxdz und XQZdydz, Jieht man aifo die geges
bene Funftion XY Z abd, fo wird dag Diffevensial decfelben
= YZPdx t XZQdy + XYRdz

§. »2iI2,

Diefe Benfpiele von Funfrionen dreper verdndectichen
Gedfon x, y und z, decen Ungahl jeder nach Belieben pers
wehren fann, geben Binldnglich su ecfennen, daf dad Diffes
vensial jeder Funftion dreper verdnderlicher Gedfien x, yund
z, wi¢ davin auch immer diefe Grdfen unter einander etz
mifdit feyn mogen, allemal die Form baben werdes pdx
Fqdy Trdz; und dabep terden p, g, r entweder Funfs
tionen von allen dren verandeglichen Gedfen x, y und 2

ober
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ober nur pon jwepen, oder auch nur von einer derfelben
fepnt, je nachdem Ddie aegebene Funfiion von x, y und z
felbfe befchaffen ift. Eben fo mufl, wenn eine Funftion
pon pier peranderfihen Grdfien x, y; z und v gegeben
wird, ihe Differensial die Form pdx F qdy T rdz T sdv
pefomumen,

§. 213,

90ir wollen juvdrdecft die Funftionen betradbten, die
nicht mebr al8 pwep verdnderlihe Grdfien enthalten, €8
fen alfo V cine Funftion pon x und y, deren Differenzial
folglich die Form pdx F qdy baben wird, Betradiete
man hice y a8 eine Deftandige Gedfe, wodurd) dy =o
wiiede: o rofiede dag D Ferengial der Funftion V.= pdx;
und betrachtete man x al8 beftandig, todurd) dx = o
wiitde: fo roiicde das Differengial von V = qdy feyn, Da
alfo, toenn man bepde Gedfen x und y ald perandecliche
®rdfen betrachret, AV = pdx f qdy roicd: fo ergiebt fich
hicvaus fofgende Regel fiir die Differensiation der Kunftios
nen jiweper veranderficher Grdfen: ian behandele 5uvéﬁg
derft blo x ale eine verdnderliche und y als cine beftanodige
Brdge, und fuche das Diffevensisl von V, welches = pdx
foyn wird, Dann behandele man blof y als cine DELANDLLs
lidge und x als eine beftandige Grofie, uno fudhe abeemals
das Differensial von V, welches = qdy feyn wird. I
dies gefcheben, fo wird fiir xund y, beyde als veranoetliche
Grofen betvachter, dV = pdx -t qdy.

§. 214,

Da ferner dasd Diffevenzial einer Funftion dreger vers
anderlicher Grofen x, vy und z, weldhe wir wieder =V
feben roollen, die §orm pdx + qdy % rdz hats fo evhellet

Sm' 4 auf
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auf eine abnlicde Art, daf, toenn man Blof x al8 eine
pecandetlihe Grdfe, und y und z afg be?-&nbéae Grdfen
betradbtet, wodurch) dy und dz.= o wird, Has Differ emyial
von V=pdx ift. Auf eben dem TWege ergiebt fich fer:
net dad Differengial von V == qdy, wenn man x und z al§
beftandige, und y allein als cine verdnderlice Grdfe bes
handelt; und [aft man endlich blofi z verdnbderlich feont, fo
witd das Differenzial von V= rdz. . Um alfo das Diffes
reniial einer }'@un?fr’m dreper veranderlicdher Grdfien 3u fins
den, betradbte man jede diefer Grdfien fir fich als cine vets
andetliche Srofe, unb juche ibr Differensial, als tenn die
ubrigen Grdfien feine veranderlichen Geofien waren. Dann
addire man die auf diefe At gefunderen Differenzialien,
worauf das Aaaregat derfelben 0a8 gefuihte DifFerensial
Det gegebenen Funfiion fepn wird,

§. 213,

30 diefer Negef, tvelche tir fie die Differenstation
det.Junftionen von jeder Angaht perandetlicher Grdfen ges
funden haben, ift dec Beweis der oben §, 170 fur die Diffes
tenjiation Der Funftionen einer verdnderiichen Grofe geges
benen allgemeinen Jeael enthalten. Denm twenn man fie
jeden der Dafelblt gedachten ¢ Theile einen befondern Budbftas
ben fest, fo befommt die Funftion die G: ftalt einer Kunf:
tion von fo biel verdndetlichen Srofien, und lafit -fich alfo
nad) der hier gegebenen Regel differenjiiven, indem man
ecit jeden Theil auf die Art behandelt, ald ob er allein vet-
anderlich ware, und darauf die gefundentn Differengialien
3u ciner Summe veveiniget.  Diefe Summe ift jedegmal,
naddem man fitr jeden Buchftaben wieder feinen SBerth g
fest bat, bas gefuchte Differenial. ~ Diefe Regel Hat alfo
einen febr toeiten Umfang, und ecficeds fich auch auf die

Gunk:
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Sunftionen mehrerer veranderlichen Srdfen, twie fie aud
immer befdhaffen feon mogen. €8 ift t\n;,r 1e{c£be aud in
der gangen Differenyial: Redhnung von dem grdften Nuken.

§. 216

FNaddem wie alfo eine allgemeine Negel gefunden haz
ben, nach melcher alle Funftiomen mefrever beranderlichen
Grofen, dia Angahl derfelben mag feyn welde fie will, vifs °
fevemgiict werden Edanen: fo wolen twic ten Gebrauch devs |
felben an einigen Bepfpiclen jetgen.

L 9enn V = xy ift; fo it dV = xdy *f ydx.

x e dx xd
IL Wenn Vo= — ift; foift dv = — — —2,
% b Yy
il enn V = SR T T
V(aa — xXx)
d . xdx
dV = — 4 Y =
Viag — xx) (aa — xx)=

V. Wenn V = (ax t eyt @xteytdn ift; fo ift
dV = m(extpyty)m-IQdx f ey $ ) (adxtody)
b n(axthytoImOx toy T O Qdxtedy)

od¢e
&= (axtay AR FOx fey F QM1 w
: mesd + mae + mas
= e d d
nuﬁ‘hdx + nusx Y 4 nﬁ“y :
T mes Tmel, m:sz
; ydy
T ngs + l'l'Jr’§~ nye

dx
v, ®enn V = ylxift; foift av =dylx + — }’

VI, Wenn V = x¥ ift; fo it dv = yx&'-IdK'f:.:Ydylx.
BT e xdy —ydx

9% — 2 it g (SREE foc

VIL ena V = A.tang, — ift; foift dve= oy

M 5 VIIL
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Vill, Wenn V = fin.x.col y ifty fo ift
= dxicofix.coll.y — dy.lin,x.fin.y. \

ety
IX. Temn V = Taxiss ift; fo ift
dw____ii’}’dz e7(>‘xnx-—~v:»d\<)
e ‘f’rix}:i'”" (xx tyy)V(xxtyy)
—V(xx—yy)

X, fBenn V = eZA . ﬁrl ‘ﬁ;; fo u't

N

hf‘-(}{}'-——;yj

R 5

dV = ezdzA ., fin A Y ARE-T. f}’)

x'i".fh}’{---}}J
-‘\‘!HY—}' dx

(xT\F(KX*"Y}’U\KX——-—yy LV %

Te

§. 217,

Da wir gefehen haben, dafi dad Diffevengial von v,

foenn V eine Funftion jmeper veranderlicher Grofen x und

y ift, diefeForm, dV="Pdx t Qdy, hat, tworin P und Q

Tunfrionen find, Ddie von V abhangen, und durdy daffelde
beftimmt roerdeén: fo folgt, Daf diefe bepden Grofen P und |
Q audh auf cine aemwiffe Art von ¢inander abhdngen, indem
jeve Derfelben von einer und derfetben Funftion vV abhangig
ift. IBie nun aber auch der Jufammenhang jwifden den
endlichen Gedfen P und Q, den wir nachher untecfuden
toollen, befchaffen feyn mag: fo ift flar, daf nicht alle Difs
feremial- Formeln pon diefer Form Pdx + Qdy, worin P
und Q aqus x und y nach Willtuhr formict find, Differensios
fien jeder endlichen Funftion V pon x und y feyn Fdnnen.
Denn woteen nicht P und Q dad Werhaltniff ju einandet
haben, meldes die Natur der Differengiation erfordert: {0
fann das Differenyial Pdx ¥ Qdy auf feine Ieife durd
die Diffecengiation entftehen, und hat daher and fein Fns
tegral, .
§.218. |
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§ 218,

@ Pommt Ddafyer bep ber Sntegration fehr piel darauf
an, daf man dad BVeehaltnif ywifden den Grdfen P und Q
fenng, damit man die Differenialien, die wivelic) durch die
Difcrenziation ivaend ciner endlidhenFunttion ensftanden find,
pon denen juunterfcheiden im Stande fev, dic man nadh Belies
ben angeriommen fat, und die fein Sntegral Haben. Db twie
uné nun gleich Hier noch nicdht mit dex JIntegration Defchaftis
gen, fo ift c8 doch gur genauen Kenntnif der ceellen Diffes
rengialien fehe niglich, dal toiv Diefed SBechaltnif unterfus
dhen: denn g ift icfelbe nicht nuv in Der Fntegral: Red)s
nung, woju toic ung hier den Weg babnen, Hodchft nothivens
big, fondern ¢8 wird dadurdy auch in der Differenyial Rechs
nung vieles weit deutlicher. -~ Suvbrderft alfo ift flar, Dafin
dem Differeniale pon V, wenn V cine Funftion jroeper vers
inderlicher Gcdfen x und y ift, Dad Diffevengial jeder diefer
Bedfen vorfommen muf. €8 fann daher toeder P = o ned)
Q= o fepn. TWenn daber P eine Funftion bon x und y
it fo fana die Kormef Pdx fein Diferengial einer endlicden
Giofie fepn, oder ed giebt alsdenn Ffeine endliche @rofe,
deron Differenyial Pdx ware.

§. 219,

So.giebt ¢8 Peine toeder algeburaifdhe nod tranfeendente
endliche Grdfe V, deren Diffevengial yxdx race, tenn y
eine verandecliche Grodfie ift, die micht von x abhangt.  Denn
follte ¢8 eine folche endliche Srdfe V geben, fo miifite, ta

fidh y fn ihrem Differengiale findet; y oud in dev Srdfie V
felbft anjutveffen feyn; aflein wenn y in V enthalten ware,

o

fo miifite, da y eine verandecliche Brofe ifty aud das Diffes

tenjial dy in dem Diffevenziale von V befindlich {eon. Do

alfo daffetbe davin nicht angutreffen ift, fo ift ¢8 unmdglic,
: . bafi

P e

]
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daf das Differengial yx d x durch die Differensiation irgend
einer endlichen Grofe entftehen thnnte. Da alfo ausgemadst
ift, Daf Die Formel Pdx + Qdy, wenn Q=o' ift, und P
tie veranbderiiche Brofe y enthatt, fein veclies Diffevengial
feyn fanne fo erhellet jugleidh, baf man der Brifie Q Feis

nen willfEhrlichen Werth geben darf, forndern dab Derfelbe

pon Dera erthe von P abhangt.

§. 220,

Ut alfo ag Beehaltnif sivifhen den Srdfien P-und @
in dem Diffevengiale Pdx ¥ Qdy = 4V st unterfuden,
toolfen wir juedtberft V eine Funftion von feiner Dimenfion
vott x und y feon laffem, und fo von befondern Fallen jum
Aligemeinen auffteigen.  Sept man alfo y =tx, fo vers
fhwindet x aud der Funftion V ganslich, und man fine
bet blof eine Funftion pon ¢, diewir—=T fegen. wollen,
und derven Differensial alfo = @dt ift, wenn o eine Kunf
tion von t Dedeutet. Sesst man daber auch in dem Diffes
tenjiale Pdx + Qdy allenthalben y = rx, und dy =tdx
t xdt; {o befommt man Pdx ¢ Qtdx+ Qxdt; und dadx
darin nicht enthalten fevn foll, fo muf P+ Qe=o feon. @8
ift alfo Q = — ; = — P—;—x,nbeszi‘ Qy=o, und hi¢rausd
echeller dag BVerhaltnif jiwlfhen P und'Q i diefen Fall
Serner muf aud @'= Qx, und alfo Qx = einer Funftion
pon ¢ d. . ciner Funftion von Feiner Dimenfion von x und
y feon. SBeil aber Q= = ift, fo wicd P.== — =Y, und

e8 find alfo fowohl Px al8 Qy FZunftionen von Feiner Dis
menfion von x und y,

§. 221,
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§. 221
IRenn alfo eine Funfiion von Feiner Dimenfion von x
und y, die wiv = V fegen, differensiict roivd, fo ift ihr Difs
ferensial dV. = Pdx 1 Qdy alleseit fo befchaffen, daf Px
¥ Qy = o ift. . Das heifit, tenn man in dem Diffevensiale
anftatt der Differensialien dx uaddy die Srofen x und y fesit,
fo echalt mano, toie foldbes in folgenden Grempeln featt findet,

dx — xd
I, Wenn Vv = -1ft, fo toitd dV = LE Y, und
¥ Yy
fest man x fir dx, und y fir dy, fo toicd ) < o.
7Y
X ,
IL Wepnt V= —————— ift; fo ticd .
Vixx—yy)
—vvd d : S :
d‘J — y} x.i‘yxs }r;unb bieraué _._)?ici_.__)};x:ob
(xx —yy)? G===7752
y¥Vixx¥yy)

1L, Wenn, V. = , alfo cine unftion

—y TV Extyy)
pon Feiner Dimenfion von xund y tft, fo'toitd dV =
2xxdy F2xydx
(VxTyy)—y,2¥ (xxtyy)
wandelt fic), toenn man x fie dx und y fic dy fest,

ino.

und diefe Formel bew

Xty 2xdy —< 2
1V, Benn V= 1——~ ifts fo wicd dv = = nydx,
XX = yy
—_—ry
XX—YyYy
v iz—y) .
Y. ¥ EﬂnVﬂﬁ-ﬁn-'—f—'——r ifts fo i
i VX ty) i3 fo e
P ydx — xdy

. xty)Vayx—y)
toelche Jormel eben diefe Eigenfaft hat,

§.222,
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T A e

Nun wollen wir uns gur Betradhtung anderer fhHomoges
nen Funftionen wenden. €8 fey alfo V ethe Funfrion von
n Dimenfionen von x und y. Sept man daber y = tx, fo
erhélt vV die Form Txb, wo T eine Funftion von t bedews
tet; und it d T = ©de, fo oitd dV=x"0dt + nTx0-1dx,
gBenn man alfo dv = Pdx ¥ Qdy fent, fo wird, weil
dye=tdx fxdtift, dvVv=Pdx+ Qtdx ¥ Qxdt; und
da Diefe Formel mit det vorhergehenden Gbereinftimmen
muf, fo toitd, da audh v = T xn ift,

nv

PT Q= nTxo-X = —,
x

Danun t = o ift, fo wird hieraus Px + Qy = n¥, tmd

diefe Gleichung beftimmt dag Werhaltnif swifchen P und Q
auf eine folche Art, Daf man jede dicfer Grdfen leicdht findet,
fobald die andeve Defannt ift. Da ferner Qx = xv6 ift, f0
ift Qx und folglich auch Qy und Px Junftionen von n Dis
menfionen von x und y.

‘ § 223

MWenn alfo in dem Differeniale einer homogenen Funks
tion von x und y, anftatt dx und dy die Grdfen x und ¥
gefegt werden: fo ift die daher entfpringende Grofe vet
Sunftion, Deven Differenjial gegeben wourde, it det Uns
gahl der Dimenfionen multiplicivt, gleich.
L Wenn Vo= Vi(xx b yy) ifts fo tft n=1 und d
f—————-“’f* P i, fo wiey LI oy
. V- xx1yy) ATy
Vxxtyyh

av ==

= 3'{'33 : L e :
I, Wenn V= X;_T it foiftn==2; und dv=s

gy 3 dy
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2y3dy — 3yyxdy *F Jyxxdx — 2x3dx ¢ y3dx — x3dy
(po= ;
Geit man nun x fic dx, und y fir dy, fo wicd
g};d-.—-;),}ﬁx'ﬂ' 2yx3 —oax% e 2}/3 + 2x3

memas

(r=x)2." y —x

= 2V,

_ I iz ,

L. 9Benn V = e 0 =

Wenn S ift, fo ift n 4, und
rdys=gxdx -, : i

4",_ > - ——, St man aber x fur dx, und
ey T xx)3

R

y fiie dy, fo verwandelt fiy diefe Formel fn — LT 4%
F'-'-' o 4‘#‘:
Iv, Benn V. = :cxly—-——;; ift; fo foird 1 == 3, und

— Ly

Ve s i
v = Qxdxlz.-.T_}E 4 EXX-_}’:CE{ xdy)

¥y—X ¥ y — XX
RNimmt man aber Bier die Defchriebene Subititution vog, fo
e b "!" x # .
findet man 2xXxl—==e== oV,
}T—}i
§. . 224

Gine abnlidhe Cigenfchaft bemerPt man; wenn V eine -
homogene Funftion mehrever verandeclidber Srdfen ift.
€8 fep V eine unftion von dent Grdfien =, y und z, fo daf
diefelben alienthalven Diefelbe Anzabl von Dimenfionen auss
maden, too dennt befannt iff, daf da8 Differenzial die Form
Pdx ¢ Qdy + Rds haben mug.  Ceiit man nun 'y = tx
und z = sx,; {0 Daf dy=tdx + xdt, und dz = sdx
T xds witd, fo befommt die Funftion V' die Form Uxn,
wenn U eine Funftion dee bepden veranderlidien Grdfen
tund s tft.  Sept matt daher d U= pdt+qds, fo wicd

dV = xtpdt T x0qds F nUxit=1dx,
Die
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Die ecfte Form aber giebt
dV = Pdx *i Qtdx ‘I Qxdt + Rsdx T Rxds
unb augd der VergleiGung diefer bepben Diffecenjtalicn vz
alebt fich
, z nVv
P+ Qt+ Rs =nUx0-T == —
=
unb daraus flief
P Qs Rz = nV,

~

und eben diefe Gigenfhaft exftredt fich auch auf mehrere
peranderliche Gedfen.

§ 225,
SBenn CI!YD etne I}amcgme ‘Sunf_tign oon il‘ﬂﬁllb einer
9nzabl vecanderlicher Grifien x, v, 2, v, 2. gegeben ift, fo
tft Das Diffevensial derfelben jederjeit fo befdaffen, Daf

man, wenn man anftatt Der Diffeveniialitn dx, dy, dz, dy,
2. Die endlidben Gudfien x,,y, 2, v fetit, die gegebene Funkz

tron, durd) die Ynzahl der Dimenfionen multiplicict, Dbes
tommt  Diefe Behauptung gilt auch, wenn V eine homo:
gene Gunftion von nidht mehr als von einer einjigen perdns
derlichen Guofe ift: - €8 1ft nemlih in diefem Falle V eine
Poteftat von %, oder Ve=ax», weldhes eine hombdgene Funfs
tion von n Dimenfionen: iff; denn 8 giebt Feine andere
Sunftion von x, worin x allenthalben n Dimenfionen hatte,
alg die Poteftat x1, Da pun dV = naxv-Idx ift, fo bes
fommt man, wenn man x fir dx fegt, naxe =V, @3
perbient Daber Ddiefe mwidtige Cigenfchaft der homogemen
Sunftionen aufd forgfaltigfte gemerft ju toerden, indem fie
in Dev Sntegral - Rechnung den groften Nuien gewabhrt.

§. 2206.
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0. 226

Um nun das BVerhaltnif der Srdfent P und Q, meldhe
bag Differemial Pdx + Qdy einer jeden Funftion V vor
jocy verahdertichen Grden x und y beftimmen, allgemein
ju unteviudben, miffen wiv folgenbeg uberlegen. &8 fep v
tine Gunftion von x und y, und dabey nehme man an, daf
V, wenn man x4+ dx fir x fegt, in R, hingeden, mwens
man y  dy flic'y fest, in S, und wenn man fovohl x + dx
filr X, al8 ¥ F dy'*ffzr y fe6, in V¥ ibergehe. Da alfo R
aud V entfteht, menn mdn darin x ¢ dx ftatt x fegt, fo ift

“offenbar, Dag fich, wenn man in R, y * dy fur y fegt, ve

eegeden wird; denn ¢§ ift diefes eben fo biel, ald ob man in
Vfowohl x ¢ dx fir x, als y & dy fiir y fette. @ben fo
entfteht auch V* ang' S, mennt nian in S Die Grdfe x b dx
fiir x fest, toeil S aug v entjtanden ift, indem dérin y dy
fiv'y gefest murde. Ales’ died wird durch folgende Safel
dentlicher.

Die " | gebt dber wenn faf)
®Brdge| } e
¥ R X xfdx
% g ¥ yTdy
. : X xTdx
St W lvg
R Vv* y |ytdy
B S Vi X xtdg

§ 227

Wenn alfo v fo diffevensiict witd, alg reiin bief = eine
bebanderliche, y aber eine beftandige Srife waré, fo wich,
RKulers Diffevens, Reehn, LT, N feil
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weil v durch die Subftitution von x f-dx flie x in R 1bers
geht, Ddas Differensial derfelben R — Vi und da aud
der Korm dV = Pdx t Qdy, eben Ddiefes Differengial
= Pdx ift, fo witd R —V=Pdx. 2Benn man hins
-geqen y 1 dy fir y fett, x aber-als eine beftdndige Grife
‘pehanbelt: fo toird, well alédenn R in VI, und Vin S fibers
aeht, dic Grdfe R —V in VI — S vevmandelt, und folg:
“fidh - Das - Differenzial von R — V = Pdx, weldes ents
‘fteft,“wenn bloR y ald eine petanderliche Grdfe behandelt
Cgitd, = VI — R — S $V. ‘Eben{o-wicd, Da, toean man
y b dy fliey fegit, Vin S bergeht, 'S — V das Differengial
-pon V, woenn-man blof 'y alg ecine peranderliche Geofie bes
tradhtet, und ed ift daher § —V = Qdy. Wil nun, twenn
‘man 'x tdx fiieex fegt, 'S in VIund Vin R iibergeht, o
- oicd daduedy die BrdheS — V in Vi — R verroandelt, und
8 ift folglich Dasg Differengial-vdn 8 — vV =1Qdy, eldies
entfteBt, mwenn-man blof x af$ eine verandertiche Erdfie bes
grachtet, = Vi —R — SV, -und e frimmt alfo Ddiefed
Differengial mit dem -vorhergehenden auf Das genauefte
-abevein,

4. 228,

“Nud diefer Uebereinfrimmung flicft: Wenn das Diffes
_gengial cinee unftion V jrocper veranderlichen ‘Srofen x
und y ==-dV = P.dx + Qdy-ift: fo-ift bag Differensial vow:
Pdx, weldes entfteht, wenn man blof y alé -eineveranders
fiche, x aber al§ eine befiandige Grdfe behandelt, dem Difs
ferensiale won Qdy gleih, mweldyes entfteht, roenn maw
blof x al§ cine vevanderliche, 'y aber als cine beftandige
Gudfie betracdhter. - jt nemlich, tenn man blog y ald
eine peranderliche ©Gudfe betradhtet, dP = zdy, fo ift
dad
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das Diffevenzial von Pdx, auf die befchriebene Art gefudyt,
= Zdxdy; unb nimmt man bloff x al8 eine verduderliche
@iéf;é an, fo witd aud dQ = Zdx, denn alsdenn toird
quch dad Differenzial von Qdy, auf die befdriebene Are
genommen, = Zdxdy. %uf diefe Art erfhellet das Berz
haltnif, weldes die Gidfen Q und P 3u einander haben,
und teldhed, fury es ausudrucfen, datin befteht, daf das
Differenzial von Pdx, tvenn man x beftandig fepn (aFt, dem
Differengiale von Qdy, twenn man y alé eine beftandige
&cofe beteachtes, gleidh ift

§. 229,
- Um diefe merProticdige Gigenfchaft in ein Helleves icht
in fegen, toollen wiv fie durd einige Bepfpicle erldutern.

L 3ft alfo V=yx; foift dV = ydxt xdy, und folgs
lid P=y, und Q = x. 2aft man daher x beftandia fepn,
foicd d. Pdx = dxdy, und nimmt man y al8 beftandig
an, fo-wird d . Qdy = dxdy, und alfo bepde Differenziaz
lien einander gleidh.

ey xdxtydxtxdy
[ 152 f * — P
IL $ft V= v (xx ¥ 2xy); fo witd dV = f(xx o)
: = % = X
unb folglich P i Volxx § zxy)' 0 = vV Ex t2xy)
dxd
©ett man alfo x beftandig, fo wird d.Pdx = s z;p
(zx f2xy)=

und 136t man y Deftandig fepn, fo wird d.Qdy =
xydxdy_
(;:x F zxy)%.
L St Ve xhin Ay v fincALx; o toird
dV =dx . fin, Ay } xdy ., coft y + dy. fin. Ax } ydx, cof x

N 2 und
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und e ift daher
Pdx = dx.fin.Ay F ydx.cofix, und
Qdy == dy /fin.Ax T
236t man alfo x beftandig fepn, fo wird
d,Pdx = dxdy.cofly + dxdy. cols,
and nimmt man y beftandig an, fo wird
d.Qdy = dxdy .cofy f dxdy. colx.

IV. §ft V= zv; fo wird dV=xvdylx | ya¥-1dx, und
Pdx = yxy~Tdx, und Qdy = x¥dylx.
FBenn man alfo x alg eine bejtandige Grdfe. betradtet, fo

fird

xdy.coly.

d.Pdx = x¥y-Xdzdy f yx¥-1dxdylx,
und behandelt man y alé cine befiandige Grdfie, fo toitd
d.Qdy = yx¥-Idxdylx T x¥-1dxdy,

§. 230:

Diefe Gigenfdhait (aft fich audh auf folgende Avt bes
fthreiben, wobdurdy denn die fo merfwiivdige Befchaffenheit
afler Gunftionen goeper veranderlichen Guedfen in die Angen
fallt,  SBenn man eine Funfrion V jrwever veranderiichee
Gudfen = undy fo differengiict, daf man. blof x als eine
peranderliche Grdfe behandelt, und darauf von neuem dad
Differengial diefes Differensialé fo fudht, daf nmian blof y al
gine veranderliche Grdfe betvachter: fo findet man nadh dies
fer doppelten Differengiation eben bas, rag man gefunden
Baben rofirde, renn man in umgefehreer Ordnung die Funkz
tion V juecft fo, alg ob blof y veranderlicdh ware, differens
sitet, und dervauf blof x al8 eine veranderliche Srofe behans
delt, und pon dem gefundencn Diferenziale von neuem V46
Differenyial gefucht bHtte; inbepden Fallen erhalt man ném:
fich Zdxdy. Der Geund diefer Gleidheit ticat fehr Dents
lich in dev vorhin betradpteten Eigenfhaft,  Denn Piffevens

it
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aglict man V, al8 ob blof x veranderlich wave, fo findet man
Pdxj und bifferenjiiet man V, al8 ob biof y verdnderlidy
foave, 70 erhalt man Qdy; daf aber die Differengialicn
pon dicfen Diffevengialien gleih find, ift vorhin bewiefen
worten.  Uebriaend flichit diefe Cigenfbaft audy unmittels
bar au$ ben Sinffen des 227ften §.

§: - aqn
@3 [aft fidh aber dad Verhaltmif von P und Q, mwenn
Pdx 1 Qdy vaf Diffevenzial ciner Junftion vV ift, audy auf
folaende e angeigen. Da P und Q Funftionen von x und
y find, fo differenitive man Depde Gedfen, fo daf man fos
wohl x al8 y ald vevanderficie Ordfen behandele.  §ft
pemlich
dV. = Pdx { Qdy
fo fege man dP = pdx 1 rdy
. und dQ = qdx ¥ sdy
Behandelt-man alfo x ol8 cine beftandige Srofe, fo wird
dP = rdy, und d. Pdx = rdxdy,

b Hehandeit man darauf y als beftandia, fo wird
dQ = qdx; uad 4.Qdx = qdxdy.

Da nun diefe beplen Differengialien einander gleich find,
fo folgt, baf q=r ift. €8 find daber die Funftionen P
und Q auf die vt mit einander verbunden, daf die Grofen
q #nd r, wenn man jene Funfrionen auf diedvt diffevensiivt,
wie i gethan haben, ecinander gleich werden.  Der Kirge
wegen Ednmen aber, mwenightens in dem gegentvartigen Caz
pitel, dic Grdfien r und q bequem auf die Art angejeigt

' dP :
tecden, taf man r durd (é?) ausdructt; ef foll nemlich

Radurch gefagt werden; Wenn man P auf dre At differens
N 3 aist,
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alire, daf man blof y al8 eine veranderliche Gudfie betrady
tet, und darauf dag gefundene Differensial durch dy divis
“ditt; denn dadurdy beFommt man die endliche Srrfie =

Nuf cine ahnliche Avt druckt G%) die endliche Grofe q aus,

tpeil dadurdh angegeiat toird, daf man Q fo, als tvenn blof
x veranderlich wave, differeniiiven, und dann dad Diffevens
sial durch dx dividiven foll.

6 <232,

Wiv wollen und daher diefer Beyeichnunadart bebfes
nen, of fie gleid fonft awepdeutig fepn fann, weldes indef
hier durch die Ginfcbliefung in Klammern vechindert wird,
MWir ocemetden dadurdh die MWeitlauftigPeit in der Befchreir
bung Der YUct, toie differengiivt werden foll, und Fonnen dad
Berhaltnif joifchen P und Q nun fury alfo ausdructen, dof

e .. rdP | e ol
wir fagen: ¢3 ifi (E'}') == (5&{?) &8 jeigt nemlich in det

gleiden Brichen dev Nenner, aufier feines eigentlichen Bev
deutung; nach welder dadurch dividivt werden muf, aud
an, Dafi dad Differengial ved Nennerd fo genommen toerden
foll, alg wenn blof die Grdfie, deven Differenyial den Nens
ner ausmadbt, veranderlich ware.  Uuf diefe Art fallen die
Diffevenzialien durch die Divifion gans aug der Rechnung
D
weg,. und ¢8 frellen daher die Briihe (g—;—)‘unb g—%}
endliche Grdfien vor, Ddie in dem gegentvartigen Falle eins
ander gleid) find. JNach diefer Vegetchnungsart fann man
alfo audp dic Seofien p und s auf die Art ausbrucfen, dab

man p = (3'2) .unb s = (%f) fegt, invem die Diffes

tenzios
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rengiation ded 3ablers, nach der gemadhten Unmerfung duedy
den Jtenner eingefhrantt wird. '

§ 233
Swifden diefer und der vovhin von den homogenen
' Funftionen berviefenen Gicenfchaft findet fich eine fehr febone
Uebereinfrimmung. St nemlich V. eine Funftion von n Diz
menfionen von x und y, fo-ift, wenn man dV. = Pdx 1 Qdy
fegt, =V = Px t Qy, und alfo.
nV P X

g
Q= =

) 45 )4

| 4P
ekt man. nun dP = pdx t rdy;. fo toied (E") = r,
y

ind daf diefer Grofe. (%%) aleid fep. 1aGt fich- auf diefe

9ict beroeifen. SMan diffevensiive Q, ald tvenn blof x vers
anderlich: ware, und foeil unter dicfer Borausfesung

nPdx Pdx xpdx-

G0 = e 2
¥ Y Y
ift, fo toicd
dQ (a—1PF  px
(_dx ) - ¥ und ¢8 muf daber
(n—1)P pX :
: e -;'- = r, odet (n—1)P=px Jry fepn.

Diefe Gleichheit erhellet daber, weil P eine homogene Funks
fion von n— 1 Dimenfionen von x und y ift, tooher denn
ihe Differenstal, dP-=pdx+ rdy, wegen der Gigenfhaft
ver homogenen Funftionen: fo befdbaffen fepn mug, beB
(@ —DP=pxtryif.

RN 4 $. 234.




200  Grfter Theil. Sichentes Capitel.

§. 234,
7240

Dicfe Gigenfebaft, daf nemlich (.1}> = {3y 4,
weide wir al2 allgrmeine Gigenfhaft aller ﬁu“h,m It Atoenee
ia-.:mzbcritd;ffc Grdfien x und y fennen gs:uc:_-t baben, balnt
uns ten Wiy jur Noterfudung der Natue der Funfrionen
dreger oder mebrever verdndecticher Gedfen.  Gs fen ¥
eine Funltion dreper verdndorlicher Grdfen X, v,z und das
bep fey dV = Pdx + Qdy + Rdz.  9Benn man alfo bey
diejer Differenziation z al eine be ftandige Sidfe behans

elte, fo wurde dV = Pdz ¥ Qdy merden, und in dickm

! ¢ : dp 1Q
Salie mifte nadh dem Worhergehenden (--) = ;— |
: o X,

fepn. Betradhtete man ferner y ald eine beftandige Grofe,

L

. 2 £ q R
fo tolirde dV = Pdx T Rdz, und «lfo {é_) —_ ( }

i
Q X4

wetden.  Endlidh gdbe x, al8 cine beftandige Hrdf ¢ betrady
~qL) ~adR e A = 2 :
fet, {\E}'/ T Ld?\; 3 hangen alfo in dem Tifferenyiale

Pdx ¥ Qdy ¥ Rdz der Funftion V dic Grdfien P, Q und
® auf die Act ven einander ab, daf

( ) ((l:\ ; d P (d R -9\. _ ) it

:
\uz, dx

§. 233

Hicraud folat cine Gigen {haft der Sunftinnen dreper
peranderlicher Grdfien, die Detienigen abnlich ift, die tie
oben § 230. Dey ten Funkrionen joeper peranberlicher Gids
fen fennen gefecnt Haben, 9Benn V eine Sunftion drepsr
verdndeclichor Sedpon x, y unbd z ift, und diefelbe nad cinz
ander dvepmal auf die vt di ﬁeunatu* wird, daf man [Lt}
et erficn Differengiation blog Die eine von jenen Grofen,
30
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3 B.x feener bep der sroepten blof y, und bep der dritten
blog z af$ eine vevandectiche Grbfie behandelts fo findet man
einen Ausdeuct von der Form Zdxdydz, und diefen Huss
vruct findet man jedédmal , man mag die Bedfen x, y und
3 in einer Oednung auf einander folgen lafien, in weldher
man toill, - Man gelangt alfo auf fechs verfibiebene Meten,
nad ciner drepmaligen Diffevensiation, ju dem Ausdrucke
Zdxdydz, weil Dic Dronung ter Dudfieben x, y und 2
febémal verdndert werden Fann, "In was fir einer Ords
nung man auch diefe Sudfen nimmt, fo wird fich dech alles
mal, twenn man die Funftion V fo differemsiivt, als ob blof
die crfie Grofe veranderlich ware, bdann dasd Mﬁ vengial
von diefem Differensiale fucht, fo daf maen blof die groente
al$ eine perduderliche Sridfje betrachtet, und Eﬂ"“l.u. pon igs
fem Differengiale von neuem dad Differengial auf die vt
pimmt, dafi man 6lof die dritte alé perandeciich behandels,
wmmee ein und derfelbe Tusdruck exgeben.

§. 236. :
tm den Grund von diefer Cigenfcbaft Deutlih ju ma:
then, wollen toiv dV = Pdx ¥ Qdy + Rdz fegen, und nun
die Differengiaticn der Grdfen P, Q und R fuden. RNad
dein bereitd Crmicfenen toerden diefe Differengialien fepn
dP = pdx T sdy T tdz
dQ = sdx } qdy { udz
dR = tdx % udy } rdz
Differensiict man nun V, alg wenn blok x verdnderkich mare,
fo finbet man P dx; diffevensiict man ferner diefed Differens
3iak ald wenn blof y verdndertich wace, fo findet man :é.. dy?
und fudt man endlich aud bicevon dasd Difereniial, o'l
man z affein alg eine verdnderlidhe Gudfe behandelt, §

det man, nacpbem man dusch dxdydz bividici £

-5
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@i fit man nun-die veranderlicdhen Grdfen fo, y, x, z, fo gickt
die erfte Differengiation Qdy, die ytwepte sdxdy, und die

Rxon dsx ;
dritte (nadh der Divifion dued) dxdydz) (&“) ie vote
A Z

hin. Nun laffe men die vevanberlidhen Gredfen in bdicfer
Drdnung auf einander folgen, z, y, %, two denn die erfie Difs
ferenstation Rdz, die joepte udydz, und bie dritte (nadh

e ' du :
der Divifion dureh dxdydz) (-—-—1) gicht. Da nun abet,
d x
wenn man y al$ eine beftandige Gredfe betvadhtet, dQ=
: > ds du : : .
sdx t udz ift; fo ift (EED = (E} toie gletdhfalls bemwie:

fen orden ift.

§.. 237.

B8 fep V.= ———. Bie mollen dicfe Gunttion

oft drepmal Mifferengiiven, alé die Ordnung von x, y undz
pecandert wecden fann.
tenn man L Diffevens, L Differens, L Differens
verandeclich fefat, Dblof x blofi y blefi z
2xydx  2xdxdy . 4xzdxdyds
2a—zz > aa-—zz @ (aa—22)%
blof x blof =z blof 1y
2xydx  4xyzdxdz 4xzdxdyds
aa — zz ’ (aa— zz)2’ Qaﬁ-——zz)_?

L1
LY
0
£ 59

% 3.3 blofy blof x " blog z
xxdy  2xdxdy . 4xzdxdyds
aa— 2z . aa — 2% (aa—-zz_)‘.

2 3. 2 ¢ blofy blof =z blof x

xxdy bxxzdydz_ 4xzdxdydz
aa —zz = (aa —zz)2’ (aa—1z1)*

Blof
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g 4z, -7 blofr blof x ~ blof y
2xxyzdz  4xyzdxdz 4xzdxdydsz
(aa —zz)2’ (aa— zz)2’' (aa'— zz)2

: 3 2z z blofz blof y blofy x
2xxyzdz 2xxzdydz 4xzdxdydz
(aa —2z2)2 " (aa-—zz)2"’ (aa; 22)2 "
Diefesd Crempel jeigt, daf man nad einer drepmaligen Dif:
4xzdxdydz
(aa—z2)>
fommt, man mag die drep verandetlichen Gedfen in ciner
Ordnung nehmen, in tvas fliv ¢iner man will, :

ferensiation immer auf einevlep Ausdrudt,

§. 238.

&o wie man aber nadh einer drepymaligen Differenzias
tion immer auf einecleny Ausdruck fommt, fo findet fid aud
unter den Differenzialien, melche man durch die jwepte
Differensiation findet, eine Uebereinftimmung. - Unter dicfen
Differengiatien fommt nemlich jeder Ausdrucf jwepmal vor,
und ed echellet dafer, Daf alle bie Formeln, in Lenen cincrs
lep Differengialien vorfommen, auch einander gleich find,
und daf DesSmwegen alle dritten Differensialicn gleich find,
toeil in ihnen diefelben Diffevengialien dxdydz enthalten

find.  IBiv fdlichen hieraus: Wenn V eine Funftion ven

einet beliehigen Anzahl vecanderlidher Grofen x, Y % Vo U,
3. ift, und Diefelbe nady und nach dfters auf die Art diffes
tenjiict toird, daff nue immer eine von Ddicfen Grdfen ald
eine veranberliche Grofe betradbtet wird: fo find, fo oft
man auf Ausdrucfe von gleichen Differenyialien Foramt, dicfe
Nugdeiife audy einander gleid.  Spo entfteht nach einer
iwepmaligen Differengiation unter andern - der Yuédiuct
Zdxdy, cinmal, toenn man x, und jwepiens twenn many
allein al8 cine verandecliche Grdfe behanbelt Hat; und e8

| ift
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ift daher aleich, weldhe nian von diefen Grofen Juerlt, und
melebe man gulegt nefimen will. Auf eine ahnlide Weife
entficht nady einer drepmaliaen Differemiation der usdend
Zdxdydz auf {2b8 vevfdicdene HArten, und nach efnee
picemaligen Differengiation der Husdrud Zdxdydzdy
auf viev und gwanyig Actenn, f, f.

§. 239

Die Whaheheit diefer Lehrfise wird bep einiger Aup
merffafeit ein jeder aus den vorfergehenden Sanen cins
fehen, und dburc) etgenes Nacbdenfen darnber beffer faffen,
olg wenn defelben mit der hice unvermeidlichen Weitlaufs
tigPeit vollfrandia gefibrt worden waren.  Da aber die
Kenntnify dichr Elgenfdhaften in der Sntearal Rechnung von
bee groften WicdbtigPeit i, fo mafion fich HUnflnger nidt
blof daran begniigen, daf fie die Iahrheit derfelben exfens

~

nen, fondern fic audy an viclen Bepfoielen prifen, um fid
diefen Gegenftand gany gelaufig, und ded in der Folge dars
aus cntfpringenden Nugensd fabig ju maden,  Sa, nidt
blof Anfanger, fondern audh die, die fibon die Anfangsgrimde
ver, Diffevengial Rechnung Pennen, foliten diefes thun, weil
Diefer Gegenfrand faft in allen Anleitungen 3u diefem Theile
bet Analpfis fbergangen wird. Denn man begnitgt ﬁ'-cb ez
woialid) damit, die Regeln der Differengiation vorgetragen
und ihren Gebraudh in der hbhern Geometric geseigt v
habem, und befammert fich dabey nicht um die Natur wd
bie @igenjdaften der Differensialien, fo grof aud der
Jtugen ift, der baber fie die ntegral - Rechaung entfpringt.
3 habe es daber fie niinfich gefyelten, diefe faft gang nese
FMaterie in dem gegenmartigen Capitel ausfihelicd au bes
trabten, Ddamit Dev Weg 3u den fthweresn Sntegrationen

' ' gebahnt,

Al

ko]

T

afrd S ~—r _—

=
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gebahut, und Ddiefe BVefhaftigung in dev Folge leidht twers
ber mbgte.

§. 240,

Rey diefer Kenntnifi der Gigenfchaften der ‘;‘)iffcrlengias
lien Dee Funftionen gmeper ober mehrever Det&n&tiid}tt
Gedgen it man leidht im Srande ju biuctheilen, ob eine
geacbene Differenzial: Formel, worin jwep oder mehr vers
andecliche Gedfen vocfonnnen, aus der Differeniiation
irgend einer endlichen Sunftion entftanden fop ober mdht?

. dp
Denn toenn in der Formel PdxF Qdy nidt ) ( )

fft: fo fann man mit Gewifheit bcbnumen, baﬁ e8 feine
Sunftion pon x und y gebe, deven Differengial = Pdx
Qdy mware, und daf man alfo in der Fntegral: Rednung

Deegleichen Formeln nicht integriven fonne. Da 3 By

yxdx F xxdy bie gebachte erforderliche Eigenfibaft nidht
hat, fo gicbt e$ Peine Funftion, deren Diferenial = yxdx

Fxxdy mare. Ob aber, toenn (:—?) =(%—S) ift, die

Sormel allemal durch die Differensiation frgend eincr Funks
tion entitanden fen ? ift eine Jrage, die erft in der Yntegrals
Rechnung grimdlich beantivortet werden Fann.

§. 241
Wenn in det gegebenen Diffevenzial: Formel drey odep
Mebrere perdnderlicoe Grbfien vocfomien, wie 3 B. in
Pdx Qdy + Rdz; fo Fann dicfelbe nur dann Turd die
Difecengiation entftanden fepn, wenn dabey die Bebinguns
gen ftatt finden, daf '

<><:3); =) E)=(5

@eba
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Sobald cine von diefen BVedingungen feblt, fo Fonn man
fidher bebaupten, daf e8 feine Funltion gebe, deren Diffes
gengtal Pdx ¥ Qdy + Rdz'mare. Dergleichen Differens
pial: Formela find daher gar feines Jntegrald fabig, und
man muf daher auch nidht einmal nach ifren Sntegralien
fragen. Das aber ift leidht einjufehen, daf man in der
Sntegral - Rechnung allemal erft wiffen muf, ob eine gege:
berne Differenzial- Formel eined Sntegrals fahig fey oder
nicht, ehe man diefe Integration wirflich unternimmt,

Achted




Adhted Capitel.

Bon der fernern Differengiation der Differengial:
Sormeln,

§. 242,

@é ift bereitd in dem Borhergehenden gelehret mwordben,
toie man, tenn nue eine eingige verdnderliche Grdfe da ift,
und das erfre Differensial als eine beftandige Brdfe betrachs
tet ird, die Diffevensiatien aller fidrigen Drdnungen finden
fonn.  Wenn man nemtich das Differenial einer Funftion
bon nevem Diffevengiict, fo findet man das jwepte Differens

jial, und wenn man aud) diefes Differengial wieder differ

wemgiivt, fo findet man das dritte Diffevenzial u.f.w. Gbem
biefe Regel gilt aber audy, wenn eine Funfrion mehrere
berdndecliche Sedfien enthdit, oder roenn jtvar nur eine vegs
anderliche Grodfe da ift, aber das Differensial decfelben nidt
olS eine beftandige Grdfie betradhtet witd. &8 fep v itgend
tine Funftion von x, und dx nidt beftandig, fondern auf
itgend eine et verbnderlich, fo Daft das Differensial von
dx=ddx, und das Differensial hiervon = d3x u. f, fi
fen.  Unter diefer Vorausfenung wollen wir nun das Diffes
tengial Dev Junftion V untecfuchen,

§ 243

Wir wollen annehmen, daf das erfte Differensial der
Sunfiion V = Pdx fep, wo denn P irgend cine Funftion
- : von
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pon x ift, die von v abhangt. ABollen toic nun das swente
Differeagial der Funfrion v finden, fo mifen wir ihr ecfted
Differenzial Pdx von nevem differensiiven; und da daffelde
ein. Provuft aus gvep vevanderlihen Grofen P und dx
iit, von welden jene Dad Diffevenyial AP =pdx und diefe
dx b33 Diffeveniial ddx Kat: fo ift nady der Regel von den
Galtoven Dod joepte Differengial ddV = Pddx + pdx2,
et man nun dp = qdx, fo findet man, ta dasé Diffes
venjial von dx2 == adxddx ift, durdh abermaliges Diffes
tenitven.
d3V = Pd3x % dPddx t 2pdxddx } dpdxa

wid da dP = pdx, und dp = qdx ift, fo wird

d3V = Pd3x { 3pdxddx } qdx3

kid auf eine ahnliche Yre werden nun audy die folgendes
Diffevengialien gerandem

§. 244
Sitiv woflen diefes auf die PoteftGten von x antvenden

und die verfdbiedenen Differenzialien davon fuchen, wend
dx nidbt al8 eine befrandige Brofe angenommen wicd.

L Sftalfo Vv.exy foiftdv == dx; d2V e d2xg
d3V = d3x; d4V = d4x; i

ISV = x2; {oift
= axdx)

dV =

ddV = a2xddx ¢ 2dx2}

d3V = 2xd3x } 6dxddx;

d4V =2 2xd4x T 8dxd3x <+ 6ddx2}
dfV = gxdfx P rodxd4x f 20ddxdix;

6y
it S



LS

e T T - T

———

%B. b fernern Diffevens. der Differengial Formeln, 209

T St iberhaupt v == x#; fo ift
. dV &= nxt-Idx;
ddV = nin-Iddx % n{n—1)xn=2dxa;
d3V o= nxn-Td3x +3n(n—1)x0-2dxdds
T oh—1)(h—2)x0-3dx3;
d4V = nx?-1d4x § 4n(n— 1)xr=2dxd3x
Fin n=)x2~*ddx*}6nn—1)'n—2x0-3dx*dd%
"I‘n* n-—1)n—2)n—3)xn-4dx4 1.
Nimmt man dx befiandig,  und fi.[gt daher ddx = o,
d3x=o0, dax= o, 10,y [0 findet man cben die Diffcrens
jlalten, bie reir Deveits oben fur diefe Borausiegung g -.,Fzm.
ben habem,
§. 245
Da alfo, die Differensialien aller Ordnungen von x auf
eben die $frt Differenziitt tocvden, ah% Die endlichen Grifem
fo laffen fich auch alfe Mugdricke, in welden-aufit einer ends
lichen Beofe aud thre Diffevensialien vorfemmen, nadh det
oben evtBeilten Voefchriften differengiiven.  Da diefe Opez
tation bidwellen vorfommt, fo woellen wir fie bier durd

tinige Bepfpiele exfiuterm
13

¥, xaoax
LSt alfo Vv = =k findet man durds Diffevens
A -
aliven
xd3x ddx oxddx?
dV= e e
dx= dx dx3
5 % ddx
IL Sft v = =y it dv=t ““*“{",:“» und e pils
L& B,

Dert affo bas nichts, baf it V unendlih grof angeés
nommen Habem

; 2! ddx l t X %r o T
LSt Vi xxl----;; fo LaBt fich diefer Husbiuek {n

V = xxlddx —+— 2x%x1dx
Bulers Diffecens, Reehn, 1, ED, 'y, Bils




210 Crfter Theil, Abhted Caputel,

permwandeln, und davaus findet man nady den gerwdhnlichen
Regeln der Differensiation

xxd3x
s drds i e et
ddx dx

uf eine ahnliche Yrt werden aber and) die Hohern Diffes
vengialien von V gefundem

g;a 2 -:'66

Wenn der geqebene Ausdrut swep veranderliche Hrde
geny nemlich x und y enthalt, fo ift entmweder das eine Diffes
venial Derfelben befiandia, oder ¢8 find bepde vevanbderlid;
Denn o8 ift willfibelich, von mwelder Grdfe man das Diffes
vengial als beftandig Detvachten will, weil ¢ von unferm
frepen Willen abhanat, wie toir die auf eimandcr folgenden
SBerthe Der einen Brofe wadfen faffen wollen. Aber die
Differensialion bepder Grdfen fénnen niche befiandig feom
toeil man fonft ¢in Varhaltnif wifden den veranderlided
Grofen x und y annahme, devgleichen entroetir nidht do
ift, oder dody ald8 unbefannt betradptet witd. Denn wend
man, ‘indem man x gleitformig wadfen laft, audy
aleithfdimig wadhiend annchmen wollte, fo roiicce man das
durh ju exfennen geben, dafh y = ax+b fep, und es wude
alfo y von x abhangen, relches man dodh nicht annehmen
darf. @8 fann daber nuc entweder dag Diffevensial cinet
voit dent vercndeclichen GrdGen oder gar feind beftandig ans
genommen toerden.  Kann man indef die Differenziation
vetrichten, wenn gar feined von den Differensialion afd hes
ftandig betrachtet mird, fo Fann man aud die Differengins
lien finden, tvefin eins beftdndig ift: venn toenn dx beftans
dig fepn Toll, fo dacf man'nut ddx, d3x, d4x, i auss
ftreicben,

§. 247

R
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§. 247.
€8 Dedente alfo V irgend eine endliche Funftion von x

uad y; und ed fep AV =Pdx ¥ Qdy, Um nun dag imente
Rifferemyial ju finden, wollen wir bepde Differensialion dx
und dy ald verduderlich betradbten; und da P und Q Sunfs
fionen von x und y {ind, fo twollen wip

dP = pdx ¢ rdy

dQ = rdx ¥ qdy
fegen, tndem toiv oben gefehen haben, daf

dP) dﬁ)__r i,

Dies vorausgefent, fo differensiive man dv =Pdx ¥ Qdy,
woburdh man
ddV = Pddx+ pdx2 ¥ ardxdy % Qddy { qdy2
findet.  ©oll alfo dx befrandig fepn, fo wicd
ddV = pdx2 { 2rdxdy + Qddy ¥ qdy2;
und foll dy beftandig fenn, fo wird
ddv = Pddx Tt pdx2 + 2rdxdy + qdyz2.

§.. 248.

Wenn alfo eine Funftion jrweget verdnderlicher Beshen
Xund y jwepmal diffevemiict, und dabep feines bon den
Differensialien alg beftandig betradbtet roird : fo bat das
ivepte Diffevenzial jedesmal diefe Form:

ddV = Pddx + Qddy + Rdx2 } Sdy2 ¥ Tdxdy;
und dabep hangen die Grofen P, Q, R, S und T auf die
Ut von einander ab, Daf, wenn man die im norb;rgeben-
ben Capitel evflarte Bejeichnungsart gebraudt,

50=()ix =) s =D
el ) ( )

ift.
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. Fehlk von diefen Bedindungen audd nuv eine einjige,
fo Fann man ficher BehHaupten, dafi- die gegebene Formel Fein
sroeytes Differengial einer, Funktion fey, und s fat fid olfo
Bald ecfennen, ob eine folche Formel das zroeyte Differengial
frgend einer Grdfe fep odet nidt.

§. 2ay.

Suf eine ahnliche Art laffen fich auch die driten und die
Folgenden Diffevensialien finden ¢8 toird indef befjer feon,

folthes an einem befondern Bepfvicle ju. jeigen, ais dabey ’

die allgemeinen Formeln ju gebe u&-_m,
St alfo V.= xy, foift
AV =-vdx ‘{-xdy';

ddv yddx 7 2dxdy
d3V = yd3x | 3d;-‘ad>: T xd3y;
d4V = yd4x } gdyd3x } 6ddxddy F 4dxd3y T xdéy

2€,

Sn diefem Crempel richten {ich die Jahl - Eoefficienten nad
dem Gefepe der Potefiaten Ded Binomiume, und man fak
daber die Diffevensialien foreit man will fovifegen,

g _ A
St hingegen Vo= y_; fo ift

- dy d X
T o R N A
X XX
13 ddy 2dxdy ., eydx® — yddX
ddV. = =<K e A
X XX x3 %2
a3v ik 3dxddy 2 ﬁd'\ dy qdvdﬁi
= x XX . x3 %z
"i’ é}fﬂizidﬁ.; 6}'“\3 }d3}.
X3 ) =

%n diefem Ereampel fallf die Folge der Differengialien nidt
fo feidht in dic Augen ofd In Vem vorhergehendesm, -
§. 250
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§. 250,

@38 1afit fich: aber diefe Iethode ju differensiiven nicht
blofi bep denr endlichen Funftionen.anmwenden, fondetn fie ift
auch bey allen folchen Ausdeiicten braudhbar, die felbft fhon:
Diffevensialien enthalten, 8 mag nun eined davon ald bez
fthndig betrachtet werden oder nicht. Denn da die Diffes
genjtalien eben fo und nad) eben ben Regeln differengiive’
erdest, twie die endlichen Grofen: fo gelten die in en vote
hergehenden Capiteln geaebene Regeln auch hice, und mifz
fon dafier audh gegenwdrtia befolgt-toerden.  Bedeutet alfo,
Veeinen Husdeud, deffen Differensial gefucht werden foll,
¢8 mag nun derfelbe eine endliche ober eine unendlich grofe
odee eine unendiich fleine Grdfie vorftellen: fo fonnen fols
gende Bepfpicle die Aet, fein Differensial gu finden, lehrens

LSt V= dx2 T dy2); foift
dxddx ¥ dyddy >
Y (@dx2 t dy2).

dVi==

dx i
i, i v-=-’-’—d-y—; fo ift

yddx ydxddy
d_)r d)' &

dV = dx T .
(dx2 + d}""}% il
dxddy — dyddx’

Yo 3dxddx ¥ 2dyddy)v(dx2 ¥ dyﬂ-k_?

0L Sft v=

dxddy — dyddx

(dx2 ¢ dyl)'%{d_x d3y — dyd3x)
(dxddy — dyddx)2 2

Da diefe Dicfferenyiatien in ihrem tveitefien Umfange ges
facht worden find, indem. dabey fein Differensial als bez
ftndig betvachtet ooshen ift s o fafen {ih davans kidt die:

3 - Diffes

——
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Differensialien ableiten, die entftehen, tvenn enttwedes dx
odet dy alg beftandig betrachtet wird.

9. 251,

Da, twenn Pein Differengial beftandig angenommen
tird, auch Fein Gefers vorgefchrieben ift, nad toelchem die
fucceffiven FWerthe der veranderlichen Geofen auf einander
folgens fo find die jwepten und folgenden Differensialien
nicht beftimmt, und haben feine gewifje Bedeutung. €4 Hat
vaher audh etne Formel, worin die jwepten und die hioherm
Differengialien porfommen, FPeinen beftimmtcen MWerth, ald
nur, wenn cines von ihren Differenialien befidndig anges
nofitnen toorden ift 5 im entgegenftebenden Falle ift ihre Bes
Deutung fhroanfend, und andert i, je nachdem dicfes odee
ein andered Diffevengial ald befrandia betradbtet wird, Sw
Def giebt e8 Ausdrucfe, die soepte Differengialien ents
Balten, und die, obgleidh Fein Diffevengial ald beftans
Dig betradytet wicd, dennoch eine beflimmite Bedeutung
Daben, die dafer audh immer diefelbe bleibt, man mag cin
Differenzial ald beftandig annehmen, toeldhes man mwil
Wir werben reiter unten die Befchaffenbeit dicfer Formel
genauet unterfitchen, und die Art und IBeife bepbringen,
wie man diefelben von folchen, die Feinen beftimmten Werth
Daben, unterfcheiden Fann.

§. 252,

Um die Befdhaffenheit der Differensial s Formeln, die
awente oder hohere Differénzialien enthalten, deutlicher Fens
nen gu lecnen, wollen it juvdrderft folche Formeln betrad
ten,« Die nue eine eingige verdnderliche Sedfie enthalten
ier ift leicht cingufehen; daf, twenn in einer Formel dos
itvente Diffevensial ihrer vevandeslichen Grdfe vorfommt

und




——
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and Fein Differengial Heftandig angenommen ticd, dic Fors
mel aladann Feinen beftimmten TBecrth haben fanm.  Denn
feste man dx Deftindig, fo micde ddx = o; ndfjme man
abet das Diffevenzial von xx, nemlich 2xdx oder xdx bes
ftandig an, fo rotirde, da algdenn das Differengial von xdx

: dx2 S
=xddx ¥ dx2=oare, ddx=— -;— Sollte Das Difs

fevengial von irgend einer Poteftat xn, nemlih nxn-Idx

oder xn-Tdx beftdndig fepn, fo wiede das goepte Diffes

rengial derfelben x»-1ddx + (n—1)xn-2dx2 = o0, und
' —dx2 .

glfo ddx = — -(n—-;—x weeden. @8 erhalt alfo ddx

peefbiedene Tecthe, je nachdem das Diffevenyial dicfer oder

einer andern Funftion von x alé beftandig betradhtet witd;

und ¢ fallt in die Uugen; dah eine Formel, in twelcher ddx

“potFommt, gang von einander verfchiedene Werthe befom:

= o dx2
men mufi, wenn maii datin einmal o, dann — = dann

o O DARR R anftatt ddx fest. Diede 3. B. e

X
= xxddx : :
Formel g gegeben, Die twegen der homogenen unends
X ;

lidy fleinen Grdflen ddx und dx2 einen endlichen IWerth
baben muf: fo toitd diefetbe, roenn man dx beftdndig
nimmt, in o, tenn man d . x2 beftandig fepn [aft, in —x
foenn man d . x3 beftandig annimmt, in— 2x, und tvenn
man d . x4 aI8 beftandig betvadhtet, in — 3x u. . w. vers
wandelt. €8 Fann alfo die angenommene Formel feinen
betimmten 9Berth Haben, toofern nicht auégemacht ift, toelz
&es Differensial ald Geftdnbdig betvachtet werden foll,

O 4 §.253
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_ Unbeftandiaqfeit dep
ﬁfwb:u.ung éc‘.:ﬁm, renn Dag dritte Differengial in einey
Sormel enthalten iff.  0iv wollen ju dem Gnde dic Formel
3 ¢

v ) (0 % j ,

—— Detradten, dev cbenfalld cin endlicher et

axXxaax

sufommt.  Wird dabey das Differenyial dx beftandig

C
angenommen, fo verwandelt fie fih in —, movon der Weeth
C
gleich nadbher gejcigt tverden wird. Sit ferner d. x2 bes
s ; d\~ : '
ftandig, fo wird ddx = — ——, und wens man von nevem
. s = : 2dxddx dx3
tiffecengiivt, fo findet man d3x= — —— F — =
dx3 dx2 e % S
3 weil ddx = — — ift. T diefem Falie wird dos
X2 X :

it — 3x2 veriwandell

g gt n— 1)dx2
3}:‘ aber d.x* Deftandig, fo toird ddx = ( )
% .

wnd dabee denn ferney
2(n—1)dxddx fj“"TW&X’ 2(n—1)2ds?

43 =— # == ——
. }." XX
(n—1)dx3  (2n--1Yn—1)dx3
s XX :
Jn diefem, Falle wwied alfo
3 o 5 - 343

e = = e 2 e
Dicraus erhellet, baf, tenn n =1 oder dx beftandig ift,

er
der Werth biefr Formel = — x= ift. Aud fallt davaus
in die Angen, daf die Sotmelin, die Dritte nh ¢ hohere Dif
kerenyiatien enthalten, ofne dag dabey angeaeigt ift, weldes

Diffe
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Differengial ald be{t-ﬁnbig Detrachiet tverden foll, feinen be:
ftiremten 9Berth Haben Fdunen, und alfo eigentlich gar nicts
bebeuten: toofer denn audh ‘amgmc’om Sovaeln nicht in et
Redhnung vorfommen fonnen.

Nuf cine abhnliche At (Gft »r.I) etfennen, daf die Fuhls
tionen jweper oder mehrever veranderiicher Grofen, die
awepte oder hohete Diffeveniiclien enthallen, Pelnen u-.fnumz,
ten PWecth haben fonnen, wofdn nidt frgend ein Differens
sial befiandig angenommen tovird, blof bic Kalle audgenoms
men, die tir fogleich betradsten werden,  Denn fobald ddx
in eingr Formel vorfommt, fo fann t‘-iezeEbe Ceinen Deftimme
ien IBerth haben, toeil }m‘\ ver IWerth von ddx nadh i‘:em
Differengiale ‘vidtet, welchesd al§ beftandig betradhtet wi
und ¢ben diefes gilt von jedem Hiohetn Differensiale von x,
foroie auch von den jroepten und Hojern Difcrensialien der
fibvigen verandeclichen Grofom - Wenn aber: die joepien
Diffevensialien von ywepen ober mehrern verdnderlichen Ged-
fien ia ciner Formel vorfommen, fo Fann ¢ fich ceeignen, daf
dic Unbefrandiafeit die bon Der einen hervahut, durch dielinbez
ftandigfeit bon der andern aufgehoben toicd 5 und dann tritk
alfo dergedachte Fall ein, daeine Formek, die die ptoepten Diffes
tengtalien jroeper odermiehrever veranderlicher®edfen enthalt,
gleichmoohl cinen Defiimmten SWecth haben Pann, obgleich
fein Differensial befiandig angenommen wotden ift,

§ 255

; 1d ddy_
©s fann affo dic Gormet L : de Y Beine fefteBes
X ‘}f 5
deutung Haben, wofern nidht ivgend ein erfted Diffevensial
Reftdndig angengmmen twosden ift.  Denn (3ft man dx bes
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foeas = 3 : xdd
ftandig feon, fo erhalt man daber £

¥y 2
-5 nimmt man Bins
cxay

i ddx
gegen dy beftandig any fo befommt man LS ~—, und ¢
xdy
falit in die Augen, daf Viefe bevden Kormeln nicht wothwens
Dig einander ¢leidh find.  Denn follten fie diefes fevn, fo
mitfiten fie audy immer diefelben bletben, man mdgte fir =
und fir y eine Funfrion fegen, twasd fir eine man wollte,
gRiv wellen blefi y = xx fegen.  Da nun, wenn man dx
alg beftandig antieht, ddy == adx2 ift, fo verwandelt fidh
- xddy . : ;
die Formel o U L5 toenn man aber dy oder 2xdx beftdns
¥ xXay
big annimmt, fo witd ddy=2xddx ¥ 2dx2 =0, uad alfd
dxz , radx
ddx = — — und dabep geht die Formel o ip i
x dxdy
1ber. Da man nun fhon bey dicfem eingigenFalle cineBerfhies

- Sl ; 5 xdd
Denbeit antrifft, fo fann nodh meniger iberhaupt h-)f, enn
sy

5 £ : dd
man dx olg beftandig betrachtet, gleich g——&—x fepn, oenn
Xdy

glan dy al$ eine befiGndige Grdfe anfieht;  Und da die
Iyddx T xddy
dxdy
toenn man nue blof entweder dx oder dy al8 beftandig ber
fradtet, fo wird fie nodh) vicl peniger eineclen Wereth behalz
tem, mwenn man dag Differengial einee jeden Funftion entioes
bex pon x oder von y ode von beyden befrdndig annimmt,

Forme nicdhe einmal einecley MWerth behalt,

§. 256, :
Hicraud echellet, daf dergleichen Formeln nicht andets
einen feften TWerth haben Finnen, ald wenn fie fo befhaffert
fiad, Daf die jwepten und HShern Differengialien von %,
nemiich
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nemlich ddx, d3x, 1. ganglich aug der Rechnung verfdmwinz
den, toenn anftatt der verandeclichen Grofien y und z, welde
autfier x nod in jenen Formeln enthalten find, nad Delic:
ben jede Funftion pon x gefegt worden. Denn tvenn nach
ciner folcben Subftitution nod ddx, ober dix, ober d4x,
1. in der Fovmel jurticfoleibt, fo ift dev Werth Ddiefer Forz
mel peranderlidy, toeil die angefibhrten Diffevenyialien ihre
Bedeutung verandecn, twenn ein anderes Differenial ald
beftandig betrachtet wird. o ift die vorherge)ende Formel
rd dz:;;_d & befchairen, die Dann, toenn fie cinen feftgefenss
ten MWerth Hatte, o8 mdate y bedeuten, was ed wollte, auch
einetley Werth behalten mifte, oad audy fiw y fiv eine
Sunftion Bon x gefept wicde.  Allein wenn man blof y=x

A o o2xdds 5
fest; fo vertoandelt fich diefe Formel in _E;i’ und dieBez

veutung hievon ift fbwanfend, teil davin ddx porfommt,
2 ddx 5 . . e . g
und alfo —3;_, fo toie man cinanderes Diffecengial beftans

dig annimmt, auch einen andeen LWertl) befommt, wie aus
§.252, qur Snuge erhellet,

-

% 257

@8 Pann Bier der Sweifel entfteben, ob 8 audy Formeln
gebe, die jroen ober mehr Diffevengialien vom jwepten, odee
cinem noch Hdhern Grade enthalten, und dabep fo befhafs
fen {ind, daf fich die Differengialien des jwenten Grades
inggefammt cinander aufheben, twenn man anfratt der Hbetz
aen verdndeclichen Sedfen Junftionen der einen feht? Dieg
fem Swocifel wolfen wiv auf die Art begegnen, daf twic jus
phrberft eine folche Formel mittbei[en,mobugdp denn pugleid
Vie weitere Unterfuchung erleichtert werden wird. b bez
haupte
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X g dyddx — dxdd
baupte alfo, daf die Fermel — 7 bdie anges
G x3

fabite Gigenfchaft befige: denn man meag fir y eine Funfs
tion von x, was fir eine man will, fepen, fo heben fidh dows
in immcet die Diffcrengiaticn ded jwenten Grades cinander

auf. Folaende Bepipiele migen ‘uicf: J."-Eiiﬂiigcﬂ:
L St y= %25 o wirh dy = 2xdx, und ddy =

~ 2
zxddxt 2dx2, &t man abes diefe ‘i}sttl}a in Die Fous
| T Sl e
(,1}"{1(;\'“— l..'\'-.tcit\-r i =
wiel s ; {0 roird
ax=2>

vdxddx —o2xdxddx—ndx3

IL Oft y = x7; fowitd dy==anx2-3dx, md ddy =
mxt-Iddx ¥ n(n—1)x"~2dx2, PBeingt man hun diefe
: dyddx — dxddy

“dx3

gBerthe in dic Forme! » o vertoandelt

fich diefetbe
nx?-Idxddx—nx¥-Idxddx—n(n—1)xa-2dx3
. dx3 : :
— nfn-—1)xn-2,

—
T m—

x d
» !
V(1 — xx)

L Sty = — V(1 —=xx); fo itd dy =

5 dd : xddx dx?2 b 1
b ddy = ——— - ¢ und die Forme
V(1 —xx) '{I——~5-;x‘=1' wnd %.C_'F
é}ddx-—-&b*{’,r
\\
T3 pectoandelt fidh in
xddx xddx 1 — F

dx2y  I—xx) dx2V(1—xx) Cre

—XX, 2 (I-—xx‘%
&n allen diefen Bepfpielen heben fidh alfo die stoeyten Diffes
gengtaliensddx einander auf, und eben dasd wird gefdehen,
was man aud) jony fur Junfrionen von x fir y fesen will

6. 258,
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§. - 258

Da diefe Bepfpicle die WahrBeit unferer Vehaups
tung fcbon Davgethan haben, Daf nemlid die Fovmel
dyddx — dxddy

dx3
gleich Fein Differenial beftandig angenommen toitd; o wid
ednun um fo lerchter fepn, den BVereis davon ju fihren,
Sft alfo y {rgend eine Funftion von x, fo witd fein Diffes
fengial dy = pdx, und p eine Funftion vor x; uad ihe
Difevengial dp = qdx, und auh q cine Funktion von x
feon. Danun dy = pdx ift. fo f ddy=pddxfqdx2,
gnd dyddx — dxddy = pdxddx —pdxddx —qdx?
=— qdx3; und ba in Diefem Yusdructe fein jroeptes
Differensial vorfommt, fo ift ihr LWerth nidt weiter unges
dyddx — dxddy
dx3

mer y von. x abffangen mag, fo heben fid doch immer die
swepten Differenzialica in diefer Formel einander auf, und
¢ ift daher ihr Werth, fo fehr ev o8 fonft fopn witede, nidts
toeniger als {hwanfend und ungewif.

etnen befiimmtenerth fabe, toenn aud

wif, und = —q. Wie alfo atich ims

§. 259

96 i Bier gleich angenommen haben, Vaff y eine
Tunftion von x fen, fo bleibt demmodh dad Gejagte wahr,
foenn audy v gar nicdht von x abhangt, Denn indem toiv
fie v cine jede-Gunfrion feken, ofne gu befttmmen, wic fie
Befchaffen feon foll: fo nebhmen toir im Grunde ger femne
Abhangigleit goifden x und y an.  Wan fann indef ten
Beweid, auch ofne einer Tunfrion Crwabnung 1 thun, fab-
ten.  Denn was aud y fiiv eine Grife 1ft, Yie mag von x
abhangen eber nicht, o ift Do thr Diffevengiol dy hoitoz
: gent
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3 S dy . ;
gen mif dx, und ¢ bedeutet daher E—Y eine endliche Grofe,
X

pon ter basd Difervengial, toelches fie befémmte, wenn x in
=t dx, undy in y +dy tiberacht, nicht ungewif ift, und
nicht von dem Gefepe der gwepten Diffecengialien abhangt,

2o g
€2 fey alfo —&zp; foiftdy=pdx; und ddy = pddx
( & .

tdpdxy und folglih dxddy — dyddx = dpdx2. Sn
diefem Nusdructe findet Feine lngervis heit teiter fratt, tweil
et blof etfre Diffevenyialien enthalt, und er bleibt daber ders
felbe, man mag cin Differeniial , und was fir eind man
will, a8 beftandig betrachten, oder alle veranderlich fepn
lafjen.

§. 26o.

Da alfo dyddx — dxddy, ungeachtet dér darin vors
fommenden jwepten Differensialien, indem bdiefe am Ende
vod cinander auffyeben, cine gewiffe Bedeutung hat: fo wird
audy jeder Ynusdruct, in weldhem aufer der Formel dyddx
~ dxddy feine andete joepte Differenyialien vorfommen,
ebenfalls cine gewiffe Bedeutung Haben,  Over, wenn
dyddx— dxddy = & gefefit wird, und V eine aus x und
y, und den evften Diffevensialien hicrvon, dx und dy, und
aud a_auf itgend eine et sufammengefent ift, fo wicd der
Weeth von V ein gemwiffer Werth fepn. Denn da man bey
ben erften Diffeveniialien dx und dy feine Ricffidt ouf
bag willtiheliche Gefers ju nehinen braudyt, nad telchem
die fucceffiven MWerthe von x wadfend gebacht toerden, und
in @ die jiwenten Diferenyialien fich aufhedben, fo ift audy V
Beine ungemiffe Grdfe mehr, fondecn ihrer Bedeutung nach

» - %
gewifs  So hat der Yusdeuct - il S

. inen
duddy — dydds

gemwifs

%

——a
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gewiffen TWerth, ob er gleich durch die jwenten Differenyias
lien Dagu unfalig yu fepn fcheint; ja es ift diefer Werth, da
der 3ahler dberPem mit Dem Senner Homogen ift, ein ende
liber 9Werth, tofern er nide gufalliger Weife unendlich
grofi ober unendlich Flein wivd.

§. R6rL

o tvie geseiat worben ift, daf die Formel dxddy —
dyddx einen gemwifien SRerth bat, fo haben aud, wenn
nody eine Deitte veranbetlicdhe Grdfie z dau fommt, die Fovs
meln dxddz — dzddx und dyddz — dzddy gewijfe
| Werthe. ~ IWenn daher Ausdriicke, die drey veranderliche
Grdfen x, y und z enthalten, weiter feine jroepten Diffes
renjialien in fich fdblicfen, al8 dic angefibrten, fo ift ihee
Dedeutung eben fo gewi§, alé wenn fic gar Feine Jwénte Dife
ferenzialien in fich faffen. So hat der Ausdeuck

(dx2 + dy2 ¥ d32% = 2 »
(dx +dz)ddy — (dy + dz)ddx T (dx — dy)ddz
| ber darln porfommenden jroenten Etffarenaia!itn ungeach: -
| fet, eine getoiffe Bedeutung,  NAuf eine Ahnliche Art laffen
fih Formeln macdhen, die Hoch mehr veranderliche Gedfert
| enthalten, und worin dic joenten Differenzialien die Gervif
heit Der Bedeutung nicht im mindeften verhindern.

§. 262.

Diefe Formeln alfo uater denet, die poente Differens
slalien enthalten audgenommen, fo Haben die fibrigen ings
gefammt cine ungewiffe Bedeutung, und Fonnhen daher aud
nidyt anbers in den Rechnungen fratt finden, ald renn iz
gend ein evfted Differensial beftimme und ald befrantig anz
genommen wid, Sobald aber frgend ein erftes Difeverts

' glal
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diaf alg Beftdndig angenommen toivd , 6 erhalten afle Nugs
denete, fie mdgen fo viel vevandetliche Grdfen rznti)uitm

L P~

ald fie wollen, und 8 mogen auferdem aufict dem crften,
Differemiale, von hasd fur einet O {“z:r:r-.-a ed fey, oorfom:

"‘\—f
men, gewiffe Debeutungeny und find alfo nunmehr aud
echnung ausgefdilofien. St 3. 2. dx ald

]

]

. g : =

nicht aus der
:

rHnen A Al pta s e A Bk oy ek
normen toche n, 'L‘J perichiinden vie oens
ton und folgenten Differengialien von %, und e8 werden vogt

7 Frltl L] T PRy i s ™
aflen Juafionén von x, die man fur die
¥ ey At tranpar st vltan N P
~fidhen Erdien v, =, 1. folt, Die jocpten Diffevenziatien dued

4 " - L Lk an " . Pl n b\ Fal Ay
dx2, bic dritten durch dx3, . befiimmt, und {o alie vont

__,5,|

ben gwepten Differenialien hevrihrende Unbeftdnbinfiit cusd
veont Wege geraumt.  Chen dag gefdhichet, wenn dasd crfieé

t
Differenzial.ciner andern peranderticdhen Seife oder irgend
einer Funfiion von (hr ald Hefténdig angenommen ird,

4. - 263,
Hieransd folgt c.i;of i*--::E; ofe stoepten und die holeed
| 1 ¢ in die Rechoung Fommen, omd
begen threr unge 4.1.’}' a b Oentung sut Ynalpfis vollig uns
branthbar find. Denn enn gwente DiFerenialion da ju

fepn fdeinen, fo witd entoeder frgend efn evfied Differens
pial als. beftandig angeriommen, ober nidht.  Fm ecften Falle
perfhrointen die groepten Diffevenzialicn gany aus dev Reds

finng, indem fie durh ie erfen Differengialien befiimme
eeden, ‘{,m or?\ gfg f‘r ihre ﬁ*s.’c utung, toofern fi¢
ith nicht cimander auffieh ungefoifi, und fie felb finden
afer in et i’;naim;b F-:m»:: Wlak; Deben fie fich aber eing
dnber auf, fo find fie nue {dheinbar ba, nid man Hat tigehts
gentlich nur tie endliden Sidfen mit ihren ecfien Diffetens
glalien alB dafeyend jubeteacbten. Da (ie aber fehi Hiufig,

-

pbaletch nue feinbar, in den Nechnungen vorfommen; {0

,_::?.m-
o:-\

oy

Aur

S ety ey & oeg

g B e

— SR R
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wat e8 ndthig ifre Dehandlunadart gu berfifhren. 8 toird
fich indefi auch bald die Methode eckiaren laffen, wie man
die groepten und alle fibrige hdhere Differengialien jedesmal
wegfhaffen falin,

§ » Q 64 .

Wenn ein Ausdruck nidht mehe alg eine perdnderlihe
Grofie x enthdlt, und darin die hdhern Differen;ialien dies
fer Gedfe, oder ddx, d3x, d4x, . vorfommen, fo fann ec
feine gerviffe Vedeutung fHaben, wofern nicht irgend ein
efted Diffevenzial beftandig angenommen wisd, G2 fep
alfo € die Gidfie, deven Differemsial de beftandig feyn foll,
fodbaf ddt=0, d3t =0, d4t= o, 1. ift, Sest man
dv=pdt, foift p cine enbliche Grdfe, auf deren Diffes
vengtal die ungewiffe Bedeutung der jwenten Differengtalien

d g
feinen Ginfluf hat, und es ift daljer aud a—f eine endliche

Grdfe.  Nun fey dp == qd¢t, und auf dhnliche Art dqe=
rdt, dr == sdt, 2. fo werden q, 1, s, 1. endliche Grdgen,
beven Bedeutungen gewif find, Da alfo dx=rpdt iff,
fo micd
ddx = dpdt = qdt2; d3x = dqdt2 = rdt3;
d4x == drdt3 = sdtd; i,

und wenn man diefe Werthe anfratt ddx, d3x, déx fegt,
fo enthalt der gange Ausdruck blofe endliche Geofen und
bas erfee Diffevensial de, und ¢s ift daber feine Bedeutung
nidt mehr ungeivif.

§. 265,

Wenn x eine Funftion von ¢ ift, fo Lann auf diefe et
bie Grdfie x ganylich weagefhaft toerden, fo daf blof die
Gedfe t mit ihrem Differ®nziale de-in dem Wugdruce suz

Rulers Diffevens, Rechn, 1. TH, €N ~pud
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vick bleibt s ift aber x eine Runfiion von t, fo it auch ¢ eine
Gunftion von x.  Fnawifchen Fann auch die Sedhe x felbft
fit threm ecften Diffevengiale dx in der Rechnung bepbe:
Halten werden, rwofern nur nad den vorhin gemadhten Subs
ftitutionen allenthalben anfratt € und d ¢ ifve durdy x und dx
ausgedructte Werthe mwieder hergefrellt werden. Damit dies
fe8 Deutlicher toerde, fo wollen wir t = x2 fegen, und das
ctfte Differengial von xn beftandig annehmen, Da alfo

. : I
dt = nxn-Idx ift, foiff p = ———, und
nxn=I
—(n—1)dx /
dp = ---(—-——-f-—= gdt = nqxn-Idx; daher toird
nxn
—{n—1)
5 P nnxz_n_:;f un’b
_ n—1i1)(z2n—1:dx
ﬂq:fl ) S R e Tl
nnxan
Hicraus wicd ferner
n—1){2n~—I) (n—T1(2n=—"Y 2101
rzg——-—'———; unbsr:—--L —2

n3xion-—x n4x4n-1
Wenn alfo das Diffecengial von xn alg bejrandig betvacted
$oicd, fo if
= (n — 1)dx2

ddx = s b ]k
x
n—Ilzn—r1Yydx3
XX
di#z = (ﬂ—_'U(En——l)(qn-—I)&xd;:
— = ;
<Cs
§. 266,

MWenn ein Ausdruck jen-verdnderliche Grdfen x undy
enthale, und dDas Differengial Dge einen x beftandig anges
pommen
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nommen wicd, fo Fommen, el ddx == o6 ift, Feine anbdete
gtoepte und hohere Differensialien vor al8 ddy, d3y 1.
Diefe laffen fidh aber auf eben Pie Yrt weglibaffen, tenn
mat dy = pdx; dp = qdx; dq=rdx; dr==sdx; i,
fest. Denn es witd alddenn
ddy = qdx23 d3y = rdx3; d4y = sdx4 1.
und braucht man diefe Werthe, fo erhalt man einen Ansdruck,
ber aufer den Grdfien x, 3, p, g, 1, 5, 2. blof Das erfie Difs
fevengial dx enthalt.  Sft 3 9. der Husdruck
ydx4 ¥ ¥dyd3y t xd4y
(xx 1 yy;ddy
gegeben, und toied davin dx Dbeftdndig angenommen: fo
febe man

dy = pdx; dp = qdx; dgq=1rdx; und dr — sd=
Durch den Gebraud) diefer IWerthe verwandeit fich dev ges
gebene Yusdruck in folgenden,
(b Txprfxs)dx2
(xxTyylq
felcher tweiter. Feine gtwepte oder Hihere Differensialicn
enthalt,

§. 267

Auf cine afinliche At werden die jrwevten und Hdhern
Differengialicn weggefdaft, tenn dy Leftdndia angenoms
men wied, Soll aber irgend ein anderes erfies Diffevenial
dt beftandig fepn, fo muf man juvdrderfiauf die vorhin bes
fbriebene vt die hohern Differensialicn von x wegfhaffen
indem man :

dx=pdt; dp =qdt} dq =rdt; dr='sdt, 1.
fest, wodurdh denn

ddx = qdt2; d3x=1rdf3; dax=2sdt4; 10

N a ' witd,
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toird, St Diefes qefcheben, fo fbafft man auf eine abnliche
9ct die hohetn Diffevenzialien von y weg, dadurd, daf man

dy=Pdt; dP ="Qdt; dQ = Rdt; dR = 8dt; .
fest, woturd denn _

ddy. = Qdt2; d3y == Rdt3; déy = Sdt4; 1,
toied.  Gebraudt men nun diefe IBerthe, fo erhait mon
cinen Ausdeuet, der aufer den endlichen Gudfen x, p, g 1,
s, ¢y, P, Q R, S, 1c. blofy Das Differengial dt enthalt, und
deffen Bedeutung alfo auch weiter nicht wngewif 1ft.

§.  268.

SRennt Das erfte Differensial, toelched man beftandig
annimmt, enttweder von x; ober von y, vder von bevten abs
banat, fo ift die Cinfithrung ciner Doppeiten Neifje endlidyer
Gtdfen, p, g1, ¢ hicht nothroendig. Denn wenn dt allein
ton x abbinat, fo weeden die Duchftaben p, g, r, 3. Funls
tionen von x, und ¢ fommen dafer rur die Budfiaben P,
Q. R, 1. vor. Glben das gefbieht, wenn dasd beftandige
Differenyial at allein von y abhingt. Hangt aber de von
bepden Sebfen ab, fo ift cine in etmas peranderte Operas
tion nbthia, Otehmen twiv 3. T das Differengial ydx b
ftdndia an, fo wird yddx + dxdy == o, und alfo ddx =

dxdy .
—---Y_- Nun fep dy = pdx; dp = qdx; dg=rd%j
I : pdx2 - <
3., fo witd ddx = — ~——, und wénn man fortfafrs ¥
y
Diffevengiiven,

ireei niE aa
Y b Y

’

e 7 : dx2
oder wenn man Bevin fie ddx fonen Werth = P fent,

dix = __El_f_;_ ig?d:ﬂ‘

Yy

getner
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Kerner tird

qdg == rdx4 i‘- qux‘l .i- 6pq&x4 Gpgd};ﬁ
¥y W : yi

t (%Ey—p - ?-)3&33(:1&:;;

3 " ) &:ﬁz &
und fent man fur ddx feinen Werth — 1..;_, fo echalt

man

s : 3

déx = {—-i + e S gﬁiip—)&xﬂ“.
T : vy ) :

Da nun dy = pdx ift, fo witd ddy = qdx2 } pddx &R

('q - PE}f’-’)d:-;z; uad twenn man fortfahet fir ddx feinen
dx2 .
Werth — P—;f—.- 3u fegen, fo roird

4pq , 3p3
diy =(r — — + =— Jdx3, und
7 ( y P yy) ]

25 : 4
s (o R MER AR R
y y Xy P v

3¢
@eiit man diefe MWerthe anfratt der hohern Differengialien
pon x und v, fo pevtoandett fich Der aegebene Nusdeud in
einen folchen, dev feine Hdhere Diffevensialien mebr enthalt,
und.eg ift alio Dabey nicht cinmal ndthig, daf man ein Difs
fetengial alg befiandig betragie. Denn da nad dicfer Vers
wandiung Feine swepte Differenialien vorfommen, o ift ¢
unndthig s Deftimmen, weldes Differenzial alg beftandig
angenommen worden fen.

¢. 269,
Bep Der Anwendung ded Caleuls auf die Frummen fi

wien plegt man Haufig diefes eve Diffevengial dx2 tdy2)
23 ¢
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alg beftandig v Gefradren, und wiv wollen da afer nunmehe
unterjudien, wie m dicfem Falle die swepten und bohern
Differenzialien "'n:‘ﬁ-"is-’awr'fr werden.  Hierdurdh wicd men
auglet in den Stand gefelit werden, diefed Gelthaite bey
bev Annahmie eined jeden andern Differensials als befians
Dig ju perrichten, @3 fep alio nodhmals

dy = pdx; dp = qdx; dq==rdx; dr = sdx; i
Alsdamn erhalt dDad Diferensial vidx2 # dy2) Diefe Form
dxv"(1+-pp), und da diefes Diffevenyial beftandig fepn foll,
fo wird
P(??j:__ = o, und alfe

Vit pp)

ddxv"{{ pn) I

ddx = - ?3(}'.'}{:&
Ltpp
a man auf diefe Avt den MWerth von ddx hat, fo toird

LRI TR f(\n-m
d3x — — Prdx2  qqdx3  2ppqqdx3  spqdrdds

—— e — —

11 pp Itpp " (itpp 2 1%pp
pi"i\.-ﬂ E&i..j 4ppqq dsﬂ

1tpp . I¥pp ' (1 tppi2
prdx3 . (3pp — 1)qqdx3
_1_15; —-—-iﬁ_?-m--:w—m; und

|
!

&4}( . —— Bf.dx{g' (ICUP—'.‘ ql L‘ia"‘* (I p‘pmr 1ﬂq3dx"
I'Tpp (1+p ,-:" (r TrP)g
Da wiv aber dy = pdx gefest haben, fo findet mian, eni
man diffevengiict

1Tpp 1T PP
T = rdx3 __2pqqdx3 . 2qdxddx _ rdx3 . 4pqqdkd,

vop (GhpPZ  Tipp  itpp  (itpp)®
'ﬂ,ﬁfy fiix_f- . I;pqrdxd- 476pp —1)q3dx4
itpp (1 o YT @ T ppl3

il

(64

A%

L - o A 5]

atm | s .
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@3 weeden alfo alle hdhere Diffevengialien forwoh von x alé
pon y vurch endlicte Grdfen, und die Poteftaten von dx
ausgedrucht, und fubfiituivt man dicfe Werthe, fo eehalt
man cinen von alfen jweyten Diffevengialien befrepten
Ausdrut. :

§.- 270.
NRachbem toie-die Yet, die jvepten und fdhern E)iff'ea

rensialion wegiufdaffen, erfidrt haben, fo wollen Wit nuR.
dicfe Operation durh einige BDepfpicle evlautern.

A 5 L xdd : A
I St alfo der Yusdrud é_i"_y gegeben, und dx beftans
x—

dig; fo fese man dy = pdx und dp = qdx. Da nun
Dadrch ddy = qdx2 wird, fo verroandelt fich dev gegebene
Fusdruct in die endliche Grife xq.

24 d

dx i :
IL St Der Ausdrud -iml- gegeben, und dy beftans

big; fo fehe man dx = pdy; dp = qdy, moburc_b denn,
toei! ddx dabey = qdy2 ':ivi‘rb, _I_iqp_.g entfteht. Senn
maﬁ-. aber, wie vothin, dy = pdx; dp.= gdx fegen will,
fo oicd, toeit dy befiandig ift, o= pddx ¥ dpdx, und
ddx = — 5—?5. Hicedureh vevwandelt fich der geges

S
bene Yusdruel in -—M-Ep—)l

yddx — xddy
dxdy

Daben y dx beftandig fepn; fo fege man dy = pdx, und

pdx®

dp = qdx, wodurdh aug §. 268, ddx = — _;_,

D 4 und

gegeﬁen, und foll

L Sft der Ausdruct
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pdx2 v
und ddy = qd x2 — F_"U_y}__’ fo toic burch den Gebraud

diefer Werthe der gegebene Ausdeuef in — 1 — ? - ’.;E

permwandelt wicd.
2 4 d}rz
§Cldx2 ¥ dy2) beftandig; fo fege man wicder dy = pdx,
und dp = qdx, tober denn nach dem borfjergehenden §
dx2 : . :

ddy = fq_f = ird, Hierburd) aber verwandelt fich dee
(rtpp)2

q

Aud diefen Beppiclen erhellet sur Gindige, toie man in
jedem Falle, ¢8 mag ein erfies Differenyial al8 defrandig ans
genommen fegn, was i eing man will, die soepten und
hoheen Diffevenjialien wegfchaffen fann.

iv. St der ?,ltlﬁbtmf

gegeben, und bdabey

gég?bene Yusdruct in

§. 271,

o toie man auf diefe Weife durdd Cinflifirung der ends
fiden ®udfen p, g 1, 5 20 die jwenten und hohern Diffes
renglalien wegfchaffen fann, fo dafi der aanze Nusdrud oufe
fer den endlichen Grdfen x, y, p, g s, w. blog das Diffes
tengial dx enthalt: fo fann man aud umgefehrt, wenn cin
folcher veducicter Nusdrudk gegeben ift, ibn wicder auf feife
erite Form bringen, indem man anftatt. der Budyftaben p,
q, 1, s, 1. Dig jtoenten unb BHdheen Differengialien tiedet
einflihrt.  Hice ift 08 aber gleich, tvas man fir ein erfted
Differengial al$ beftandig betrachien will, und man fann
Daju enttveber das, wag vorfer afé befidndig anqefehen
worden ift, oder ein jedes andere neFmen, $a man fann
aud gav Fein Differengiol als beftandig betvqdbicn, und in

Diefem
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dicfem Falle entitelyen bergleichen Husdricfe mit joenten
und hdhern Diffevengialien, die, ohne dak ein erfted Diffes
rengial angenommen mwird, dennocd eine gewific Bedeutung
Baben. Devgleichen Ausdrucke find fchon oben da gerefen.

§, ~072,

@8 fep alfo irgend ein usdruct gegeben, der aus den
endlichen Gidfen x, y, p, g, ¥, 26, und dem Diffevengiale dx

dp dq .
A% odx]
1. ift.  Sollen Bieraus die Budfaben p, g r, 1. aif die
Yet woegaeichafft wetden, dab man an ihre Steile die jwens
ten und hdhern Differenzialion von x und y feze, chne daf
tin Differemial ald beftandig- betvaptet werde: fo rird
e dxddy — dypddx o

dx2 :

@iﬁerenaiitf man nun diefe Foemel, fo toicd

dx*dly —3dxddxddy ¥ 3dyddx*—dxdydi

. d
gufammengefest, und worin p = {i’}:;

dxddy — dyddx -
dx3 :

el dx4 4
und alfo :
dx2d3¥y—3dxddxddy+3dyddx*—dxdydix
e 4l 5
' dx¥

Rommt auferdem der Budhitabe s vor, welder den Werth

dr i : ¥ . oa T, i
N angeigt, fo muf man dafur diefen LBert) fepen,

rdxgd*f—.ﬁdx’dd;r:,d3}'—4d>;’dd“d-’*}r{*!sdxddx’ddyl‘ F
; _<L +10dwdyddad®x—15dydds’—- dx*dydix

Braudyt man nun diefe IWerthe anfratt der Srdfen pr g, 1y 5020
fo witd dex gegedene Ausdruct in einew andern verroandelt,
welher Bopere Diffesenziatien von x und y enthdly, wad
weldher, obaleich Selp erited Differengiak gld befrandiy, b

' % 5 | traspes




834 Eefter Theil,  Achtes Capitel.

tradbtet wird, dennod cine nichts weniger ald {hoanfende,
foridetn cine gewifie Bedeutung hat.

§: 273
9iuf diefe Met 1554 fich alfo jede Differensial - Formel von
einem hohern Grade,” wovin trgend ein crfted Diffevensial
beftindig angenommen worden ift, in eine andere Fovs

mel permandeln, ‘worin Fein Differengial ald Leftandig bes
teachtes mi"h, uad die '*“H%::ar‘h! einen gewiffen Weeth hat,
™

Suederderft muf man nemlich vermittelft Der vorfyinm befdbries
benen Methode bur-u;r b’- Cubititutionen dy = pdx;
dp;:qd ydg=rdx; d!“'*“[‘ih, . Die I“Df}tt‘l‘i Difs
ferengialien meafchaffen, und davauf fir p, q r, s, 20 die
borf)'m bafite gefundenen Werthe fénen.  Hierburch entfehi
ein Yusdiuct, der Dem vorizen gleid ift, und fein beftandis
ges Differenzial in fich feblickt. Folgende Depiviele werden
biefe Operation in ein Helleved Yidt fesen,

xddy

I. @8 fep der Husdrud - T gegeben, und darin dsx

ax2

beftandig.  Um Denfelben in einen foldhen Husdruck ju vews
wandein, derfein befiandiges Differengial enthalt, fo fene
man.dy = pdx, und dp = qdx, twodurdh denn, tie toiv
vorhin §. 270. gefeljen haben, der gfgef;enc Husdruct in qx
berroandelt wird,  Jun fese man filie q den Weeth, weldhen
ed befommt, wenn man fein beftandiges Différensial ans

: dxddy—dyddx
nimmt, odet nebme g = e = 7e . Hiecdurd) finz
d ddy—
et man Den Yusdeud - }f-m{—{—---;dy ddx, toelcher dem
X

gegebenen G‘B!L"b ift, und fein befiandiges Diffevengial mehr

1. 63

=
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I €8 fep der %Euébrur*f d}m—— gegeben, und Dabey
dy Geftandig angenommen.  &cht man dy = pdx, und
\ T t
dp = qdx; fo verwandelt fich derfelbe in — M
: q
dy dxddy—dyddx
. 1 fa ek R e J
Geit man aber nunp = o und q = e v
dy(d +dy2)
fo findet man den %h.ﬁbfu& 2 al T , wekher, ofie

ddh—rdmdd;
baE: ein befandiged Differenjial angenommen ird, cben
benfelben gewiffen Werth hat, ald Der vorhergehende.

yddx — xddy

dxdy
weldhem das Differemyial ydx beftandig angenommen HOLs
ben ift.  Cept man dy = pdx, fo twird ber{elﬁe, toie
Xy

it § 270 gejeben Qaben, i1 — 1 == = 1- = P permanbelt.

Hieraus aber erhalt man, twenn fein Differengial beftandig
fepn folf, :

I @3 fw der Ausdruck ~ . gegeben,

x&xdd;fxdyddx, xdy

e e — =

d\vdy ydx

x&xdyﬂ——ydxﬁdy—-yxdxddyﬁ'yxdy&dx

ydx2dy

= -i dy3
diy
Gem das Differensial v (dx2 F dy2) beltdndig angenervs

men worden ift.  Set man dy = pdx, unb dp = qdx
3 : ¥ -P-pp
fo vecwandelt fih diefer Ausdrud nadh §. 270 in __II_H

d :
iy, Gs fen der Rusdrud - gegeben, i tock:

= dy dxddy—fdyudx f
| — — o
Nimmt man nun p = -, Wb g “Fr :

erhal
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(dx2 $#dy2)
dx*ddy — dxdyddx
ohie dafi daben ein beftandiged Differenyial angenommen ju
toerden braucht, Dem G-’-‘-Eﬁ“ht-’! *“?!ﬁbiurf gleidd ift.

erhalt man ben Husdeud ,n':faﬁer,

V. G4 foy Der Hnisbrudt = ~d L gegeben, und dabey dag
(1}’

Differensial dx beftandig angenomimen. Sest man dy =
pdx, dp ¥ qdx, und-dq = rdx; fo pecwandeit fich dews
felbe, toctl ddy == qdx2, und d3y = rdx3 1ft, in r—i‘;—:

RNun frge man fic gund r die Werthe, weldhe fic befous
men, wenn man gar fein beftandiges Diffevensial annimm,
dxddy — dyddx

1y —
nemlich q = e, - ur‘tb
d\—d3_}wqud&hdﬁyﬂ*?dydd‘{——~ d:u.dydh:
r =
: dx=2

fo echalt man folgenden, dem gegebenen gleidhbedeutenden
Slusdruct;
dx2d3y — 3dxddxddy o 3dyddx2 — dxdydix
axddy—dyddh Ei
dxdxd3y — dyd3x)
dxddy — dyddx

X

§. 274.
MWenn toiv diefe BVerrandlungen genau betvachten, fo

- Ponnen twir dacaud cine leichtere Methode ableiten, twobed

man diefelben ju Stande bringen Fann, ohne daf dabey dit
Ginfuhrung der Budbftaben p, q, r, 2. ndthig ift. Difid
3u thun findet man aber verfihiedene Weae, je nachdem man
i Det gegebenen Formel diefes oder jenes Differensigt old
beftandig betradbtet.  Wic wollen juodederft annehmes, Db

i e gegdbenes Fovmet Do I ufzfer:,tgi &x beftandig g¥
fot

el
0

i}
in

at

fo
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fept fen.  Da i nun fiic dy die Gedfe pdx, und dann
(3 d . ¥ -

fire d—y wieder p gefest haben, o Fann man die etfien Dif-

X

ferensialien d x und dy alfenthalben auddem gegebenen Aug:
brucfe weglaffen; obynie dafi dadurch eine Beranderung hervors
gedracht wird. Wenn aber d dy vorfammt, fo veccidtet man
die Bermandlung, weil wiv dafdv qdx2, und dansn fir q den

d dd dydd
Werth e 53 i o gefﬂg; haben, mcnn man fog{e;d;
dxddy —dyddx
fir ddy allenthalben = e Vi 2 odet ddy _d_ffl_f
ax ax

fegt. Da fecner rdx3 fir d3y gefent, und dann fiv ¢ dep

porhin Dafie aefundene 2Wertly genommen merden fann, fo

3ddxddy _3dyddx2
dx dx2

muf man fac d3y allenthalben d3y —

d} o fetsen, und fo verwandelt ficd) der gegebene Auss

dbracf in efnen andetn, Dder Fein Deftandiges E)tffetenafal

(dx2 1 dy> ¥
xddy

geaeben, toovin dx Dbefrandig angenommen mrf‘ceu. {0

dyddx
icd demfelben, tocnn man ddy — o ftv ady fegt,

in fidh fcblieft, SBave 3. B. ber Ausdruct

folaender Fein beftGndiged Differenyial in {fich enthaltendes
Unsdruct gleich: |
' (dxz + d},::.)z
dhdd{——d}ddx

‘ §. 275
Hirvaus 186t fih leicht einfehen, daf man, wenn in
tinem gegebenen Lusorude bag Diffevengial dy ols beftanz
Dig
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. : c;.udv
vig bettachtet wird, allenthalben ddx — ———=  anfiaft
dy
3ddxddy gﬁxkdv- dxdiy
dx, und d3x — —r-—= % e — L
gag, dy d}' 2 dy
fir d3x fegen muf, toenn man einen gleichbeteutenden Yu

drud I)dbn.n till, der Fein bu,mnaww Differenial
febiiefit, -~ St aber in einem gegebenen Ausdrucke ydx bu

in fid

f'.ﬂili.-lg aitgenimmen toorden, fo muf man, teil alédem
pc'{.«;?- ppdx2 .. -
ddx = — ——, und ddy = qdx2 — —— ift, fir
7 Y
dxdy

ddx allenthalben — -—-—}—-m und fir ddy alfenthalben ddy

dyddx C’V
— _Xglx — —— felent; und bicbep bleibe ich frehen,
toell die Hdhern Di mren:mfmn bey diefem Gefchafte fofie
feften vorjufomnmen pflegen. St aber in b“?l -vqebt‘rt-‘t

fusdructe v (dx2 T+ dy2) beftdndig gefest worben s fo mu
: : % pgdx2 dx3

man, tweil wie dabey ddx = — ——, und ddy =——
1T pp LT PP

d}*idéxwdxdyﬁdy
dx2 T 4;;2.
24« J"—-f’!xd} ddx

aefunden Haben, fiie ddx allenthalben

= dx =
und fir ddy allenthalben fenen, OO

T ay?
; Fdx2 + d
toird der Auddruck S y2) , oorin V- (dx21dy?)
ddx
5 - : Ay > (: 3\ ‘ 3‘}:
beftdndia i, in folaenden verrandelt i e o
fraioig 1 g dyddx—dxddy

daf hicvin fein beftandiged Differensial enthalten ift.

8 276
Damit biefer Reduftionen deflo loichter Nberfehen toets
Den fonnen, fo wolien wiv fie in folgende Tabelle bringen:

L €8
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s wird alfo eine Diffevensialz Sovmel eines Hobern

Geades

vermittelft folgender Subftitutionen in ¢ine andere

fein beftandiges Diffevenszial entbaltende Sormiel vers
wandelt,

I. Wenn das Diffevensial dx Gefrandig angenommen

worden
fir

ddy

diy

1I.
fvorden
fue

ddx

dix

ILE
foorden
far

ddx
ddy

d3x |

d3y

ifty fo muf man
fegen
dyddx
ddy — -
Y (5 o s
89 = qddxdi}:‘i_ ’-_;dydd_::c_i = d_vd?ixt
dx dx= dx
Wenn das Diffevenzial dy beftandig angenommen
ift, fo muf man
feen :
dxdd
ddx — i
dy
L v
Rt 3ddxddyf 3dxddy2 dxd?'y‘
dy dyz2 dy
Wenn das Differenzial ydx beftandig angenommen
ift, fo mu§ man
feten
dxdy
Y
dyddx dy2
ddy — iz 7
dyddx  dxddy 5 3dxdy2
y y Yy _
; 4 r rddx2
i35 = 3ddxddy > 3dyddx = c'i_zéii
dx d x4 dx
__ 4dyddy , 4dy2ddx  3dy3
¥y oydx Yy

1V. enn
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7. Wenn das 331 eremifal vV (dx2 k- dyz) beftandig
_angenomaren worden iff, fo muf man

fiir f":i:m
| dy2ddx — dxdyddy
ddx |
dx2 ¢ dy2
¢ dx2ddy — dxdyddx
ddy - -
% dx2dy2 ;
d3x | dy2dix — dl‘.{d; d3y
dx=2 *}- dy2
(dzddy—dyddx (2dy2ddy— dx2ddytadxdyddx)
kL.X"" s (a}":')'z
{ dx2d3y — dxdydix
dsy- i »
dx2 T dy2
(dyddx—dxddy(2dx2ddx —d}*d&xfﬁtdxdyddp
| (dx> T dy2)2
§. 277,

@3 find alfo die Ausdricfe, die Fein beftandiges Difes
vemgiaf enthalten, von der %ct, daf man darin icbes Diffes
tenial ath Geftandig betvachten fann. Siernach Fonnen da
Her die Diffevengial:Formelnt der hHdhern ®rade, in reeldo
Pein beftandiges Diferensial angenommen fen foll, gepetit
wnd unteefucht erden, ob ihre Bedeutuna fdhroanfend oder
gewifl ift.  Rimmt man nemlich nad Sefallen irgend cin
Diffevengial, 3. B. dx als beftandig e, und vevivandelt
barauf nach dev Regel ded porhergehenden §, die erfie Fors
mel wicder in eine andere, die fein befandiges Differenlal
enthalt: fo ift, foenn diefe mit jener Gbereinftimmt, die ez
Deutung der gegebenen Formel gewif, und hinat nict von
Der Unbeftandigfert der swenten 3 Diffevenyialien ab: ift aber
bie gefundene Formel von der gegebenen verfdhieden; fo ift
Diz Dedentung von diefer ungerwig.. €3 fep 5. B, Der Yuss

drud

(a1

or.om . vy

bi
ol
:
m

fer
0b

fo
M

I

A

&30

¢
i
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deilef yddx — xddy aegeben, fo Daf i®efelbe fein befianz &
nigw Diffevengial enthalte. Um u ecforfdben, ob dersilpe i o
eine gewiffe Bebdeutung habe, fehe man dx befiantig, toos
durd man Ddaflr — xddy erhalt.  Hicrauf fepe man
nad) der Hegel Ded vorhergehenden §. fiir ddy wreder ddy

¥ d—ii fo findet man — xddy + o C}ix, und da

dx : dx

diefer Ausdruct von dem gegebenen verfcbieden ift, fo ift folz

des ein Seichen, daf diefer feine geriffe Dedeutung bat.

o

B 28,

Yuf einte dhnliche Act laffen fidh, wenn ein allgemeiner
Yusbeud von diefer Form Pddx + Qdxdy + Rddy geges
ben ift, Die Dedingungen untecfuchen, unter weldyen derfelbe,
ohne Annahme cines beftandigen Differensials, einen gemifz
fen Eerth hat.. Sest man nemlich dx befrédnbdig, fo erhalt
man dafiic: -Qdxdy+Rddy; unbd vettoandelt man dies
fen usdrucf in einen andern immet Daffelbe bebeutenden,
obgleich Dabey Fein Differensial beftandig angenommen wirds,

: Rdyddx '
fo findet man Qdxdy ¥ Rddy — —
dusdruct witd dem gegebenen gleidh fepn, wenn Pdx + Rdy
= 0 i{t, und nuv.in dicfem Falle ift alfo die Bedeutung jened
dy

. : R e
Ausdructs gewif.  TWenn aber nidht P = — E-;,ubermcbt

¢ und diefer

P_d&-’f ift, fo hat der gegebene Husdrud Pddx 4
= :

Qdxdy + Rddy Ffeinen gewiffen Berth, fondern ¢8 ift die
Dedeutung deffelben fehtvanfend und verfchieden, je nadys
dem diefes odetr ein anderes Diffetengial als beftandig anges
ommen twicd.

he=
— —

Rulers Diffevens, Rochn, 1,TH, O 55‘.2?9'.
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§. 279

Had diefen Srundichren ift ¢8 leicht, cinen Differeiv
gials usdruct, toorin irgend ein Differenial Deftdndiz ane
genomnien worden ift, in einen andern gu verwandeln, bey
welchem cin anderes beftandiges Diffeveniial jum Grunde
ficgt. Man hat ju dem Ende nur nothig, Ven gegebenen
usdruct in cinen foldhen gu vermandeln, in reldem fein
Diffetengial Deftandig 1e, und darauf vad anbere Differens
sial af$ bejtandig au betvacbten. it 3. B. in dem gegebeneht
Qlusdruicke dad Differenzial dx befrandig, und foli Derfelbe
in einen andern Musdruct vertvandelt werden, in weldyem
das befiandige Differenial dy enthalten fep: fo fepe man
in den nad dem Obigen fiix ddy und d3y ju fubftituirentin
Gormeln, weil dy beftandig ift, ddy =0, d3y=o, und
dann twird dem Berlangten ein Gentige gefchehen, toein

&Vddl‘{ - 2 d‘,'ddx?f dde}; i
man -—T fiie ddy, und i«a : — fut

(Y=Y

Ty

X2 dx
dx2 % dyﬁﬁ

3 . Yuf diefe st wird die Formel — ——rr—
&3y et uf diefe Yrt wird die Fovmel S2ai;
. 2
: L R xS Fdye )t
foorin dx beftandig it, n t:me,L Sl b perroandel

d ) i ddx
otin dy als cine befiandige Grdfie enthalten ift.

§. 280

SBenn Hingegen eine Formel, worin dy beftdndig i
ift cine andete verwandelt mérden fofl, wotin dx beftang

$ dxddy - . dxddy*
ift, fo muf man = ——= anftatt ddx, und i beboion
dy dy*

dxd3y

anftatt d3x fegen, ol eine Formel, potin

v (dx2 F dy2) Deftdndig ift, in cine andere pevwandelt 1weH
Dei;

D

ol

i

T

i
)

be
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. e . v d-""’d"rjlliv,_'
den, toorin dx beftandig ift, fo muf man — ——— fip
; dxz + dy2

dx2ddy
. ddx, und :1‘::;—:*1
eine Formel, worin dx beftandig ift, in ecine andere ver:
wandelt meeden, wovin v (dx2 F dy2) beftdndig &, fo mug
man, weil, wenn dx2 + dy2 Deftandig ift, dxddx ¢ dyddy
=0, und ddx = — E‘_ﬁ_c;_i:f’_}’ toitd, — d—iﬁ fiic ddx,
dy2 dd; (dx2 ¥ dy2)ddy
dx=2 dx2
3
Juf diefe At wird die Formel — i d’v'g)z, worin dz
~ dxddy
beftandig ift, in eine anbdere vertvandelt, worin f'(dxi'i'dyz)

dxv’.(dh-"- tdy2 )

feten.  Soll Bingegen

und ddy + fir ddy fegen,

beftandig ift, nemlich in —

ddy

Neutie

)
N
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Neuntes Capitel
WBon ven Differensial: Sleichungen.

§¢ 281

@m b ficht zef 8 Gapitel8 ift porsiglich die Erflavung
der Differensiation. folcher Funftionen von x, die nicdht b
toicfelt, 1nn‘*em in einer Gleichung, roelde dag Verhaltnif
ber Gunftion y ju x ausdrudt, gegeben find; tworauf den
ferner die Statur der Differen;ial Gleichungen allgemein uns
terfucht, und ifhre Entfehungsart aus endlichen Gleiduns
gen befcbrichen foll. Denn da dad Dauptgefchafre der Fwe
tegral- Rechnung in der Sntegration der Differengial - Gl
chungen befteht, d. h. in der Grfindung foldser endlichen Gleb
chungen, bdie ju den Differengialz Gleichungen paffen:
fo ift nothwendig, bdaf wir hier die Natur und G
fcbaften der Differengial - Gletcbungen, die aus der Entfie
bungsart decfelben fliefien, forafaltig unterfuchen, und Jo
ven Weg gur Jnteg-al: Rechnung bahnen.

§. 282

&8 fen alfo y eine folche Kunftion von x, als durch diefe
quadratifche Gleidung beftimmt toird, yyt Pyt Q=0
Da der Yusdrud yy + Py + Q =o' ifty, x mag bedews
ten, was €¢8 oill, fo foird derfelbe aud = o fepn, e
man x + dxfie x fest, in weldrem Falle dean y in y T df
fibergeht,  Hat man aber diefe Subijtitution vorgenommer,
fo bleibt, roenn man von dev gefundenen Grdfe yy + Pyt Q

abzieht,

u

fe

u

el

fa
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abyicht, dad Differenzial diefer lepten Srofe udrig, weldes
daber ehenfalls = o ift. Hievausd erhellet, daf das Diffes
renzial eines Ausdrud's, der = o ift, ebenfalls = o ift, und
daf, toenn roep Nusdedde einanded gleich find, audy ihre
Differengialien cinander gleidh fepn miffen. Da alfo

yy T Py T Q = oift, fo ift audb

2ydy § Pdy T ydP T dQ = o;
und da P und Q Funftionen von x find, fo-werden ihre Difz
ferengialien die Form haben, daf
dP = pdx, und dQ = qdx

ift, und dafer wicd

2ydy T Pdy t ypdx T qdx =g
und hieraus

Rl e
dx 2y P
§." 283.

@o toie daber eine endlidhe Gleibung, yy ¥ Py + Q
= o das BVechalinif ywifden y und x ausdrucft, fo druckt
tine Diffevenzial: Gleichung dad Bechaltnify aus, in weldem

; . SREEE . R A
dy ju dx fteht. Da aber o= — Wift, fo fann

man tubee Daé BVerhaltniff dy ¢ dx nidht eher urtheilen, al
bigy befannt ift. Dieh muf nothroendig fo feyn. Denn roenn
y aus Der endlidhen Gleichung eincen doppelten Werth ers
balt, fo hat auch ein jeder Derfelben fein defonderes Differen:
jial, und man findet das eine oder Dag andeve, je nachdem man
dent einen oder den andern Werth von y in den Ausdruck
S Ip=g
2y TP

¥ durdh cine cubifdhe Gleichung beftimmi wird, einen dreys
fadyen Werth, nach dem drepfadben Werthe nemlich von y.
' 93 Hat

B S
fegt. Yuf eine ahnliche Act erhalt d—j: , foern
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Hat y in der gegebenen Gleicdung vier oder meht Dimeny
‘ dy. . : AT
fionen, fo muf aud P nothivendig cben fo viel Bedeutuns

gen befommen,

§. 284.

©8 Fann indeft quch die Junftion y. felbft aud der Gleis
dung tweggefhafft iecden, tweil man jtwey Gleichungen hat,
Di¢ y enthalten, eine endliche nemlidy und cine Differevials
Gletchung; alddenn aber fteigt das Differengial dy zu cben
fo viel Dimenfionen auf, ald verher y batte, und ed Hegreift
glfo die Gleicbung, roeldye man, durdh, die Elimination findet,
alle perfdiedene Bechaltuiffe von dy und dx jugleich. Wi
wollen jum ‘Bepfpicle die. vorheraehende Gleichung yy ¥
By T Q=o nehmen, bdecen Diffesensial 2ydy + Pdyi
¥dP +dQ = oift, woher.benn y = — = V-:j-? toitd:
o d} +dP
Sepit man nun tiefen. Werth anfratt y.in die voshesgehende
@.ce Hung, fo wird
(4Q—PP)dy29(4Q—PP;dPdytQdP2—PdPdQ}dQ2=0,
wovon die Wurgeln find
dy = — 3ap = (;?‘d_P — dQ)
vV (PP =< 4{)_‘
und, dirfe Wurseln find die bepden Diffevengtolion. der beyy
'E_:m Weethr von y aus der endlichen Gleichung, oder von
' Yy = — 2P % §V(PP — 4Q),

Dat man den Weeth von dy gqefunden, fo findet mat
puid wicherholte Differenyiation den Werth von ddy, und
{o auch fecnee. pon d3y, ddy 1. Da aber dicfe Werthe v
gamif findy wofesn nidt ¢in ecfted Diffevengial ol8 befiandiy

ange

I
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angenommen wird, fo wollen wir dev grdfeen Dequemlichs,
Beit tweqen dx beftdndig fepn laffen, und gur Erfldrung dev

s babep 3u beobachtenden Berhaliungdart dies Beyfpiel y3 ¢

x3. = 3axy betrachten, DHievaus cchalt man nun, wenn
man diffevensiivt
3yydy F 3xxdx = 3axdy t 3aydx, und alfe

dy ay — XX
dx Yy — &x

Run nehme man abermald die Diffevensialien, und behandle
dabey dx gl8 beftandig, fo. findet man
ddy ay}'dy—aaxay‘f'nxxydy-——Qxyydx%aaydx‘i'axxdx
T ke (yy —ax)>
und wenn man fiie dy feinen fo eben gefundenen Berth

aydx — xxdx o :
: 2 fet, und duech dx dividiet, fo tird

yy —ax |
ddy-  (ay— xx)(2x%xy—ayy—aax) , axxfaay—2xyy
c}xi‘e‘TL_ : l1‘{,},-_3‘-3{)3 ii(}’y—-xxJa

‘ ober
ddy ﬁaxxyy—zxéy—esxyé-.—na&xy_; 2a3xy
ST By e b i o =T y—an3’

weil aud der endlichen Gleichung 2 x4y F 2xyd= 6aXXyy
folgt.  Und auf diefe Ieife Fonnen diefe Werthe permittelft
der endlichen Gleichung ungablige Formen echalten.

§. 286,

9luch dic evfte Diffevenzial- Gleichung fann auf unidhz
Hae Ycten verandert twerden, indem man fie mit der endliz
den Gleichung vermifcht. So echalt man, da bey dem vova
Bergehenden Erempel gefunden twurde,
~ yydy + xxdx &= axdy + ayds,
foenn man diefe Gleichung durdh y multiplicict,
y3dy t xxydx == axydy + agydx;
24 und
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und twenn man bierin fir y3 feinen Weeth 3axy — x3
figt, fo befdmmt man diefe neue Gleichung
2axydy — ‘x3dy f xxydx ='ayydx;
and muitiplicive man diefe abermals duedy y, und fet dars
auf wieder den Werth deffelben, fo wird
2axy2dy — X 3ydy T xxyydx = 3aaxydx — ax3dx,
Uebcrhaupt aber witd, wein P, Q und R Funftionen von
x und y bedeuten, und man die Differenyial: Gleichung
durch P mufeipicire
Pyydy + :’xxd.\' = aPxdy f+ aPydx,
Danun x3+y3 =3
(%3 +y3 —3axy)(Qdx ¥ Rdy) = o.
A0dive man aber dicfe bévden Gleichunaen su ecinander, fo
gebin fie eine allgemeine aud der gegebenen endlichen Glels
l‘burw entftandenen Differen ,}ta[ Gteichung,
. Pyydy — aPxdy T Rx3dy ¥ Ry3dy — g3aRxydy +

-3axy = o lit, fo tit aud)

Pxxdx — aPydx - Qx3dx f Qy3dx — 3aQxydx = o,

9. 287.

€8 laffen fich aber audh durdh die Diffevenyiation felbft
ungdhlige Difecengial = Sleichungen ans einer und devfelben
endltchen &eichung finden, toenn man diefelbe, Bevor man
fic Differeniiet, Durch irgend eine @rdfe multiplicice pdee
dividict. 5t 3. B. P irgend eine Funftion von x und y, fo
Dafi dP =pdx ¥ bd}— ift: fo erhalt man, twenn man bdie
endliche Gleicdung durdh P mults \'r*:rt und dann erft diffes
renjtitt, eine allaemeine © ifferengial - Gleicbung, die unends
fidy vicle Formen annehmen fann, je nacbdem fir P diefe
oder jene Funftion angenommen toied,  Dicfe Menge und
Mannigfaltigfeit wivd indef nody unendlich bernle;jrt, toenn
man ju der gefundenen Diferenyials Gleichuna die enbliché
Sleidhung, durch cine Fosmel wie dief, Qédx ¢ Rdy, mul:
tiplicict,
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tiplicict, addict, robep man denn fitr Q und R nach Sefalz
len jede Funftion von x und y annehmen Pann.  Obnevachs
tet aber in allen diefen Gleicbungent bas Verhaltnif jrvifchen
dx und dy, treldhed das Differengial der Funltion y, die
turdh eine endliche Gleidhung durdy x beftimmt ift, su dx
bot, beariffen ift, fo exftrecken fie fich doch gerwdhnlicher Weife
piel weiter, und drucken jugleich dad Verhaltnify des Diffes
tenziald bon y ausd, tveqn e durdy andere endliche Gileichuns
gen beftimmt ift. Der Gruad Hietvon fann erft in dDer Jne
tegral - Rechnung ecflart werden.

§. 288.

@8 laffen fich aber nicht nue aug eincr und derfelben
Gleicbung unzablige Diffevengial Gleichungen abfeiten, fons
dern ¢8 laffen fich audh fehr viele ja unjahlige endliche Gleiz
chungen angeben, die indgefammt auf eben diefelhe Diffes
vemyial - Gleihung fubhren,  So find 3. B. diefe bepden Gleis
dungen yy = ax t ab, und yy = ax allerdings verfcbies
den, inbem man in dev erften jede beftandige Gedfe fiic b
fesen Fann.  9Benn man indefl Depte Gleichungen differens
aiict, fo eefhalt man nicht mebr alg eine Differengial: Gleiz
dung, nemlih 2ydy =adx; ja ¢8 Fonnen alle, unter
ber Form yy = ax begriffene Gleichungen, mwad auch a fur
einen Weeth haben mag, in eine Differenyial - Gleichung,
bie a nicht enthalt, jufammengefafit werden. Denn Ddividirt

man jene Gleidung durch x, fo bePommt man L — a,
X

und diefe giebt, toenn man fie diffevensiict, 2xdy — ydx=o.
fuch fonnen tranfcendente und algebraifche Glcichungen auf
einerfey Differensial: Gleichungen gebracht weeden, fo wie
{olehes bey den Gleichungen

X
FYy—axe=o, und yy — ax == bbhe?
235 fatt
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fratt findet, -Denn dividict man bepde Gleichungen duvd

x
e, wodurdh dieflbeon in
bt X

— —

e (yy-—ax}=o0, ud e *(yy—ax)s= bb
perteendelt werden: fo findet man qud bepden die cingige
Diffevensial - Gleihung

vydx

2ydy — adx — - S D
: a4

§. 289.

Der Srund diefer BVer{dhiedenhels liegt darin, tweil das
Differenzial einer beftandigen Gedfe = o ift.  Wenn daher
¢irte endliche Gleichung auf eine foldbe Form gebracht toitd,
taf darin ivgend eine ﬁemnt\tg" Gedfie allein, und nidt
purch eine perdnterliche Grdfe multiplicivt oder dipidit,
vorfommt: fo findet man durd t‘h Diffevenziation eine Gileis
chung, in relder jene beftandige Grofe gav niche enthalten
ift.  2uf diefe Art fann eine jede beftandige Grofe, dicin
eince endlicben Gleichung befindlich ift, durch die Differens
siation rocggebradt werden. ft 5 B. ‘m- Bleichung x3 +y3
= 3axy gegeben, fo vermandelt fich diefelbe, toenn man fie

¥3 + v3

~ == &, und diffeveniict man

durd) xy dividirt, in
Xy
diefe Bleichung, fo befommt man
2x3ydx P 2xyddy — x4dy — y4dx = o,

worin die beftdndige Srdfe a nidht mehr enthalten ift,

§. 290
enn melrete Lc*fu."re Srdfen, die fid in einet
@leihung finden, aus derfelben tweggefchaft meeden follen,
fo gefdviehet foldhed Durch cine jey oder mehreremal toies
derholfe

3
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Ber‘}dte Differengiation ; und fo exhalt man endlich Diffes
ensial: Gleichungen von einem hoheen Grade, in toelden
jene beftandige Gedfen nidht mehr enthalten find, €8 fey
bie Gleichung yy = maa — nxx gegeben, um Ptaraud
burdy die Differenjiation maa und n wegpufhafien, Die
cefte Fallt durd die erfre Diffevengiation weg, woburd 2ydy
¥ 2nxdx = o wird, Hietaus formive man nun die Glels
duna } Zr‘ii + n = o, di¢, wenn man dx beftandig nimmt,

bon neuem diffevenyiivt, folgende @wbt
xyddy T xd}fi——}fd\d‘y =0
aleich diefe Gleidhung Feine beftandige Grofe enthalt, fo
Btgre:ft- fie doch alle unter der Form yy = maa -- nxx
enthattene Gleichungen unter fich, e8 mag den Dudbftaben
m, a und n ein Weeth Depgelegt merden, wasd fae ciney
man wills

§. 291,

@8 faffen fid aber nidht blof die beftandigen Brofen,
die in cincr endlichen Gleichung vorfommen, durd die Difs
ferenziation roegfchaffen, fondern man Fann diefes aud) mif

det einen verandeclichen Gurdfe thun, wmis dDerjenigen nems
lich, deren Differenyial beftanbig angenommen wILd, Sucht
man nealich aus dee gwifchen x und y. gegedenen Gleicdhung
Don SBcrth vonx, fobafx =¥ aa;fL; wenn Y cine Funfs
tion von y bedeutet: fo. tofed dxe=dY¥, und nimnit men
dx Beftandig, fo. twird bey wicderfholter Diffesensiation
o==dd¥. S bingegen xx taxt b=Y, fo witd bey
drepmaliger Differensiation o = d3Y, und die Gleichung
%3 taxxthbxtc=7Y giebt auf abnlicbe Ust, giermal
diffecensiict) d4Y =o. Db aber gleich in diefen Sleichuns
aen nut eine veranderliche @wﬁa i feym, fheinet, die eben
Radyrdk

ef""k
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dadburdh aufhoren wirde, eine verandetliche Grdfe ju fenn,

toeil in feiner Gleichung nur eine verdndertiche Grdfie feyn
fann: fo muf man gleidbwoh!, weil man dag Diferensial
dx beftandig angenommen fat, und davauf in der Gileichung
Ruckidht genommen werden muf, im Grunde annchmen,
Dok ¢6 in Der Gileichung befindlich fen.  Man Hat fich daher
aud) nicht ju bertoundern, wenn bidtoeilen Differensials
Gleicdbungen vom jroenten oder noch bobeen Graden vors
Fommen, Die nuc eine veranderliche Gtofe ju enthalten

fcbeinen,

§. 292,

Torjualich aber ift ju merfen, daf man durch die Difs
ferenziation Die irrationalen und. tranfeendenten Grdfen ausd
einer Sleichung wegfhaffen fann,  FWsasd die ivrationalen
Srofen betrifit. fo roird, wenn man durd) die befannten Res
ductionen bie Trrationalitdt weagebracbt hat, und nun difs
fevenziirt, die Gleichung don aller Jrrationalitat fren, €8
fann aber died Ofters viel bequemer obne die gedadite Res
duction gefbehen, indem man, toenn nur eineStrational Grofe
da ift, Ddiefelbe durch die Vergleibung der Differenials
Sleichung mit dee endliden Frrational: Formel weafchaffen
Fann.  Wean aber in der endlidhen Gleichung itnen odet
mehreve.icrationale Theife enthalten find, fo darf man nut
die Differengialz Gletchuhg davon von neuem diffevenziirer,
und auf diefe Azt fo viel Differengial - Gleichungen Hoherer
Grade fuhen, aof8 erforverlidy find, um alle frrationalen
Theile wegiufdaffen.  Auf diefe Art Fonnen audy die unbes
fiimmten und gebrocdhenen Grponenten weggebracht werderm
St 3. B. y2 = (aa — xx), fo erhilt man durd die Dif:
fevengiation, ,

myR~Idy = ~— 2an(ag — xx)0~Ixdx,

und

—
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und bievaus durch die Divifion durch die endlidhe Gleidhung

md}r__ enxdx

y aa —xx
orin fein unbeftimmter Gpponent mehr enthalten iff. Hiers
aus echellet, dag eine von aller Srrationalitat befrepte Dif-
ferenzial- &leichung aus etner endlichen itrationalen und
felbit teanfeendente Grdfien enthaltenden Gleichung entftans
ven fepn £ann.

§. 293
1im aber s jeigen, toie die tranfcendenten Grifen durd
die Differensiation weagefdafft werden, fo weollen wir von
den Yogavithmen anfangen, bep telchen Ddiefed Gefdhafte
Feine GScbtoierigfeit hat, da die Diffevensialien der Yogarith=
men algebraifdhe Seoben find., St nemlich y = xlx, fo ift

Eiite 1x, und daraus findet man durdy die Differensiation
X

— vd d . st '
il e s -f, und o8 ift folglih xdy — ydx =

XX
xdx. Gind jwey Logarithmen da, foift eine joepte Diffe:

; o B B o <
renziation nothig. Gft 3. B. ylx = xly, fo ijt Z? = ly,

und darvaus erhalt man duech die Differensiation
xdylx# ydx — ydxlx dy
— Ny

XX ¥

xxdy —yydx

fo woie fich Hieraus 1x = ergiebts Nun

yxdy — yydx
biffevensiivg man. von-neuem fo, daff man d= beftdndig fepn
lagt, fo rird

dx xxddy ¥ 2xdxdy — 2ydxdy
P yxdy — yydx T

(yydx — xxd+) yxddy ¥ xdy2 —~v.{{?._xr¥ar}",
(yxdy —yydx 2

oot
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oder
dx [yixdxddy—=yyxxdxddytsysxdsdy? —y*sdxdy?
— 2 : syxdy—yydx®
®o ol + y3dx?dy — axyydx?dy — x3dy3

Hievaus abet micd, twean man diefe Sleicdung veducirt,
y3xdxddy — yyxxdxddy T 3yxxdxdy? — 2xXyydxdy2
y4dx3
T 3y3dx2dy — 2xyydx2dy — x3dy3 — ~——— =g,
X
odet
yysx(y —x)dxddy F syxdxdy(xxdy F yydx)
2 fyxxdxdy(dx 7 dy) = x4dy3 | y4dx3,

Die Erponential- Grdfien werdenr aug den Gleidungen
auf eben Die Art toic die Pogarithmen durdh bdie Differens
siation wegaefdafft. Ift 3, D. die Gleihung P =L g&s
geben, too P und Q jedg Funfrion von x und y bedeuten
Fonnen: {o 1ait fich diefe Gleichung in folgende [ogarithmifdhe
®lcichung 1P = Q verwandeln, bderen Diferengial: Gleiz

B %
dung == dQ, oder dP = PdQ ift. Audh hindert dad
nidts, tenn die Cpponential: Grdfen mehr jufammen ges
fegt find; denn wenn ¢ine Differengiation nicht hiriveicot, 10
evreicht man Doch durdh 3toey oder mehreve feinen Endyedt,

o exinf =X St bir

L Sty = s fo multipficite man den Sabled

und Nennetr diefed Bruhs durch ex.  Hierdurd toird
x I 5 I : I-

¥y = s  und alfo e2x = Li_,, und 2x = l&a
g3X— 1 =i y—1I

; - : : dy dy

Hicvoon ift aber das Diffevengial dx 5 — —L- = ——=

yy—i  1—yy

=

- ot Ry
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pX b g=X E

-, fo findet man duvdh die crfte

IL Sty = 1

g S (eX — e~X)dx dv S
Differefiziation dy = E e odet iy
dy ¥ dx E d; b odx
AE D e | =
unb e 3 und folglih 2x M g
dxddy

RNimmt man alfo dx beftandig an, (o witd dx=

d:{-*--—d;;"
oder dx2 = ddyfdy3,

§. 295
9uf eine ahnliche Art twerden auch die tranfeendentent
Gedfien; die vom Kreife abbangen, aus den Gleichungen,
vermittelft Der Diferenyiation, weagefdafit; tie folgenle -
Bepfpiele geigen werden.

; * ad¥

: - A.r.-—it" Diftdy ="

B i el e S e

1L Wenn y == acofl — !ﬂ fc- 1i't = cof. —):- unb

dy —_ x_______d},-‘ fyox il Da aber coft - = L3 ift,
a i XA 3 X a
; {ag— .

foift ﬁn.—i— = ﬁ-—;-fl), und gebraudht man diefen

(ydx — xdy)V (aa — yy)
axx

: =5
Werth, o wicd -f = obet

xxdy=(ydx — xdy)vV(aa —yy)

1L $Wenn y = mfin. x ¥ ncof.x ift, fo ift nach Bet ers
fien Diffeveniiation dy = mdx.cofx = ndx. fin.%
Hietaus findet man, enn Man VOH neuem mﬁ*resza iivt and
dx be;mnmg annimmt,

ddy = = mdx2, ﬁnx—ﬂndx- cofi %
Hip
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und diefe Bleichung, durd) die erfte dividict, giebt
ddy E < =
— = — dx2, oder ddy F ydx2 = o.
A
jo daf alfo hier nicht blof der Sinug und Sofinug, fondern

audh die beftandigen Gedfen m und n verfhwunden find,
v, Wenn y = fin.Ix ift, fo ift A.fny = Ix, und
dy

bicraus erhalt man durch die Differengiation ———L—2

= é\—x MNimmt man Hiervon die Duadrate xxdp2 =
dz2 — yydx2, und differenziict nun mwicder, fo daf man
dx beftandig fepn 135¢, fo witd
:‘.xxd);ddy T 2xdxdyz = — 2ydx2dy
odet
xxddy f xdxdy § ydx2z = o.

V. SBenn y = aenxfin.nx ift, fo witd duvch die Difs
fevengiation

dy = maemXdxfin.nx f naemxdxcofinx
und higraus durd) die Divifion mit der vorhergehenden
Gletchung

dy ndx.cofinx
— = mdx t —— = mdx % ndx.cot.nx.
¥ lin.nx

P dy m oS o
E8 ift alfo A.cot.( hegm g e nx, Differeniict
nydx n :

man: nun diefe Gleichung, fo daj man dx beftindig fepn
lagt, fo wird
ndxd Z — n é){&dir
ndx = A J A , oDer
1 1 n2y2dx2 — omydxdy

X
(m2 T n2)y2dx2 —omydxdy == dyz —iyddy.
ff
i

fie audy gieich Feine tranfeendenten Grdfen enthair, dod
aus

mm o e S Ao
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aus ciner endlichen Gleidbung entftelien fann, die tran:
feendente Grofen jedev AYce enthalt,

§. 296.

Da alfo die Differengial : Gleichungen fotoohl ded erften
alg fedes hidhern Grades, meid)e':g,meu mr&nber_lid)e Grofen
x und y enthalten, aus endlichen Gleichungen entfpringen:
fo wicd durch fie ebenfallé ein Wechaltnif jwifchen jemen
ey verandeclichen Grofen audgedrudt. §it nemlich ivgend
eine Diffevensial : Gleichung, worin groen verdnderliche Sroz
fien x und y vorfommen, gegeben, fo wird dadurch ein gez
wiffes Werhaltaif jwifcben x und y ausdgedeuctt, nad rels
dem y eine gewiffe Funftion von x ift. Daber erfennet
man die Natue der Diffevenjial - Gletchung, wenn man
fie y die Junfrion von x angeben fann, welche durdh jene
Gleichung angejeigt wicd, oder weldbe fo befcbaffen ift, daf
fich, toenn man diefelbe allenthalben anftatt y, ihr Differensial
anftatt dy, und ihre hdhern Diffecensialien anfratt ddy, d3y,
d4y feit, eine tbentifde Gleidung evgiebt. Mit der Srfins’
dung diefer Funftion befchaftiget fich die Integral-Rechnung,
| deren @ndzoect ift, aus jeder gegebenenDifferenzial:Gleichung
| die Zunftion von x, welder die andere veranderlidhe Grofe
gleich ift, su finden, oder twelches einerley ift, die endlide
Gleichung su finden, twelche das BVerhalinif jwifhen x und
y. ausdeuckt, :

§. 297.
@3 fep 3 B. die Differensial 2 Bleichung
27dy — adx — ijx t xdx="0

gegeben, weldHe wiv § 288 gefunden Haben, und tvos
Vrch. ein folches Werhaltnif gwifchen x und y quégedructs
Lulers Differens, Kechn, 1. TH, P wird,
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foitd, ald in folgender endlichen Gleichung yy — ax =

X

‘bbe? jum Grunde liegt. Da alfo aus dicfer Gleichung
X X

yy = axtbbe? ift, fo echellet, daf v(ax + bbed)
= y dic Funftion von x ift, der die vevanderliche Grdfey
permbae der Differengial - Gleichung gleidy ift. Denn-meny

X
wan in.diefer Gleidung anftatt yy feinen MWerth ax + bbe?

X

: : - bb:
und anftatt 2 ydy fein Diffevensial adx F e Adx fest, 0

wrhalt man diefe identifde Gleidung:

X

> bbh — _ Bhy=—
adx T E.-}l ﬂ&x—a&x—xdx—-—;e“dx‘f‘x&xﬂo.

Biuf diefe Avt exhellet, Vaf jede Differeniial-Cieichung eben
fo alg einc endliche Bleichung ein beftimmied Verhaltnig
vifchen Den Grdhen x und y angeigt, welches aber nidht ans
ers alg vermittelft der Jntegrals Rechnung evforfebht toers
-Den-Fann,

o~

§. 208,

~fim died deutlicher s madhen, tvollen wie annehmet,
Dafl die Funftion vom x, der y vermdge -der Differensialk
Gleichung gleich ift, befannt fep, wobep -denn die Differens
gial - Gleicbung sum erften oder ju etnem hohern Girade ges
hoven fann.  Ferner fey dy “= pdx, dp'= qdx, dq = rd%
., fo Dafi alfo, ~twenn man dx beftandig amimmer ddy =
gdx2, d3y = rd x3 :.mecbe. . Sept man diefe IWerthe it
Diz Gleicbung, fo verfdwinden daraus el alle ihre Glies
der homogen find; die Differenstalion dx dusch die Divtjiot
znd - cd o entfteht cine Gleibuna, mwelde blof Die entluven
S idfien
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Grofen x, y p, g 1, 20 enthalt.  Da nun p, g, r Gréfen
find, die von der Natur der Junftion vy abhangen, fo ents
balt dieBleihung eigentlich nue die verardeclidben Gidhen
x und y, und fo erhellet wicderum, daf eine jebe Difsrons
3ial: r@iietci}mxg ein beftimmics BVerhlitaif jwifdben den vers
gaderlichen Grdfen x und y ausdencfe.  Wenn man bahee
bep Der Aufldiung einer Aufgabe auf eine DiferengialGleiz
dung soifden x und y Fommt, fo ifi dadurd das Bev!ales
nif soifchen x und y eben fo befiimmt, ald tenn man cine
endliche Gleichung gefunden Latte,

§. 299,

Huf diefe Avt Fann daber jede Diffevengial - Sleibung
auf eine endliche Form gebracht werden, torin blof endlidse
Grogen enthalten, und worans alfe Differen;ialion vder uns
endlidy Eleine Grifen twegaebracht find. Denn da y vine
Sunftion von x ijt, fo werden, wenn man - St o

dy = pdx; dp = qdx; dq = rdx; tc : 3
fett, man mag ein Diffevenzial, was fur eing man will,
beftandig annehmen, die sroepten und Hhobern Differensialien
durch die Poteftaten von dx audgedruct, und darauf durdy
vie Divifion ganglich weggebradht, Ware 3. B, die Gleidung

xyd3y f zxdyddy 'f'-}'}’-dxddy == Xydx3 = o,
otin ‘dx beftandig ift, gegeben: fo wirde fid viefete,
wenn man dy =pdx, dp =qdx, dg='rdx, fofite,
und die gange Sleiddung durdy dx3 dividircte, in

xyr ¥ xxpq f yyq — xy = o,

bermandeln, und diefe endliche Sleichung befiimms dad Bess
baltnif joifden x und v, '

RN 2 § 300,
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§. 300

@8 werden alfo alle Differeniial - Gleichungen, u tad
fie ciner Ordnung fie audh gehdren mbgen, durd Diefe
Gubftitutionen

dy = pdx: dp =‘qdx; ‘dq = rdx; it

auf blofe endliche Grdfen reducirt.  Und wenn die acgebeste
Differensial s Gleichung sur erfien Ordnung gehdet , fo daf
alfo nur die erften Diffevéngialien in ihr befindlicd find, fo
witd durch tie gedachte Reduftion aufer den veranderliden
Srofen x und 'y nod die Grdfep eingefibrt.  Sehdrt hins
gegen die Differenzial: Sleichung jum jtoepten Grade, oder
enthalt fie jroente Diffevengiatien, fo Fommt auferdem nodh
die. Guidfie g, und gehbrt ‘fie jum dritten Grade, fo Fornmt
‘nocb die Gedfier daju uf. f.  Da -alfo ‘auf diefe Are die
Diffevenzialien ganifich aus dem Salcul wegfallen, fo hat
‘man aud) nidht roeitie ndthig, ‘ein Differenzial als beftandig
gu betvachten, "und e8 bedacrf daner, “obaleidy dic aus den
gevten Diffecensialien entfpringenden Grdfen, q, 1, s, 1
Da find, feiner Angeige, weldyed Diffcvengial beftandig ans
genomment worben fey, Denn €& ift gleich, ob man bep deb
‘Entioictelung ein beftandiges Differensial annimmt oder nidt

§. 7o1.

Benn alfo- cine Differeniiai- Gleidhung vom jwenten
ober-einem nody hdhern Grade gegeben wird, von der anaes
setat ift, Dag dabey fein crfted befidndiges Diffevengial jum
Grunde Tiege: fo fann man auf diefe it foatetdd erforfden,
ob tie el Deimimntes Berhaltind jroifden x uad y enthalte
oder nidht? Dein da Tein befrdndiges Differenyial angenoms
wmen toordert i, fo fteht o8 bep ting, weldhed wiv alg beftans
dig brrcadbten wollen, und o8 Fommit daher blof darauf am
Rak wir unterjuchen, ob die'@leichung and, wenn man verz

fdjiedene
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fcbiedene Differensialien beftandig fepn I1aFt, eben daffelbe

Berhaltnif swifden x und y enthalte. it dies nicht, foift

foldes ein untrigliches Kennzeidhen , dag die Gleidbung Fein
beftimmtes Berhaltnif ausdrucft, und daber audy Hep des
Auftdfung det Aufgaben nicht fratt haben Fann.  Der fiders
fte und leichtefte Weg dicfes ju_ecforfcben ift aber der, auf

telcbem nach dem Obigen bep, den Differensial Formeln

der hdhern Ordnungen untesfudt wiEd, ob dicfeiben eine
gewviffe Bedeutung haben oder nidht,.

§. 302,

Kt alfo eine Differenzial - Sleichung dev jwepten odee
einer hoheen Ordnung, gegeben, roobey Fein beftandiges
Differenzial angenommen worden, fo nchme man dx bes
ftandbig an. ann permandele man. die Gleicbung auf die
Uet, wie bey den Differensial Formeln geseigt rorden ift, in
eine folcpe, die Fein beftandiaes. Differengial vorausfest, und

; % dydds
fcbreive gu tem Cnde ddy -.-_-__-_}':?l =

— fiie ddy, uad d3y—

'3ddxdd}? , 3dyddx2 ddeX

dx e 2 d% fie dsy.  Gft dies

gefdhehen, fo untecjuche man,. ob die gefundene Gleichung
mit der gegebenen ybereinfiimme oder nicht.  Sm esften
Salle drucft die gegebene Gleichung ein beftimmtes Berhalts
nif jifchen x und y aug, im andern aber nidt, ‘toie folched
bereits ausfubelich berofefen worden ift.

§. 303,
€ fey, um dies deutlich yu maen, folgende Gleidhung
Beaeben, :
 Pddx + Qddy + Rdx2 } Sdxdy + Tdyz = o,
und goac unter dev Dedingung, dafi davin fein Differensial
' R 3 ‘Deftdng
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beftdntig fen.  Sest man dx befiandig, fo vermandelt fid
dicfilbe in

Qddy + Rdx2 T Sdxdy '} Tdy2 = o,
tind vermandelt man nunmehe dicfe gefundene Gleichung auf
vie vochin befibriebene AUrt wieder in eine foldhe, wobey
fein peftandiges Differensial ftatt findet, fo wicd

- gj-é:;-fni-i ‘f' Q1dy Rdx=2 'f‘ b(xaﬂy ‘f‘ Td}f*- =0,
Da nun diefe Gleidung von der gegebenen bled inAnfebung
Des erfien Gliedes unterfchicden ift, fo muf man mef;nn, ol

Qdy

P=— — ift. St dieg, fo druckt die gegebene Bicichung

ein ba:ftmnmeé Berhaltnif swifhen x und y aud, welded
die Sntegral Nechnung finden lehrt, was audh fitr eiri ¢/ ed
Diffeveniial ald beftandig angenomnien witd; ift aber nidh

Qdy e ; T
Pos 5 rar fo ift Die gegebene Gleichung unmdglich,

§. 304
Mofern-alfo die Gleichung
Pddx + Qddy § Rdx2 + Sdxdy + Tdy? == e
st unmdglich ift, fo ift nothroendiger Weife Pdx + Qdy
e= o0, Died fann auf eine jwicfabe et acfbehon. Denn
Qdy
dx
Pdx T Qdy =03 ober ¢8 ift die Gleicbung Pdx + Qdy = o
felbis dte Diffevengial: Gleichung des crfion Grades, durd
beven Difjecengiation die gegebene entfranden ift.  Jm les
ten ﬁ-*li‘ flimmt die Sletchung Pdx ¢ Qdy = o mit det
gegthenen tberein, und druckt chen daffetibe Bechaltnifi sivis
IL‘@?“ x uab y aus, wobep man denn diefes Verhilinth ohne
Hulfe

© 8 iyt entroeder witllih P = — , oder bie Gleichung
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Hitfe det Fategral-Redhnung finden Fann, Da nemlich Pd=
§ Qdy = o ift; fo findet man, tvenn man differeniict,
Pddx + Qddy} dPdx +dQdy =0,
gnd gieht man dicfe Gleidhung. von dev gegebenen.ab, fo
bletht
Rdx2 + Sdxdy + Tdy2 = dPdx | dQdy

oy == Pdx ., ,
itbria, el aberdy = — ——5 ift, fo Laffen fich die Diffes

genztalien ganglich roegfehaifen, und daduech erhalt man eing
endliche Gleichung, welche das Verhaltnif gwifden x und y
ausdruckts,

@

§. 308§:

Sun teollen foir annchmen, daf man bep der Auflds
fung cines Problems, roobey, Tein Diffevensial beftandig ana
genommen tworden, auf diefe Sleidung gefommen fep 2

x3ddx T xxyddy — yydx2 f xxdy2 ¢} aadxz =0,
e man alfo weif, daf diefe Sieidhung Feinen IVidesfprucy
enthalte, fo it
x3dx f xxydy — o, obet xdx Fydy=ov
Hieroon iff nun das Differensial
%x3ddx + xxyddy *+ 3xxdx2 | 2xydxdy t xxdy? =0,
and die Diffeveny sroifchen diefer und der gegebenen Gfeta
Hung it
aadx? — yydx2 — 3xxdx2 s 2xydrdy =0,
oder
aadx — yydx — 3xxdx —2xydy = Ov
®a abet xdx T ydy=o ift, fo wird 2xydy=—2xxd%,
and folglich '
aadx — yydx — zxxdx = 0y obet yy T 3x.= az
Dicfe Gleichung druct das wabhre Berhalnif grifden x und
y aug, indem fie midev porhin gefundenen Differenzialz
RN a - @leichung
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@leidung xdx F ydy = o fibereinftimmt. Hate fich diche
ilcbereinﬁimmung nicht geseigt, fo hatte man die Gleichung
fur*unmsglich halten miffen; da fie aber hice frate fand, fo
Daben wic die endliche Gleichung xx + yy = aa ohne die
Jntegrals Rechnung finden Ednnen.

§. < 306. :
Unt aud ein Benfpiel einer unmdglichen Bleichung an
gufiibren, fo fey folaende
yyddx —xxddy fydx2 — xdy2 ¢ adxdy=o
gegeben, und daben fein Differen;ial beftandig. Hier follte
fun yydx—xxdy = o, und alfo, wenn man diffevengiirt)
yyddx —xxddy + 2ydxdy ¥ 2xdxdy = o
feyns woraué, wenn man diefe OGleichung der gegebenen
gleich fent,
ydx2 — xdy2 + adxdy = 2ydxdy — 2xdxdy

. rd x
ﬂli’ﬁt. Da aber &y:y} >

= ifty fo erhait man durd Wege

{daffung der Differensiation
A 2y3 2
y -—-E—;-f-?yxz: —x—};— '—-—}-;—{}-rfnbcf
Shiee i haaxp = axyy 2Xxy,
Ob nun diefe Gleichung mit der Differenzial - Bleidhung
yydx — xxdy = @ libercinfrimme, (&t fich leicht finden.
€s wird nemlich, wenn man Differeniitt,
3xxdx—3y}'dy{-axd}ri‘aydx=2yydqu,xydyﬂzxxdy—;,'xfdx
odet
dy __ 3xxt ay—o2yy } 4xy
gy éy}'-—ax T 4xy— 2xx’

5 3 dy Yy . ¢
und da aus jener Gleidung =~ — 27
chung P ift, fo mufite

3x4
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3x4 f 4x3y T axxy = 3y4 T 4xy3 — axyy
oder
. 3r%i4xy3I—ax3y—3x4
= o
feon.  Yus der juerft gefundenen endlichen Sleichung
abet ift
axy =2 y3 { 2xyy — 2%xy — x3,
und 3ieht -man diefe Gleichung von jener ab, o witd,
O=2y3 — xyy T x¥xy — 2x3

Diefe Gleichung laft fich in folgende roen aufldfen:

o=y—x; und 2yy T yxT2xx=0;
tovon die erfte, y = x, jwar mit Dem Diffeveniale dy =

d ; g
L}{—x beftehen Pann, aber dagegen der endlichen Gleichung

axy- = 3y I fxyy—xxy—3x3

widerfpricht, wofern nicht entioeder a = o, oder hepde vers
dndertiche Grdfien x und y beftandig dngenommen twerden.
Sn diefem Falle geftbieht, twegen dx =0, und dy=o0
allen Differenial: Gleidhungen ein Seniige, und Ddie geges
bene Gleichung Eann daher nidt Beftehen.

8o 267,

Nun twollen wir aud die Differenial- @Ieic{)uttgen, die
drep terdnderlidhe Gudfien, x, y und z enthalten, betrachten,
weldhe entroeder jum erfien oder jum grvepten, odet ju einem
Bbhern ®rade gebdren weeden, Um die Natuyr Devfelben ju
untevfuchen, muf man merfen, daff durch die endlichen

- Bleichungen, die drep veranderlide Srodfen enthalten, dad

Berhaltnif ausgedruckt wicd, twelded eine jede von diefery
Gudfien ju den bepden ibrigen hat, und ¢8 wird alfo daz
durch beftimmt, was z fue eine Funftion von x und y ift.
©o wie daher cine folche endliche Sleicdhung aufgeldfet wicd,
egn man findet; was fie eine Funfrion von x und y fir 2

R s . gefetit
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gefent werden mug, wenn der Gleidhung ein Genlige aefches
ben foll: fo beftimmt audh cine Differengial - Gleichung von
drep. verdnderlichen Brdfen, was fire eine Junftion die cine
davon pon den tbrigen {ft, und eine folde Sleicdhung ift alss
denn aufgeldfer, wenn die Junfeion der bepden verdnderlis
chent Gudfen x und y angegeben worden tft, die anftatt dew
dritten z gefest, ver Gleichung ein Gennige thut, oder fic ju
einer ibentifchen Gleichung madt, €8 roird alfo die Diffes
rengialz Gleichung aufgetdfet, wenn entweder die Funttion
pon x uid y, welde den IBerth von 2z ausdruct, befitmmt,
obet eine endliche Gleichung angegeben wicd, die ehenfalld
ben IWerth von z qushruds

§. 308

Go wie aber jede Differensialz Gleichung jwenet vers
anderlicdhen Gudfen immer ein beftimmted Berhaltnif iz
fepen dicfen veranderlichen Grofien ausdriictt, fo Pann fichs bep
den Diffeveniial - Gleidbungen dreyer veranderlichen Grifen
gany anders verhalten.  Denn 8 giebt darunter Gleichuns
gen, denen auf feine IWeife cin Geniige geleiftet merden
Yann, wa$ man aud). fie eine Funfeion von x und y fic z
fept. - @0 fieht man leidt, daf man fiie die Gledung
zdy == y dx feine cingige Funftion von x und y angeben
fann, die fur = gefent, zdy == ydx gebe, denn e fallen beh
einer: die Differenyialien dx und dy roeg. Auf eine ahns
fiche et eviyellet, Daf ed Feine Funftion von x und = giebt,
dte, fury gefent, dev Gleichung ein Gentige leifte.. Denn
rad man auch fite eine FunPtion von x und z nefmen
maq, fo ift dodhy in ifrem Diffevensiale dz- pnthalten,
und Da biefes in der Bleichuna nidht vorfomme, fo -Fann
fic auch nichs o werden, €8 13kt i daber feine endlidye

Bleiz

fi

22

o I L T ]

.
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@lcichung soifchen x, y und z angeben, meldhe mit der Dife
fecenstal: Gleidung zdy = ydx tibereinftimme,

$. 309

Mart muf daher die Differensials Gleidbungen drenes
peranderlicher Grbfien in imagindve und veelle eintheifen,
Fmaginde ift eine Gleichung alédenn, toenn ihe feine end:
lihe Gleibung cin Gentige thut, fo tie folches bey der ebent
betrachteten Gleichung zdy = ydx fratt fand. Hingegen
ift eine Gleichung reell, wemn fich eine ifjr gleichbedeutende
éndliche Bfeichung angeben 1a5t, und diefed findet ftatt, twenn ,
| dic cine perdnderliche Brdfie ivgend einer Funftion dev beys . IR
| den andern gleich ift.  Won diefer Urt ift die Gleichung

2dy 4 ydz = xdz } zds T xdy T yd=x

- benn fie ftimmt mit diefer endlichen Sleichung
yz == %z T X¥
| Diberein, und e8 ift daher

Xy

7 = ——,

y—x
BDicfe Eintheifung der gegenmwirtigen Gleichungen in imagis
nice und veelle ift toohl ju merfen, vorziglich in dev Fnies
geal: Recbnungs denn ¢8 woficde thdricht fepn, eine Diffes
eensiat: Gleitbung integriven, dasg heift, eine ihr Sendge
[ciftende endliche Gleicdbung fuchen su wollen, twenn es ders

gleichen gar nidht gredt.

§. 310
Suudrderft affo fallt in die Augen, dafi alle Differens
siat: Bleichungen dreper veranderlicher Gydfien, torin nue
bie Differengialien joeper uon‘bie'{en Girofen sorfommen, .
imaginge ynd widerfpredhend find.  Denw angenommen,
baf-in ciner Gleichung, welhe die vevdnderlihe Sudfe 5
enthate,
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enthalt, blofi bie Differenzialien dx und dy befindflich fepen,
fo ift offenbar, daf es Feine Junftion von x und y geben
fonne, welde furz gefest. eme iventifdhe Sleihung hervors
bringe, benn die Differcigialien dx und dy roecdin auf
feine mt wegaefhaffe. -p' disfen Fallen giebt e alfo gar
Feine endliche, fener DifferengiasBleichung Genttae leiftende,
Gleichung, 8 mijte fich bum eift foldhes Berhaltnif jwois
fcben x und y angeben laffent, weldhes mit jeder Bedeutung
pon z beftehen onnte, wie in ber Gleichung
zdy — zdx = ydy — xdx,

welder die Gleidung y = x ein Gentige thut. G4 ift abet
leit ju erforidhen, tn welden Fallen diefed fratt finde,
SRan darf nur dag BVeehaltnif wifden x und y, rocin z=o0
ift, auffuchen, und dann prifen, ob diefes BVerhaltnif fie
einen jeden Werth von: z eij Senitge leifte,

N

@& ift indef eine Gleichung von drep verdndetlichen
Grdfien nicht blof dann imaginde, wenn fie nur jwep Diffes
tenjialien enthait, fondern fie-Fann foldbes audy fepn, menn
gleich alle drep Differengialien in ihr vorfommen. Um diefe
Salle gu entwicfeln, wollen iy annehmen, daf P und Q
blo Funftionen von x und y fepen, und daf man die Gleis
dung habe, ;

dz = Pdx 3 Qdy.
Benn diefe Gleidbung nicht tmaginar ift, fo ift 2 irgend eine
Sunftion von x und y, und ifi das Differengial derfelben
dz = pdxtqdy, fowitd P=p, und Q== q. FRun has
ben wit aber oben gegeigt, daf pdx + qdy Pein Differen
glal etner Fuaftion von x und y fepn Pann, wofern nicht
?I /= (g ) 1t g, wie it oben angenommen haben, (%)

Dasg

[ - -

»o

il
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| basDifferensial von p, tenn biof y als veranderlich Hetvach: i
 tet wicd, durd) dy dividirt, bedeutet, und (d—q) auf eine

X

abnliche et verftanden rweeben muf. ©8 fann daber die
Oleidhung dz = Pdxt Qdy nigt anders recll fepn, alg

wenn s ) (

§. 315,
Auf eine ahnliche Avt verhalt es fich mit der Gleichung
! dZ = Pdx f Qdy,
| venn Z irgend ‘efne Junfrion von z, P und Q aber Funt:
tionen von x und y bebeuteri, die z nidt enthalten. Coll
nemlich Z einer Funftion von x und y gleich feyn, fo muf

( ) (dQ) fepn, Nady diefem Kennjeichen- a6t fich

aho bep feber gegebenen in diefet oligemeinen Govm enthals
teren @iﬁerenﬁiai:@leid*:u:g beurtfeifen, ob fie reell odep
| imaginde it uf diefe At (afit fich 5 B. jeigen, Daf diefe
Oleidhung zdz = ydx + xdy veell ift. ’ﬁmn ba P=1y

und Q = x ift, fo wird (—) == ( ) = 1, Daz

gegen ift Diefe @)Ietdmng azdz =yydx ¥ xxdy imaginar; g

venn Hier wicd (El_y> =2y, und (&_E) = ox, welde
Werthe einander ungleich find,

o

y 313
tm aber dicfes Kenngeichen in feinem gangen Umfange
| untevfucheny fo fepen P, Q und R belicbige Gunftionem
o von
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pon x, y wnd z; too denn alle Differengial Gleidungen dreper
verandeilicoer Gudfen, wenn fie jum exfien Grade gehoren,
unter me{sr Form begriffen toerden:
Pdx iQdy ¢ Rde =6;

So oft nun bdiefe Gleidung rveell i, fo ift z immer gleidh
einer Funftion von x und y, und fein Differenyial Hat folgs
lich dicfe Form: dz=pdx +qdy. TWenn daler in der
gegebenen Gleichung jene Funfrion von x and y fur z, und
pdx f qdy fir dz gefent wird, fo muff ncthwendig die
identifhe Gleichung o = o entftehen. Und da nun aus det
F; — g]fj ift, fo muf

nothoendig, tenn in 2, Q und R jencr Werth fur z gefest

gegebenen Oleidung dz == —

P Q
it p= — 1, und g = — 5 weeden.

§. - 314.
WWeil aber dz = pdx + ady ifty fo ift nach bem bors
{ d q '
Hin Bemwiefencn l\d?/ = ( Y Da nun  durd it

Gubititution ded Ierthed von z m xund y, p=

P 2 = :
sy und g = — R oied, fo findet man hierdurd

( ) R&u‘{?d“\) (o ( Rdw{-ﬂdﬂ
dy ( RRdy ity D " RRdx )

und multiplicivt man durd) RR, fo echalt man diefe Gleis

chung

GeRE caR el

Die Nenner dy und dx zeigen qud bhier an, daf nian bey
der Diffevenziation dec Rabler blof die Erdie «ald peians
detlich Detraditen foll , beven Diffevenzial wn Deur Jiennet

fteht,

|
|
|
|
|
|
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frebt, Diefe Diffcrensiatien aber dP, dQ, dR, laffen {ih
nipt eher erfennen, als bis man in den Geofien P, Q und R
den gefidrigen Wertd fur z fubjiituive hat.  Da nun devfelbe
unbefannt ift, fo muf man folgenden eg cinfchlagen,

§. 315 |
Da P, Q und R Funfrionen von x, 'y und z find, fo
fee man |
wdx f Bdy T ydz

aP =
dQ = 7Jddx { ¢dy § {dz
dR-= »dx T 8dy + idz

und faffe «, 8, v, 3, 5 2. Die FunEtionen bedeuten, dic bep
| ber Differengiation entfrehen. Nun nebme man an, daf
anftatt z allenthalben fein Wevth, durdy x undy ausgedructs,
gefest twerde, und fubftituire pdx + qdy fiie dz, HUiks
denn toird : :
| dP == (e top)dx + (B yq)dy

dQ = (3t ¢pldx + (s ¥ {g)dy
! dR = (T +p)dx T (3 F +q)dy.
Hus diefen IWerthen flieht nun

(%):9-{--::;; (}E = f:p

(3*5) =R174q; (—3%) =T ¢pe

§. 316

Da alfo gue Realitat dev SGleichung erfordert wird,
Daf

drR 74P rdR dQ
fey, fo toird, wean man die gefundenen Weethe fubftituire,

.‘ P 14q) — R(BTvq) = Q2 1p) = R F<p)
e : ‘ FNun
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A , P Q
Nun haben twic vorhin p = — =1 und q = — = gefunz

den, und da die Differengialien nicbt mehr in Redynung
fommen, fo tonnen diefe IWevthe gebrauddt werden, wem
aud) gleich fitr z fein duvch x und y auggedructter Werth
nicht gefest wied. €8 ift daher
Pff——E?—-— R T Qy = Qn ——-!LQ‘-—RE-{-PQ
R R
odet
o=PQE—9tQr—12) F R(E—D).

§Beil aber die Gedfen B8, 2, v, n, C, &, durch die Differens
siation gefunden werden, fo wird, wenn man die obige Bes
seichnungsart gebraudt:

o= P H———)‘i' (-——-—)T dj-ﬂ

MWenn diefe Tigenfchaft nicdht in einer @lmbung anautceﬁen
ift, fo ift diefelbe nicht veell, fondern imaginar,

§. . 317,

b wir aleich diefe Negel aus der Betrachtung der vers
dnderlichen Brdfe z hergeleitet haben, fo ift gleidhmobl, da
alle Grcofien anf gleiche YUrt vorfommen, offenbar, dak man
bep der Betvadhtung einer von den Ubrigen Grdfien eben
venfelben Ausdrud gefunden haben mirde.  ft alfo irgend
eine Differeniial: Gieichung ded crften Gradesd von drep vers
andeclichen Srdfen gegeden, fo [akt fich bievnad leidht beurs
theilen, o0 fie veell oder tmaginde ift.  Man darf nemlid
Dicfelbe nut mit der allgemeinen Form,

Pdx'+ Qdy % Rdz =0
bergleichen, und den Werth dicfer Formel fudben

dQ dP  dQ
(G5 hE- 2 =25 T @)

Stt




=
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Kft diefer MWerth = o, fo ift die Gleichung veell; ifk e¢ aber
| nidt = o, fo ift folcbed ein ficheres Seidhen, daf die Gleiz
dung imaginar und widerfprechend ift,

§ 318 |
Die geacbetre Gleichung fann_auch jedesmal durd die
Divifion auf diefe Form gebracht werden:
Pdx ¥ Qd_y wotz =0,

und da die vorhevgehende Gleichung in diefe Hbergeht, rwenn
R =1 ift, fo (afit fih dad gefundene Kennjeichen einfacher e
auf folgende Act ausdrudfen: : :.‘ |

d Qx\ rdP rdP dQ :
el=F—n(—) 4 (:{;) e

Go oft nemlich diefer Ausdrud in/der That = o ift, fo oft
ift die Gleihung veell; wean aber das Gegentheil fich evs
| eignet, imagiiidr.  Das lebte ift aus den bigher gefihrten
Beweifen gewif.  Was das erfte betrifft, fo liefe fich nodh
fragen, of eine Gleihung allejeit veell fey, wend dag geges
bene Kenngeidhen ftate findet,  Da diefes an dem gegentwars
tigen Ovte nicht voliftandig bewiefen twerden Fanin, fondern
ber Betoeid Davon in die Futegral: Recdhnung gehdrt: fo
begniigen toiv ung Bicr, e8 blof ju behaupten; o8 ift abei
audy daber Fein Rachtheil ju beforgen, toenn ettwa jer
mand fo lange an der Wabrheit diefer BVehauptung jloeis
feln toill, : 4

~

§. 310

@3 evhellet aber qus diefem Kennjeiden suoorderft, daf,
wenn 10 einer Glewbung Pdx + Qdy + Rdz = o, P eine
| Sunftion sonx, Q eine Funfrion vony, und R eine Funfz
{ . ot G a2 :
| Kulers Differens, Bechn, 1,TH, & fion
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(i

tion von z allein ift, dic Gleichung allegeic veell feyn toird,

Denn ¢8 wiid alédann
1P d P d0
(=i @y =i (D
L*L}r.f \. 7 7

B = (=

|
If

l]

SBenn aber, wie vorbin, P blof von'x, und Q blof ton
y, R hingegen von x, yund z ivgend cine Funlbiion ift: fo

witd die Gleidung veell fepn, wern

~

iR

Pf&-—-n— _Q(E”r\) obcr( ) ( P:Q

» N .
it Sivg B.odie Bladung

2dx 3dy . x2y3dz
= ] = P e S -
3 x2v3
gegeben, fo wied, weil fiet P =—; Q=" ud R=~——
i o 70
” ~dR 2xy3 IXXYY .;
und hrevaud { — J= ———, und (--_ } ft,
ax 70

w ‘Q\ 6 Xy 3 ;
IQi = “ 1) =g und ¢3 ift alfo die gegebene

veeil,

§ “3a1,

Wenny P-und Q Runftionercvon x und y, R Hingegen

4 w
bloB vonyz eine Funftion ift, fo iff, toesen (* ) — 03
= o

{1'-':.‘\’

dz /
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{Q\. rd R = T’)
. - oy — y 1t
( 31‘ {“d.&) = o und ((lj 0, i e Wleic i}_‘liﬂg
l h -_'1"-\_ i ¢
tecll, tocan < o ({;’) tit,  €ben diefe Bedingung
'} &

aber wird exforbert, toenn Pdx -+ Qdy ein befiimmtes Difs
feremsial, oder aqug der Diffevengiation ivgend einer endliche
unftion vonx und y s entftanden fepn fo {l. .E:‘;ie;'r_;.af uft Das
hinaus, was wir o‘s y §. 312, Deveitd angémerft haben, nems:
lih, daf Die Gleidung dZ = Pdx+ Qdy, tenn € blof
von z, P und Q abet von x und y Funfiionen find, nidt

B 30y
£y s d I-ll-‘: <+ (™
veell feyn Bann, tofern nidht ("*) = ( =) ift. - Beyde
dj dx
Zalle ftimmen aber vollig mit ci:-;a:wi‘-:r uberein, benn an:z

ftatt Rdz fann-man, wnR cine Snfrion pon z alicin ift,
dZ fegen, wenn Z eine Funition von z it.

§.g300;

S

Um diefed S?eﬁnp,ei:ben ourd ein Bepfpiel ju erlautern,
fo fep die Gileichung gegeben:
(655" 2—5y25)dx +(5x yr—axzd dy T (4x"y" —6xy2") dzemo.
Bergleidht man- Ddiefelbe mit der allgemeinen Form, fo
wird

P

[l

dP
6xy2z — 5yz3; (E—> = 12Xyz — 523}

( )— SR SO

dQ
Q = 5x2yz — 4x23; (-d-:) = IOXyZ — 4z3;

G‘?) = 5x3y = 12x23,
© 23 R =
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dR
Ru — 4x2y; s 63}-.32; (K) N— 8"{}'; P 6}"3:;

(dR y Bx2 6xz2
—_—) = fx2y =— 6Hxz2,
dz ;
$at man diefe Werthe gefunden, fo toird dic Bleichung,
toelche dad Kennjeichen enthalt, folgende:

& (6xytz—5y2z®)(—3xxy=6xz2) T (5%’ yz—4x23)(2xyyEgyzz)

T (4x2y2 —6xyz2)(2xyz—z3 ) =0,

Entwicdfelt man diefen Yusdeuck, fo Heben fich alle Gliedie
einander auf, und ¢8 wird o=o, tvelhes anjeigt, daf die
Bleidung veell ift

5 §. 323
Wenit aber der Ausdruck, der auf diefe et uﬁb
-fﬁ‘énn etchen hergeleitet worden ift, nicht verfchivindet, f
vient dies gur J-tgmgc, Daf die geaebene Gleichung tmagis
nav ift. Da man aber auf Vicfe Avt ausd dem Fenngeidhen
eine endliche Gleidyung findet, fo seiat diefelde, fwern ffe mit
dver *M"frtengial Bleidurg tbercinfiimmt, jugleid dad Nets
haitnif an, weldes dic veranterlichen Gedfen ju eirfandet
Paben. Und auf diefe Art werden die Falle, deren wir oben
§.310. Eeoahnung gethan haben, entwidcls. E8 foy die
Sleicdhung
Z—x)dx +(y—2)dy = o

gegeben. Hier witd P =7 — x; Q==y-2z; und R=0,

dP &10)
fecner ( ) = g Lnb( e Seener wird die

Gleidbung, welde bdag S“remtge:r;}en enthalt, P( )

+dP
Qlg7/r etz — x =7z — 3, woher denn = x wicd.

Da
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Da fhs alfo bier trifft, daf die Gleicdung y = x gugleid
der Differeniial - Sicichung etn Senuge leiftet, fo Fann man
fagen, baf die gegebene Gleidung eigen'tiid) nidts anders
bedeute, al8 dafp y = x fen.

§lo 324t
St alfo eine Differenyialz Gletchung, bte breg petdne
decliche ®rdfen enthalt,

Pdx 4+ Qdy + Rdz = o

gegeben, fo find deep Falle gu betrachten, ju Denen diefe
@leichung fubet:

: dQ  dr dR ‘
[ e ).

Der erfte findet fratt, toenn dicfer: Husdrud in der That
== o wird, wo denn dic gegebene Gleichung veell ift. Wenn
aber diefe Gleihung nicht identifdh i, fo muf man unters
fudben, ob fic der gegebenen Gleidhung ein. Gentiae thut,
%t dies, fo Hat man eine endliche Giieidhung, und viefes ift
e pocote Fall. Dee deitte endlich finbet fratt, toenn die
endliche Gleicbung nicht mit Der gegebenen Differensials
®leichung befteljen Eann,und dann ift die gegebene Gleichung
imaginac, denn e [aft fich Eeine endliche Gleidhung finden,
- die ihr ein @entige leiftete,.

§. 325
Der erfte und dritte Zall find von felbft deutlich, Was:
den gwenten betrifft, fo vecdient ev, ob ev gleich fehr felten
- vorfommt, dennoch fovgtaltig gemerft ju werden, Und da.
| it fdon oben cin Veyfpicl davon in ciner Gleidung, die
| awep verdnderliche Grdfen enthalt, gegeben Haben, fo wols
' : S 2 fen
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L# : (Ex Tt ol oy < v Bwa H
feomiv nioh cine Gleicbung anfuliren; in roclder drep Difz
s I3 o
fescagialien vorfomnren, nemlich
. A w e 1 —
(z—ysdx T xdy T (y — 2dz = o,

“31'"" ‘I]. al

L‘LQ\ »d R
P=z—1y9: (= mo.‘h—-u\lzl*
Yo \37/ > Ndy/ -

I 10D

{/u [ 8 SLERN
i —---jr‘:o“ SO (W o )
Q : Iti;./ . 1‘~:"..r/ 8
‘,rd P 80 &
R =y —1z -—-)::::c-; (= | = I

€3 ift alfo die OGleichung , teldhe vad Kenngeiden
enthalt,

]

und da diefed cine {dentifche Gleichung ift, fo folact, daf die
Differensial: Bletdung nichts anders bedeuset, ald- Dof

§. 3:6:

T,

Da it behauptet Hhaben, daf alfe Differenzial: Gleis
¢humgen bes ecften-@rades, die drey weranberud;c Grdfe
enthalten, auf die Jorm :

Pdx 4 Qdy ¥+ Rdz =0

gebradst toerden Ponnen: fo chn bier ein Stweifel in Anfes
bung dever Gleichungen entfehen, i weldhen Dieerfien Difs
ferens
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ferensialien g"o-*t) oder mehrere Dimenfionen ausmaden,
derafeichen 3. D B, folgende ift:

Pdx2 'i'Qd}?l'i*?{dzﬁ:"‘dedy‘["“dedzf‘Vd}'&m
9illein von dicfen Gleichungen Ht 3u meefen, daf fic auf
feine Weife veell fepn fonnen,  wofern fie nicht Diviforen
von der ecften Form Haben, vie Daber einfache Gleibungen
geben toceden.  Denn da-aus dicfer Gleichung dz =

hw\»’dyi(&xt[T:—FRH‘zd}gdy{TV LRIV Ay VI=0R))
R

foicd: fo ift leicht ein uﬂben, daf =z Peiner Junftion von x
und y, ober dz einem folcben Husbrude, pdx t qdy gleid
peeeden Fann, twefern ﬂu:}t bie trrationale ©sdfe rational
witd, Died wird gefdehen, twenn

(T2 — PR;(V2 —QR) = (TV } RS2

~ ober =

PVV#2STV+QTT

PQ — '
ift. Tenn alfo nicht diefe endliche Bleihunag felbit der ges
gebenen Gleidhung ein Geniige thut, fo ift diefe imaginar,

§.0 327

Sun follten noch in diefem Capitel die Di iffereniiaiz
Gleichungen det Hdhern Drdnungen, bdie drep veranbdevs
lihe Grofen enthalten, betrachtet, und Ddie Falle feftges
fest werden, o biefelben peell oder imaginav find,  Alz
lein Da die Rennieichen gar survermicfelt weeben onrden,
fo laffen toir fic bier auf der Seite, jumial, Da fie aud
ben bisher benugten Duellen aleichfalls flicken, IWenn
fibrigens in der Jntegrals Rechnung. diefe Kennjeichen 102
tblg mexben, fo wigd ¢8 da aucd leicht fepn, fie u finden.
G 4 A
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Aus eben denmr GBrunde betrachten wir aud die Sleichuns
gen nicht, die mehr veranderliche Grofen enthalten, indem
Derglcidben faft nie vorPommen, und wenn fie oovfamen, l
nach dem Bisherigen leicht unterfucht werden Fdnnten,
MWiv endigen alfo Hier Ddie Unleitung jue Differenyiak
MRecbnung , und rwolien nunmelr den  aufierordentlihen |
Jugen jeigen, ben Viefe Rechnung, theils in dev Unalys |
fi$ felbft, theils in der hihern Geometric gewdhit, |

Ynmers
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Anmerfungen und Jufdse

Ut

ecfien Theile
Der
polltindigen Unleitung

e

- Differenzial-NRNednung

von

feonfard Euler. :

@6 ift in mehe afd einer Mickficht wichtig, das BVerhalts
nif der Differenzial - Nechnung ju den ubrigen Fheilen der
Mathematif genau 3u Fennen, und die Veftimmung deffels
ben foll daler audd bden erfien Gegenftand Der gegentvartis
gen Anmerfungen und Sufage ausmaden.

Die Mathematif betracdhtet die Grdfie entweder eingeln
in Conftructionen; und fithrt bann den Namen der Llementars
Mathematif; oder im Allgemeinen, wobey fie die Eigens
fbaften dev Grdfen, vermittelft Confiructionen, ousé deuts

: fichen
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lichen Feg ;nm, bas heilt aud foldben, weldye die Grdfe
nad Jabt und Einheit davfiellen, entwidfelt. Da ihr Haupts
gefcbaft in ‘.w:t' intecfuchung ded Ve

au etnender befrehbt, und bas Verhalt ;
Dey gleichen Einbeiten nach den [ahlen, und bey gleidben
Sablen nady den Einbeiten fich vichtet: fo gerfallt daber die
gllgene mc Wiathemati? in ey Theile, in die gemeine
und bdbere Nlathematit, - Sene betrachtet das Berhaltz
nif derjenigen Srofien, obep die Einbeiten, und dicfe das
WBerhaltnif vever, twobep die Sablen gleich gedacht rwerden.
Was far Theile die Elementar: und die gemeine Mathemas
tif unter fich begreifen, braude iy Hier nicht aus einandes
gu fepen, indem die Differensial: Rechnung sue Hdhern Maz
thematif gefiort; 1asd diefe betrifft, fo verhalt s fich das

mit auf folgende Art.  Supdrderft enthalten die Srofien,

toelche man auf die' Weife untevfudpt, daf man dabeyy bloh
auf ihre Cinheiten Ricfidt nimmt, alfe beftimmee Grdfen
ibrer Gattung unter fich; und da man dergleidhen Grdfen
vepanderliche @rofen ju nennen pflegt, fo Hat die Hdhere
Mathomatif die peeanderiiden Grdfen jum Gegenfrande.
Sum anbern ann man bey der Unterfudhung dev verdnders
lichen Grofien entiwveder aud don Grdfen das Berkd!tnif ihs
,rer @infyeiten, oder aug dem BVechaltnife diefer Ginpeiten
pic Brofen enticelng und daben feenee jene Ginbeiten ent?
wedee von endlicher Srofe fich gedentern, oder fleiner annehs

men, als .1‘ endliche Gydfie, die gegeben tverden Eanm,
Yuf diefe YUrt entftehen jwep ;auprr,,e. ¢ dev Iwi&wn Mathes

matif, Die szi’ﬁl.i:antnzl:}s,a nung und die Iutegral-Rechs
pungy und jeder derfelben jerfalit von newem in jroen ans
Deve, er erjie nemlih in die Lehre von den Differensen

und die Differenzialz Rechnung im engern und gewdhnliz

q.

&en Devfande; der ondere aber in die Lebre von den
Sums
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Summen uftd in die Intearsl-Vechnumng, in bes Bebeutung,
in poelcher diefed Wort gewdhnlich qwmmm wicd, - Um
hier nue ein Paar Worte jur Beflatigung Dicfer Befrim:
mung der Haupttheile der Mathematif ju fagen, o if dabey
febr feicht zu ecfloren, toie ein und Derfelbe Gegenttand
theild in Der Glementar:, theild in Der gemeinen, theils in
Der t‘ci}c"nwm hematif vorfommen Fonne; toic diefed 3 B.
felbft bepm Cicfel der Fall ift.  Auch ift fie im @"uri}-e foes
¢t weu noch unbefannt, fondernw wenn man in fon meiften
Abhandiungen Uher Len Begriff der ﬁﬁ?aaf;fmatm "*b ifive
Sheile andeve und oft weniger genoue Cintheilungen bder
Mathematif finbet, fo vahrt folches dafer, reil diefeiben
in einer anbeen %ibficht, und fir andere Perfonen gefchricben
wutden, a8 ich gegenwartig vov Augen Habe,

Diefes voransdgefest, fo béfhaftiget fich dag Werl desd
unfterblichen Lulce, welches ich den Yiebhabern der Hihein
Mathematif in einer Deutfden Ueherfesung u licfern anges
fangen, mit der Differenzial Rechnung im weitliuftigen
LBerftande, und bem erften Sheile der Sntegral:-Rechnung,
ober ber fehre von den Summen; tind dev erfte Theil deffelz
ben enthalt m!otlbws Die Lehre von Den Differengen und
den Summen, fo wie aud die Differensial - Fednung im
engern Vevftande felbft, indem die Anwendungen diefer
Sheorien den Gegenftand des joenten Theild ansmadhen.
PRetrachtet man dafer die Sntearals Rechnung eben diefed
grofen SMathematifers, ald ju dem gedachten Werfe gehds
tia: fo fiadet man in Depden Scbriften die HDaupitheile dew
hihern Mathematif gang in der Didnung; in weldher fie
fich vorhin darboten, und e8 fpricht daler auch diefer Uma
ftand fhv die vorfrefende Cntwicfelung,  Aber die Yvt, wie
fich Zuler @ber Die ﬁ.,iﬁmasen wud die Differenjintien ez

flart
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flact Hat, bereifet, Daf ich bep meiner Claffification von einer
anbern Borftellung audgegangen bing und fo e

mic eine Duelle u mebrern Unimerfungen,

boffe, Daf fie wenigftens

¢ ds o N T T NS
foerden, elche dad Sulerifche S8:

Differeniial : Rechnung jum GScunde legen tollen, wenn fie
gleich fue Kenner Peine Wichtigleit Haben Lonnen.  Tn dep

Mittheilung derfelben will ich die 11'5*!::1!1.; betolaen, daf
ich jedegmal eitie tabellarifde Darht

jenigen Capitel, twovauf fie fich bfaie‘)-.“:, w vanjdice.

5
e

Subalf




Snbalt
Des erfien und jwepten Capitelsd

Ded
erften Theild der Eulerifchen voliffandigen
Anicitung ur Differenzial-Rechnung.

TR AT

Snbalt des evfien Capitels.
Bon den i}iff?g:eu;cn,

: %or'“ fig von Der Qyuaa.b“ qing Ded MWerthed einet jez
den Junftion, wenn man die véranderliche Grofen ders
fetben m‘*lm annimmt, §. 1. und von derjenigen, roels
e an dem gegenmartigen Orte jum Grunde ge[egt
werden foll, wmsbetondere, §. 2. 3.

2, Ynfanasarimde der Lefjre von den Diffevenzen und den
Gummen, §. 4 2.36.

a; Bon den Differengen; §. 42 22
w, Grflacung, Acten und Vejeichnung det Differengen,

_;" -i - ?
6. Anmerfungen m:e dic Natur der Differenzen, und
pavauf gegrindete Methoden, viefelben qusius

druchen, 5. 8: 11
v, €tz
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1L % e

y. Grfindung der Differengen, §. 11222,
aa. Bon dev Criindung der Diffetenzen dberhaupt,
§. Il
bb. Bon der Ecfindung der Differengen foldher Funt:
tionen, toeldhe entiogder Aggregate oder Produlte
find, §. 12.
ce. Bon der Criindung der Differenzen der ganyen
uno menlnz Sunftionen, §. 13 ¢ 15,
dd. Bon der Erfindung der Differenzen der gebrode:
neit und icvationalen Funktionen, §. 12 - 20

(&

t

ee, BVon der @uﬁv?"wrr der Differengen der tranfoens
denten Funftionen, §. 21,
ff. Von Dden a{{omnemm Sormen Der Differengen
einer jeden Ordnung, 4. 22,
b. BVon den Summen, §. 23 - 36,

o

IS A - - Tanilns ‘.u'l R Trere
¢ 2ie Die vevdanbderten MWetrthe der Kuntiionen vermits

P

telft der Differenzen audgedruct merden fdnnen. §.02
1 i L R )

8. Loa den Ediwierighed t¥ehre von den Sums
men, und den daher fle die gegenwartige Untets
fudbung entftefienden Grenyen, §. 24,
v. Erflatung und Begetdhnung der Sutimen, §. 25,26
o. Tonber Eufindung dev Sumaten gn S gegebenen Diffes
6 2 16.
aa. @aupf%ag«c t-e.,_:,z:-, aus der Lelire von dén Diffevens
jen abgeleitet, §. 26, 29,

bb. Bon ver Sefindung der Summen ganger vatios
naler Funfrionen, §. 28 - 31.

ce. Lon der Eofindung Mer Summen, wenn Sie ges
gebene Diferen; aus einfachen Saftoven beftebt,
bie eine arithmenifebe Progrefion bilden, §. 22,33

ad. Bon ver Crfindung der Summen gebrochenet
Diffevensen, §.34 2 34

Sifalt

(3
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Snbalt Des svepten Capitels.

Bon vem Gebrauche der Differengen in der fefire
von den NRethen,

1. Bon den verfchiedenen Acten der Reihen, §.37. 38, von
dbem allgenteinien und dem fummirenden Glicde der
Reihen, § 39, und von den Anjeigern, §. 40.

2. Bon der Erfindung desd allgenieinen Gliedes der Neiben,
§. 41 7 52.

a. Bon der @rfindung desd al!gen*cmcn Gliedes der Reihen
vet erften Ordnung, §. 41.

b. Bon der Eefindung ded allgemeinen Gliedes dec Reibhen
der joepten Ocdnung, §. 42. \

e. Bon der Erfindung des aligemeinen Gliedes der Reifen
der dritten Ordnung, §.43.

d. Bon der Erfindung des allgemeinen Gliedes der Reibhen
einer jeden Ordnung, §. 44. 45.

e. Weitere BDetvadytungen uber die unterfuchten NReiben,
und deven allgemeine Glieder, §. 46 - 52.

w. Sede b:cfw Reihen ift eine mlebcrfcbrenbe Reibe,
§. 46. 47.
#. Yug dem allgemeinen Glicde derfelben (4Gt fich die
Ordnung beftimmen, 3u welder fic gehdet, §.48:
v. Aud laffen fich Parausd die Reihen der Differengen
~ finden, §. 49 - 5L
o, Wenn das allgemeine Glied einer Reifhe befannt ift,
fo Fann man die Reibe nidht nur vicfrodets foctfesen,
fondern audy diefelbe interpoliven, §.52.
3. Bon det @tfmbung D¢s l'ummtrenben Sliedes der E}Iﬂf
bhen, §. 53
Eulers ZDsﬁe:tens. Rechn, 1. TH, < 2. Was
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2. IMWas dag fummivende Glied einer Rethe fen, fo rofe
auch die Erflarung der fummirenden NReibe, §. 53.
b. BVon der Fefindung ded fummivenden Glieded der Neis
hen, vermitictit Der fummirenden Reihen, §. 54 57,
e, Methode das fummitende Glied der Rehe unmittels
bav aus dem allgemeinen Gliede verfelben ju finden,
§. 58 - 68.
«. Defcbretbung diefer Methode, §. 58 2 Go.
g. Gebraudy derfelben, §. 61 = 71,
aa. Bey den Reifen, deren allgemeined Gliecd unter
der Form xm begriffen, oder eine gange rationale
Kunftion von x ift, § 61 - 63.
bb. Bey bden Neiben, deren allgemeines Glied el
Produlft aus einfadhen FJaltoven ift, §.65 67
cc. Tep den Nethen, deren allgemeines Slied cine
gebrochene Funftion ift, §. 68. 69.
. Summirende Glicder einiger vor andern merfioly
digen Reihen, §. 70, 7L

Animet
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“Anmerfungen und Sufise
jum

erfien und ywepten @'apitel.

%mn man den heil der Differensial s Recbnung, welder
ficb mit den Differenzen befdaftiget, aus dem &, 284. feitges
festen Gefidtépuntte betcadbtet, oder annunmt, daf in dDer
fehre von den Differensen Das Berhaltnif det Ginbeiten fol=
ther Grdben erforicht werde, auf deven Jahlen man bep
Diefer Wergleicdung nicht 3u fehen Sraudt, mweil diefelben
bey den verghchencn Grdfen gleid) arof vorcusgefet e
Den: fo gebiihrt der erfte Plag darin der Wniweifung, die ges

badbten Ginheiten deutlich aussudructen, roeil ohne dies die

Unterfucbung ihres Berhaltniffed unmoglidh ift.  Angenom:
men alfo, daf y und z jep ‘gleidartige Srdfen bebeuten,
decen RVevpaltnif blof von ihren Cinbeiten abhangt: fo
andert fich quodederft das Berhaltnif von y und 2 nidt,
toenn man my fir y, und mz fur z fegt, m mag Gbrigens
vorfrellen, twas e8 will, ¢ine gange oder gebrochene, eine
abfolute odet pofitive ober negative, eine rationale ober ivs
tationale, eine mogliche oder imagindre Sahl, und s find
bafer y und z verandeclicbe Grdfien in dem Berftande, in
welchem Luler in der Cinleitung in die AUnalpfis des Uns
enbhd;en *).diefe Benennung nimme,  Diefed voraudgefest,

2 2 ift

*) Sin evfien Sheile 1 evfien G.’anifel; fo wie anch in gwepten
Lheile tm erfien Cavitel, gleish im Anfange.
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ift leicht einjufehen, daf man tie Einheiten von y und 2
felbft, nicht anders ald unbeftimmt aedenfen und ausdbrucken
£ann, ob fidh gleich tabey der doppelte Fall annehmen (ajt,
Daf Ddiefe Ginfeiten ju ifren Grdfen entreder irgend cin
endliches Verhaltnih haben oder nicht.  Senes findet in der

Yehre von den Differenzen und Summen, diefed in der Dife

fevengial- und Sntegral : Rechnung ftart.  Nun fev Ay die
Ginbeit von y, telde u y irgend ein enbdlicdhes abes
unbefanntes Vechalmif hat, und eben fo Az die Cinheit
von z; fo ift offenbar, daf fid das Verhaitnif Ay : Az,
toerin die Yrt, wie y und z von einander abhangen, nidt
aegeben ift, blof andeuten, aber nidht entroicfeln 1akt, und
- dabey muf 8 -alfo eudh bey ihnen fein Bewenden Laben.
Wnders ‘ift der Fall, wenn y ivgend eine Funftion von s
titd.  Denn fegt ‘man 3. By ==az, und Gehalt dabey
Ay und Az in der angenommenen Bedeutung: fo muf,
wenn bepde Grdfen 7 und z qus ‘einer aleich grofin
Anzabl von Ginheiten beftehen follen, nothivendig A y =
a Az, und alfo
Ay DN2(=alz A2 =1a:1

foerden.  Untecfbeidet man daher verdnderlidye Grofien
und Sunfrionen veranderlicher Grdfen auf die Nrt, daf

man unter jenen blof diejenigen veranderlichen GSrdfien ver
ftebt, weldye einjig und allein alé Sumfnen ibrer Einbeiten

gedacht terden und untee Funfrionen veranderlicher Grods

fien alle diejenigen veranderlichen Sedfen begreift, mwelde
qus jenen und aus beftandigen Grdfen auf irgend eine Art
jufammengefesst find: fo ift flar,

1. daf man das Berhalinif der Ginbeiten jrweper verdns
derlicher Grdfen blofk begeichnen, aber nidt entivickeln

und deutlich ausdyucken fann; fondern daf diefes
2, Ry

|
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2, nur dann mdglich wird, wenn die gegebenen Grofen
Sunftienen von andern veranderlichen Grdfen find.
Bag aber dic Art und Wkife betrifft, das gedachre Vers
halmif in dicfem sweyren Salle 3u finden:  fo berubet dies
felbe auf folgendem Icichten Gage: Da die verdndeelichen
Grofien, man mag diefe Denennung im engern oder im

weitldufrigern Verftande nehmen, in Anfebung der Nienge

ibrer inbeiten nicht von cingnder verfchieden gedacht
werden dtivfers, und folglich die Nienge der Linbeiten
ciner Sunfrion diefelbe feyn mug, als die Nenge der Eins
Beiten derjenigen Grdge, wovon fie eine Sunfrion ift: o
nmufi, Oa z ¥ Az von z um die Einbeit Az unterfchieden
ift, anch jede Suntrion von z + Az, weldhe man qus cinee
SunFtion vonz erbdlt, wenn man davin allenthalben z 1 Az
fiie z fent, von Oit Sunkrion von z um cine ibrer Linbeis
ten untexichicden feyn,  Werwandelt man daber cine geges
bene SunPrion von z auf die gedachte Are in eine Suntrion
von z ¥ Az, und 3iebt von dicfer, nachdem man die dazn
wdthigen, in der Sunktion felbft angeseigten, Operationern
porgenommen bat, die gegebene Sunkrion ab: fo finder
man in oem Refte die Einbeit der gegebenen Sunkrion,
und swar duech Az, z und beftandige Grofen, und alfo
deutlich ausgeorude, €8 fey, 3. D, Die gegebene Funftion

oy z2
225

fo it die nach der geaebenen Vorfchrift daraus abgeleitete:
(zt Az)2 = 22 ¢ 2202 ¥ Nz2
und folglich
22 + 220z + Az2 — 22 = 220z F Q22

die gefuchte Cinheit der Funftion von z2 in'einem deutlichen
Nusdrucke. Auf ahnliche Avt findet man fic die Einbeit der
Funttion 23 den Yusdrud: . :
23 - 3372z
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3220z ¢ 32022 + A\23
und fue die Cinheit Der allgemornen Funfrion zn den Yua:
druck:

. n(n—1) n(n—1)n—2)
nzt~I\z f — z0=2/\z> + z0~3\z3
1 I -

" A e

N
&

%

tvo, da der Binomifche Pebrfag  S. Jufdne ym erfren Theile
meiner Ucberfegung der Sulevifben Einleitung in die Analys
fis des Whrendlichen) Fiir jeden Wertlh von f erivicfen worden
ift, njede Fahl, von was fir emer Aet fie fepn mag, bes
Deuten fann.

Wad idh bisher Cinbeiten verdnderlicher Grdfen ges
nennt Habe, Dbelegt Luler mit dem RNamen, Differens. und
ftatt Dee RNedendart: die Einheit ciner verdnderlichen Grbie,
oder einer Funftion von einer verdnderlidien Grdfe deutlidy
ausdrucfen, gebraudht er diefe: dic Diffcrens einer verdna
verlichen Grofie, oder einer Sunktion von cincr veranders
lichen Grofie finden, Beode Yusdenicfe find qut, wie, bey
einiger Ueberlegung, jeder von felbft fieht, und ich werde
midh) threr daber in der Folge ebenfalld bedienen.  Bis jetit
Dabe i e8 nidht gethan, fo wie ich miv diefelbe Krenheit,
o ed mir niglich fobeinen rod, audy nodh ferner vorbes
Dalte, um die Hauptfage der Lehre von den Differenzen und
Summen unmittelbar aug dem Vegriffe diefer Theile dee
Differengial und Jntegral: Redynung, und, tie ich Hoffe
jugleidh auf eine leichtere Urt abyuleiten,

Da ferner die verdndeclichen Grofien daduych vees
andeclidhe ®rdfien find, weil fie aus gleich grofen Nians
gen von Linbeiten beftehen, und dic Gleichheit der Wiens
gen ibree Linbeiten Eeine Yeranderung leiden Eann, wenn

RN
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mian jede diefer Grofen um eine ibree Linbeiren vers
mebee: fo ift es auch bey dev Linterfuchung Oér verandera
lichen Grdfen als folchee (0 b, unter der Dedingung, daf
alies von ihhen su Dehauptende auf die gleiche trienge
iheer Einbeiren in ihnen, unod sugleich darauf allein; ges
geandet werde) gleichoiel, ob man diefe veranderlichen
Gedfen felbft nimme, edew jede derfelben um ! eing
Rinheir vermebre.  SSind daber 3wey veranderliche Grds
! Gen, fiz mSgen nbrigens befchaffen feyn, wie fic wollen,
cinandee gleich: fo muf man aud) wieder eine Bleichung
befonsnen, wenn man {iate jeder Dek veranderlichen #:02
fien im engern Verftande, woraus fie etwa sufammenges
fest find, cben diefe Grofen, wm cinne ibver Einbeirern
werinehet, fent. it Daber
. yz"’-’-zixiwt\'i!(.
S fo ift audh
yﬁ-&y:izi&zixt&x-t\v"_‘ﬂw:v“'.'..ﬁv"_‘.;c.
gnd daber, wenn man bietoon die vorhergehende Gleichung
abyicht, \ v
ﬁl\}r:i&zi&xf—ﬂwﬂ&vizc.
und ift
}’ — ZX
fo ift auch
7 Oy = @t ADETAx) = 5% B TATL W TAC S JFALTARS
und
Ay = szt 20x T H2Lx
umd auf &hnliche Act in ahnlichen Fallen.
Da dicf:s die Hauptidge gur Cefindung der erfren Differens
3en geaebener Funfiionen find, aus welcdhen die ubrigen im
9erfe befindltchen abgeleitet twerden: fo Fann idy mid 10
et Aot und Weife wenden, die jroepten und folgenden Difs
ferengen geaebenes Funftionen gu finden, ober Deutlich aus?
e sudructen,
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gudbrucken, babe aber dabep nicht ndthia, weitiauftia zu
fepn.  Denn ift die Sinheit oder erfte Differens emner geqes
besen Sunflion wieder eine Funftion; fo gilt das BVorhers
gehende, in fofern fie eine Funftion tit, noticlid qudy von
ibr; und behanbdelt manyie darnad : fo fiudet man auf eben
Oie Are Die jroente Differeny aus der eriten, ald man die
erfte aus der aegcbenen Funftion befam. Sft ferner die
awente Diffeveny ebenfalls eine Funfron: fo &kt fich auch
von thr behaupten, mwas fo eben von der erften im abnitden
Jalle gefagt worden ift; und alfo audy aus der jrenten
Diffeveny auf eben die Hut die dritte finden, als dic stwente
aus Der ecften, oder die erfte aus der gegedenen Funftion
felbft, abgeleitet werden Pann,  Auf dhntiche Art Pann man

immer fort fcbliefien, und jur wirflichen Unmwentung bdes

Gefagten darf man nurvor Hugen bebalten, was man bey
einiger eberlequng bald findet, daf die @Einbeifen der pers
andetlidhen Grdfen im engern Berftande feine verdnderliche
Grofen fepn fonnen, fondern nothoendig beftandig fepn
mifien,

Auf diefe Act ift vieles von dem, wad Euler in den orz
ften 104§. des evfren Gapitels fagt, sur Erfindung der Difs
fevensen, entbebrlich; aber diefes berimmt ihbm dichts von
feiner Wichtigleit, fondern e mfirde otelmehr die vorfies
hende Gntwicfelung der Gulerifcben fehr weit nachfteben,
wenn man daben die Methode, die Differenzen ausiudrufs
Pen, telche §. 10, enthalten if, auf der Geite laffen mifte,
inbem diefelbe bey dem Gebrauche der Differenen duferft
nothoendig und widbtia ift. llein der Weg daju ift nicht
verfperet, fondern et bietet fich nur etroas fpdter dary und

ob dics radtheilig fep oder nidht, witd fich bald beurtheis
fen laffen,

Juvor

-F
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Suvor muf ich folgendem @intusfe begegren. ,,TWenn
det Grund feftfieht, auf weldem der Eap &.293. fid fugt, fo
muf man auch folgenves behaupten Eormen, Wenn y irgend
eine Funftion von z, Ly die Differens von y, und Az die
Differens von z bedeutet: fo muf, nachdem man y um nl\y,
und z in dem y aleichen Ausdruce alienthalben um nlz
permehrt, die nbthigen Operationen vorgenommery und die
geaebene Gleichung von det gefundenen abgegogen hat, nly
dem in ber andern Halfte der refulticenden Gleicbung fich
ergebenden Ausdructe gleid fevn, n mag eine Sabl bedeus

ten, was fur eine e8 will,  Sft dies, fo muf man aud fie

a die um eing verminderte ahi n—1 fepen fonnen, und
thut man foiches, fo muf, wenn sulent bev filr (n—1Ay
gefundene Tecth von dem fur nAy gefundenen abgejogen
witd, der Werth) von Ay eben fo hecauifommen, ald ihn

der &. 293, frehende Sar gicht. G2 fen aber 3. D, y = 22,

fo befommi man
nAy = 2nzlz ¢ n2Az2, und :
(n—1)Ay = 2nzliz—2:la tn2le2 — 20l | Da?
' und folglidh :
nl\y — (n—1)Ay = Ay = 220z T 2022 — AN P

. und nad der €. 203, gegedenen Regel findet man

_ ﬁ&y:qz/ﬁz{-&_zz;
wic [aft fich diefer Widerfpruch febeade Fd Babe Die vers
andeclichen Grdfen eingetheilt in verdnderiiche Gudfien in
engeret Bedeutung, und in Gunftionen; und ju jenen die
gevechnet, welde man fich niht anders ald Summen ibree
@infeiten, aedenfen fann,  Wenn dabher pon verandeclichen
®rdfen in engerer Bedeutung dieRede ift: fo hat man allees
dings ein Necbt anjunehmen,, bafp die Ginbeiten von jeder
derfelben einander gleich find, und daf fich die Ginfeiten
stoener foldper veranderlidhen @rbdfen ju cinandee eben fo ald
g : dicfe
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biefe Grdfien felbfk verhakten, E3 feyen 3By y und z jtoey
vevanberliche Gedfien in engerer Dedeutung; o hat foivohi
Ay als Az die Brife, die demielben einmal, obgleich unz
beftimmter Weife, bepgeleat ift, beftandig: und renn ye=
az tft: fo verhdlt fich Ay:Aze=myiz—aziz=2:1,
Yltein, wenn die gegebenen veranderlichen Gtdfen Junftiosz
nien find, fo verhalt es fidh meifeens (denn einige find alleys
ving# qudgenommen, wie 3. B, wenn y = az ift) auf eine
andere Aot Wollte man nemlich auch die Einbeiten odep
Beftandtheile dev Funfeionen einander gicich annehmen, fo
toiirde man dadurd die gange Unterfuchung der verdnderliz
then Grofen, als folcher, unmiglich macben, weil man Ddas
burch in der That die gegebenen verdnderlichen Gicdfen in
beftandige vermandelte  Denn o fep y = x2: fo ift noth:
toendiger Weife Ay e=2xAx+ Axz. Nun fen ytAy=Y,
und x FAx=X: o ift audh ¥ = X2 und Y+ Ay=
(X + Ax 25 foiglich Ay =2Xdx + Ax2, @ollie daz’
her 2Xdx + Ax2 =mo2xAx ¥ Ax2 feon, fo toiicde aud
X = x fepn muffen, und e8 fdante demnedd x nidt den
2Werth von X in fich febliefen, teldyes doch fepn muf, wenn
x eine veranderliche Srdfie bleiben foll, Mup man alfo ans
nehmen, daf die Funftionen verdndetficher Srdfen nidt
tmmer, oDer dielmehir in den wenidften Fallen, Summen
gfeiber, fondern ungleiher Deftandtheile find: fo muf man
audy, wern vecfdicdene, nnmittelbar oder mittelbar auf eins
anbdee folgende, Befrandtheile devfelben aligemein quggedeudt
werden follen, die Jetchen Dagu fo cinvichten, daf daducdh
dupleih die Stelle diefer Beftandifheile angedeutet werde.
Dasu ift nun die Gulerifdhe Begeichnungsart fehr bequem,
und fie wird dabee, fo wenig alg wic fie bigher gebraudht
haben, fo bald man auf den geaenwartigen Punft gefom:
mien ift, nothwendig, @3 fep alfo y irgend eincr Zunftion

pore
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pon z-gleich, und y terde y tnliy, toenn z inz¥nlz
pecwandelt wird.  Feener ey

y+ Ay =y v 134y =y
vy 128y =3% v 140y =37
20
#nd Ay =y — y; Ayt =y —yt; Oyt =y =35
3.3 fo roird man nie vetfudt roerden, fo su fcblicfien, alg e8
in dem angefithreen Ginutfe am Ende gefdhehen ift, fondern
piclmehs auf folgenbe et S

y =23

fo ift, wenn man den bey y in der Gtelle der Epponenten
fichenden deutichen Dudftaben eben die Ledeutwng giebt,
weldhe vorhin dic dabep fichenden vomifchen Biefern Hatter,

vyt nQAy =yt = snzAz T n2lz2
vyt in-—l?&y:y“"i =snzf\z—az Azt Azr~dnAz*+ Az*
~und alfo '
yr — yi-I = Z‘_\,yﬂ-l = a2z b en—1)N2%]
and twem Fonnte 8 dabey einfallen, Ay = nzlNz T N2
mit Ay ju verwedhfeln ?

ngenommien alfo, Daf die Tehre von den Differenyen
aang methodifdy vorgetragen werden foll: fo fcbeint e am
figlichften in folgender Ovdnung gefcbehen gu tonnen,

1. Den Anfang muf der Beariff von diefer Tehre mas
den, fo dafi Dabey der Gegenftand derfelben, und vie AUbs

ficht, in mweldper ex Davin untecfudt witd, deutlich uad enle
wickelt angegeden toerde.

2, ievauf muf die Art und Weife folgen, die Ginbeis
ten, ober SHeftandtheile, oder Diffevenzen der verdnderli
. den
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cben Srdfien derhaupt, in fo fern man untee jenen endliz
che Grdfen verfieht, deutlich augjudructen; Dann mug

3. Die Jatur det gedacdbten Beftandtheile oder Diffes
rengen genaquer entwicelt, und damit die Defbreibung der
ubrigen auf diefe Entivicfelung fich griindenden Methoden,
bie Differenen darsuftellen, becbunder werden,

4. 3ft diefes gefchehen, fo ift der Weg sur Unterfubung
bes Verhaltniffed der Diffcrensen gegebener peranderlicher
Gedfen gebahnt, und Dadurd) aud der Ort diefer Unters
fuchuirg beftimmt,

5. Den Befdluf Fann endlich die Lehre pon vem Gez
braughe der Differenzen machen, toofern man nicht licber die
Unleitung daju bis nady der £ehre von den Summen vers
fraven will,

Da e8 Hier nidht meine ALfhE i, die @ehre von den
Differengen pollftandig abjubandeln, fondern blo§ cing und
bas andere ju beriifiren, was mir nicht undienlidy febeint,
Antfdnger in der Hihern Wathemati?, gur eigenen leberles
gung, anguiziten, (weldys Gefanntlich buvch Borzeichnung
und Vergleihung mehrerer su Ginem Riele fihrenden WBege
am, beften gefdhehyen Lanny und jugleich, fie- fo viel als mdg:
lich vor den SchmwierigPeiten gu. vevivahren, die fo mande
ben. Der Grlernung der hohern Mathematif finden: fo habe
iy nidpt ndihig, das big iest aug Zulern nidt beriihute
ebenfall® aug den oben mitgetheilten Hauptidgen absuleiten,
w1 dadurdy ectedbhnten Unfangern das Bergniigen ju ents
k¢ 5er, was fie durch die eigene Herleitung deffelben fich vers
i tffen. Bdnnen.  RNoch weniger-fann. i mich entfchliefen,
Qg fdon die Betradbtungen anguftellen, melde eigentlich

% erft

- ——r—_—
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erft in der fehre von den Differensialien gebraucht werden,
S fene alfo blof nodh einige leidpte Unmerfungen uber die
gehre von den Summen her.

Suodedert flicht dec Gab, &.27, da
y = &}’ 5 f;\)’n t Ay T &}’zr + AYV o
ift, fehr feicht ausd der in dicfen Unmecfungen von Dben pers
Gnderfichen Grdfen gegebenen Vorfrellung, wobey Ay ein
allgemeiner Auédruck fie die Ginfeiten von y ijt, und alle
porhergehende Einheiten von y blexemgen roerden, welde
der L. durch Ay &}n & Ay 16 audgevuct hat.

Sum andern eraeben fich nicht roeniger leicht die Regeln,
twelche ben der Abanderung der . 28. §. 28, jum Brunde ges
legten Sormeln befolgt worden find, aus dem Sape, dal
~ bey den vecanderfichen Grdfen im engern Verftande dasd
Perhalmif ihrer Einbeiten dem BVerhaltnif dor Grdfen
felbft aleich fen; und wenn dabei Anfangern, toie bisieilen
su gefdbeben pfleaty die Urt ju febliegen, meldye tn dem anges
flihreen §, herefcht, nicht einlendtend ift, fo Liegt die Sdhrows
vigfet in nidyts als in gewiffen dunfeln BVorfrellungen.
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Driffen und vierten Capitels.
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Ceabalt Des britten Capitels,

Bon bem . Unendlichen und dem unendlidh Kleinen,

ui1tcr allen Unterfucdbungen, twelche Euler in dem qeaens
whrtigen MWeefe angeftelit Bat, ift feine, die Anféngern
meht Schmierigfeiten machen fdnnte, ald die in dicfem Ddrite
ters Gapitel, und bielleicht find diefelben nicht immer blof febeins
bar. @8 wird daber audd ndthig fepn, daben lGnger al
bep den nibrigen 3u vevmweilen, . Euler handelt darin von dem
Unendlidben und dem unendlich Kieinen auf folgende Aet.
1. Suvdrdert fudbt ev die Behauptung feftzuftellen, und
wider Die dageren gemachten ECintoitefe ju fichern:
Daf eine jede Grofie ind Unendiiche vermelrt werden
fonne, §.72:82.  Sn diefem Abfdiutte findet
man
a. die evwvdbhnte Behauvtung feldft, §, 72. 73.
« aud dem Degriffe der Grdten abgeleitet, §.72.
A. an einelnen Acten ber Grdfe crldutert, und das
durch beftatiget, §. 73.
b. cine Anjeiqe der Schmieriafeiten, worin man fidh
bep diefer Behauptuna vermicelt hat, nebff dev Wege
vaumung decfelben, §. 74 81,

c. Daf

o
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¢ daff man roenigitens in der theovetifdien Mathematif
unendlide Sablen in bem BVerftande, in weldem vas
9Bot unendich vom Berfaffer genodimen wicd, nidyt
leugnen Ednue, §. 82. Hievauf folgt

2, eine genaueve Entroick-fung der Begriffe des Unendliden
und ded unendlich Kletnen, §. 83+ 96. :

.iz:

a. Gntroickelung ded Begriffd ded unendlich Kleinewy §.
83480,

s, 2808 man unter eier unendlidhy PFleinen Grdfe 3u
perftehen habe, §.83. und warum man diefe Grds
fen nicht fo bejeicbnet, al8 ¢8 darnady gefdhedhen ju
miffen fdeint, §. 84. 85. |

8. Daf man die unendhich Fleinen GSrdfien jwat roohl
in Hanfebung ihres avithmetifdhen, aber nicht in An-
fehuna thres geometrifchen BVerhdltniffes ju cinandee
vermwedfeln diicfe, 5. 86 87.

s y. Wie ¢& fich mit Den Potefidten der unendlich flelnen
: Grogen verhalte, ober von den Ordnungen unter den
unendlich Fleinen Gidfen, § §8 89.

. b. Cntioidelung ded Degriffs des Unendlichen, odet uns
enblich Srofen, § 9o - 96. _
f. #. Daf man dag Unendliche durch die Divifion endlis
| e Grdfien durchs unendlich Kleine cehalte, §. 90,91,
| g. Hicrauf gegeandete Crflarung des Unendlichen, § 92,
y. Betfchicdenheit der unendlich grofien Grdfen, und
daf 1ede derfelben noch weiter vermehrt werden fann,
§. 93. _
2, Bepfpiele unendlicher Srdfen aus der gemeinen Mas
thematif, §. 94. '
A % Bon den Ordnungen oder GSraden des Unendbliden,
§ 95, 96, |

‘ 3. Den
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3. Den Befebluf madien noch einige anbermeitiqe Betradys
tuagen uver das Unendliche und das unendlide Klieine,

§. 975 111,
a, IBas dad Produft qus einem unendlich grofen, und
einmem unenbhd; fletnen Faftor firr cine Grdfe fen?

§. 97.
b. 2Bie man nad) dem Clefete der Stetialfeit von den end:

lichen Grdfien ju den unendlidy grofien und unendlich
fletnen Grofen dbergehen muf, §. o8 - 101,

¢. Grlduterung dev Lelire vom lnendlichén aqus den obne
Ende fortlaufenden MNeifien, und daben geleqentlich
einiged iiber die negativen Sablen, uad 4ber die Sums
men dev gedachten Reibhen, §. 102 2 111.

Snbhalt Des vierten Capitels,

Bon ber Natue der Differensialion einer feden
Droning,

1, Gcflarung und Begeichnungeart fotoob! des Differengiald
uberhaupt, ald deg evften, proepten, dritten Diffevens
3ial8 2. ingbefondere, §. 112 - 110.

a. Wiederholung eines Hieher gehorigen Sapes aug dev
- Zehre von den Differenzen, §. 112,
b, Erflarung und Veseichnung der Diffevengialien, §.
I13. 119,
«. RNadh Leibnigens Aet, §, 113,
8. Nad Newtonsd Yrt, §. 114.
v. Bergleidbung bepder MNeten, §. 115, 116.
d. Bon der tm gegenmartigen Werke gebrauchten Lo

scidnung der Diffevenjialien, §. 117, 119,
2. Bon

-

e —
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2, Bon der Natur der Diffevenialien einer jeden Ordnung,

§. 120 : 128, i is

a. Bon der Natur der Diffevensinlien der erften Ord:
nung, §. 120 2 123.

b. Bon der Natur der Differengialien der jrwepten Otds
nung, §. 124

s, Von Der RNatur der Differengialien der jtoepten und
ver folgenden Ordnungen, diefelben an fidy betrachiet,
§. 1242 127, _ i

#. BVon der Natur der Differengialien dDer jtoepten und
folgenden Ordnungen, in Bergleihung mit denen der
erften Otdnung betradptet, §. 128 - 130.

. Bon der FRatur der Diffevenzialien aller Ordnungen,
twenn die veranderliche Grofie x al8 cine gleihidrmig
wacbfende Srofie betvadbtet wird, §. 1317 137.

3. @ctlarung dec Differengial- Rochnung, §. 138.

3. Bon den Jntegralien und der Yutegrals Reduung, 4,

1397 143, ' ok

a. Erflarung der Sntegralz Redhnung und des Yntegralsy
§.139. 190, Desgleichen die Begeihnungsart der Sna
tegralien, §. 141,

b. Bon der Jtatur der Sntegralien, §. 142. 143.

4. Austuhrlichere Befchreibung der Art, die Diferengialien

und Jntegralien ju begeichnen, §. 144 7 147,

5. Wie man die Diffevensial- und Jntegral Rechnung gez
lidh abjubandeln pflegt, und wie foldes in dem Folgenden

gefcbehen foll, §. 148 = 151

o B
B \ﬁ:\-
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nmerFungen und Jufdse
jum

Driffen und vievten Capitel

S*h nehme diefe bepden Capitel jufammen, und mwerde
bagjenige, was idh dabep und dariiber ju fagen Habe, in dev
Ordnung vortragen, daf i
1. eintge von den Schmvierigfeiten berithre, in roeiche man
fid durch Annabme ver Gulerifchen Vorfieilung von
vem Unendlichen und dem unendlich Kletnen, und vondet
Satur der Differenzialien vcrmic?—-’f Dann twill id
2, ben Begriff der Diffevengialien auf eine andere, mit
toeniger Schiierigfeiten buf;iupfrc Act, feftzufenen fue
chen, und davaus die Natur Devfelben entwickeln; und
auleat
3. einige anbdertveitige btebet achorige - Betrachtungn
bcpfugcn.

1. Von den Schwierigleiten,

worin man fich durd) Annabme der Lulerifchen Yorz
ftellung von dem Unendlichen, dem unendlich Kleinen,
und von ek Ligtur dcr Differvensinlien “ver:
wickelt,

@8 leidet freplich Peimen Rmeifel, daf jede gegebene
Grofie, ihre 3abl mag fo grof oder fo Flein [epn als fie will,
ohne
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ofne Gnde, oder ind lnendliche, toenn dicfer Nusdeuck eben
daffetbe fagen foll, vermebrt ober vermihdert werden fann,
und daf alfo unendlich, 0. b. ofyne Ende wadbfende ober ob-
nefymende Gedfen feinen Wideriprudh enthalten.  Aper fo
tie feine ohne Ende wadbfende Grofe je eine unendliche
Grdfe merden Fannt fo berfhmwinden anf der andetn Seite
.DIE ofjne @nde abnehmenden Gidgen aud nie, oder werden
nie =wo. Eben fo andgemadht ift ¢8, dDaf jede geacbene
Grdfe durch fortgefehte Verminderuna in nidte petmantelt
mwerden fann; nur rowd ed dabey unmdalich, dieVormindes
rung, wodurch folched gefchieht, obhne Ende fcr:gufetgen;
Denn foll eine Grdfie ofine Ende peemindert werden, fo Fann
folcbed nicht anders al$ auf dem Wege der Divifion ober dep
Erteaction der i‘;BuI'gcin gefdbehen; und foll fie tn Null Gbhers
gehem, fo twird dagu der Weg der Subtraction ecfordort,
Wenn man mit Ruckficdt Hievauf den 83ften §. liclet, toels
ter die Oyelle und den Brund deflen enthalten foll, mwas in
bem Folgenden tber Das Unendlide, dag unendfich Rleine,
und tiber die Natur der Differengialien gefagt wird : fo muf
man fich wundern, daf Euler cine fo widitige Hl'itcr{uq'!:-ung
auf fo fcbwanfende Bebauptungen hHat grinden Ednnen.
Line unendlich Eleinz Grofe foll nichts anders als eing
veefchwindende Grofie, und in der That = o feyn,  Gine
unendlich fleine Grdfe Fann doch, wenn man den Worten Feine
Gewalt anthun will, nichts anders bebzuten, al8 die Groge,
welche man durd Feine, nodh fo meit fﬂffgfﬂ‘i—t‘aie,-‘Bel‘minbezung
ethalten witrde; wie fann alfo diefelbe == o feyn? Kleiner
als jede Grdfie, die fich angeben 3L, Tann und muf fie fepn,
aber e8 ift velativ geiprodhen, wenn man fagt, daf dergleis
then Grdfien = o fepn, und ed {ind daber Grdfen die Fleis
nev find als jede Grdie, die fiangeben Kft, und verfdmwing
bende Grdfen nowp ehr von cinandes berfcbieden.  IWir

U2 Baben
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haben devgleichen unendlich fleine Grdfen in tem Unters
fchiede des 2Binfels einesd Halbfreifes und eined rechten Wins
Felg, aber ¢8 ift Mangel an geometrifcher Schavfe, twenn
man diefen Unter{hied =o fet. Aud eigen fich die Nachs
theile pon der geringen Gorgfalt, welde Luler bep der Fefts
fesung des Begriffs des unendlich Kieinen bemwiefen, bald und
in grofier Senge. - IWie unbefriedigend ift 3. B, aleich das,
goas er im Qaften: §. fagt? WWie fcheinbar find die FWiders
fociiche, telde man wider die unendlich vielen Ordnungen
der Nidbtfe machr? IBie fann in der Folge §. 206. dataus,
daff man dx=o, und dy = o findet, gefdhloffen toerden,
daf die Gleichung, tworaus man diefe Beftimmungen gefuns
Den, nidt beftehen Ednne? Wie Fonnen in der Sutegrdls
SRecbnung die Integralien alé Sumnien aller vorhergehens
den Diffevenzialicn angefehen werden, Doch Hiervon nacdher
mehr, toenn ich juvor den Begriff der unendlich fleinen
Grdlen; fo wie ich glaube, daf ed gefchehen mup, fefges
fest habe,

£ 2, Von der Liatur der Diffevensialien.

IBir! mogen eine gegebene Gedfie theilen, dburdh tas
fiir eine SahH! wir wollen, fo haben die Theile, auf twelde
tir dadurdh fommen, ju der getheilten GSrofe ein befrimmsa
tes Vechaltnif, weldyed fid angeben (G6t, und jeder Theil,
fo flein er aud) fepn mag, Fann wicder von newem getheilt
toerden. €8 fep x Ddie gegebene Grdfe, und m ftelle jede
nod (o grofie Sahl vor; fo tjt :

m I

x
und fest man — =y, fo lagt fich, was von x gefagt wow

ven,
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den, chenfallé von y bebaupten,  Wenn man fich dafet eine
Gedfe blof als ein Aagreaat befiimmteer Theile, oder folder,
deren Verhaltnif ju der Sidfie angegeben werden fanm,
pocftellts fo erfchdpft man dadurdy die Ycten, tofe diefe
Brofe gedadht werden Pann, widht, fondern e8 bleibt nod
fibrig, diefelbe al$ ein Aggregat foldyer Theile anjufehen
und ju betrachten, deven Verhaltniff ju der Grofe durdy
feine Rahl, ie man diefelbe auch annehmen mag, augges
brucht werden Fann; und e8 fallt in die Augen, daf Ddiefe
Sheile Fleiner feyn miffen, alg jede Gedfe, die fich angeben
faft, Wiv wollen daher dergleichen Theile Differensiaiien,
und swat decjenigen Gedfen, telde man fidhy alé Upgregate
gon ihnen gedenft, mennen; und tvenn eine ven diefen Srdz
fien = x gefent wird, dasd Differengial detfelben, turdh dx
begeihnen. Da alfo das Berhaltnif von dx : x durd) Feine
3abl, fo grof man diefelbe aud annehmen mag, vatrgefrelle
toerden fann: fo gehdrt auch das Werhaltnif ndx : x, n
mag angenommien fepn, wie e8 will, nuy daf c8 eine ez
ftimmte Sabl bedeute, ju denen, twelde fich nicht angeben
laffen.  Denn wollte man das Gegentheil behaupten, fo ey
ndx:x=p, alfo ndx=px. Alsdenn toare aud) dx : x
= p : n, und da p und n beftimmte Jahlen waren, fo Hatte
wan in p : n cinen deutfichen und beftimmten Ausdrnd fue
pas Verhlnif von dx : x, weldhes roider Den Beguiff von
dx fteeitet, Hievaus folgt:

1. daf man bey den Gtdfen, welche man fid ald Aggres
gate von Diffevensiafien oder folchen heilen porftellt,
deren Verhaltnif ju der Grdfe nicht angegeden toers
den fann, die Menge der Theile unbeftimmt laffen mug,
and daher auch nur diejenigen Untesfudhungen dabep
anguftelicn im Gtanbde ift, welde diefe Borausfesung
aulaffen. : ;

03 2, daB
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2 Dafk aber gleidymob! die Jiffevengialien mirkliche Brde

2en Jind, und an fict betrachtet, nie mit SNull vermwed:
felt mwerden diefen, reldes denn naturiich audy pon
den Produften aus Differengialien und gegebenen Gup:
fen gilt.

3. Daf folalich aud die Diffecenzialien, nachdem man fie
ihrer Natur gemai, durd Jetchen ausgedructe Hat,
alle. Operationen suiafien, - melche man mit. dbnlichen
Conftructionen beftimmter Gudfen vorgunchmen ges
twohnt ift,

4. Daf, wenn Differenzialien oder Produfte aus Diffes
vengialien und gegebenen Grofien als Nuil betradiet
toeeden follen, folched nur dann gefebehen dirfe, foenn
Die vorgefente ABHDE tweiter feine Grdfen erfordest,
ald foldye, die fich beftimmt geben faffen,

Wenn man alfo unter den unendlich €lci-en Gedfien Feine
andere verficht, als Diejenigen, weldbe jent betradtet mwosben
find: fo fallt in die Augen, warum man Diefelben Durch bes
fondere Seichen, und nicht ourd). o ausdrucfen muf, Ferner
braudst man den offenbar harten Sag nicdbt, daf diefe Grds
fen in Anfebung iHres atithmetifhen Berhalniffes gleid,
und daben dod in Unfehung deg geometrifdhen Berhaltnified
ungleich, ja eine unendlichmal ardfer als eine andere fepn
Ponne. Auch mwird dadurdy, mie fidy in der gelae geigen
wird, den Widerfpriidhen vorgebauct, melche man fonft in
der fefire von den Differensialien roalyrzunehmen alauben
muB. -« Die Scblugfolge . 306, Beren vorhin gedacht wurde
evfcheint in ifrer ganyen Ridtigleit und Stacfe.  Endlich
bleibt dabey die Borftellung von den Sntegralien al§ Sums
men eller vocheraehenden Differensialien, toeldhe in der Ins
tegral RNedhnung und bep der Unwendnung Detfelben fo. iz
tig und unentbehelich ift, von allen Sdmwierigferten fren.

Died
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Dieg Sann ohnfteeitig hier Hinveihen, den mitgethetiten
PBeariff von den unenblid) fleinen, odev-denjenigen ®rdfen,
die fleiner find ald jede Btdfe, die fidh angeben [aft, voridus
fig gu empfehlen.

Da alfo der BVegriff von den Differenyiatien, twobey
man fich diefelben alg wirfliche Grofien gedenft, die fleiner
find of8 jede Grdhe, vie fih angeben Lagt, auf feine WMeife
etvad toiderfprechendes in fich febliefit: fo darf man allers
dingé bey aligemeinen Unterfuchungen iber dic Grdfien von
ihm audaehen, und ¢8 Fommt nue Ddarvauf an: nidht blof
nidhts damwider fteeitendes ju behaupten, fondern alle Sage
pon Den aus Diffevensialien beftehenden Grdfen gerade aus
detr-in ihym enthaltenen Kennjeichen abjuleiten. Sollen nun
Gidfen aud Diffevengiation auf die Act befiehen, dag man
fie ald Gummen derfelben betcachten Eann: fo- oicd jede
Unterfudbung devfelben unmbglicd, wofern man nicht an
nimmt, daf die Menge der Diffevensialien in jeder derfelz
Gen eben fo avof, alginjeder andern, fep; und in diefent
StiicPe find daher die Differengialien den in den beyben ers
fien Gapiteln unterfuchten Diffevengen dbnlich. Eben diefe
Uebereinftimmung nimmt man fetner davin wahr, daf dee
Gegenftand der Unterfuchung fokdher Srdfen, vie ald8 Sum:
men von Diferengialien betcachtet werden, Fein andever ift,
als das Verhaltnif ibrer@iﬁsrcnﬁa{im, unter der BVoraud:
fegung, daf die Menge Derfelben in jeder Gtdfe diefelbe fey,
modurch affo dic Gedfen felbft veranderliche GSrofien wers
dert.  Ueberhaupt toird alfo audh die Lefhre von den Diffes
tenzialien, ober die Differensial = Rechmung auf eine dhnz
lidve et eingetheilt weeden fonnen, al8 nad &.299. 300.
die fehie von den Diffevenyen.

) sg | Nun
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Jtun feven y und z vevandertiche Grdfen, und dy das
Differengial von y, fo wie dz das Differengial von z, Sind
y und z nidbt wetter befannt, fo. fann weder dy nmoch dz
Deutlich, fondern blof wie Bier dureh ein willFiheliches Jeis
hen audgedeuctt, und alfo das Berhaltnif dy : dz nict
angegeben, fondern blof angeseigt werden. $ft bingegen y
einie Funbtion von z, 5 findet derfelbe Sdbing fratt, welder
. 293. in der Lehre von den Differenzen gebrautht rurde,
Da nemlich die veranderlichen Grofen in Anfebung de
Menge ibrer Differensialien in ibnen nicht von einans
ocr verfchieden gedacht werden diitfess, und folalich auch
Die YTenge der Differensialien einer Sunkrion Diefelbe feyn
muf, als die YMZenge der Differensialion derjenigen Grdfe,
Wovon fie cine SunEtion ift: fo muf, 02 z ¥ dz von 2 um
oas Differensial dz verfdhicden ift, audy jede Sunktion
vonz t dz, weldhe man aus einer gunkcion von z exhalt,
wenn man darin gllenthalben 2z + dz fir 2 fese, vom der
Sunftion von 2z wm cins threr Differenziclien unters
fchicoen feyn. Verwanvelt man oaber eine gegebene Sunk:
tion von z auf die gedachte Ave in cine Sunbrion vou
z ¥ dz, und sicht von dicfer, nachvem man die Da3u nos
thigen, in der Sunfrion felbft angeseigten, ®Operationen vorz
genomen hat, die gegebane Sunftion ab: fo findet man
152 Oent Refte das Diffevensial der gegebenen Junfrion, und
Swar duech dz, z und beftandige Grofen, und alfo dents
lich ausgedvude, €8 fep 3 B. die gegebene Funttio

z2 i
fo ift die nach der vorftehenden Regel daraus abgeleitete :
(zt dz)2 = 22 + 22d2 4 dz2
und folglich
z2-oF ande Fide? o paces nsds t dz=
griudite Differengial von z2 in einem deutlichen Nus:
vrude.

ok
-
£y
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déucke. Auf &hnliche Avt findet man fie das Diffevenyial
der Gunftion 23 den Ausdruc:
3z2dz f 3z2dz2 fudz3
and fir dag Diffevensial der aligemeinen Funftion von 20
Diefen: ' :
n{n—1)(n—2)
L5 843 ;

n{n—1)
1.2

n=-3dz3

nzi-idz T 21=2 dz2 +

e _
und itwar fiie jeden Weeth fi- n: fo daf alfo oud) die Art
die Differenzialien der Funftionen deutlih ausdudrucien,
mit der Att, die Differensen dev Funbtionen ju finden, Hbers

~ einftimmt.

Nus diefem Grunde find aud bey dem S. 294. 295,
ftehenden Sage nux einfge kidhte Modificationen ndthig, nm
ibn den Differenjialien angupafien. it diefen Modificas
tionen nemlich lantet ev folgendermafen. :

Da Feener Lie verdnderlichen @rofen, ls Summen
von Differensialien betvachtet, daduvrch veranderliche
Grdfien find, weil fie als aus gleich grofen Niengen von Difa
fecensinlien beftehend gedachs werden, und die Gleichbeit
Der Wiengen ibves Differensialien Feine Yeranderung leis
den Pans, wenn man jede diefer Grofien um cins ibren
Diffevensialien vermebre: fo ift es aucy bey der Unterfus

, hung det veranderlichen Grdfen, als {oldyer, gleichviel, ob

man dOiefe vecanderlichen Grofien felbft nimmt, 0derjede
derfelben um cins ibver Differensiglien vermebrs
Sind daber swey verdnderliche Grofen einander gleich,
fic mdgen 1ibrigens befdhafien feyn, wie fic wollen: fo muf
man aiuch wicder eine Gleidhung befommen, wenn man
ftatt jeder dex vevanderlichen Grofie, worgus fie exws sus

=4S fammens
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fammengefent find, eben diefe Grdfien, um cing threr Difs
fecenzialien vermebry, fegt, - it daher
y==zXZxIZ wxvio
fo ift audd
yldy=ZzZ dzZ xL &xt wtdwt vi dv e,
und daber, wenn man hiervon die vorhergehende Gleichung
absiehet,
dyem Zods L dxE dw E dvtise
und ift
Y= Zx
fo tft aud
yTdy=@Gtd)xtdx) =zxtxdz}zdx} dxdy
und
dy = xdz t zdx t dxdy,
unb auf abnlicbe Act in ahnlichen dilen.

MWenn dad Differengial einer Funftion toieder eine pers
anderliche Guofe ift: fo gilt das Bicherige von ihm, in fo
feen e etne vevandeclidie Grdfe ift, natielich ebenfalls,
und fo werden groepte, dritte, vierte Differensialien u. f, w.
bey thm moglich. Man findet aber jedes von den folgenden
augé dem unmittelbar vorhergehHenden eben fo, afd man das
etfte aus er gegebenen Funftion echalt, und fo braudt bier
davon nidt befonders gevedet ju werden,

Atlewn man Brucft desroegen die Differensialien deutlich
aus, um die Difevengialien jweper und mehrever verdnders
Vichen Grdfen mit einandet suvergleichen, und ihe Berhltnif
a0 einandber anguaeben, in fo fern dafjelbe ourch endliche
Brofien beftimme werden Fann,  Ob6 nemiich gleich die
Grdfen, welde fleiner find alg jede Grdfe, die fich anges
ben [at, an fich bavadtet; nie = o gefent werden diicfen:

fo
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fo fommen fie dodh in Anfehung unferer nicht in BVetrad-
tung, und twir haben das Verhaltnif jweper Diffevengialien ju
cinandet i aller uns erveichbaren Scharfe nud Gensnige
Feit ausgedruckt, wenn toic den Quotienten deffelben fo darz
ftellen, daf dabep Feine Grofe, Ddie fich angeben [aft, vevs
nacblafiget und aus dev Yt gelaffen twicd. Weiter gehen
it ja in Der gemeinen Mathematif nie.  Hierdurch witd
eine febr vortheilhafte AbFirsung der nady den vorherges
- henden Regeln fur die Diffecensialien der Funfrionen gefunsz
denen deutlichen Yusdricke moglidh.  Denn foll 3.B. dasd
Reehaltnih deg Differengiald der Funftion z2 3u bem Diffes
tengiate-pon-z, oder
d.z2 :dz
angegebat werden: fo ift, da d.z2 =22dz fdz2, und
© dzri=dz.dz ift,
“diz2"t dz="0zdz F dz.dz :dz
und affo der Quotient ded Verhaltniffes von d.z2 ¢ dz
2z -]* &z e '
tooffic man, toeil fich dz durch Peine Grdfie, fo Flein man fie
auch annehmen mag, ausdructen [aft, 2z fefen Fann.
Woflte jemand behaupten, daf man fidy badurch von deg
&darfe, welde in der gemeinen wtatnenzatif'beobadﬁct
wird, entferne, Der toitvde vor alfen Dingen berveifen mifs
fen, dafi wir bep der Veftimmung der Verhaltniffe in dev
gemeinen Mathematif audy dss beftimme ausdrudien,
was fich feiner ¥Tatue nach gar nicht beftimmt susdrulz
Eer 1dfic; und wem diefes moglich fcbiene, mit dem Horte
aller feenere Streit anf.- Auf ahnliche Avt ift der Duotient
des Berhaltniffes
d«23 tdz
da'd.z3 =3z2dz t 3zdz2 { dz3, und dz2 = dz.dz
fo wiedz3 = dz.d227, :

(322
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3z=2 -I- 3zdz 'f' dz2 — 322 -{- (SZTdZ-)dZ_p

und da jeded Produft aus einem Differensiale und erdlichen
Grdien ju feder gleicbartigen endlicdhen Srofie ein eben fo
tenig- anjugebenies BVerhaltnifi hat, als das Differensial
allein genommen: fo Fann man dafiie wieder, obhne der mas
thematifhen Sdacfe im gevingfien ju nalye ju treten, 322
fegen. - leberhaupt wicd hiecnah dee Quotient deg Bews
haltnifes

d.zt : dz
h'n—i (n—1)(n—
nzt-idz ‘n” 2)z“"3dz2-[-mnl Iz_n zjdzs-j'-;c.
= 7 e
dz :
| n(n—1) n(n—!‘_--(n-—z‘!""
(aza=Z + 2f=2dz } dz2)dz
o [‘2 : l L] 2 - 3
dg
n(n—r1) n{n—r)'n—2z)
Zﬂ"‘I J z'il"'; ‘——-——-——..-__,..\ s
= ( 1.2 T Ao dzf“')dz

und folglich, toenn toiv blo§ angeben wollen, was fich feines
Jtatur nach angeben Laft,

d.zv; dz = (ET_ZE = nzo-T,
dz

Wenn man das Bisherige forgfiltia uberdenft, wird man:
feicht von felbfe finden, daf es jur Gefindung aller dee s
Birsungen Binveiche, weldhe bey dem @eﬁ:[;afte, die Diffes
venjialien der Funftionen deutlich atisgudrucien gebraudht
werden.  Und da man dabey alles lediglich aus dem Bes
griffe ableitet, dag das Diffevensial jeder verdnderlichen
@rdfie, obgleith nidt =o, fondern fiets eine wicliche,
aber auf Feine Uct befiimme anzuaebende Grdfe ift, und dies

fer
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fer Begriff feine Schwierigleiten Hat, da eé nie verlangt
wird, das Differeniial irgend eince verdndeplidhen Grdfe
feibjt angugeben: fo fann daffelbe tenigftens al8 ein Vers
fuch gelten, die Anfangsgrinde der Differensial: Rechnung
Aufingern su crleichrern  Uebrigend bedarf es faum
erwabnt ju roecden, daf die Ausdricke

d.z l

- = nz~I, und d.z? = nzi-Id2

dz
¢inander vdllig gleichbedeutend find,

Allein fo aufer allem Srocifel auch die bigher betractes
ten AbFUc ungen der deuthichen Uusdrude der Differengias
fien finds fo beteeffen fie doch nur aufer Den evfren Diffes
renjalien dicjenigen jtoepten und hohera Diffevensiatien,
toobep Das Diffevensial der pecanderlichen Grofe der Funts
tion beftandig ift, und es fann daher das Sefagte, bey aller
feiner RNichtigPeit und Gewifiheit, den Febler der Unvollirdns
digleit und Ungulangticheit su haben fcheinen.. Sun beducs
fen jwar allerdings die jwepten und hdhern Differengialien
foldyer Junbtionen, rwobey das Differensial ifyrer verdnders
lichen Grdfe ebenfalld. eine veranderliche Grofe ijt, in
nfelung der bep ihrer Darficllung mbglichen, abliden und
felbft nothroendigen 9UbPirjungen eimer befondern Unterfus
dung; altein die Scblirffe, roovauf fih diefe Abfirjungen
acinden, find von den bishevigen nidt verfchicden. Denn
¢S fep y ivgend eine Funftion von x, und x ¢ine Funftion
der veranderlichen Grofie z im engern Verftande, und alfo
bas Differenial von z beftandig; fo ift, aligemein audges
pructt, nach § 129. '

dx.== pds: .
dy = qdx = Pdz
ddy =

rddx f sdxa $ dxddx |




318 AnmetFungen und Sufde jum erfien Theile 1,

Da aber ddx allemal = edz2, und dx2 = wdz2 wird:
fo folgt Hieraus
ddy = gdz2 ’f' edz2 ‘f' -rdz3;
und foll Daber ddy mit dz=2 verglichen werden, fo fall
dabey nad) den obigen Geiinden vdz3 = rdzz , 4, toeg,
und es ird
:—-j—i-f = ¢t r.
€8 fep 3. By = x2 und x = 52, alfo y ==z4; foift
dx = 224z :
dy = 2xdx == 323dz, umd
ddy = 2(xddx ¥ dxz t dxddx),
RNun ift aber ddx = 2dz2, und dx2 — 4z2dz2; folglich
ddy = 2(2z2dz2 4z2dz2 f 4z2dz3),
und alfo

éﬁf = 1222 = d2, 74,

az=
Bl man daber das jwente Differensial von 'y vor dor Bez
ftimmung deffelben, bducch dag Differenyial devienigen vers
anderficdhen Gitdie, deren Differengial beftandig ift, und ooz
von y eine Junftion ift, fo abFirzen, dak man nur ie Gilies
der bebalt, die bep der Erforfchung des verfangten Berhalts
niffes wirkflich gebrauddbt werden fonnen: fo Bat man

ddy = rddx 4 sdxz,
und auf ahnliche Yot lafen fih aud in andetn Rafen Bie
nothigen Abtivsungen finden und bemeifen, - Uebrigens felse’.
ich Hier voraus, wag allgemein jugeftanden rerden nufi,
daf bep der tirflichen Beftimmung des Berhdltnifes der
Diffevensialten, die Audriicfe derfelben allemal auf folibe
reducict werden mifen, die durds endliche Grdfien und bes
fiandige Differensialien Dargeftelit find, mofern mict etwa
Per Fall ift, Dag die barfommenbenE.‘)iffes:engm[acn durchaus

bon
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pon einee und derfelben vt find; und bemerfe nur nod,
vafi fidh, wenn y eine Funftion pon x, und x eine Funftion
pon z iit, bemeifen lagt, daf ficdh jedes swente Differenial
pon dx, oder. ddx, durch ein Probuft aus dz=2 und eincr ends
lichen Grofie, bad dritte Diffeveniial von dx, oder d3x, dDurch
ein Produft aus dz3 und einer endlichen Groke ausdrucken
166t, und daf fich hrerauf dagjenige griindet, was Luler im
gten Gapitel § 134 f. von diefen Differensialz Grdfen bez
bauptet. Soviel jest hiervon; vielleicht in Dder Folge cin
Mehreres.

Da die Menge der Differenzialien in einer veranders
lichen Gtdfe dutdy feine Zahl auggedructt tverden fann,
©. 308 . fo bleibt ung bey der Darftellung dev Differensias
fien det veranderlichen Gurdfien, toenn diefe Grdfen felbft
gegeben-find, nichté weiter mdglich, al8 dieienigen Differens
slatien in -ifrer natirlichen Ordnung, fo roeit wiv e etwa
fiie niiglich balten, ausdjudrucken, die enttoeder auf die in '
den gegebenen Girdfen enthaltenen folgen, oder vor denfels
ben vorhergehen. €8 fep die gegebene verandecliche Grdfe
y; und y icgend-eine Funftion von x.  Ferner fey

yr=y T dy; y*=y tady; yM=y {3dy;n
ypi=y—dy; yn=y—2dyj ym=y— 3dy;
Deggleichen
dy =yt dy Pyt dy e yitaryliac
dyr =y — V15 dyn=yr.—V; dyu=yu — Y i
und aligemein
y' =yt ndyi ya=y — ndy
und

dyb=Tieo y# — yB=T; dyp—3 = yn ~— Fo—I
fo wird, da y = eine Funfrion von x ift, .
der
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bet DHier ftehende uss gleich derfelben Funftion vop

vrud %, toenn man darvin fir x
allenthalben {ept

yt x + dx

yi! X foade
s s-shodidx

> i x T 4dx

¥ x % ndx

ferner

¥z X — dx

Yix - X — 2dx%x
Y1tz x — 3dx
Yiv X — 3dx
¥u X — ndx

und will man daher dy; dyr; dyuy gymr, dyv 2c. odee
dyrs dyns dymns dysv i dued dx und endlide Grdfien
ausdructen, fo tarf man die Funfiionen fuden, weldse den
Ausdrieben y55 y5 155 96 yi5 yn oy 26 gleidy find,
und Ddarauf mit denfelben nady diefen Sleidungen vers
fabren:

dy ==yl—y; dyt =yft—yls dyn =y —yits g,

dyy =y —¥; dyn=y; —yn; dym==yn —yur i
Uebrigens il aliemal, fo wie in der Yehre von den Difs
ferenjen

y = 4”;\}'1 - Zl‘.}"u 5 &.Yu; 'i"‘ ‘Q‘-Y'W + &}’v 'I’ 0
toar, .auf abnlide At bier,

y=dyrt dyn T dym F dyav F dyv § ¢
€in Sag, decr forvoht bey den Anwenvungen der Diffcrengialz
hed-
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Rednung, ald auch in der Fntegral: Rechnung von der dus
fierften WichrigPeit ifts

e,

Ob bie Differenyialien, woraus Cine gegebene verdn:
derliche ©rbfie befteht, einander gleid) feyn oder nicht 2 1aft
fich, ba man diefeiben nach der befdhriebenen Methode beuts
lich darfcllen Pann, leicht unterfudben, ©8 verhalt fich aber
pamit vdllig, twie mit den Differengen dev vevanderlichen
Gréfien; und da fie alfo nue bey den wenigften veranbderliz
den Grdfien einander gleidh find: fo entfteht die Frage:

Ob es hinlanglich fey, bey derllinterfuchung des Vers
baltniffes der Differenzialien der veranverlichen Grofen,
uberbaupt genommen, blog diejenigen Differensialien 3um
GBrunde 3u legers, weldye man nach den S, 312 f. mitges
theilren Regeln finder?

Gben dicfe Frage Hatte auch fchonin der Lehre von den
Differensen aufgeworfen werden fonnen, toeil fid) die Diffes
cengialien von den Diffevenzen blo§ dacin unterfdyeiden, daf
dicfe ju thren Grofen cin endlided, obgleich unbefanntes,
Berhaltnif haben, dad BVerhaltniff von jenen ju ihren Guds
fien hingegen Eleiner ift, a8 jedes Verhaltnif, das fid ans
geben [aft.  Die Antwort aber ift bejahend und leicht.
€3 find nemlid dic Ausdride, weldhe man nach der ges
todhnlichen Methode fir die Differenyialien der veranderlis
dhen Grdfien findet, nicht blof Nusdricke fiir das nachfte
Differensial, fondern allgemeine Darftellungen aller in jenen
Grdfien enthaltenen Diffevensialien. Denn find die gegebes
nen veranderlichen Grofen vevanderliche Grdfen in engerer
Bedeutung, odet auch von dev Art, daf fic unter die Form
y=az y. dgl. gehdren: fo find alle ihre Diffevensialien
einanber gleich, und rwas alfo von einem gilt, das gilt aud

Rulers Wifferens, Rechn, 1,Th, ¥ pon
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pon allen, Sind aber diefelben foldhe Funfionen, daf die
Differensialien ungleich werden: fo enthalt das gebadte
Differensial, aufer dem Differenzinle der veranderliden
Sudfie der Junftion, auch diefe vevanderliche Grofe feldft,
und begreift deswegen alle in Den gegebenen verandertichen
Gudfen enthaltene Differengialien unter fich. €8 fev 3 B,
y =22, und alfo dy = 22dz ¥'dz2, um daffelbe vollitans
oig ausudrucfen. Man fuche dyn = yr+1 - yi =

EFmtD)dz)2 — (z+ndz)2 = 2zdz F2andz? 422,

Da“y 1nd z, fo wic fie, al8 ‘verdndertiche Srofen, thre Eim
Beitén in gleicher Menge enthalten miffen, alfo auch hier blof
durch diefes Kennzeichen gegeben find: fo fana man allemal,
wenn'y in irgend einer Funftion von z gegeben ifty ¢ + ndy
=Y, undz¥+ndz = Z fegen, und dann Y nidt nur ald

"eben ' Die‘Funftion von Z anfehen, tvelde y von z i, fofs

dern ‘aud dy dl8 die Differenzialien von Y, und d z als die
Diffeceniiaiien oonZ betvachten. Yuf diefe Art aber toitd
in dem gegenivattigen Falle Y = Z2, und dY = 22Zdz ¥

‘dz2 = dy"; und feist ‘man hievin Z =1z Fndz, fo wid

2Zdz ¥ dz2 = 22dz § 2ndz2 § dz2. Da tibrigend
Hicraud jugleich erhellet, daf man, mwenn man bep der Un?

‘terfusbung e ‘Verhaltnfies der Differensialien nicht bie

nadfien, odernac Ver &, 312 f. befchricbenen Methode fid)
ergebenden, fondern irgend andere nehmen wollte, doch alles
mal dyv nehmen mifite, roenn man von irgend einer vews
anderitden Gedfe das gleicdyliegende Differensial genommen
batte; und dyf = yn+T — yu fingegen dy = 71 — y it
fo laffen fich audh bie Diffevengialien auf Peine bequemere
et ausdruden, als eben nady der gebachten Methobe.

SWentt man in dem Gefagten fratt ded Worts Differens
dial Den Yusdoud Differeny, und fiatt dy das Seihen Ly
2 it
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it f.f. fet: fo paft die aufaeroorfene Frage und die Beants
wortung detfetban Durcbaud in die Lehre von den Diffcren:
jen; und madve fie Ddafeidft aufgeworfen und beantmwortet
worden, fo witcde man fie durch eine entacaenfichende b=
anderung fur die Differenzial: Rechnung haben einrvidten
fonnen,  Dicfed rithet cbenfalld Her von der vorhin &E. 31,
und &. 321, erwdhnten Uebereinfiimmung aroifdhen den Dif:
ferempen uad den Differengialien, aber nicht daber, teil
man die Differenzialien ang den Diffevengen durdh acnugs
fam fortaefente Verfleinerung diefer legtern erfolten Fonnte,
Dinn man fege die Thetlung ciner Differeny fo weit fort,
alé man iggend will und fonn: fo Hahen die Theile, auf
welde man fommt, ju der Differeny, und alfo eudy ju der
perandectichen Grdfie detfelben,—nodh immer ein endlifes
Rerhaitaip, meldbed bey den Differenzialien nicht fratt finz
bet.  Oter fill man die ThHeilung ber Differenjen ofyne Fnbe
fortfegen? Dann fann man ja felbft {1 Sedanfen das Ende
dicfer heilung nicht erreidben; und wie fHimmt dag mit
einanber tberein, daf die Differemiialien Ffleiner als jede
Gudite, die fidh angeben 1486, fepn, und dod durch eine uns
begrenyte Eheilung follen gefunden werden Fonnen? da jene
Redeasart im GSrunde nidté anders fogt, ald: bdie Diffes
genjtalien find Grdfien, welde man durdy Fene Theilung
irgend eincr @rdfie finden-fann?

Um ben dicfer Gelegenfeit noch einiger anbern BVors
ftellungen von den Differenzialien ju qedenfen, fo tft &8 gar
nicht ungewdhulich, fich diefelben aud, ohne fie exfi von den
Diffevenzen abjuleiren, foaleich ald unbefrimmt Pleine Theile
ihter Grofen ju aedenfen, fo daf.ihr BWerhaltrif ju dicfen
Grdfen gleidbrooh! ein endliched Berhaltnif bleibt, So (17
flavt 3. B, Raymend -Roux in feinen Lecons élémentaires

X2 de
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de Calkeul infinitéfimal dad Differensial auf folgende Nst:
Ea différentielle ou la flixion d'une quantité x fera une par-
tie de x aflez petite-pour devoir s’évanouir en comparaifon
de la quantité dont eile fait partie; ceft 3 dire, que la
fluxion de x n’elt autre chofe que x divifée par I'unité, fui-
vie d'un aflez grand nombre de zeros, paur que le quotient
foit négligeable en comparaifon du dividende, ou fluxion
deix &=~ e fluxion de - -
1OCD ¢vs 3O ICOO .. ..0

tach diefer GrBlarung waven alfo nicht blog Diffecensialion
bey verdndeclichen Guvdfn mbglich, fondern ¢8 Lizhen fidh
bergleichen auch fehr gut bep befiandigen Grdfen gebenfen!
Man braucht nicht mehr, um das Falfdhe derfelben einjufes
Den; allein e8 werben dabep noch jchdnere Debhauptungen
nothwendig.  So findet fih 3. €. in den Sebriften von einis
gén, die eben die Meinung von den Differensialien haben,
ob fie gleidh dabep die Differensen gebrauchen, der Sap, daf
die abgefirsten Diferengial- AusdriicPe nur bepnahe waht
fepn, und denn feifit e8 weiter: Wenn 3wy Grdfen bey:
nabe gleich find, fo find sud ibre Gleichvielfachen, i[jre.
gleichnamigen Theile, ibre gleichvielee Porensen oder YU
3eln 2:¢. beynabe gleich.  Serner: wenn swey Grofien beys
nabe gleich 110, und es werden Grofen da3u addIvE odt
oavon fubteabict, welhe beynabe gleich find, oder fic
. werden mit beynabe gleichen Grofen multiplicier odee
dividirt u, f, fu fo find dic Refultare audh: beynabe gleidy;
fo daf, daidiefe Grundiige durch die gange Differenyials
Rednung aebraudt werden, bie ganje Differengial- Redy
nung ju_einer Leynaberechnung gemadit wird. Nun bez

F, 1‘!

Deute n eine folhe Jabl, daf ;:i nach der gedadvten Mathes

matifer BDegriffe’ ein Differengial von x ausdructe, Dann find
_ ek
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¥ I 1
X = und x, ober x(1 4 -;) md x

bepnahe glefch; folglich, nad dem ecinen von den angeflfr:
ton Grundfagen, beynabe

I e
(K(ITEDH} P $TH{IT'E:]J‘ = X1, :
unb
£ —)ﬂl =

fwad aud m far cine Sahl bedeute. Hatte Luler dag im
Salit 1748 geroufit, algcr feine Cinleitung in die Analpfid
des Wendlichen febried § wittde v wobl im ficdenten Eapitel
bef erfien Duché, §. 119 behaupret haben, vaff (1t ket =
1 % % in den Dafelbft den Buchftaben k, w i, und x bepgelegs
ten Bedeutungen fep 2 Uad roenn von den bepnahe gleichen
Girdfien fibevall eben as bepnahe wabhe feyn foll, wasd vor
den gleichen Grdfen frveng und vollfommen wabhr ift: fo
mafen dody anch die Poteftaten gleicher Brdfen, toenn ibhre
Ggponenten bepnabe gleich find, einander bepnahe gleich
feon. Stun fep Devfiahe m == n, toobey alfo m, twie idh)
Bier annehmen will, fo vict nemlidy, al8 ¢8 tas IPort, Deys
wafie, exlaudt, grdfier fepn fann al§ n, Da
dx = dx
ift, fo muf nach dem angefurhrten Sakse bepnabe
dxm —= dxn :

und chen fo
a a
nx:n dxn

fn;n Man vergleide Hiermit den gsften §. ded erften Theild
Ver Guleriichen Unleitung jur Diferenzial: Redhnung! Endz
lich fiche fidvs walelich nicht, ohne ein Wunder ju Hillfe ju
nehmen, erfldren, wie die Differengials Rechnung die ends

' X 2 lichen
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ficoen Brdfen, welche fie firnden lehrt, aud bepnafie mahren
@réfien genau gufammenfegen fonne, obhne dad B:gaslafs
fere je mieber dagu su nehmen? Das ju evflaren, twie dig
teiche gedacbten durdbausd fallhen Beariff von den Diffes
venjlalien jum Grunbde legen, im Stande gerefen find, aus
diefem falfdben Begriffe fo vicle wahre Lehriine Heruléiten?
ift leicht,  Sic haben nemlich diefe Yehrfane, nicht aus dom
Legriffe, fondern aus und duech Confiructionen gefunden,
und die mathematifchen Confrructionen faffen fih nidht fo
verioirren und verberben, ald fich wohf duedy Worte andge:
Dructe Begriffe vermirren und verderben laffen. Wer gos
nay ibeelegt, mas dx unter den Umtanten, unter welden
wiv e8 brauchen, andeuten fann, und daben das, bey den
Ausdeacken der Differensialien fiberhaupt, ablicye Verfaly
ven gehoria unterfudht, toird in Unfehung ded mwalhren Ve
griff8 von den Diffecengialien nicht jweifethaft bleiben.

90eit fdheinbarer ift die Theorie dever, die behaupten,

pa man durch die Diffecengial - Kormeln und Gieichungen

foeiter nidyts ald die Grenge gewiffer Veshaltnife, und 4,
dy

B. durd) dy =nzn-1dz, oder o 1l blof dle
Z

Grenge des Verhaltniffes ausdruce, weldher fich, wenn y=

2® ift, Das Berhdltniff dy +dz ofne Gnde nabecn fann;

allein genau geprift Fampft fie gleichroohl mit einer doppel

ten UnbequemlichPeit. Die eine ift, dak man daben nidt

fglich vermetden fann, dy und dz in Nidufe 3u pecroan:

: e d % . 4
beln, und dann ecfd den fiie af gefundenen Augdruct alé
- Z

eine aenane Beftimmung ifres Berhaltniffed anjufefyen; die
anbere aber, daf man dabep gejromngen ift, cine Senge
uneigzniliches Redendavten, die einer woeitlauftigen Geflarung

- bedurs
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fobiifen, eingufibren. Jenes thut felbft Hr. Rdftner in
feimen Anfangsgrinden der Analpfis des Unendlichen, S. 1T
in dem Rufape 165 diefes findet man allenthalben. Gleidz
toohl hat diefeEheorie, insbefondere unter den neuern Was
thematiforn, viel Hnhanger gefunden, und vorpliglich haben
fie Hr. Barfien in feiner Abhandlung vom Mathematifchs
tnendlichen, der erften unter den 1786 3u DHalle von ihm
hecaudgegebenen mathematifcden Ybhandlungen, und Hr.
L’ Huilier in et in ¢ben dem Sahre von der hiefigen Ufades
mie der Wiffenfchaften gefronten Dreigfbrift: Expofition
&lémentaire des principes des calculs fuperieurs, vo0 alfen
Rueifeln gu befrenen, und widér alle Ginmiiefe ju fichern
gefucht. (@8 wird daher nicht unjedmafig fepn, bepder
Schriften nodh mit etwad Mehrerm ju gedenten.

Hr. Harften verwirft alfo supdrderft den Culerifdben
Grundfog: Teve Grdfe Eann obne Ende perniehet roers
Doy, (ener pecmcinte Srundfag, fagt ev §i20, ift wenigs
ftend in Ser Allgemeinbeir genonumen, falfch, toic man ihn
Bier anmenbden will, und man fann ihn obne Umftande vers
werfen: denn man ift eben fo gut berechtiget, feftyuiesen,
jede Grope Eonne obne #nde permindert werden., Dats
aus wicde alfo folgen, e8 fey unmoglich, daf eine Grofie
— o erden fonne, denn hiemit bétte ja die Verminderung
ein Ende.  Seiner Meinung nad) enthalten daher unends

tidhe Grofien fiir den Berftand Feinen Widesfprudh, und

awat unendliche Grdfen in der Bedeutung, wobey -5—0- =Q

ift. Sm 29ften und 3often §. erflact er fich ferner tiber dad
unendlich Sleine und aber die Differengialien auf folgende
Aet: , Der Ausdeuct unendlich Elein eiihet oo Der Borftels

fung e, wie permittelft der Bivifion cines Sanjen mit
X 4 etner

b
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einer beftandig wadbfenden Sahl der Quotient der Girdfe o
immet nafier gebracht werden fann.  Sie ift der BVorfels
lung- gan; abnlich, wie veemittelit der Divifion mit einer
veranderfichen befrandig abnehmenden Zahl der Duotient
gedfiee alg jede nod ju beftimmende Gedfe werden Fann, {ie
fep fo grof, als man will,  Sur man wablte fiir dasg Jeis

chen = =0 den Husdruck unendlich Elein, weil man fug

bag Beihen C{' = e den Ausdruc unendlich groff getodhit

batte.  Ghemalige Borfrellungen von der Sade Fonnten
Demr Pefer Bweifel {ibtig laffen; ob man audh Deredhtigt fep,
S deichen -i- fblechterdings mit o fir gleichgileia ans
“punchmen,  Um foldyem Seweifel u begegnen, muf ich an die
febr befannte trigonometrifche Formul i—é—: = cot, « ¢vinz
nern.  AWenn « = goo ift, fest man fec. « = o, alfo
-3;— = cot.9o%, Jlah aller Geftandnif bejeidnet -;;— bas
unendlih Kleine, und nady aller Geftandnif ift cot. 900 =0,

alfo Pann i Bein Mittelding jwifden Nidts und Gimwas

: , P
fepn.  Wenn ich nun voraus fese, daf — nichts mehr und
nichté weniger bedeute als o, fo verfteht es fich von felbf,
i § i § 8 L
daf a e aE ey fep, oder baﬁ; in allen fol

chen Fallen aus ciner Forme! wegfallen mitfie, toenn bic o
jelbft, oDet was viclieicdht damit multipficict ifty toegfallen
mup.  Das it e8, wasd die RNege! fagen wil:

o,
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Dag unendlich Kleine verfchwinde in. BVergleidung mit
pem Endlichen.

Rormals mogte man diefe Regel ndthig Haben, jest
ift fic gany fiberfliffig.  ¥Menn man bey Ynmendung der
Differenzial + Nechnurg auf dier Geometrie obsy anbdere
Sfheile der: Mathematif x f dx =x, y T dy = y
nimmt: fo liegt allemal -die Borausfepung jum BGrunde; Vaf

dx ober dy fo viel al$ é; mithin nidhté anderd ald o fep.

Die ehemaligen Jrweifel dageaen rahren von den gan; uns
Deutlichen Begeiffen Hev, die man (ich bapon madte, wasd
dx, dy eigentlich bedeuten folle.” Man fieht hicraus, daB
Hr. FKarften chen denfelben Begriff von den Differensialien
jum Grunde fegt, der im gegenmwartigen tberfesston Guleris
fchen Weefe angenommen toorden ift, ob ey gleich Die De:
Pauptung verwicft, auf welde man benfelben Hierin gebauet
findet; aber fo bleibt die Duelle, woraus die Scwicrigfeis
gen in Den erfien Grundfasen der Diffevenyial: Rechnung
fliefen, immee nodh unverftopft. Denn einmal (4t fich ausd
dem gebadyten Begriffe nicdht cvflGren, warum die beftandis
gen Grdfen fein Differengial haben. Sum andern giebt
derfelbe Feine fibere Regel an die Hand, totnadh man fich
bey der LWeglaffuny einiger Diffecensials Yusdeucke und der
Bepbehaltung andecer sichten Fonnte, Endlich bleibt dabey
drittens immer die Schwierigfeit juriid, daf man in der
Differengial - Rechnung blofe Nichtfe untecfuche, und, ohne
eine Rerfdicdenheit unter ihnen aus dem Begriffe dets
felben Hevleiten ju Eonmen, fic gleidhwoht verfdicdentlicdh bez
seichne, und bep der Bergleidung als wirflich von einander
vexfchicden behandele, Obbiefer julest gedadten Sdyierigs
feit auf folgende Urt hintanglich begegnet werde? wird jedes
Mneingenommene von felbft fbon beurtheilen: &8 fen
C T 7 ==
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y=ax P bx2 |} cx3 | dx4.+ 3,
fx + gxz 4 hx3 + kx4 + 1.

{o muffen y und z bende o werden, tvenn man x = o fest,
Dagegen ift der Geponent des Berhitniffes y : 2

z

l

y af bx fecx2 4 dx3 + 1.

z  f % gx‘_'i' hx2 + kx3 + 10

= SR | :
und diefer twird L toenn man x == o fekt, in alfen andern

¢ 4 a
Sallen aber ift Do Werth deg Gpponenten % von T Dewe

fbieden.  TBenn nun gleid in dem Falle x = o nicht tweis
tev gefrant merden Pann, wie viclmal z und y enthalten fep?
weil ¢s fich von felbt verftebt, daff alle ¥YTullen cinander
gleich find, und weiter feine Grife haben, die manvergléiz
chen Bdnnfe: fo LRt fidh doch oft durch anbdere Sdlufifolgen

b::mci,fé_n, Daf der-legte MWerth ded Erponenten Ly fitr et
z

befendern Fall x = o dem Erponenten deg Verhaltniffes
giweyer andern SrdBen gegen etnander, roelbed man eigents
tich fuctite, gleidy fepn mirffe.  Gben diefe Grenge des Vers
baltniffes y ¢ z ftefllte man fidh fonfi al@ das Berbaltnif der
dem eingefithrten Spradgebranche gemafh, nun unendlich
Fiein gewordenen Grdfien y @ z vor, und in dicfem Sinne
fonnte man fo veden, qls woeun die cine unendlich Fleine
Grdfe 2 in Der andern y fo und fo vielmal enthalren fey,
ober ald wenn swifdien sweyen unendlich leinen Grofen
jeves endliche Cerbdltnif ftate baben Fonme. . I¥enn
y==axthx2 fex3 f und z = fx % gx2 ¢ hx3 f 0.
ift: fo ift allerdingd y fowoll alg =z fiir x = o chenfallé o,

atbx+exz + 9

¥y IS 2 3 .
w - = ) £ 1] tevaud fur
% £+ gx t hzxz 4 Allein ba b f

I=6
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' 0 s : :
x = o aud g flicht, und alle Nullen einerley feyn

follen, foiffoto=1, und fo muf auch a: f=1, und
affo a == £ fepn;  und rooju afédenn die Deftimmung des
Rerhaltnifics y ¢+ z duech a: €7 ,Aber s 3eige fich s Dot
YTusen von dergleichen Beftinnmungen in fo wiclen Sallen
und fo offenbar, Oaf man darauf das Reche, diefe Dea
ﬂimmuﬂgcn su gebrauchen, grunden fonnge ¥ Giebt man
Grdfien ju, die Fleines find, alf jebe-Girdfie, die fich anges
ben (aft; und dergleichen Grdfen gebraudyt man ja fdbon
in der Glementars Mathematifs fo dndeen fich vorfrehende
@dlirfie in folgende - Wenn y = axt bxx texd ¢ d x4
o6, und z == fx ¥ gx2 b hx3 F kx2 1 ift: fo ift foz
wohl y al8 z fitt x = o ebenfall8 o, und a = f, und es
hoet alfo in diefem Falle alle BVergleidhung der Gubdfen, y
und z, mit einander auf. Alein wenn man x fleiner nimmi,
als jede Gudfie, die fidh angeben laft, und a. b, ¢, d, 2.
£, g, h, k 1 endliche ®rdfen bedeuten, fo tocrden aud) y
und z Gedfen die Pleiner find, als jede ansugebende Grdfen,
aber toeder o, noch nothmendig einander gleidh.  JheBews

‘Daltnif ju einander ift vielmehr alddann

y hafhx%cki-{*dﬂi'zc.
z . £ gx F hx2 4 kx3 4 1.
fo dafy x Bleiner ald jede angugebende Grofie 1ft; und tenn
daber dad Bechdltnif y : z nue o toeit auggedrudt roerden
foll, al8 tiv e duedh endliche Grofen ju thun im Stande
find: fo befommt man '

¥ a i
o

Hier hat man ¢8 nicht mit Nullen, fondern mit Gedfen $u

thun, bdie Eleiner find, alé jedeSrodfe, Die fich angeben 1at;

und wenn man dued Befitmmung und Bergleidund det

Nicptfe
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Nihtfe wicklicd etwod wabres und braucdhbares findet: fo
hat man e8 fider allemal auf die Art gefunden, oaf man
year vou Ylichefens geredet, aber im Grunde immer Grds
fien, die Fleiner find, als 1ede ansugebende Grofe, darunter
geoacht, und feine v orgegeb encen Iichtfe durchaus gls
vergleichen Gedfen bebandele bat,

Diefes vorausaefetit will i gerne jugebert, daf man
mich mit Recht tadeln witede, wenn id behaupter waolite,
Paft die untce dem RNamen der Spbheufiton befannte Mes
thode der Ulten, gehbrig ermeitert; umuldnglich fep, um
Den Grund bev Diffevengial Rechnung feft ju leaen. Dies
fed lengne ich Peinedtoeges felbft und an fich genommen, fone
pern ich veclange nur, daf man die dabep ndthigen unbes
frimmbar- fleinen Srdfen nicht mit Rull veswediels und
wicflichen Nichtfen afeich annehme; und behaupte dabey,
Dafi die gerodhnliche rt, die Griinde der Differenginl Rech
nuig auf die Erhauftions:Methode ju bauen, weitlauftiges
und unbequemer fep, ald e ndthig if. Wo haben ool
die Ulten bey ihren Erhauftionen Grdfen gebraudst, die
Jullen gleich gefesst werden Fonnten? Durch die Einfihrung
folcher Grofen evmweitert man die Crhaufions - IMethode der
Aleen nicht, fondern man entfernt yich gdnglich von b
Hind wie {hwer ift dad mit einander ju vereinigen, oder viels
meht tie unmdglich, dof man einmal durch Feine noch fo
toeit fortgefegte Fheilung ciner endlichen Grdfe je auf Null
fommen Ionne, und denn doch die endlichen Differenzen
burd cine foldbe Theilung su veefdhwindenden Gtofen mas
den foll? Hr. L'Huilier pesmeidet diefe Rlippe, allein tenn
man ein Bepfpiel von der oben gedadyten 2BeittauftigPeit und
HnbequemlickFeit anfiibren roill, braudt man fich auch nue
auf feine Expolition &c. 3u berufen, Damit Diefes Urtheil

nicht
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nicht unbillig fcheine, toill ich die Srflarungen und Lehrfage,
aber chne die himugefigten Eriduterungen und- Deweife,
ertegen, auf melche Hr. L’Huilier die Crfindung dev Diffes
vengialien bauet. Site find felgende:

Erfte Srilarung,

Soit une quantité variable, toujours plus petite ou
toujour plus grande qu'une guantité conflante propofée;
mais qui puiffe différer de cette derniere moins que d’au-
cune quantité propefée plus petite qu'elle: cetts quantité
conftante eft dite'la /imite en grandeur ou en petitelle de
la quantité variable.

Sweyte ErElacung.

Soit un rapport variable toujours plus petit qu'un rap-
port donné, mais qui puiffe étre rendu plus grand qu'au-
cun rapport afligné plus petit que ce dernier: le rappore
donné eft appelé la limire en grandenr du rapport variable.
Item: foit un rapport variable toujours plus grand quun
rapport donné; mais qui puille étre rendu plus petit quau-
cun rapport afligné plus grand que ce dernier: le rappors
donné eft appelé la limire en petiteffe du rapport variable.

Eefter Lehrfan,

Soit une quantité conftante; & foit une quantité va-
riable toujours plas petite ou toujours plus grande que la
premiére , mais qui puille en difiérer moins que d’ancune
quantité a{lignée plus petité qu'elle. Le rapport d'égalité
elt la limite en petitelle ou en grandeur du rapport de la
quantité conftante i la quantité variable., Kt reciprogue-~
nsent, fi le rapport d'égalité eft la limite, foit en grandeur
foit en petitefle, du rapport d’une quantité conflante 2 une

quan-
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quantité variable plus grande ou plus petite quelle, Ia
quantité varinble peut différer de la quantité conflante

= WS sy
moins que d'aucune quantité aﬂ.lgnee.

dweyter Lebhrfag,

Soient deux quantités variables fufcentibles de limites,
Pune & l'autre en grandeur ou P'une & 'autre en petite(le;
& ayant entr’elles un rapport conflant; je dis que leurs

limites font entr'elles dans le méme rapport.

Soient 4 & B deux guantités variables, dont les limi-
tes, 'une & lautre en graudeur ou 'une & Pautre en pe-
titefle, foient 4/ & B8/5 & foit le rapport de @ 4 b le rap-
port conflant des quantités 4 & B, Je dis que aufli
A Bl = az b,

Dritter Lebrfagn,

Soient deux quantités variables d’efpéces différentes
Fufceptibles de limites, l'une & Pautre en grandeur ou
Pune & Tautre en petirelle,  Que les rapports de ces
quantités variables & deux quantitss conftant s ‘oient tou-
jours égaux entreux.  Je'dis due les rapports de leurs lis
mites aux mémes quantités conflantes font aulii égaux

entr’eux.

Soient 4 & ? deux guantités variables, dont les limi-
tes, 'une’& l'autre en grandeur ou Pune & Tautre en pe-
titelfe, foient 4 & 55 & foient @ & b deux quantités
conftantes, refpeflivement, des meémes efpeces qu’elles.
Sion a toujours Ja proportion 4 : g = B : b, je dis qu’on
® aulli 1a proportion 4!: g = 5/ ; ),

Yicr

Y
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Yietter Lebrfas,
g doux rapports variables , fufceptibles de-limites,
font toujours ‘€gaux ‘entreux, ieurs yapports limites font

aufli égaux enir’euX.

Que Tes rapports de A4 7 & de” i D foient toujours
ggaux entrenx. & que les rapports de 4'a 5/ & de C'a D!
foient refpectiv ement leurs limites; je'dis que les Tapports

de A’ 3 ' & de C'-2 D' font aufli égaux entr'eux.

Sunfter Zebrfan.

Le rapport 'tompofé d’un nombre quelconque ‘de rap-
ports fufceptibles ‘de limites 2 pour limite le rapport com-
poié des rapports limites des premiers.

‘Sechster Lebefan,
données; foit » une quantité variable non fufcéptible de
limite en petitefle (ou qui peut étre rendue plus petite
qu'ancune ‘quansiré aflignée); foient R e B o
des expofants ‘donnés qui vont fucceflivement en croiffant.

Soit Q une fonc@ion de « telle que, Q=A% Bad ¥
Cxc F Dad g &e.ws o Lalf Mam f Nao f;

je dis gue le rapport d’égalité eft la Timite du rapport
de £ 4 A, en petitefle ou en grandeur, fuivant que & eft
pofitif ou négatif,

Zebnfed.
Soit Q une guantité variable fufceptible 'da limite , la-
quelle foit Q': je dis que le rapport limite du rapport da Q
i une quantité conftante A eft égal au rapport de Qi a A

Gichen:
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Sicbenter Lebrfan.

Soit 2 un nombre donné; foit 22 un expofant donné;
foit x une quantité variable, ‘dont la variation, que jap-
pellerai changement, {oit z_’lg.f; je dis: que le rapport des
changements {imultanés de a®=Xx & de x 1 peut appro-
cher du rapport de a®-T i nx2-T plus prés que n'en
approche aucun rapport afligné plus petit ou plus grand
que celui-la, fuivant que % eft plus grand ou plus petit

que lunjté.

Achter Lebrefan,

" Soit @ une fondlion de x de la forme 4x2 ¥ Bxb %
Cxc§ Dut o Ex® &5 ai s Et foit Q = Agx2-1 %
Bbab-X f Cexc=r o Ddyd=T FoBexe-X 4 .. . .. 53
je dis que le rapport de 4'a Q' eflla limite du rapport
des changements {imultanés de A'x & de Q, par un méme
changement A x de x En effet, le rapport des changs-
ments {imuitanés de Alx & de Q eft celui de 4/'4 la quan-
tité Q/ augmentée de la fomme des produits de A x & de
ies puillances par des puiflances de » & des fafteurs con-
ftants, Donc, pour une meme valeur de ', le rapport ds
A' 3 Q' eft Tien la limite du rapport de ces changements

{imultanés,

I laffe e8 bep der blofen Mittheilung diefer Eage
mit den Worten ded Verfaffers betwenden, um Raum 3u den
Sbrigen hieher gehdrigen Anmerfungen ju behalten, Hser
piclleiht fallt jemanden Der) Gedanfe ein: »3B0ju fo vid
Bocte aber die Natur der Differensialien? Wig haben o
mansbe unvollfommne Ceflacungen in der Mathematif, ehie
Dabep uber die Cigenfhaften der Gegenftinde decfelben im

§

mindeften ungerwif ju feprr.  MWas 186t 1ich 3, B, felbd 1oce
Dig
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dle Grflarung der geraden finfe und ded geradlinigen Wins
feld fagen, die nidhi@ roeniger alp Definitionen, im fttengen
Ginne genomnien, find; und wie evident find gleidbmwobl die
©age von den gevaden Tinien und Winfeln! Wenn denn
nun audy in dev Befdhreibung der unendlich fleinen Gidfen
nicdt alles gany genau pafit und twortlich verfranden werden
Datf, was fbadetd? Wee fich mit der Diffevensials und n:
tegral: Rechnung felbft befannt madt, fann wegen der
SBaheheit ihree Vorfdbeiften nicht in Ungew Gheit bieiben «
Suvdederft gebe i febr aern ju, daf derienige, det den
Begriff von den Diffevengialien ju bevidtigen und einen un:
begteifelten Grundfag fir die Diffevengial NRecdhning ju
finden fucht, blof ven Unfang ded Weges ju cinem reijen:
den und frudbtbaren Gefilde ebene; allein diefes {dheint mir,
jenes Ginurfd ungeadhtet, nothwendig und wichtia. Denn
baf in ber Glementar 2 Mathematif und alfo auch in der
doen, rvithret dafer, toeil die Clementar: Mathematie die
Grdge unmittelbar in Conficuctionen Letvadhtet, und haufig
toeiter nidts als Defchreibungen ecfordert werben, um viefe
Conftructionen ju madyen. Dabingegen unterfudht die alfz
gemeine Mathematif, wovon die Differensial: Rechnung cip
Lheilift, die Srofe jwar veemiceelft Conftructionen, aber nidht
i denfelben, fondern in Deutlichen Begriffen; und wie Fann
¢in Steom Flar fliefen, enn feine Quelle tritbe ift? Und denn
enthalten die unvollfommencn Eefidrungen der Clementais
Mathematif, von weldhen man fagen fann, daf fie nidt
gedndert ju toecden brauchen, nidhts, moraud etrwag widers
forechendes fidffe. So lange man daher Leinen wabrhaftig
mathematifchen Srundfan hat, der an die Stelle des nendliz
den gefest werden fann, und dennody die Unterfudbungen,
fo durdy diefed Mitte! gefchelyen, weder erfchwert noch veus
ulers Differens, Rechn, 1.TH, = 9 lingeyt:

et
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dngert: fo lange Fommt die ehrenvolle Benennung der vils
fig genanen Biffenfhaft nur dem niebrigften Theile der Maz
thematif ju.  Aber vielleicht ift folgendes, fiir manchen ez
nigftens, widbtiger. €8 roerden nicdht nue durdh die Differens
sialz und Sntegral: Rechnung bicle, aud ohne fie moglidy,
tinterfuchungen in. einem. fehr hofhen Grade exfeidhtert und
abgetiivyt s fondern e$ machen aud) diefe bepde Rechnungen
eine, aemifi eben {o gtofie, Menge von Unterfudhungen ibee
dic Grdfie ccft moglich, und die angetvandte und praltifde
Mathematif fann ded Diffevenzial- und, Fategral- Calculd
bep dem jehigen Suftande der Sachen fdhlechterdings nid
entbehren. Nun grinde man diefen Caleul auf Principien,
twelche pon denen der gemeinen Mathematif, und idy mocdte
fagen, von denen dee geraben BVernunft, wefentlich verfchies
den find; iftd denn Wunder, wenn. dicienigen, die die Jas
thematif tweaen der YUnwendung auf die Gefchafte des L
bensd treiben, fich bdurdh die Dornen abfbrecten laffen,
tpemit er umzaunt ift, und in dem Gebiete der gemeinen
Wathematif verweifen? Man muf von dem, der Theorien
brauchen foll, nidht blof verlangen, daf er fie lexne, fondern
thm auch die Grlernuig decfzlben in ferner Rage mbalid,
und ohne Nadeheil dec Grandlichfeit angenehm und ierdt
machen,

Und nun jur weiter Entoicelnng der Sdhtvierigleis
ten. toomit die Culerifcbe Theorie von dem Unendlichen und
Dem unendlich Kicinen Tampit.

I

3 §. 84 und 8s.

Tan darf in der Mathematif allardingd nicst immet
einerlcn oder gletche Grdfen durdy einerlep oder dicfelbigen
Seichen quédeucten, aber umgefehrt miffen dicfelbigen Reiz
den immer diefelbigen Grdfen bedeuten, oder ¢ muf dad

Gegen-
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Gegentheil, twenn e ftatt finden foll, ansdriactlich angezeigt
werden. €8 ey alfo, toie ELuler verlangt,
y s b .I =00

weil n . o= o ift. Ferner bedeute m eine von n verfdhic:
pene Sahl. Aus eben dem Grunde, aud weldemn.o=o
ift, ift audh m.o=o0, und alfo audh, fotvie n : 1=0;: 0 iff,*

m: L =0 303 folglih

a0 e mat il wnb e aemy

du §. 86.

Wenn dx =0, und auch adx == o ift: fo verhalt fih
FaAX SR =0, 50,

RNun follen .nach dem 8sften § die Nullen jeded Vechaltnif
iU einander Baben Ponnens (inter cyphras ratio quaecun=
que intercedere poteft) alfo ware nicht blof

adx :dx = a i1, forbern auch

adx :dx= A { I : :
foie beri‘ebiebe_:t audh A von a fepn mogte. @ies’burcb foticde
die Moglichfeit adx und dx mit cinander gu vergleidhen
gamlich aufgehoben,

au §. 88.

Gine Hnie ift cine FlaDe, deven Breite = o ift. Ghbe
e8 unter den Nullen vecfhiedene Ordnungen, fo liehe fich
viclleicht audy geometrifd) fdharf darthun, dafi die Breite
von einigen finien in Bergleichung mit der Breite anbderes
unendlich grof fey, obaleich Feine eine Bureite hatte.

du §. go = 95,

So wie ¢8 Grdfen giebt, die Fleinet find ald jede Grdfe,
bie fich angeben [aft, fo giebt e8 aud folche, die grdfer find,
I8, jede_anzuacbende Gurdfe, D. h. beyde Arsén von Groz

1 D 2 fiens
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fien laffen fich oenten. - Fene twerden felbft in der Glenens
tav - Mathematif gebraudht, ju diefen gehdren die Mengen
der Diffevengialien in jeder Grofe. - Warum folite man alfo,
da man jéne duech dx begeichnet, wenn x die gegebene Srofe
ift, nicht auch fiie diefe ein befonderes Reichen, 3. B. »
brauchen,  ber nun ftehen aud) dx und oo einander gegen:
fiber, und fo wie jenes nidt = o ift, fo bedeutet auch oo
Feine unendliche Srodge im metaphy(ifben Verftande. So
toie man duvdh eine, ohne Lnde fortgefente, VerFleinerung
jeder endlicdhen Grdfe fid dem Differenziale derfelben immer
mehe napeet, obe e je ju erreichen, und alfo nod weniger
dadurch ju o gelangt, weil dx nicht == o ift: fo ndhert man
fich auch der durdh oo angejelgten Scdfe durdh eine obme
Ende fortgefente Bermehrung immer mebhr, erveicht fie abee
nie, und gelangt alfo’ aud) nod) toeniger ju dem Unendlichen,
weldhed o gegeniiber gedacht foecden muf.  Jie diefes Un:
endliche will ich dad Seidhen [oc] gebraudben, und dann
wiitde allerdings, wenn man bepm blof Gedenfbaren fiehen
bliebe, nicht nue

X
— =00, D w.dx = x
dx =
fondern aud
%

m:o, und [ec]. o0 = x

fepn.  Wasd indef diefe Gleichung [o0]. 0 = x betrifft, fo
Toied fich weiter hin Gelegenbeit finden, fie genauct ju e
flaven.  Dag Jeichen oo twird aber febr verfchieden ge:
braudt. Go fest man nicht blof

rﬁﬂb d}
— = o0 — SO0 §
d 9 ern au ? 9

audy ift es nicht ungerwdphnlich, die Summen von Reihen
toie folgente:

1t
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durdy eben diefes Beichen ausjudrucfen. Sehr haufig ents
fiebt davaus Pein PNachtheil; allein wenn man mehrere durdy
oo audgedrucfte Grofen mit einander vergleichen will, fo ift
auch flar, daff man feine Bebauptungen nidyt auf dad IJets
den oo bauen muffe. Uebrigens ift leicht einjufehen, Daf
wenn oo weiter nichts als eine unbeftimmbar grofie Grofe
bedeuten foll, der Begriff im Srunde nicht verandert werde,
wenn man dafiir oo + 2 oder o — a feit, oder Hberhaupt
diefe Begeichnungen und oo mit einander vertoechfelt, denn
o0 Fa und oo — a jeigen eben fowohl unbeftimmbar grofe
Grdfen an al8 oo, IWas aber dag Jeichen [oo] betrifft, fo
fann man don der dadurcdh audgedruciten GSrofe immer fas
gen, was <haller von der Cmwigleit fagt:

b Haufe ungeheure Sablen
Sebiirge Millionen auf.
b fege Jeit auf Seit und Welt auf Welt ju @auf
Und foenn ich von Der graufen $Hiobh
it Schwindeln wieder nady) dir feh,
St alle Macht der Iahl, vermehrt ju taufend Malew
Noh nicht ein Thell von dir
Seb 3ich fie ab, und du liegft gany vor mit, .

nue mit_dem Unterfchicde, daf man nicht eben dag Recht
bat, die GwigPfeit fo mit den imaginaren Dingen ju vers
aleichen , al8 die durdh [oo] angedeuteten Grofien mit den
imaginaren Grofien jufammengeftellt rorden find. 1nter der
folgenden Nummer roerde ich diefe Begriffe brauden, um uber
vie fogenannten unendlidhen Grogen nody eind und das ane
bere 34 fagen, iest Eehre idh) gu Luleyn guri,

93 - Sm
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Sm g4ften §. wird behauptet, man miffe in der Geos
metric fogar jugeben, taf 008 Protulfr aus einee unends
Tichen Geofe in Joull eine endliche Sudfe feyn Fonne, weil
aus

tang. @ . cot.e = r2
e &« = R ift, 0.0 =12 folge. Yud dem toas Luler
behauptet, flieht diefed allerdings; allein wenn aus ride
tigen Borderfagen durdh ricdtice Schluffe nihts Fab
fdhed muf Herausgebradht toerden Ednnmen, und jene Bes
Bauptung nidt jugegeben werden fann, olne andere audge
machte Wabhrheiten dber den Haufen ju werfen: foift jo
diefelbe ein ficheves Kenngeichen, daf die Sane, worauf fie
gebauet ift, falich find. Wenn 2 =R ift, fo ift tang. a==[x]
und cot. « == o, - Aber toill man aus tang. @ . cot.w =r*
flir « = R den Sap ;
A (0] . o'z £2

Hevleiten, fo ift dabep noch ciniges ju beobadten, twas twek
ter uiten angefihut toerden wicd:

3u §. 95 ¢ 97.

Wenn in der Elementar - Mathematif die Linie durd
eine Lange dhne Breite erPlact oder Defcbricben, bdie Gren
jen der Yinten Punfte genennt, und toeil man eine Linde theis
fen fann, svo man will, in jeder Linte ungahlige Punfte ans
genommeit werden: fo find dag Lovftellungen und Bebany
tungen, totoider fein Menfch etivasd cinwenden Fann; und
wenn man bep den Unterfuchungen, toobep man den Begriff
ber finie gebraudit, meiter nichts fordert : fo Eann allents
Balben dag fellfte Licht herefben.  Alfein man ziehe aus je |
nen Behauptungen die Folge: TJede Linie befiche aus unz
endlich vielen Punfron; und verfbroende dann feine Seit
mit der Beftiimmung det unendlichen Mengen dev Punfte

in
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in derfchicdencn Linten: fo twitd und muf man fich, obgleich
nedh und nacdy, doch immer bald, ausd ver lichtoolliten Ges
gend in dicfe Finfternif vecfept fehen. Tn Der Rictfiche
find jwar die Diffevenzialien von Ten Bunften vevichies

“den, daf fie al8 wirkliche Theile ilyrer Grdfen gedadht twers

den mitfen s alfein fbrigens darf man nur mit thnen fo vere
fahren, al8 nady Dem Worigen mit den Punften, unrin dafs
felbe Sabyrinth su gecathen,  TWenn x iede vevandestiche
Grife bedeutet, fo ift, das Berhaltnif von x : dx anjugeben
Zeine noch fo grofe Sabl hinveidhend. Dies flicht aus dem
Begriffe des Differensiald; und twas fdnnte Die fehre bon
den Diffevengiatien fir SchivierigPeiten haben, wean man
dacin tweiter nichts als diefes fordert. Yllein man folgere

daraus, daf -d% = oo fep, und denfe fich dad oo, Wie gez

todhnlich; und dancben audb dx ald unendlid flein, im ges
twdhnlichen Verftande: fo hat man auf einmaf nicht blofl unz
endlich grofe und unendlich fleine Srdfen; fonbetn audd
utiendlich grofe Grdfien, die unendlidhmal flciner al8 anz
dere unendlich grofe Gedhen, und unendlich fleine, vie unz
endlichmal fleiner alé andere unendlidhy Fleine Srofien find.
Roh mehr! Man hat algdenn fo viele unendlich grofie und
unendlich Eleine al8 endliche Srdfen, ja fogar unendlih
vicle Ordnungen unendlidy grofee und unendlich fleiner
Dinge: ja toenn ein unendlid) grofed fdon et weifi wie
vielial unendlidhe Male auf einander gehauft ift, fo ift e3
doch twieder foviel alg Nichts gegen cin anderesd Unendlides

“qnd foenn ein unendlih Kleines toer weif toie vietmal uns

endliche SRal in Theile getheilt ift, fo ift dod jeder Sheil
noch cin' unendlich grofies gegen andere unendlich Kleine.
Das {ind doch wobl feine roleranter vera, quae explicatione
vigidanrur 2 1IN0 wojn nun diefe gange geheimnifoolle
: - D4 Spras
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Sprache? Bag ift man dadurdh im Stande u finden, wad
man nicht ofne fie viel leichter und bequemer finden fonnte?
Wenn man Dinge an fich su unterfuchen unternimmt,
weld)e blog in Vergleichung mit cinander unterfucht wegs
Oenn Fonnen, und unterfucht su werden braun chen: o
Fann dasienige, tvas nian findet, -qus dem crfien ®runde
nicht-anders als verworren und falich, und aus dem ans
ocen wiche anders als unnilg und unbrauchbar feyn, Daf
34 Diefer Slaffe der Snbalt deg 95. 96 und g7iten-§. gehore,
glaube ich nus nbhig 4u haben, anguzeigen.

- 3- Zinige anderweitige bicher geborige Be:
-. teacheungen.

3§ 102 5 TIL,

#Benn man nady fpeciellen Regeln, die nur-auf eine et

paffen, weil fie blof aug dem Begriffe diefer Yrt abgeleitet

find, auch die fibrigen neben the liegenden, wenn gleidy mit

ibr 3u einem und demfelben Gefcblechte gehdrenden, Ncten
behandelt: fo darf man ficd nicht wundern, wenn man das
durdh auf Refultate gefiihet wied, die micht evlauben, den
angenommenen iu -einaefchranften Gefichtspunte benjube:
balten.  uf diefe Meife aber vethalt 8 fich mit Den indis
piduellen Reiben,  toeldbe der Beef, aus - der allgemeinen
Jormel :
I

T—x - IT 21 x2 23 24 ¢ 2F § x6 4 4¢

hergeleitet hat,  Gg haben Ddiefelben gany und gar Peine
Scbwierigleit, wenn man Dabey por Augen behatt, daft die
Regeln der Divifion bey den pofitiven und neqativen Sabien
bald quf die Borftellung: jede negative Sabl fey weniger
als o5 und bald auf den Begriff gegritndet find, swobep das

JNegos
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Regative ald dem Pofitiven entgeaengefesit, und dad Nofis
tive noch vom Ybfoluten untevfchieden gedacht twird. Wenn
L =1tztat8ti6t32t6st gt
gefent wird; fo mwerden die Regeln der erften Gattung, wenn
aber : 1 = 2 - = — 1 angenomnien titd, die Re-
e = 2
geln der sivepten Gattung befolat. - Man Fann dakher nicht
fagen, dag fhlechterdings und ohne alle weitere Rudfidht -
1t2f4t8t16t3tbtBir=—1
feu, teil forooll —— =1+ 2+4+8 + 16 T,

L2

al8 aud I—--I---; = — % nach richtigen NRegeln gefunden

toerde: denn fo richtig diefe Regeln find, fo liegt dabep
gleichroohl ein doppelter Begeiff von den negativen Jahlen
jum Grunde.  Allein da ohne Einfdranfung ;
1f2tat8t 6t RiGte= —=—=—1
fepn migte, wenn jene Negeln nicdt durch die ey ihnen
angenommenen Geficbtépuntte eingefbrantt waren: fo Lafke
fich aus den vom B. angefihrten Reihen allerdings betvels
fen, daf man fich, wenn die Regeln vom Pofitiven und Res
gativen gany allgemein und ofne alle weitere Ructiicdht ges
braudht werden follen, die negativen Jahlen, aufer auf die
Doppelte vorbin berdhrie Avt, aucd nod ald Jeichen des
mehe ald unendlich Grofen gedenfen muffe. Ehut man dies
fe8, fo wicd jwar die Bedeutung det negativen Jabhlen manz
nigfaltig, und man muf in jedem Falle, wenn man am
@nbde ouf dergleichen Sablen ftdfe, aus andern Umfranden
befiimmen, twag fiic eine Bedeutung fratt habe: allein dhns
fide Jalle giebs ¢ -in der wnbefimmeen Mathematif. in
D 5 Menge,
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Menge, und es entfteht alfo daher Fein Cinurf.  Aber dag
Fonnte widptiger fcheinen, Dafi aisdenn die negativen Qablen |
folche Sahlen vorftellen mifiten, die gedfier waren alg das
Unendlide, weldes id) oben &. 340, durd [oo] su bejritha
nen vorgefcblagen habe. Fndef jugegeben, dag die dusch
Dag Jeichen [oo] ausgedruckien Sablen, und alfo nody mebe .
bic unter die Form [] + m gehdiigen imagindr feyen; |
toiv gebrauchen ja aud forft mit Vortheil imaginire Grdten
im Galcul, 'warum foliten wie diefe f‘htru g vermwecfen?
sumal 04 1em tmaqmarm 4514 uf: % g Be ao; lih‘f-yliﬂf“ﬁhht‘
tel der ansuftellenden Unterfuchungen find. und, wofern
oae Gefuchte nicht unimdalich ift, am Ende aus der Rechz
tung wegfallen; diefe bingegen baufig in Refultaten vors
Fommen, welchewir niche fir unmdalich exBlaren dutfen,
obne die fehonften Regeln der Niathemarit tiber den #au3
fers 3u flofien, lebrigens vertweife ich twegen der Fedeus
tungen, toelche toic den negativen Sahlen beplegen miifien,
auf dag, was ich dacdber in den Jufagen jum acbten Capitel
ved erftent Duché der Einleitung in die Analvfis des Unend:
lichen und in dev folgenden Betradtung, von . 352, an,
gefagt Habe. '

Diefed vorausaefeht Haben die memm, welche Lulee
im [o;ten§ aud der Formel ?
I_x-'—"'-* I} xtx2 ¢ x3 fxé+x5 4 x6 49
ableitet; Eeine Schwierigleit. €8 ift vielmehe gan; natiies
lidy, dab 3 B.

-y 16 ?.32-{'64%26.

ity toeil man diefen SWerth von —— = ——_ durdy die

— —1

Divifion dev 1 mit einev Gedfe, die Hleiner als o gedacht
witd,




Anmerfungen und ufite jum ecfien Theile ¢ 347

fied, findet, und alfy der Quotient grofier toerden muf ald
[oo], welhes Te==rkrfrtrd1tita ift.  Yup
fann man mit voliems Rechte fagen, daf

i+2tat8t 16276470 =—*I
fey, weil — 1 ja aud) eine Jab! votftellt, die grdfer fepn
foll, alé [o0]; nut muf man nicht daraus ableiten wollen,
daf allemal und ohne Nuckfidht

—1=1%2t41F8%16F 32764720
fen, wovon der Grund ebenfalid in dem Gefagten liegt,
Gben fo natiielid ift ¢8, dof - = :
feinen Wevth nadh der Formet

I

= — &, ftoenn man

ﬁ]:-f-x-}':iz‘f'xi‘l'xq"f-xf'i'xﬁ-'l'ltp

I—X
fubt, mehe gicbt, als man nad ¢ben diefer Formel fue
I
I—2 :
fien, dic grdfer find afé Das [0]2 Untroort: Seichen follen
fie uns feyn, wenn fie in Refuleaten vorfommen, oaf wir
an ibrer Stelle die negativen Groffen 3u nehmen Haben,
ans deren Entwidelung fie exbalten werden Eonnen. Man
evinnere fich Pier an die aus der fehrve von der $Hyperbel,
Bergehbrigen Falle, refdhe Wallifen fo viele Sdhroierigfeis
ten machten, und Varignon juerft erfldrte, und toobey ety
Raum, det nadh den BVorausfepungen, die bepm Galeul an-
genomimen toerden, mefhr als unendlich grof fepn follte, nichts
anbers ald cin negativer ober auf der entgegengefetiten Seite
befindlicher endlicher Raum ift.  Doch aud) hiervon nachher

. 352 f. mehe.

= — % findet, . f f. Uber wag follen ung Beds

9[flein toie verhalt ¢8 fich mit den Reifjen, weldhe §. 104
aud dev Formek o i

1%
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I
(1—x)32

T foaxt 3x2 § 4x3 F 524 40, =

abgeleitet werden? Hieraus findet man

=1t213%t4+%5F 6%

i |
° (1
und da vothin
J ooy

=1~I~1-i-1'{~r-i-1-i~1'i--1-l-tc.'

o 3 Fe 3
rar, und & nady dem Obigen = [co] fepn folf: fo folfte
ja aud ]

1tef3tatstot=1Frtrdotodntn
feprn. Toch mehe! Wenn man in jener Formel fite x die
Bahl — 2 fenst, o befommt man

12)1 Ub 4t 12321 80 e =

IWie farm r=1%4%12%32% 80 2. fepn? ober: Wie
fann, da burd) (1—2)2 dividiren eben fo viel ift, alg dupdh
— 1 Dbipidiren, und ben Duotienten nocdbmals durch — r
theilen, und jene Divifion fdon mehr als das Unendlidye
giebt, folglic) biefe bag Unendliche, unenblxd;'e Eﬁ‘al genom:

I

men, Devvorbringen mufite, = 1 twetben? Ders

I
(1—2)2
gleichen Knoten find leicht gefchiirst, aber in der That nod

I
oder nadh

i : 4 ‘
feichter geldfet. IWenn man G e

der Jovmel:

TooTsttex baxe f4xt § sxs

enttoicfelt: fo bividitt man im erften alle 1 durdy o, und
en ge?unbenet} _Quuttenten toieder durch o; im andern aber
¥ exfi urdy — 1, und davauf den Duotienten nodymals durdy

— T,
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—

3 L I
— 1. 9Benn man hingegen —2) und
bingss L e o (1—2)2

— 1 findet: fo dividirt man im evften Fall 1 durch o, und
im jroepten 1 durch 15 und fo toare e8 doch in der That ju
peroundern, toenn jemand fich roundern wollte, dap einevley
Eiedhe durd verfchicdoene Grofen dividict, verfchiedene Quos
ticnten geben.  Allein vielleidht wendet hier femand ein,
2af man auf diefe vt bep der Antvendung deér Sage von den
Reichen + und — inGefabr fey, fich gu ivcen, wean man dies
felben gany unbedingt befolgte? Fch Fann diefed an meinem
Sheile nidht feugnen, da HeFanntermafen bedinate Sine nie
als unbedingte gebraucht werden divfen; und daf ingbefons
dete dieBehauptung : bep yroenStdfien geben einerlen Seiden
forooblim Produfte ald im Ducttenten +, und verfdicdene—;
feine allgemeine und unbedingte Wahrheit haben, habe idh
in meinen ﬂinfangﬁgrﬁnben ber Buchftabenrechnung und Ak
aebra, BVerlin 1788, im’ erften Abfchnitte §. 9SF genugfam -
gejeigt, und daher audh an diefem Orte jene Dehauptung
anders entwictelt und genauct bcftzmmt, alg ¢8 gembnlub
ju gefdhehen pfiegts

. $Bennt aber die negativen Bahlen bald teniger als o
uid bald mebe ald das [oo] bedeuten: fo ware e8 ja roohl
gut, roenn man bie negativen Sabhlen von jencr Dedeutung
pon denert, wefden diefe sufame, aud) durd die Begeidhs
nungdart unterfcbiede, etroa fo, wie nach dem B. §. 104
fchon mehreve gewollt haben?* Man Eonnte e8 wobl thum,
aliein ¢8 mufte auf eine andeve At gefdhehen, und dDabey
aud noch bie negativen ahlen, wenn man fie als den pofis
tiven entgegengefert gedenft, untevfchieden roerden. Sndef
toogu foll man ed thun, da man die Pebeutung der negatp
ven Sahien jedesmal fo Ian:g.e unbeftimmt [affen Tonn, big

man
LS
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man die Deftimmte Vebeutung derfelben braudt, und es
bann allemal leidht ift, die unter Den dafependen Umftanden
ftatt findende Bedeutung ju erfennen.  Stur muk man fi
bitten, daf rman den Sak: Fn der Multiplication und Diz |
pifion geben einerlep Seicdben -+ und verfhiedene — nidyt ‘
auf Falle ausdebhne, wofir er nict bewiefen worden ift;
dies ift dad €ingige, wad ju Deobadbten tbrig bleibt, was
aber auch fdlechterdings beobadhtet twerden mug.
RNun ein Paar Worte von der Venennung Summe

§. 110, 111, Man hat gar nicht ndthig, fir die Falle, wo
¢8 Luler vorfdlagt, die Bedeutung diefes Wertd ju ver:
andern, e8 ware aud) in der hat nidht gut, twenn man 8
thun mufite, da fich die getvdhnliche Bedeutung dutdh den
fangen und Haufigen Gebraudy gu feft gefest hat, ald daf
man darfiber nod Gefallen gebicten Eonnte, - Dennn wenn
man von den NReihen :

Pt rtad e b P =10

1t2P4t8T167 32464 % 128 % =—1x

It3F9tert8rtaaztraetaugrti=—4%

u. f. .

immer mehe und mehe Glieder ju cinander addict; fo nahert
man fich ja dem Weethe von [«], pon —1, vonr — 4% u.f.f.
die angefiihrte Bedeutung von — 1 und — § vorausgefest,
immer mebr und mehr; und tvenn diefes bep den Rethen
mit abroechfelnden Glicdern nidht ftatt findet, fo befommt
man boch and diefen die Dadurch ausgedructie Srdfie jedess
mal genay, wenn man das in dem 2. enthaltene ju den
wirflid addivten Glicdern hingufent. So ift 3. B.

1
I—IPI—I1Ffr—I%I—1% —r==
T o 1 ‘i‘l_ﬂ ¥

f—IT1—ITI—XIFI—1F I —— =%
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e 64 A
1-21‘4--8'1'5‘5-%'1';:1;-—?
1.....24‘4—8'f'16-—-324' 64 —'-'—Iﬁ:ﬂ;

i 4 da I’fﬂ F3

729
s — —AYh =1
1—3t9—27781 43.”3 x
: T e
I—3T9—27181—243T 729 — e
e |

u. . f.

9Man famn alfo allerdings in jedem Falle oder fur icden
S$Becth von x,

_I__zrfx-{'x?f'i'x?i{'x‘i-f'xf t o
T ik

I 3
e == =X T X2 — x3 § x4 — x5 2
&

fetten, aber untet den einjefn Fallen, bdie unter diefe allges
meine Formel gehdren, giebt ¢8 weldhe, too ed beffer ift, den
I | s : i
gferth von —— oder von — unmittelbar aus diefen
I'—X Irx

lugdriicfen ju entmwideln, a8 denfelben ausd den unendlihen

Reihen gu fuchen, weldye ihnen gleidy find, weil man dasjez

nige, wag man bieraus findet, nidt eher ju Deurtheis

len im Stande ift, ol bié man ¢ mit dem verghien hat,

tad die Auddrucfe TE und —l-, unmittelbar ange:
: 1— X Itx

tvandt, geben, : j

Qum Sdhluffe diefer Betradtung bemerfe i nue nod,
Daff ber ¥nfang bed 1o7ten §. einen mwirflichen Miderfprud
enthalte, wenn man darindas IJeichen » ¢hen fo verfteht, ald
nad) meinee Ynnahme diefes [ - ] gedadt werden mufi, denn

¥ T
i
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X T 320 x5 '5*34%......*1-}:[“3

mu§ nothtvendig allemal T‘E} fepn, ob man gleidh das

[0 Jfte Glich felbft in Gedanfen nie erveidt.

Von Oem fogenannten unendlich Grofien und
unendiich Rleinen der NiachematiFer.

@8 hat Gelelyrte gegeben, die berounderten, toie unfer
endliche Geift unendliche Reihen faffen Fonne, und wohi
gar davin eine Probe feines unendlicdhen Urfprungs fanden,
He. Raftnee ifi fo menfbenfeindlich, diefen Traum g ftds
ren, undin feinen: Besrachtungen ber die Art, wie alige:
micine Degriffe im goeclichen Verftande find, Gditingen
1767 ; u behaupten : das Unendlidhe ; weldbes unfer Geift
bey ven unendlichen Reilyen faffe, fen fo endlict, fo den Qeaf:
ten eines endlidbven Geifted angemeffen, dafi man bep einiger
Uebeelegung fich roundeen mirfe, wie man fich darfiber habe
rundern fonnen. Der Marquis de 'Hopital fagt im Ynfange
devr Voreede ju feiner Analyfe des infiniment petits: L’Ana-
Iyfe qu'on explique dans cet Ouvrage, fuppofe la commu-
nes; mais elle en eft fort difiérente. L’Analyfe ordinaire
ne traite que des grandeurs finies: celle-ci pénérre jusques
dans Uinfini wiéme, Elles compare les différences infiniment
petites des grandeurs finies; elle découvre les rapports de
ces différences, et par-la elle fait connoitre ceux des
grandeurs finies, qui comparées avec ces infinitment pe-
tits font comme autant d'infinis. On penr méme dire que
eesre Anabfe sétend au<dels de Pinfni: car elle ne fe borne
pas aux différences infiniment petites; mais elle découvre
Yes rapports des différences de ces différences, ceux en-
core des différences troifiemes; quatriemes, et ain(i de

fuite,




L]

Unmerfungen und Jufase sum erflen Theile 2c. 353

fuite, funs trouver jamais de terme qui la puifle arréter.,
De forte qielle wembvaffe pas feulemene Pinfini ; mais Pinfisi de
Pinfini, ou wue infinité dinfinis, « Hict it BVewunderung ju
wenig, ftaunen mu§ man! Denn ift der Geift, der das Un-
eablidie su faffen verntag, fcbon unendlich, fo muf der, wels
cher das lnendliche vom Unendlichen fafit, jum twenighen
unendlichmal unendlidd fepn.  Daju nehme man die Ges
walt , mit weldher unfer Geift to der Hidhern Analyfe Gber
bas Wnendliche herrfdbt. Bor dem Sdhelten Gottes flichen
nur Berge, auf feinen BDefehl entfiehen nur Welten, die
endlich find. Die Hdhere Analpfe winft, fo verfdhmwinden
unendliche Geofien ju Taufeaden; fie befielilt, fo fhivingen
fie fich aud RNichts heeoor und fiehen da. Nur Sehade, daf
blofle JFamen jwar die Dinge aud unferm Sefichtsbreife ents
fernen, aber nidbt ihre Natur verandern fonnen. Schade,
daf alle au,f' die Unendlichfeit ded Segenfrandes der hdhern
Aralpfe gebaute Yobfpride dicfer MWiffenfchaft nody nidht
einmal fo feft gegritndet find, al8 Kavtenhdufer, woran fich
Finder ergopen! Kb Habe nidhts dawider, wenn man mid
Bice an die Ehefurdt erinnetn will, welde man einem
Manne, dev in dem Tahrhunderte Llewtons, Leibnigens,
ver Hernoulli und Huyabens ju den grofien SMathematifern
gehorte, fhuldig ift; ich fenne fie, und hatte desmwegen gerne
vic audgesogene Stelle nicht hergefest.  Allein foll denen,

i welcpe i fcbeeibe, die folgende Unterfudiung tidtig

feon, fo mufte ich ihnen ein Bepfpiel vor Augen fegen, u
wad fiir Behauptungen dber den Segenfrand derfelben felof
Mathematifer vom erften Range fidh haben verfeiten lafen.
Und warem foll man von den BVevircunagen grofier Manner
nicht fren fpredhen, da diefelben, eben toeil fie WVerirrungen
grofer Manner find, mit einem verfibrevifhen Schein ume
gelien find, und fiberdies wahre Srdfe nicht gangliche Frepz

ngluiem Diffevens, Kechn, 1,TH. 3 heit

\
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Heit von Fehlern, fondern nur neben Fehlern grofe und aug:
gebreitete BVerdienfte ecrfordert? Jur Sade!l b. §, jum Bes
tocife des Saged: '

Daff 0ie Niathematit Fein anderes urendlich
Girofic anectenne, als dasicnige, uber welches oder tenfeits
Deffen nichts inebr {tate finder; mir andern Worten: Feln | | 4
pndcees als Oas metaphyfifch Unendliche, odet dasjenige,
welches ich S, 340, dukch [oo] susgidruce habe; 04
fernet das unendlich Bleine, weldhes fie braucht, diefent |
unendlich Grofien iin {treng(ten Verftande degennberfies |
Be, und nichts anders als o fey; daf fie folglich alle :
Yerfchicoenheit fowobl unter michrern unendlidy
groffen als ustendlich Eleinen ®rofien Linee Art, und o
glfo nod mebhe unendliche ®edonungen bey ¢
denfelben, durcdhaus verwerfe; daf ibt uhendlidy
Grofies und by unendlich Bleines, oder ihe [oo] und ihe (
o, daits und garnicht blof der Differensial- und Intedralz |
Rechnung eigentbiimlich {éy, fondern eben {o in anderit i
Thetlen der Niatheimatit gebraudyt werde; 04 folglidhy |
plle Regeln der Diffevensial: und Integrsl= Rechimung gv ;
funden, Dewiefers und gébraucht erden Eonnen, obne jene
Bearific Oabey im gevingfien 3u Hulfe 3u nebmen;
Dap die aus o], 6, und endlichen Grofien willkubelich sus
fammengefenten Grofen in dev dgansehr Ninthemati¥ nidt
ghoets ‘gebraucht werden mufjen, als {dlches datin entwes
dex mit den imagindeen oder duch niit den ivrationalen Gros
Fengefcbieht; und Oag alfo dfe Entfernung, in welder die
Wiathematif Sfters von ihree Schweftcr Ser Philofopbie
bat fteben viniffen; nicht von dee Dénfungsact Oicfer biys
den Schonen felbft, fondern von den Hinderniffen berz
viihre, weldhe ibre Licbhaber denfelben in den Weg gé
fegt Dabaw,

i

) e —
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&8 ift tvabr, ed toird in der Mathematif und insbes
fondere in dev hohern Unalpfe fehe haufig vom Unendlidyen
und unendlich Kleinen gefprochen, ofyne daf man unter jes
nem Dag [oo], und unter diefem o denfen darf: allein alle
dicfe unendlich grofen und unendlich leinen Srdfen gleichen
villia dem Papiergelde, toeldes jwar den RNamen fubhet,
und unter demen, tveldye fich dariber veveiniget haben, die
Stelle Deg Geldes bertritt, aber; an fich betrachtet, dod
Blof; Den TDecth des Papiers Hat.  Um fich davon zu fibers
seugen braudht man nur die unendlichen GSrdfen etvad ngz
Hee und genauer su unterfuchen:

 SBenn foiv uns eine unendliche Grdfie von irgend einer
et vorftellen wollern, fo gehen wir allemal von einer endliz
t‘bbn Grdfe bevfelben vt aug, tnd fefen eptweder ju ihren
Ginheiten in Sedanfen ohne Ende immer cine mehr Hingy,
oder bmtbtren diefeibe fortgeier}t. duech immer Fleinere und
Pleinete Bradhe. Auf jenem TWeae find wir, fogar in Gez
danken, nidt im Stande, das Unendliche ohre das limendliche
du ecreichen, 1d will fagen, ju einer unendlichen Srdfe 0
gelangen, ofyne cine unendliche Menge von Ginheiten ju der
angenommenen endlichen Grofie Himugelesit ju haben: und
¢hen diefes muf von dem andern Ghege behauptet tverden,
Menn man die %rflct)e, womit man dividict, auf die ek
immer Bleiner und Fleinet madt, daf man ihre Nenner enta
weder durdy die AdDition, oder durdy die Muitiplication vers
gedfiert,  SWollen wir ung daber eine unendliche Grdfie fvs
gend einet et toicklich gebenf‘an, fo bleibt Bein anbéred
Mittel ubmq, al8 bon efner endlichen Grbfie bertzﬂaen At
aussuaehen, diefe durdy ivgend eine unbenahnte Jahl s iz
vidiven, den Divifov Outch dic Subteaction immer fleinet
0 madyen, bis er in o verwandelt wird; und hum ben juge
2 2 E}mmm




356 Anmerfungen und Jujise jum ecflen Thete 1.

Horigen Quotienten unendlich grof anjunchmen. Da fid
jede Sahl duedh fortgefesste Sibtraction einer oder mefrerer |
ihrer Ginheiten in o vermwandeln L3ft, und der Sag: der
Duotient nimmt in eben dem Verhaltniffe u, in weldem |
bep unverdndertem Dividend der Divifor abnimmt, Feine ‘
fusnahme julafit: fo fdwingen wir und auf diefe Art allers
Dings sum Unendlichen auf: allein e ift aud Flor:

1. dafl, da o die Grenge der Berminderung des Diviford
ift, (und die feidet Feinen Wiberfpruch, wofern man |
nicht die Sahilen velativ fich gedenfen, und dadurch alles
ohne Noth verwivven will) der auf dem befcbrichenen

. Iege denkbare Duotient die Grenze der Vermehrung
Der Dividicten Grdfe, oder wenn man diefe = a feit,

a |
3=[w].a ‘

fepn mufe.

2. Daf wir, toenn toir unendliche Gﬁré&en irgend einer et
conftruiven wollen, toeiter nichts thun fdnnen, al§ ends
liche Grdfen derfelben Art fo ju vetzeichnen oder davjw
ftellen, Dafi dabep gugleich der MWeg, auf welchem man
diefélben ofyne Gnde wadhfen laffen Pann, vor Auaen
liege. Diefed finbet fich fehr deutlich bey Folgenbder
Darftellung:

DA s Oy e S o s it G o e ol 8, ) R
Dedgleichen bep der Conftruction der Tangente eined
vechten Winfels, u. dal. :

3. Dafi wir jedesmal, tenn wir ung eine unendlich grofie |
Grdfe vorficllen, ¢in Produfe cus ciner gleichartigen
enbtlichen Grdfe und Der durch [oo] begeidineten unends
lichen Salhl denfen, und daff alio dag Uaenblide det
Grdfen nicht in thren Einbetten, fondera lediglidh in
ihrer ahl agedacht werde,

L P e e R ey e e by ey P,

mien cmmmh _m  —— — -
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4. Dafi, da o und [oc] cinander geaenubetfteben, o in eben
dem Berftande unendlich Elein fen, ald [oo] basd unend:
fich Grofie bedeutet, und daf alfo unendiich flein undo,
deggleichen eine unendlich Fleine ®&rofe und eine ends
liche Grdfic von eben der Art, entroeder mit o multiplis
cict odet durch [oc] Dividivt, einerley fagen wollen.

Diefes vorausgeferit follte man juvdrderft die unendlich
grofien Grdfen nicht blof durd) das Seichen [s0], welches
man beffer allein fie die unendlich grofe Jahl braudte,
fondernt durch diefes Seichen und das Jeicdhen Dev Einbeis,
weldbe die At jener Grdfen beftimmte, 3. V. wenn a diefe
Ginfseit bedeutete, durd) [oo7] . a beseichnen; und die ahnz
lihe Gorm 0. a flie die unendlich Fleinen Grodfen twenigftens
darin gebrauchen, toenn man unmittelbar auf die Begeid=
nungen unendlich grofier und unendlic) Fleiner GSrofen teis
fere Scbliffe bauen wollte.  Auf diefe Act exhiclte man ausd
ber Gleichung tang.« . cot.e = r2, §.94. und &. 324,
menn « = R whicde, nidht fowohl [oc].0=1r2, al8
vielmeht

[]itioire={=n]io:r2 = ¢2
und da das [co] nidhtd anders bedeutet al8 L, und folglich
[w].o = %.0=1 ijt: fo fagte nunmehr die Formel
[0].0. 12 = r2 nichtd toeiter, ald e fep 1.r2 = r2,
Hierwider hat die Geometrie nidts einjutvenden, aber wo
fehet fie aus einer unbegreniten geraden Linie und o ein
Recbteck oder ein Duadrat hecvorbringen? wie ihHr §. 94,
am Gnde bepgelegt wird. Wenn man in [oo] . 0. r2 =12

r

anftatt o . r den gleichbedentenden Yusdrud 5 fest, fo ift

ebenfatis 212 g,

(]
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Sum anoern fommt 8 nun bep dem Beweife, Daf b
feine verfchiedene unendliche Grdfen Giner Act in dec Mas
il;eniatif aebe, tegen der M. 2. ftehenden Behauptung blof
barauf an, daf dargethan werde, die Mathematit fui:bere :
nic, 3ablen anjunchmen, die grofer alg [0 ] twaren; (twobep |
¢é fich aber von felbfi verfteht, daf abfoture 3ablvn gemeint |
werden, denn fobald velativ gevedet twird, fdnnen Welten
Punfte, und Punfte Welten Heifen.) Diefes ift leicht. Da
nemiich o die Grenge der %ctminﬁmlng ieder Zahl m i_ft§

fo ift auch der 3u %';3 gehorige Duotient die Grenge der Bers |
i
mebrung devfelben,  Aber pielleidht tendet man ein: % ‘

miffe dabey dodh immer grdfier feyn ald -3, foenn m guds

@ec alg n fep,  Diefer Einwurf ift fehr fdbeinbar, fo lange |
man fih die Urt, wic wic die unendlich gqrofie 3abl ung |
Denfen, nicht deutlich porftellt, Denn da 1 = [oo] ift, und |

- N » e T e [ ] I.m
jebe 3ahl m == 1. m ift: fo fcheint natiielich P B

m I«n iy n
=m.feelund - = — =n.fw], und —-— %

=mtn ju feon. Ullein ba o nicht blof die %!Dmerenlje[i: |
der 1, fondern Die Abmefenfieit jeder Fahi andeutet, und boz

1 - m m
beem.o=o=n.oift: fofann man aud = = ==
n 1
ga,nb. — = —— fetien; und da auf diefe zlrt e et

, "h.0 (@) o

mrh fo fallt aduech der gemachte Sebluf ganalich tber
?,H"* ‘Wit-fw Huch bleibt, wenn man fich auf dem S, 335,
befchriebenen Wege von einer endlichen [l gue wnendlichen
&8 Ndwingen will, *‘z": ﬂﬂtingiam endliche Digifor willfihrs

fich
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: ; m I
fich. Man gehe affo vom - aus, fo hat man allemal <

und die unendlich avofe 3ahl oder
(p]=s=r1t1trfrtrtrtatoditaobne
; Ende. '
perwemrFrkr ikt k = [ee] ift,
fo miifen dodh nothoendig die Summen Ot Reihpen
ch 2 ¥ 4 T8 T 16T 42 1 b4 T
143+ 9 Fazt 8t 243 F 729 T 2 b ofne@nde
1+ 4 t16%16at 256 +1024 F 4096 2:._}
nothoendig mebr ald [cc ] bedeuten.™ Dergleichen Reihen
fcfgr'man enttoeder willtdhelich jufammen, und dann find
ihre Summen chimarifde Grdfen; ober man erhalt fie
: ¢ L I I 5
dutrdh die @ntmzct‘e!gng der Bruche: I e =
u. bgl.  Sn diefern Falle bleibt man nicht bey ben abfolutern
Sablen ftefien, denn die pofitiven und negativen Jahlen ges
Poren 3u den rglativen, indem dabey auf den Gang, telden
man im 3ahlen nimmt, Rackiidt genommen toird, IMan
Tege dic Vorftellung jum Srunde, roelche man in meinen 3uz
fagen jum adten Capitel des ecften Budd der Culerifdhen
Ginleitung in die Analpfig des Unendlichen findet: fo fagt
der Ausdruct, mehr als wnendlich arof, bey den Sahlen nichts
anberd als negatip, und es wicd
i1+2% 4% 8% 16 % 32 F 64 FTw
1+3% 9 F37F 8 F 243 F 729 T
I % 4% 16 F 64 % 256 F 1024 T 4096 1 .
i f f
o tie fids nun in Anfehung des Unendiichen bey den3ahs
fen pechalt, eben fo ifts in diefer Nuckficht bep den contis
nuiclichen Gedfien, Swar Fann man fich in jeder endlichen
geraden Rinie stoen von einander entfernte Punkte gedenfer,
3 4 fich

1

1

nou
I
wir e
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fih die Linie nach einer Seite unbegrenst vorfiellen, und fo
atoen unendliche gerade Einien fich cinbilden, welde um die
Entfernung der angenommenen Punfte verfdbieden 3t feon
fcbeinen; ober cine nach bepden Seiten unbegrenjte Rinie,
fo tie audh eine nach allen Seiten unbegrenjte Flache odep
dergleichen orperlichen Raum, in Theile theifen, die jum
Zheil begrenst, zum Theil unbegremjt find, und die Theile
fo tie ibre Grengen unendlich grof nennen: allein hat man
alsdentt unendliche inien, und unendliche Flachen, und Forpers
lidhe Raume, wie fie die Geometrie giebt? Ienn =R
witd, fo foll die Tangente unendlich gro§ fepn.  Sft fie es
etiva nur, weil {ie von der einen, obder mweil fie von Peiner
eite begrenst ift? Gin Keeid, deffen Radiug usiendlidh grof
gedadht toicd, vermandelt fich in eine gerade Linie; eine Kus
gelflache von eben dem Halbmeffer, in eine Ghene, Sft Dies
fes wabr, wenn der Nusdruck unendlich grof nicht im ftrengs
ften Sinne genommen witd? und (35t fich ein groferer Ras
Diug denfen, obne ibn endlich aber negatio zu nebhmen?
2Bir gelangen nicht anders jum Begriffe des Unendlichen,
ais fo, daf toic ung etwas endliches von eben der vt vors
fellen, und durch o dividiren. an nehme alle die Falle,
wo it in der Geometric eben diefes su thun ein Recht fas
ben, und unterfudbe das Unendliche, roju fie fubren. Man
toird allemal finden, dafi man entweder su unendlichen Srofen
Fomme, die unter die Form [eo] . a gehdren, oder daf man
einen Feblfchluf begangen, und Beftimmungen Gberfehen
habe. Dies lente fande 3. B. ftatt, wenn nian aus der Gleis
chung fir die Pavabel, px = y2, betleiten mollte, daf,
fir x=[w], y nothwendig ecin Fleineres Unendliche bedeuten

mitfie.  Denn foll x = [oo] fct)ﬁ, fomuf es ing— ubergehem

Daaber a:y=y:xift, fo fann man flatt x nicht anz
: Devd

e
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bera — fegen, ald twenn man audy L ftatt e cinen y

frbretbt. Allein dann bletbt nidt mef)c, toie bey der Parabel

fepn muf, a: y=y:x, fondecn man hat die Proportion

a:% ——5 8 —2—. Ueberhaupt rufren aﬂe’ pam'boge Bes

hauptungen, toelche man in der WMathematif bey den unends
liden Grofen hat, fo wie aud alle tibrige, aus undeutlis
dhen und vevivorvenen Vorftellungen her, und verfhivinden
indgefammt, fobaIb man an deren Stelle deutliche %cguﬁe
braudt.

Dicfer mftand verleitet mich ju einer Husfbtoeifung,
twegen toelher ich um BVevjeihung bitte, wenn fie wicklich
Ausfbmweifungift; den Gegenftand Decfelben wicd hoffentlich
SRiemand far unwidtia ecflaren,

% habe oben &. 283 f. die Elementar, und allgemeine
Mathematif auf die Uet unterfhicden, daf ih behauptete,
die Glementar: Mathematit betvadte die Grdfen unmittel:
Bar in Gonfivuctionen, die allgemeine hingegen vermittelft
€onfteuctionen in beutlidhen Begriffen. Fn jener werden daher
die Grofen durch die Mesfmale gegeben, roodurch fie fidh vord
aflen andern unterfdheiden, in Ddiefer durch eime bHeFannte
@tdfe von eben der Art, und durcdh das BVerhalinifi, welches
fie ju dicfer Grdfie haben. Hievaus flieft, um nur einiges
au beciifyren, '

. Daf der Gegenftand dev allgemeinen Mathematif vick
allgemeiner ift al$ Der der Clementar: Mathematil,
obgteich auch diefe fich nie mit einzelnen Srdfen; fons
dern mit Den Hrten und den niedrigfien @ef@le@em
ver @rdfen befdpaftiget.

35 2 Vo
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2, bcﬁ bie Conftructionen, weldhein der allgemeinen Mas
~ thematif gebraudyt werben, feine nothroendige, fondern
willfaheliche Conftructionen find, beren Ausdehnung
alfo fediglich von der Bedeutung abhingt, welche wie
den Davin gebraudhten Seichen bepgeleat Haben.

Jue diefed vovausgefent, twer muf nidt ugeben, einmal,

Daf e in ber allgemeinen Mathematif eine Sadpe von der
aufecfren MWichtiafeit fen, den Umfang der gebraudyten Cona
fteuctionen jedesmal aufg genauefte und deutlidhfte ju beftims
men; und groeptens, dap die Refultate der allgemetnen Masz
thematif bep ber Untoendung auf die mweniger allgemeinen
Kalle allemal ecft nac) der Natur diefer Falle modificict wers
den mitfjen, toenn fie durdaus paffend fepn follen. Wenn
man nad) diefen Regeln Ven BVortrag der allgemeinen Mas
thematif einvichten mwill, fo ift e8 freplich uhoermeidlich, manz
che Unterfcheidbungen ju madyen, die dem, welcher pon deg
Nothmendigfeit jener Regeln nidyt lebhaft ubergeugt ift,

uberflifig fcheinen Ednnen, und dann um fo eher in Gefabe

find verwerfen ju weeden, weil ducd) fie die Grlecnung dee
nfangsarinde der allgemeinen Mathematif febwerer su toers
ben febeint.. Allein man itbergehe diefelben, fo toird freplidh
er Anfang des MWeged, tvelchen man feine Schliler fibrt,
ipnen lihtooller und angenchmer fepn, aber dagegen in
per Folge defto mehr* dunfle und dotnige Stellen Haben,
SBieifoll man 3. B. dad erflaven, daf man durc) befannte
-gnb nicht vermwerfliche Eatwicdelungen

-;—.'_:—[-==- LF I E DRI TE LRI TR Eae =3

I

o -

(1—1)2

F=LE213¥415161218%9% =14

I

Fx F 2
(1—2)2
3

= 1P 4 F12132180% 192 F 448 % a0, =1
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findet.  Radh dem, twad idd in meinen Ynfangggrimben bee
Budsftabenrechnung und Algebra uber die Jeiden T und —,
insbefondere &.68 f. §. 98 - 103, gefagt Habe,  fann man
it nue, fondesn man mug feldfe den Iabigr 1, in ven
. : ,

stichen und ————, nicht abfolute, ja na
Q} Eb _(1_[12_ ([_2.11 : f I; ' d}

den Regeln Dex allgemeinen Siuitiplication und Divifion,
auficchem nocd ald ein Prodbult, und alfo entoeder. ald
3 1 % 41, odet al8 — 1x— 1 anfehen. Dicrdyrch toigd
| FrAcEL — I % —1I
— . W , &= —, und
(I—1)%° 0 %0 : OE0 Sy
I i S AL ¢ — I %—T
T — .
(1—2)2 ~ —I¥—I1 — % —1

_0_:; IflfITITI?ITI%tC.;f_ﬂ!giic’i}
: :

=1%2t3Fr4¥s5t6k72t8%xn

Serner i&.?—_—i =1%2¥4F8%16%F 3216471, folglidy

R I o ¢ :

=7 Wi == 1741127 32F%80T 1927 448 T 3G
@ben das findet man, renn man k1 im erfren Fall durdh o,
und den Duotienten nodymals durch o, im groepten abet
ducdh — 1, und den Quotienten nochmals durdh — 1, auf
die et dividict, def mano =1 — 1, D — 1 =12
fest. Nadh cben Den Negeln alfo, nacdh welhen man

I

s IERE BE S & BE B8 B &I ﬁnbaé, ergiebt

2 I
fich.awar aucb 75z = 1E 2138415 ¥61 7184103

; 1
fo wie henfal bey ——~ = 1121418310 83280
: )
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e ,‘;",__'Tn_;' = 1 F4F12%32 % 80F 192 F 2, eciners
tey Negeln gebraucht torden find,  Uber da die Borftellung

I :
telhe ber Drud e giebt, von der, welde der Brudy

e erseugt, gang verfchieden ift, fo muf nothvendig
bey der Entroicdfelung verfchiedened Fommen. &8 ift daher

=5 c— f Mo—T
aud gang naturlid, daf der Brud —?-::-o——- nicht ans

berd den Werth befommt, weldhen man fiie den Brud

-1-1><+
OHO

durch die Entwicelung findet, al8 twenn man ihn

; bl §
guvor in mbzrmanbclt hat, und daf ed fid auf abne
fiche Urt mit dem Bruche E—:—-:—_-E- pechalt, Wenn man

. | : . .
aber aus Jurr nidts weiter al8 1 berleitet, fo handelt

wan daben nach Regeln, welde fich auf die Borftellung von
den negativen Sahlen griinden, bey welder fie, nicht fleiner
al8 o, fondern den abfoluten Sablen entgeaengefest gedacht
toerben, und diefe Vorfiellung ift von der fo eben gedacbten,
fo wentg man fie audy unterfcheidet; fehr verfbieden. OB
man dabec gleich den Bruch L in gewiffen Kuct]'zd)rcn den

I P D — o —
Brichen > i
([':’."ﬂ'i}-s, ox0 2 o %0 f fo t'OlE blﬂfﬂl
E U b —rx—1
3 den Brivhen ———— ; : .
¥ T ST ol

feisenn fann: fo darf man folched doch audd nur in diefen
Hicefichren thun; und da fich diefelben mit den gebrauds
ien Sybfiitutionen andezn: fo muf man nothroendiger Weife
ben
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bep ber Entwicelung auf Refultate fofen, die nidt allaes
mein mit cinander verwedfelt, ober einanber gleich gefest
werden fonnen.  Ginen andern Fall anjufithven, to der
Manael an Genauigleit in den ecften Befrimmungen Schivie:
rigeiten erjengt, die, bep grofever Sorgfalt dabey, fogleid
vecfchroinden: fo ift befanntermafen, toenn « einen fpigigen
IBinfel bedeutet, die Secante pon » pofitio und die Secante”
pon 2R + « negativ, und ded liegen begde Secanten, toenn
man bdic ecften Schenfel der Winfel « und 2R ¥« auf el
ander Tegt, fo, Daf die Vergleichung derfeldon mit einem
SWege, den man Hin und ber maden, und mit einer Treppe,
die man binanf wad hinunter freigen Fann, (Seometcifche
9lbhandlungen, von Abr. Gotth Kafiner, erfre Sammlung,
Gbttingen 1790 S 463 464 ) nicht ju den glictiichen Gleidh-
fiiffen gehdut. A8 Linte betvachtet und volljandig ausges
drucft, iff nemlich jede Secante eined Winfeld y, odev
r2 : r2 ;
fec,y = E_;E‘)-’: alfo fec. s = EEf‘“;' und fec. (2R + &) =
s e 3 folglich fec. « pofitiv, weil cof « pofitip, Und
cof. (2R T &)
fec. (2R 1t @) negativ, weil cofl (2R T «) megativ iif. 9Nuf
Biefe MUet ift fir die Nechnung forwobl alg fliv die Jeidnung
allen Schwierigfeiten felbft die Duelle verfropft, und man
Bat gav nicht ndthia, ju eince doppelten Einfeit, ciner bejahs
ten und einer verneinten, feine Suffucht ju nehmen, fonlein
fann Dicfelbe, woie &8 in der Geometrie fepn muf, entweber
pofitio oder negativ fich denfen, nur daff man die einmal
angenommene Lorausfepung bepbehalte.  Hud fthe i
nidht ein, woju Ghechaupt die doppelte Einfeit Dier viensn
Fonne? Denn da der Sap ~et

rz
fec. m 7= ——, OD¢t fec. ot £ =5 £ & cofiw
cof.w -

in
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ein allgemeiner Saf ift, unb fepn mufs fo odre 561) eitem
doppelartigen Halbmeffer oder Einbeit
fec.a : — r == ¥ r:cofe, und i'ec.-s._.:—r-i;
cofl &

und ree alfo bey dem angefithrten Sape Feine doppelte Gins
Beit ficht, dev iberficht nicht, fondern e nimmt nug nidt
wafyr, was nidt da ift.  Um jur Sadhe felbft juricf ju Pebs
ten, fo fat maa in der allaemeinen Mathematif noc toeit
mefye Hefadhe; fic) vor dunfeln und unvoliftdndigen DBegrifz
fen gu bitten, afé in jeder anbern Wiffenfhaft; weil man
bier die jum Gronde gelegten Begriffe immer vor Augen
behalten mufl, indem man unmittelbar augd denfelben fols
gert, dagegen in der aligemeinen Mathemati? vori den Bes
griffen’ ju Conftructionenr forteilt, und bey Den Operas

tionen, welde man damit vornimmt, die jum Srunde gelegs

ten Begriffe fehr bald qud dem Sefichte verlicrt. Nudh ift
in andern Wiffenfhaften die Perdfung des Gefundenen duvch
Yurendung atf eingelne Falle meiftentheils leichter. Hber wwie
Bt find nicht die Unterfuchungen ver allgemeinen Mathemas
e fo tranfceadent, dag fede Erlduterung durd cingelne alle
eben fo unpaffend fenn wiiebe, al8 wenn man ein Differens
gial mit Der Vevanderung vergleichen wollte, welde bie Hihe
deg Oceans ecfahrt, toenn man eine Sdhiwalbe im Fluge
Daraus ihren Durfk ofcht? Hat man fidh nicht gany genan
mit dem Sinne und der Ausdehnung odet dem Umfange
bet Conftenctionen befannt gemacbt; meldie man braudbt;
oder verfiert man denfelben aus den Augen: fo toird mat‘:
¢in Spiel diefer Conﬁmrtmner und Sfters nah Octen hins
gefchleudert, von welden man Feinen g]{ucfmeg finden fanm;
focll man ben Feg, der 3u denfelben fibet, nicht Fennien 3u
fernen fudbte.  Fcb hoffe, daf 'btéfe%efm&;tung midy vechts
fettigen oerde; wenn ich Gey der Eeflarung deeerften Griinde

det

|
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der Mathematif hie und dalintetfdheidungen made, two dets
gleidien von anbern entweder noh gar nidt gemadht, obder
boch nicht genug vecfolgt worden find. - b hHabe dicfesd in
Riefficht auf die gemeine Hlgebra bevettd fowohl in meinet
Anleitung 3ue Selbftevlernung oce Duchffabenvechnung
und Algebra inBriefen, al8 audy in meinen Anfangsgruis
den dee Buchftabenrechnung und Algebra gethan, und'
ﬁaage ¢§ bier ebenfalld in der hohern Mathematif. Nadh
Den liztheilen, roeldbe niber jene Berfiiche gefalit worden find,
darf ich freplidh boffen, daf man Den gegenmartigen nidht
gams vetivetferr werbe, muf aber audh einigen Ginmwirfen ents
geaen fehen, bic miv hiev ¢in Paar Worte ndthig madyen.
Dt erfte, dah turd) déraleichen Unterfheidungen die Uns
fangsarinde tet Mrathematif ju febt exfhivert werden, iRk
blok fcheinbae ; davon bin ich durdy die damit Gepm lnters
titbte remadien Beefuche Gbetzeugt. Sin anberer ifi: die
Matiematif werde dadurd mit problematifdhen Sagen tibee:
Bauft. . Téan Kenner fid die Wihe geben toollen, meine
Sovidhlaue und Behauptungen gu prifen: fo Eonnen diefels
Ben entwider ther Sen Haufen geworfen, obder 3 Sasen
erhobén wetbes, Oie nidt niehr problematifh find. Deg
Pritie: dop duedh meine Methode gleichooll nicht alle Schivies
rigbeiten achoben toérden, und die Art, wie einige wegge-
gamat teiden, nidt den gehotigen Brad der Peidbtigheit
Baben. Diefen Cinrourt toill 1d getn nidht widerlegen; wenn

iy nut fene Sdwietigfeiten angejeigt und IWinke gegeben

toerben, tote man cinen Hdheren Grad det YeidptigPeit echals
ten Fann. lsberhaupt foll mir jebe "geiindliche Delehrung
fim fo willfommuner fepn, je. ticfer fie eindeingt, und alle
Bitten, dic ich fonft etwa thun Fonite, vereinigen fich dabin,
pen Gefichtépunft nicht aus den Yugen ju verlieven, daf
ich den YOeg sur Eelepnung der Wigthematit Anfangerit

astiv
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gern auf dic Are cben machen mdgte, daf fie swat
vom 2Anfang an angeftrengres Ylachdenten bereifen miif:
ten, aber dodh in Feinem hobern Grade, als jedem mdalich,
und 3ur Lehaltung alles, von demt Studium diejer YVIf:
fenfchaft 3u erwarcenden, fovmellen YTugens; nothwens
dig ift

Um 3u dem Unendlichen jurnct ju febren, fo wicd dag, |
tad ich &.355 bis S.361. gefagt habe, hinceichend feyn |
gum Beweife, daf wiv allerdings im Stande find, und ju |
vem Degriffe einer unendlich grofen Sahl aufiufhwingen, ‘
Daf wiv aber, wenn wie bey den abfoluten Jahlen frehen |
bleiben twollen, auf Feine Weife tiber diefelbe Hinauszugehen
vermogen, und dafi, wenn die Sahlen relativ gedacht wets
den, jwar mehr ald unendlich grofen Sahlen, dem Namen
nady, entftehen fonnen, die aber, fobald jene Nelation meg:
fafit, durchaus alé endliche Sahlen erfheinen.  Ueberlegt
man inédefondere, daf toic bey der Ef)er;leitung oer unenbdliz
chen Jald aus endlichen durdh dic Divifion mit o, die o ald
vad eichen der Ubwefenheit aller Sablen betradbten: fo
‘E'&Ht_ auch die Behaubtung tiber den Haufen, daf verfchiedene
Bablen, durdh o dividirt, doch nothwendig verfbiedene uns
endlich grofe Sablen aeben miffen, und die angefihrten
Sage find toider alle Cinmicfe gefidert. Ullein demunz |
geachtet fonnte Mmandher glauben, ¢8 fepen dadurdh nod
nidht alle Shivieriglfeiten gelioben, weil i doch die un:
endliche Rah!, da fie einen Widerfpruch enthalte, su fid |
felbft fegen, dedgleichen mit jeder endlicdhen Bahl multiplicis ‘
ven und dividiven Fonnten, und fo nothrvendig ju mehreen
der Grdfe nady verfchiedenen unendlich grofien Sahlen ger
langten.  @Gben fo verfelte fiths, fonnte hinjugefiigt werden,
mit allen dbrigen unendligen Grdfen, Wenn [o2]: 4

' irgend
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ivgend eine tnendliche Brofe vovftelle, fo miffe dodk[<]. ma
nothmendig eine von jener verfdiedene unendliche Grdfe
augdrucfen.  Daf toir das Bermdgen befiten, mehrere veelle
Begriffe willbbhelich mit einander gu combiniven, wer fonnte
dag leugnen. Wer wollte einem Maler dasd Bermbgen abfpres
then,cinen Benuéfopf auf einen Bferdehals ju fenen, den Leib
mit Bliedetn von verfchiedenen Thieven mit bunten Federn
ynd mit Flugeln audgufbmicfen, und um aus allen Glemens
ten etwad angubringen dag fdbdne Bilo in einen graufenhafs
ten Fifch fich veclieren gu loffen? nue muf er fid nidht
fomeicheln, nun ein wunderoolled Werf und aufgeftellc ju
Haben. - Auf ahnlidye Avt, was follte und hindern, dag Jeis
den ded reellen Begriffd der unendlich grofen Jahl mit ven
Seidhen der eben fo veellen Begriffe von endlichen Jahlen
oder jeden Grofien, wie twir wollen, ju combiniven? wofeuis
wiv nur wicht vetlangen, daf icde diejer Combinationen
veclle Sablen und Grofen vorfiellen folle.  Wie febhr wic
uns bey willFuhrliden Conjteuctionen betritgen fonnen, wenn
toic Dabep die Bedeutung, weldhe ihnen nadh den Umftdnz
den jufommt, unter welden wir fie gemadit Haben, nicht
beftandig und genau vor Nugen behalten, mag folgendes
Bepipiel geigen.  Wenn « =R ift, fo ift allemal tang. «
eine uitendlich grofe Yinie in dem BVervftande, daf Feine grds
fiere gedacht toecden Fann, denn fie ift von bepden Seiter
unbegrenst. Jtun fey der Nadiud einmal = r und dann
=mr, Da allgemein tang. . cot. & = r2 ift, fo Hatte man
fiir w = R, roenn [20] die unendliche gevade Linie im ftrens
gen Bevftande bedeutete, nidht nue 4
[eo] . 0 = r2, fondetn audh [o0]. 0 = m2r2

i : r2 mara
und folglich nicht nur [oo] = = fonbern audh -E—,_iﬁas

wollen tie hieraus {dliefen? Daf e8 mehrere der Srdfe
$Eulers Differens, Rechn, 1. TH, Aa nad
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nach vecfhiedene unendliche, von bepden Seiten unbegrente,
gerabe Linien gebe? obder, baf das Unendlicdhe feine Ber:
fdbicdenbeit in Der Grdfe julaffe, toenn der Begriff deffel:
ben veell fepn foll? Am beften tvare ¢S unfireitig, da wic
boch das Uinendliche ung nidht anders vorftellen fénnen, alé
nach decYct, toie wir uns daju vom gleichartigen Endlichen
auffhmwingen, wenn man blof diejenigen Ruotienten uns
endlich groff nenntz, welche entfiehen, wenn man jede
Grope durch fidh felbft oder durdh) die Jabl, welche
oie Nenge der in ibr enthaltenen Linbeiten ausdrudt, su
Dividiren anfangt, und dann den Divifor in o uberdehen
136t,  Hievdurd) wirde alle BVerfdiedenheit in der Grdfe
unter den unendlichen Gedfien ciner und derfelben vt unmigs
lich, und die allgemeine Mathematif Hatte Fein anderes reelle
Unendliche alg die Clementar: Mathematif. Nur ein Gins
toucf bliebe noch moglich, und zwar folgender : ,,Man nehme
eine unendliche gerade Yinie, ein unendliches Duadrat, und
einen uneadlichen Cubud, und nenne einen Theil jener Lis
nie a, Died voraudgefest, muf die Linie = [oc] . a, dad
Duadrat [e0]2 . a2, und der Cubus =[]3. a3 fepn,
und biet find. alfo drep rveelle. Ordaungen der unendlichen
Sabl [eo]%  Allein einmal unternimmt man, wenn man
auf Diefe Art fcblieht, das Unendliche durchd Gndliche ju
meflens und ftellt fih eben deswegén das Unendlidce jwey:
tens nicht ald unendlich vor, fondern bildet fih dabep nue
cine feht teit, aber doch immer erveichbare; Grenze ein; und
endlich bliebe drittens brig, mit Bailly in feiner Hiltoire de
I'Aftronomie moderne ju fagen: L’infini eft le goufire, ou
fe perdent nos penfées.

ndek entfteht nun eine doppelte Frage, nemlich: Wie
foll man ¢8 machen, wenn unendliche Grofen unter folden
Umfian: .
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Umftanden vorfommen, daf daben und damit die einfacben
mathematifchen Opevationen ndthia werden? und: Wie
find die§alle ju erflaren, wean bas BVerhaltaif einer Grodfie,
die nicht unendlich grof im abjoluten Verftande ift, ju einer
endlichen Grdfe=1:0gefunden wird? wobin 3. B. derjenige
gehoet, deffen NToncucls im 2ten Theile feiner Hiftoire des
Mathematiques &. 3000gebenft. b beantworte diefe lepte
Grage juecft, weil fie die feichtefte ift.  SNan darf nemlich
in dicfen Fallen nur vor Augen bebalten, daf durdy den ge-
fundenen Duotienten nichts weiter angejeigt treden folle,
alg, der Nenner des gefuchten Verbalmiffes fen eine unents
lich grofe Sabl fen. Dap man dabey, wenn der eine Raum
a und der andere b gefet, und a : b = 1 : o gefunden wird,

; . b BA Y
nicht fdbliefion darf, e8 fep a = = und folglich eine unend:

lih grofie Grdfe im abfoluten Berftande, ruhrt daber, toeil
die o, welche man braudt, unter folchen Umftanden gefuns
ben roicd, dag fie niche ein Yeichen Dder Abmwefenheit aller
Sablen, fondern blof die Ubtwefenheit der 1 anjeigt. IWas
die erfte [Frage betrifft, fo toerden jwar allerdings die Eirds
fen, welbe man aud veellen unendlichen Gedfen durch die
einfachen mathematifdyen Operationen sufammenfest, wenn
fie nicht unter die Formen [oo] und [oo] . a gehbren, eben
fo wobl imaginare Grofien, als die Duadratwursen aud
negativen Sahlen: allein hievin liegt audy jugleich die Ants
wort auf die aufgerworfene Frage. Wahrend des Calculs
mag man fich immerhin der Grofie nad verfchicdene unendz
lih grofle Grdfen ciabilden, und nad Gefallen combiniven
und trennen: dadurdy befommen diefelben Peine Realitds,
fondeen find nur ein BVerflrgungsmittel dev Untetfucyungen.
Dber foll e8 Feine imagindre Grdfie weiter geben, ald die:
geraden Wurgeln aus negativen Grofen? wogu gehorte danm
- Naa abed
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abcd, toenn jeder diefer vier Buchftaben eine gerade Linie r
bedeutet? Aber toenn jene eingebildete unendliche Grdfen
in den leten Refultaten bleiben, fo ift nur ein Fall, bey roel:
hem die aufgeldften Aufgaben mogliche Aufgaben feyn For:
nen, und diefer findet Dann fratt, rwenn die Einbeit, welde |
bep dem Seichen Ded Unendlichen feht, eben diefelben Dis ‘
menfionen Hat, ald dad Seichen des WRendlichen, und mit dies i
fen Dimenfionen wieflich gedacht werden fann., BDedeutet |
3. B, a cine gerade Linie, fo find [oo]2 . a2 und []3.23 |
toenn man dazu durd die mathematifchen Opevationen ges |
langt, beswegen nicht imagindr, fondern den Ausdricken |
[0]: a2 und [eo] . a3 gleihbedeutend , toeil der Ausdrud |
[00]2 . a2 cigentlich nichts anders alé cin Ouadrat, und
diefer, [ec]3 . a3 cigentlich nicht8 anders als einen Cubug,
deren Seiten unendlich groff find, bedeutet. Auf diefe Art
toicd Daber dev Gebrauch ded [oo] in der Mathematif durd
das Bisherige auf Feine Weife eingefchrantt, fondern es ents
halt daffelbe nur die Regeln, ohne reldye man bey bemGez |
braude des Unendlichen dfters ungewif und in Sefahy ift, |
Fehlichuffe su machen, |
b mende midh ju einer andern %’Setrad)tung Q‘Benn
man aud dem Endpunfte eines Halbmefiers eined Kreifed
auf dem Halbmeffer eine fenfrechte Finie ervidhtet: fo hat
diefelbe mit der Pevipherie des Kreifed mweiter Peinen Punkt
gemein al8 denjenigen, in tweldpem fie auf dem Halbmeffer
fenfrecht fteht; alle ifve ubrigePuntte liegen aufechalb des
Sreifed. €8 heifie der gedadyte gemeinfdhaftliche Punft A,
ber in Der Tangente ihm nachfte B, und der in der Periphes
tie ibm nachfie b.  Da B und b wegen ded angefubrten |
Sages nicht jufammen fallen Eonnen, fo muf jwifchen ihnen
eine gerade finte moglich fepn, aber diefe gerade Yinie Ffann
su jeder gegebenen geraden Linie Pfein Berhaltnif haben,
toelches
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toeldhed fich durch irgend eine Sabl, fo grof fie aud) ange:
pommen wird, ausdrucfen fiefe. Hier haben wic alfo ecine
geade finie, die fleiner ift al jede gerade Linie, Die fich
angeben 1a§t, und toeldhe gleichroohl nidht ==o ift, und durd
fie gelangen wit. fehr leicht su Quadraten und Wiefeln von

- ahnlicher Yvt.  Fcb will hier die Realitat der Grofien, die

Fleitice find, als jede gleichartige Grofie, weldye fich angeben
16t, obme daf man fie deswegen =0 feren Ednnte, ihre
Realitde nemlich in der veinen Nigthemarik,
nicht beweifens, fondesn nue durd ein Paar Bepfpiele erlaus
seen: denn ich denfe nicht, baf man Cinmwendungen damwider
madyen wetde.  Aber wie foll man nun dergleichen Srofen
nennen® unendlich fleine Grdfen? dann mifiten fie = o
fepn; oder Diffecengialien? diefe Benennung Fommt ihuen
nicht allgemein, fonbevn nur unter gewiffen Uimfranden ju.
Man eclaube miv daher, fie mit dem Namen Llemente ju
belegen, ofne daf dadurch denfelben Cinfachheit und Untheilz
bacPeit bepgelegt werde, denn diefe Fommt thnen auf feine
IBeife su.  Ferner eclanbe man miv eine jede Grdfe diefer
9rt, toenn die Gattung, ju welder fie gehdrt, dutcd die -
Ginheit a beftimmt woicd, durch & . a ober da ju bejeichuen.
Da bep Diefen BVorausfepungen da nicht = o.aift, fo

Fann aud -E—a; nicht = [oc] fepn, aber eben fo toenig durdh
itgend cine abl, tvie grof man fie aud) annehmen mag,
ausgedbructt twerden, €8 heifie daher die Jahl, twelde —%1

gleich gefesit tverden Fann, unbeftimmbar groff, und ihe
Qeichen fen oo,  Dann ift die durd) oo ausgedructte Jaht
Feine unendliche Saht, und eben fo rwenig coa cine unendlich

; a ma
arofie ®rife. Ferner it — = oo, UMD — = moo;
8 - da Ja :

Aa 3 az
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. = 2, {p mwie s = m®2 4 { W und ef
(2a)2 4 (Pe)=
laffen fich alfo unter den unbefiimmbar grofen Sablen und
Grofien eben die Berfcbicdenbeiten und Drdnungen gedens
fer, welbe unter den endlidhen, oder beftimmbar arofien
Sablen und Grdfen fratt finden, wnd jwar fo, daf alien
Diefen unbeftimmbar grofen Grdfen in der reinen Mathe:
matif die Realitat feblechterdings nicht abgefprodren mets
den fann. . Da abev jugeftanden werben muf, daf nue

—2_ eine unendlidhe Grofe fey, fo werden durdy diefe Vers
O.d

“fbicdenheiten und- Ordnungen unter den unbeftimmbae
grofien Groffen auf feine Weife reelle unendlich arvofe
Grdfen einer Avt, die in dev Grdfie verfdieden waren, in
bie Mathematif, eingeflihrt:  foudern mwenn man dies
fes behauptet hat, fo hat das daher geriihre, toeil man
vag unbeftimmbar Grofie mit dem unendlich Grofien vets
wedbfelte.

3b Pann diefe Gelegenheit nidt vorbey laffen, obne
noch einiges audere theilg fiber die Glemente, oder unbes

ftimmbar fleinen Beftandtheile der Grdfen, theils fber die

unbeftimmbar grofien Grdfen, wnd inébefondere fiber die

Act und den grefien Nupgen thred Gebrauds in dee Wathes

matif ju fagen.

Wenn Za ein Tlement von a bejeidhnet, oder unter ¥a
einc Brife gedacht werden foll, die Fleiner it,.al8 jede Goihe
vie fich angeben L36¢: fo ift audb-m da Fleiner al$ jede anjus
gebende Grdfe, toofern nur m eine beftimmbare Rahl bes
beutet, DerBeweis diefes Sates ift dem S, 308, 309. ahns
lih.  Stellt man fid dalier unter A und a befrimmbare

Grdfen
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Grdfen Siner At vor, fo hat man gae nidt nothig & A und
3a gleidh) anjunehmen, fondern man fann, twenn foldhes ausd

. PR . A
andeen Seiinden nuglidh ift, ¥A : A==7da ! a, odet ==

= e fegen, und folglich dem Beichen oo die Bebeutung
einer stvar unbeftimmbar grofien, aber dabey aleichrwohl
Beftandigen Sahl beplegen.  Thut man diefes, fo ift allemal

I a
—3.r.0; a=2a,®; ud —=7=.1; —,%;
o0 oo

Gerner laffen fidy veelle Berfhiedenheiten in Anfehung ver
Grdfe, fo wie aud veelle Ordnungen, foroohl unter den
Glementen af$ unter den unbeftimmbar grofen Jahlen und
Grdfien denfen, und ihrer Natur gemah beseichnen. Eben
dedroegen find Drittens Hey und mit diefen Grofen alle cinz
fadbe mathematifche Opecationen erlaubt; aber wenn irgend
eine diefer Grdfien twicklich davgeftellt weeden foll, fo Ednuen
wir foldyes nie anders alg auf dem Wege der RNaherung
thun.  Hierin liegen alle Regeln, weldhe man bey dem BGes
brauche dee Glemente und der unbeftimmbar grofen Srdfen
ndthig Hat. Man unterfcheide daher das unendlic) ®rofie
pon dem unbeftimmbae Grofen, da fie durd ihre Natur
pon einander verfdieden find; audy durcdh die Beyeidnung;
und vermedfele folde felbfe dann nicht, wenn davaus dec
Befdafenheit der vovgefesten Abfidht tegen Pein Kehler
entftehen Ednnte.  TWenn man 3 B. aus der befannten Forz
mel fiic die Berechnung der Brenntoeiten bey foharifden
dr
2d—r
Bild cines vor cinem ebenen Spiegel ftehenden Objefts ers
fdbeint, ableiten tonll: fo ift allerdings nicht nue
[eo]d []d

ad—[0] o —[] T

“Ya 4 f=

$Hohlipiegeln £ = die Beftimmung ded Orts, wo das

f =

— d; fondern aud
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d E
f= = = = : = — d
2d — — 0

@. 3415 allein warum wollte man nicht lieber blof f=
il d-w- == — d Drauchen, da auf diefe Act die firengfte
2d . — (%]

abrheit gefunden wird. Eben fo verhalt fihs mit den
Sormeln fie die Erfindung dev natiirlichen Logarithmen

I I # :

la = (a®— e, Nd la = (al*®] — 1)[],
Wenn man unmittelbar nach diefen Fovmeln cechnen il
mag man darunter nach Sefaflen wahlen, man Fann nad
ver einen nicht anders handeln ald nach der anderm  Yllein
will man daraus auf die befannte vt den Sag:

Irdx) = x o= 21x2 § Lx3 — 2x4 4 1xs — 3,
becleitenr, fo befommt derfeibe nicht anders alg ducch den
Gebraud) der tenten Formel firenge Gewifeit, Serner
brauche man das Reichen oo, wenn man unbeftimmbar grofie
Sahlen ober Grdfien deutlidy ausdeucken will , alfemal fo,
Das feine Bedeutung beftandig bleibe, und fese im 3mwepten
Halle die Cinbeit, wodurd dieGattung der Grdfe beftimmt
witd, dajuw. - Hiemit ift vecbunden, daf man vesfehiedene
unbefiimmbar  grofie Sablen und Grdfen, auf eben die Yrt
als oecfcpiedene befrinunbare Sahlen und Gedfen, verfdbies
Dentlich begeichne, und 8 wird diefes nothrendig, roenn
verfdiedene unbefiimmbar grofie Rablen und Gedfen mit
einander verglichen werden follen. ~ Goen fo brauche man
brittens gur Bejeichnung der unbefrimmbar Bleinen Grofen
oder der Elemente ver{chiedene Seichen, und betracte dies
felben, abfolute genommen, nie-alé Nuilen. Feobadtet
man diefe Regeln, und modificict man darnach, too e8 nds
thig ift, dag bep dem Gebraude der falfdlich fogenannten
wnendlich grofen und unendlich Fleinen Grofien ubliche Verr

fahren:
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fahrens fo find die unbefiimmbat: grofen und Eleinen Srdfen
in Der Mathematif von dem groften Rugen.  Wenn diefe
Behauptung noch berviefen ju toerden brauchte, fo divfre
ich nuc Daran erinnern, daf man durd) die genannten
Brofen in den Stand gefetst werde, die Gtdfen von einer
neuen und gang andern Seite ju betvachten, al8 o8 gefchicht,
toenn man fich diefelben blof als Aggregate beftimmter oder
beftimmbarer Sheile gedenkft, und wegen des Daler entfprins
genden BVortheild auf Cavaleri Geometrie ded Untheilbaren
(Geometria indivifibilibus contindorum nova gquadam ra-
tione promota; auctore P. Bonaventura Cavalerio. - Bono-
niae, MDCLIIL) vevtocifen. Durch Unnalme unbefrimmbae
fleiner Gedfen gelangt man nemlich ju alle dem; woju Cas
valeri fein Untheilbaves braudte, vermeidet aber, teil man
diefe Grdfen nidt alé untheilbare oder einfade Gudfen ju
benfen nothig hat, alle die Shmwierigfeiten, worin ihn
die Einfachheit feiner Clemente verwictelte, Kommen ends
lih unbeftimmbave Grdfesin legten Refultaten vor, fo ift
foldyes, wie ebenfalls aus dem Gefagten erhellt, ein Kenns
jeichen, dafi man das Gcfuchte nicht anders als auf dem
Bege der Nabherung befommen Fonne,  So viel hier von
diefem Gegenftande, eine toritece Ausfubhrung gehdet an
ginen andern Ot

S piehe aus dem, twad i, von &.252. an, tber dasd
fogenannte unendlich Grofe und unendlidh Kleine der Mas

thematifer gefagt Hade, folgende Behauptungen.

Die Gudfen, welde in der wlligemeinen Wiathematit
vorfommen, find Dev Jabl nady, wodued fie ausgedrudt
werden, enfroeder beftimmie oder unbeftimmee, und jene
entwoeder endliche oder unendliche, theils unendlidh grofie,

- Has . theils
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theils unendlich fleine, diefe entweder blof unbefiimmte
aber dabep befrimmbare, oder unbeftimmbare, theils unbe:
ftimmbar grofie, theils unbeftimmbar Fleine. Ferner unter:
fucht die allgemeine Mathematif, da ihr Endywed {ft, Verz
bdleniffe 3u exforfchen, nie das Unendliche, weder das
unendlich Grofie noch das unendlidy Rleine, felbft, indem
dabey Feine Verhaltniffe ju evforfdben find; fondern 8 ge-
hoven alle Svdfien, uber welcbe fie fich verbreitet, su den
endlichen; und wenn in ihr unendlid) qrofe und unendlid
Fleine Grofien, oder in den Conftructionen, weldhe fie jum
Grunde legt, die Seicdben {sc]; [oo].2; 0.2 und o vorfom:
wiien; fo befinden fie fich entroeder in den legten RNefultaten,
ober werden blof alé Erleichterungsmittel gebraudyt. Eben
fo wenig unteenimmt fie Oas Verbaltniff unbeftimmbarer
Grdfert ju unterfucben, uhd jtvar ausd eben dem Grunde;
findet aber audd auf eben die Yot dftecd devgleichen Srdfen,
oder bedient fich thver, um defto fbneller ihr Riel ju erveis
chen. ~ Alfo bleiben blog die endfichen GSrdfen, fiic den with
lichen @iegenftand der allgemeinen Mathematif Gbrig; und
da diefe nunmehr nidt wefter al® in beftimmte und in uns
beftimmte, obgleicdh nicht unbeftimmbavre, eingetheilt twerden
fonnent fo hat audy die ganse allgemeine Nlathemarit
nidt mehe alé swey Haupethetle, davon der evfte mit Redt |
den Namen der gemeinen Mathematif fihre. IBas denanz |
bevr Haupttheit oder denjentaen betrifft, welder fich mit dee |
tntecfuchung unbeftimmter Grdfen befchaftiget: fo bedient |
man fidy davin bey der Crfocfebung der Berbaltniffe der aez |
gebenen Grdfen entweder beftimmter oder unbeftimmter
Eonfiructionens in jenen denft man fidh die Grdfen als une )
beftimmte Mengen beftimmter und in jeder Grofe durdaus |
cinander gleider Cinbeiten, in diefen al8 unbeftimmbare,
aber bep allen gleidh grofe, Mengen, bald gleidher bald uns
aleicher
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gleicher Ginfeiten. e Grdfen, woclde durch die erfre Art
der Sonftructionen dargeftellt roerden Fonnen, find allerdings
pecanderliche Bridfien, aber ihre BerdnderlichPeit hat Schean:
fen; Dageaen dicienigen, roelche durch die andare Gattung
ausgedrucht werden, veranderlidhe Grdfen ohne Einfdyran:
fung find.  Hiernacdh [afit fich dev swente Haupteheil der
allgemeinen TRathematif von newem in grwen Theile theiten,
die, mit befannten Namen, unbeftimmee Mathematif, und
hobere Wiathemati¥ genennt twerden Fonnen, wenn man fid
bep dem legtern die Diffevengials und Yntegral-Redbhnung
in ihrem ganzen Umfange gedenft.  Logifdh Deurtheilt ift
alfo die unbeftimmte Mathematif foroohi von der gemeinen
alg von der hohern Mathematif unterfchieden, und fann ald
soifhen bepden mitten inne fiehend angefehen twerden. Um
Bier auch der Elomentar 2 NiathematiE mit ein Paar Wors
ten 3u gedenfen, fo betvachtet diefelbe die Grdfen in foldhen
Sonftructionen, weldhe die unterfcheidenden WerEmale der
Grdfien, nict aber ifjr Berhaltnif zu anbern__.auéb_wcfen,_
und affo Anfhauungen cvzeugen und nicht Begriffe; hbeis
gensd aber bat auch fie e theild mit beftimmten theild mit
unbeftimmten Gedfen ju thun, und theilt fid ferner noch
nach dem Unterfchicde der Gredfien, nad weldjem diefelben
entroeder continuitliche ober Ddifcvete, oder bepded jugleidh
find, in Geometrie, vithmeti€ und Medanif ein, b will
diefen lepten Theil aus getviffen Grinden hier weglaffen,
ob ich gleich fonft Der teinen Medhanif fehr gern eine Stelle
in Dem Gebiete der reinen Mathematif einvdume; und dann
(4Gt fich alfo die gange veine Niathemati auf die Act eins
theilen, tie ¢s folgende Tabelle darfrelit, |

MReine
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MReine Mathematif,

1. Glementar: Mathematif,
a. Beftimmte,
«. Geometrie, :
g. Arithmetif,
v. Bermifchte Seonetrie, |
b. lnbefiimmte.
«. Sogenannte hidhere Geometrie,
8. Unbeftimmte Hnalptif.
7. BVermifchte hdhere Seometrie,
2, Allgemeine Matlhematif,
a, Gemeine Mathematif, g
«. in fo fern fic die GSrofe tberhaupt,
#. in fo fern diefelbe in ihren Hauptarten, oder
aa. die continuirlichen, und
bb. " die difcreten Grofien betrachret. :
b. Unbeftimmte Mathematif, mit ahnlichen Abtheilungen,
e Hohere Mathematif,
«. Hohere Mathematif in mdglichfeer ﬂﬁgcmunf)e:t
aa. Differengial- Rechnung. |
bb. $ntegral: Redhnung. 2%
£, Unwendungen der Diffeeengial: und Sntegrals Redy |
nung,
aa, bep continvitlidhen, und
bb. bep difcreten Gedgen.
Unter vermifchter Geometrie verftehe ich die Anroendungen
der Arithmetif auf die Geometrie, und habe tbrigens dess
twegen alfemal die Theile, weldye fich mit den continuirkichen
Grdfien befdhaftigen, denen, welde die difcrete Grofe um |
Gegenfiande haben, vorgefest, weil fie fich bey der Behands
lung dev Mathematif al§ veine BVernunftrviffenfdaft suerft
datrbicten.

Und
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Und nun ift Flay:

1. Daf die Mathematit Feinanderes unendlich Grofie an:

erFenne, als dasjenige, 1iber weldyes oder jenfeits def-
fen nichts mebe ftase findet, und deffen Seichen [oo]
ift; fo wic auch, 08 das unendlich Kleine, welches
fic braucht, diefem unendlich Grofen im ftrengflen
YVerftande gegenuberfiehe, und nichts anders als o
fey. Denn

a, Pommt in der beftimmten Clementar - Mathematif das
unendlich Grofie und unendlich Kleine entroeder gevade
fo vor, ober 8 find jugleich Bedingungen Hingugefiigt,
weldhe, ben einiger Aufmerffambeit, nicht dberfehen
laffen, daf nicht adbfolut, fondern velativ geredet werde.
Sn diefem Jalle Hat man e8 aber nicht mit dem lns
endlichen, fondetn nue mlt vém unﬁ Unbeftimmbaren
ju thun

b, findet auch in den ubrigen Qﬁulen der veinen Miathes
* matif Bein anderes reelle unendlidh Grofie oder unends
fich Kleine ftatt, Denn toollte man datin von andern
unendlich grofien und unendlich Fleinen Srdfen ausges
ben, fo teiige man diefelben in die Mathematif hinein,
fande fie aber nicht davin. DVraudyt man ferner die
Seichen [oo]und o wahrend der Untecfuchung, als wenn
¢8 Verfchiedenheiten und Ordnungen unter den dadurdh
ausgebructten Grofien gabe: fo hat man dedrvegen ehen
fo toenig teelle unendlich Grofe und unendlich Kleine in
der Mathematif, ald man mogliche unmbaliche, ober
rationale Srrationalz Sablen fHat, roeil manBeichen vom.
unmdglichen und Frrational - Jahlen wie die Seichen
dee veellen und der Rational: Jahlen braudt. Findet
man endlich unendlich grofie oder unendlich fleine Grds
fien durch ‘die mathematifhen Operationen und aus

endlichen
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endlichen Grofien, ofne daf diefelben in der Form [eo]
@, und o.a ecfdpeinen: fo entdecft man bey genauerey
Ucbeclegung, entweder, daf die Aufgabe ju den unmig:
lichen gehore, oder e ift die Abtveichung von der gedady:
ten orm nur fdheinbar.

c. Tag indbefondere die Diffevenyial: und Sntegral RNedy: |
nung betrifft, fo darf man bep der Seftferung ihrer
Hauptregeln nur den Weg cinfhlagen, den id oben |
©. 308 f. gegangen bin, um audy davin auf fein andes |
dered unendlih Gvofie und unendlich Kleine 3u fiofen.
Dody hiervon werde ich noch nachfer veden.

. Dpf die DMiathematit alleVerfchicdenbeir fowobl untet |
mebreen unendlich grofien als unendlich Eleinen Grdfen
Ziner Art, und alfo noch mebr unendliche QOrdnungen
bey denfelben durchaus vevwerfe, - Diefes folgt aus dem
Borhergehenden nothmwendiger Weife, und fo fehe, daf
e$ Demjenigen, Dder die Jatur der willfihrlidhen Conftruc
tionen und der allgemeinen mathematifchen Operationen
nicht Fennt, befrembden Pann, im Galcul die Seichen vers |
fchiedener unendlicher Srofen und felbft Ordnungen derfel- ‘
ben gu ecblicfen. - Man braudit fidh indef nur die foges
nannte Multiplication und Echebung ju Dignitaten ald
Das, was fie witflich {ind, nemlich a8 blofe Combinatios
nert, und die Divijion und Gytraction der Wurgeln alé
Srennung gegebener Combinationen gedenfen, um das
eben fo thunlich und niglich ju finden, alg den Gebraud
der imaginaren Wurzelgrdien,

2. Daf das unendlich Grofe und uniendlich Rleine, im
wabren Sinne genommen, gans und gat niche blof |
oer Differensial » und Integreal : Rechnung eigenthiims
lich fey, fondern eben fo in andern Theilen der Niathes
matit gebraudhe werde,  Hier fese i weiter nichts

daju,

| 7 I




TR — SRR R - 2 TR — S Sl

WA WG WM

":

Unmetfungen und Julabe sum ecfien Theile :c, 583

baju, alg dafl i) unter den anbern Theilen der Mathe:-
matif dicienigen verftehe, welde jufammen die unbeftimmee
allgemeine WMathematif audmadyen.

4. Daf alle Regeln der Diffevensinlz. und Integral - Rechs
nung gefunden, bewiefen und gebraudit werden Fonnen,
obne das Unendliche im eigentlichen Sinne im gering:
ften 3u huife 3u nechmen, Sobald bewiefen ift, daf die
Differengialien an fich genommen, nidt = o gefest wers
den ditefen, fobald fallen auch alle unendlidy grofe Gedien,
von toelhen fo oft in Der Differenzial: und Sntegral:
Redonung geredet toicd, von felbft weg; und daf jenes
nidt eclaubt fep, ift hoffentlich durd) das Obige hinlangs
lich dargethan worden. Ferner fommt e8 bep der Srfins
dung und dem Beweife der NRegeln der Differenyial Redps
nung in Anfehung des Punfts, wovon hier die Rede ift,
nur auf folgende drey Regelm an: do(xt yd2)=dx
dy tdzj d.xy=xdytydx; und d. xm=mxm-1dx;
und dabey braucht man Fein unendlich Kieines und nody
weniger ein unendlih Srofes ju Hiulfe su nehmen; was
aber die Yntegral: Rechnung betrifft, fo ift fie die umges
Eehrte Methode der Differensialien, und alfo in der jepi:
gen Ruckiiht von der Differenjial - Rechnung nidht ver:
fchieden.  Gndlid ware e$ warlidh feine preifwicdige
Art, das Unendliche gu untecfuchen, um das Endliche ju
finden, und e8 fontraftict fehr, wenn man behauptet, die
bohere Analpfe dringe in Das Unendliche, ja felbft in Das
Unendliche vom Unendliden, und doch am Ende dadurd
nichts als das Verhaltnif endliher Srdfen findet,

5. Dag die aus [0 ], 0, und endlichen Grdfen sufammens
gefenten Grofien in der gansen Wiathematif niche an:

. dees gebraucht werden miffen; als folches darin entwes

Oer mit Den imaginaren oder guch mit den iveationalen
' Grofen
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@rofen gefhicht, Dies fliefit aud dem unter den vor:
hergehenden Nummern Sefagten Hinlanglich.

6. Daf alfo dic Entfernung, in weldyer dic NTathamait
Sfters von ibrer Schwefter de Philofopbic bat ftekes |
miffen, nicht von der DenFungsare diefer beyden Schds |
nen felbft, fondern von den hinderniffen berrubre, |
welcdhe ibre Liebbaber denfelben in den YWeg geleat has .
bert, S habe in meinen Gedanken fiber den gegenwirs :
tigen dufiand dcr NiathematiE und die Aet, die Vollz |
Ffommenbeit und Brauchbacfeit Oerfelberr 3u vergeo: l
Gern, Bevlin 1789, &. 137. die Kenntnifp der Formen, |F

I
|

ober die reine BVevnunftfenntnif, eingetheils in mathemas
tifde, in philofophifhe, und in mathematifche durd die
philofovhifde erhohte Kenntnif  Auf diefe legte Stufe ‘
der Formens Kenntnif echebt man {ich durch das Stws |
dium der allgemeinen Mathematif, und man fann alfo !
dabey die Hitlfe dev Philofophie nicht entbehren, twenigs |
ftens infofern nicht, ald man daju efne Fertigfeit, aus Be: |
griffen ju fcblicgen, haben muf.  Wenn die allgemeine |
Mathematit mit der Philofophie, aud nur in Anfehung ;'
|
I
|

des Unendlichen wicklih im Widerfpruche frande, quf
weldhe Seite follte der Bortonef fallen? Sollte die Philos
fophie in dem, wasd die Mathematit von ihr bedarf, irs
tig feyn; toie trautig fande ¢8 dann mit ihv? follte aber
pollends die Mathematif bep gehoriger Unterftirtbung von
Seiten dev Philofopbie, in ihrem Gebicte Widerfpriiche
toiber Den gefunden Berftand ald unwidecleglich sucud
Taffen miffen; was follte man dann fGiberhaupt von dee
Sewifheit unferer Kenntniffe, wenn fie nicht unmittelbar |
auf finnliche Wabhrnehmungen fich fiagen, urtheifen?
Dody es (aft fich alles evfiaren, wenn man annimmt, daf
die Mathematifer bistoeilen die Philofophie ju twenig ges
braudt;
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braudht, und die Philofophen auf der andern Seire die
Nothwendigleit ihrer Wiffenfdaft ju ¢inem vollfomme:
nen. Mathematifer nicdht einleuchtend genug bdargeftellt
haben. Schivefterlich vereint, ecflimmen Mathematif und
Philofophie den hochften Gipfel menfblicher Kenntniffe;
getvennt, find bepde in Gefabr, bald hier bald da ju firau-
deln, und erveichen ihr Jiel nie gang und immer fpat.
Und nun nody ein Paar Worte jur Lrlanterung der
Gadlichfeit der unbefiimmoaren Grdfen. €8 bedeute x iv:
gend etne endliche Grdfe, 3. B. eine gevade Yinte, und dx
ein Glement decfelben, oder eine Gurdfe von eben der Art,
die aber fleiner fey, afs jede gleichartige Srdfe, die geges
ben toerden Fann, und gleigwohl weder o nodh einfach:

4 x 2 .
Datin if =i etne unbefiimmbar grofie Jabl, und x=

oc . dx, Dax eine enblidhe Grdfe ift, fo find oud x2;
x3; x4; x5 ; 1 endlihe Gedfen, und bavusiter, Wenn x gine
gerade finie bedeuter, x2 und x3 reell.  Jtun ift aber, weil
x = oo. dx gefefit toerden Pann, x2 = oo, dx2; tnd
x3 = oo 3dx3; ja wenn x eine abfolute Sabl bedeutet, fo
find auch x4 = c4dx4; x¥ = wdx¥; i reelle end:
liche Gedfen.  Mit was fue einem Nechte Fdante man alfo
behaupten, Daf oo in diefen Bepfpielen eine unendlich grofe
Fabt bedeute, da jebe endliche Erofe, fie mag befiimmbar
oder unbeftimmbar fepn, mit einer unendlichen Jabl multiz
plicict, Feine endliche Grife geben famn? Oder foll dx=0o
fepn? SBem diefes bep dem, was datoider nicht nut von mir,
fondern von fo viclen andern von jecher gefagt worden ift
noch- annehmungsroerth) fdheint, dem ware e8 vergedliche
Mithe, tociter ju widecfprechen, denn Cv fann aug Nidhts
heevorbringen, roas er will,

Lulexs Differens, Rechn, 1,TH, g6 Snhalf




Snbalt

: Des
funften Capitelsd.

Bon der Differengiation der algebraifdien Funftionen
einer beranderlichen Grdfe.

 f QBenn die gegebene algebraifche Funftion die Form xn
baty §. 1527 157.  Hier werden folgende Falle bes
trachtet,

4, 2Benn n unbeftimmt genommen toicd, oder jede Jafl

bedeutet, §. 152. 153,
. Grfindung ded evften Differenzials, §. 152.
#. Crfindung desd jwepten und der ubrigen Differen;ios
lien; §.153.

b. 2Benn n eine pofitive Jahl vorftellt, §.154; wo abe
nur nothig war, von dem wepten und den folgenden
Differenzialien ju reben,

<. Benn n eine negative ahl ift, §. 153,

d. Menn n eine gebrochene abd ift, §. 156. 157,

2. Wenn die gegebene veranderlihe Grdfe ivgend eine als
gebraifdye Funftion ift, §.158 5177,
a. Wenn diefelbe irgend eiue gange vationale Funkbtion ift;
§. 1158 3 168, '

#“, ﬁBEﬂ!‘l
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= Wenn diefelbe die Form pF q Fr¥ s+ 1¢. oder
aptbqter¥fhat § 158
& Wenn darin Potefraten der vevanderlidhen Grofe
vocfommen, §. 159 - 161,
aa. 2Wenndic Erponenten diefer Poteftdten gange und
pofitive Sahlen find, §. 159, 160.
bb. 9Benn dizfelben negative ober gebrodene Sablen
find, §. 161,
v Wenn fie Poteftiten von folHen Funftionen {ind,
_ beren Diffevenglal nady dem Borhergehenden ges
funben werden fann, §. 162,
| J. Wenn fie Produlte aus jwepen oder mehrern Funfs
I tionen ciner peranderlichen Grdfe, und die Diffes
1 rengialien diefer Funftionen defannt find, §.163.
| = Befondere Regeln fir die Falle, wenn Briide in den

b Saftoren vocfommen, §. 164.
| b. Wenn diefelbe irgend ecine gebrohene Funftion ift;
§. 165 - 168. .
l = Allgemeine Reael, §. 165,

“8. Defondere Regeln, §. 166,
. JNod cinige Regeln, um dad Diffevensial beguenter
o ausgudrucfen, §. 167. 168.
: «, enn die gegebene Funltion efn Produft, §.167.
A. wenn diefelbe ein Bruch ift, deren Bahler oder Nens
] net efnen Faftor hat, dev eine Poteftdat ift, §. 168
3 MWenn die gegebene Funftion irgend cine algebraifdhe
Gunftion ift, §. 169 - 177.
2. Gie man die icrationalen Funfiionen durd Reduction
auf rationale unter die vorhergehenden Regeln bringe,
§. 169. :
b. Allgereine Regel der Differengiation feder algebrais
fdben Funftiom, §. 170 - 177.
Bb2 o, miaf:

-
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«. Diefe Regel {elbft, §. 170,

A. Grlauterung decfeiben durch Benfpicle, § 171:173,
aa. Woy =p = qiff, {171
bb. %o y = pq ift, §. 172

ce. Woy = -:j- ift, §. 173. |

c. Nod cinige allgemeine Betvacbtungen, § 174 2 177. |
a. 1tber Die erften, §. 174, 175. |
. uber die gjvepten und ubrigen Differensialicn: aller |

algebraifchen Funftionen, §. 176, 177,

nime
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finfeten Capitel

@ﬁ witrde eine feht fberfififfige Sache feyn, die Vortrefs
lichFeir Des Ganges, welden Luler in diefem Capitel ges
nommen, und der Art, wie ev darin feinen Gegenftand bez
handelt hat, su vihmen, fie giedt fich. felbft ju empfindere
Gben fo menig bebarf diefes Capitel,. tegen der darin
durcbaug Hecefdbenden grofen Dentficheeit; Erlauterungen;
und idy fepse daher bioh ju 'bem.\xs'zﬁen §. ein Paar Worte
hinju, =5 = :

@ yler fetst Davin den Binomifdhen Lehrfap, oder dag
n{n — 1)
I «2

(@ % b,v = an } nan-Ib g an-2h2 $

" n(n—1)(n—2)
Tin 2.3
fen, in der Allgemeinfeit voraus, wobey n jede gange und
gebrochene, pofitive und negative 3ahl bedeuten fann. St
Batte daju ein Redit, ob. ev gleich felbft die NidptigPeit ded
gedachten Lehrfaged, in dem gedachten Umfange, erft ges
raume Jeit nach der Heraudgabe der Differengial Rechnung
elementacifch bemiefen hat, nemlich im neunjehnten Bande:
ber neuen Commentavien der St. Petersburgifchen Afades
mie der Wiffenfehaften, vom Jahe 1774. (Die Befiger meie
: it fiee.

an-3h3 4 ac
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nee Ueberfegung der Gulerifben Einleitung in bdie Ynalpfis
Des Unendlichen, finden feinen Veroeis in dem Anhange sum

ecften Theile, unter den Sufdgen jum adtern Capitel, &, -

a6o f.) - Will man indel, fo Fann man die Erfindung dev
Differensialien der Funftionen, die unter dieForm xn gehde
ven, von dem Binomifhen Yehrage gang unabhangig- mas
chem, und gwar quf folgende Ak

Wenn x eine peranderliche Grdfie bedeutet, fo ife, une

abhangig von dem Binomijden Lelyrfase,
dix2 == 2xdx; und d.x3 = 3x2dx
seener 1aft fich beroeifen, daf wenn, fiie irgend einen Wertl
fiirn, d.x8 = nxn-1dx ift, aud allemal 4. x0tx =
(nt1)xodxfep. Denn ed ift

' x0T = xn, %3 alfo

d. x0T =5 d,x0.x = (x%fnxt- Tdx)(x § dx) — k045

nxn

X%4T xn J>dx T nxn=Idx2 — otz \

(ndr)xndx,

Run ift abet aud d.x2 == 2xdx, und d.x3 = 3 x2dx
Die Formel d.x2 = nxn-1d x wahr fiir n = 2, und =1
alfo nach dem gefiifirten Vemweife nunmehe aud fiv n = 4;
n=35;0=6; n=7;uff ohneCnde. Hat man auf
Diefe MWeife die Nichtigleit der Formel, d . xo = nxn-1dx,
fir jeden gansen pofitiven MWerth von n dargethan, fo findes
man die Richtiafeit devfelben fiiv die Horigen Werthe nad
der gemwdhnlichen und befannten Victhode ehenfalls, ohne
ben Binomifchen ebyvfag im geringften 3u gebraudpen.

Wenn man dahee den Beweis far die aligemeine Sl
#gbeit Des Binomifden Sehefates mit Hilfe der Differen
glals
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sial: Rechnung fapren toill: fo ift e8 nidht einmal ndthig, die
Palrheit diefes Sanes fir die ganjen pefitiven Werthe von
n guvor auf andere Art aufee Jroeifel ju fegen. Allein die
Grfindung der grocpten und folgenden Diffevensen von x=
mufi befannt feyn, wenigftens fite den Fall, wenn dx bes
ftandig ift. Jun findet man nach Regeln, Die den Bings
mifchen fehrfag gar nicht vovausfesen, |
d, xh == nxv-Idxy d2 . xh = n(n—1)x8-2dx3]
d3.xn = n(n—1)(n—2)xn-3dx3,
Feener ift lar, Daf jederseit, toenn
g, xh = Axn-mdxoe
ift,
g4t x2 == (n—m)Axn-m-1dxmir
feor mitffe.  Da alfo die Formel dm xr = Axr-mdgxm
roabe ift, tenn man m= 2 und A == n(n—1), degleis
dhen, toenn man m = 3, wnd A = n(n—1)(n—2) fekts
fo muf fie auch wahy feyn, wenn man m =4, Und A =
n(n—1)(n—2)(n—3), dedgleiden, wenn man m =35,
4itd A = n(n—1){n —2)(n—3)(n —4) und iberhaupt
toenn maon, fie jeden MWerth) von my ‘
A=nh—1)n—2)n—3)..... (a—m}D)
fest. Diefes und daff dnt . xm, wenn dx beftandig ift, alles
mal = o fen, vorausgefest, ift der Beweis des Vinomis
fhen Sebrfages mit Hilfe der Diffevenzial: Rechnung fole
gender. €3 fep
(;-I-x'}n —_ I‘i‘AIx']*A’-Ix’-[-M“x3 -I- 5 .!. Atz -l- Amiigmis .i.m
fo.ift
m(rfx)n-Tdx = AWdx } 2AMxdx } 3AMx2dx | &,
und daher '
n(rdx)0-T = A*§ 2 Ak f 3A¥x2 T 1.
@oll nun x jeden Werth haben Eonnen, fo muff diefes alled
audy gelten, toenn man x = o fegt.  Und da hiedurd
- Bb a4 a(1=%)
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n(18-1) == n == A witd, fo crhellet, daf in der angenom:
menen Sleidhung

(1P =1 FAIRFATIK 2 FAIILI 5 | -i‘ﬁnrxmfﬂm-!-xxmﬂ.l.m
A nidyts anders bebeuten fonne ald n. ~ Ferner ift

n(n — (1}t x)p-2dx2 = gAndx2 T 6AMxdx2 4

oder b
n(n — I)([ T x8-2 =2 A o GATI + 3,

und ¢8 fann daber aus dhnlichen Grinden, mwie pothin, Al

nin— )

nicht3 anbders als : bedeuten, Ucberhaupt aber ift

nn—1)(n=2j...(m—=mer)@tx)n-mdxm =
m(m—p)(m=—2) . .. (m—m+ ). Amdxm + y,
oder
Al — D —=2);, .. (0 —m*P1)(1+fx)n-m=
mim—1)(m—2). .. (m—mti), am

und alfo
pan o - o8) o B i
A ! e T 3 LIn— i ..an %

Man hat alfo fir die Werthe von A3; Au; AL e, in-Des
Sovmel (1 F x)n = 1 § ATz  Alig2 4 AMIR3 § 3¢,

Al _=an 2
£ s n(n—r)
- j S
n-(n—HI“J(n-—::’) g
' o)
Wi, n{n—=1)(n-—2)(n—3)
' o258
pre n_(n—I)(n-—-:)(nu—_;;)I.;;(n._m-[.[)

-

Ie2.3v4...(n—1m

R T e
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Snbhalt
Des
fedhdten Capiteld

Won . bet Differensiation der tranfcenbenten Funke
tionen,

1 Was fite teanfcendente Funbrionen, Hier betradhtet rers

den follen, und warum? §, 178,
2, Die Diffetengiation der tranfeendenten @réﬁen feloft,
§. 179 z 207, und jwae
“a der logaithmifchen Grdfen, §. 1792 185
«. Borlaufige Anmerfung, §. 170.
8. Die Differensiation der logarithmifchen Grdfen felbft,
§. 1802 185,
1) toenn das ecfte Differengial gefunden werden foll,
§- 180 2 133.
aa. toenn dy fury = 1x gcfud:-t icd, §. 180,
bb. toenn-d.1p gefucht wird, und p.eine fs,un_f.?imn
von x ift, §.181. 182,
ax, Regel, §. 181,
8. Bevfpiele, §. 182,

pq myn
-¢c. enn y=lpgrs, nbu-—l . ober =1——ift,
it
183
Bh s : 2) un
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) tenn die jwepten und folgenden Differensialien
gefudht toerden; §. 184. '
7. Die Differengiation folder Funftionen, welche aug |
algebraifchen und logavithmifchen Gedfen beftehen, |
§. 185.

b. der Grponential 2 Srdfen, §. 186 2 193.
. wenn d.a* gefudht toird, §. 186 2 1888
8. wean y = pd ift, und dy gefudt mied, §. 1897192,
2. menn die Gpponenten cbenfalls Crponential-Grofen
fiad; §. 193,
a: Derjenigen tranfcendenten Gedfen, die aud dem Keeife:
entfpeingen, §.194 2z 207.
«. Bon der Eriindung der erften Diffevengialien diefer
Srofen, §. 194. 200,
1. toenn dicfelben unter die Form A . fin. x, §.194.195.
3, toenn fie unter die Form A.cof.x, §.196;
3. toenn fie unter die Form A tang.x, §.197;
4. tenit fie unter die Formen A.coix, A.fecx
A . cofec. x, gehdren, §.198.
5. Bepjpiele, §. 199
#. BVon der Gefindbung der jwepten und folgenden Difs
fevengialien dev betrachteten Grdfen, §. 200,

d Derjenigen tranfeendenten Grofen, die fich aus der lims
fehrung der vorhergelenden ergeben, §. 201 2 207, r]
«. Bon der Grfindbung der erfien Diffevensialien diefer
Grdfien, § 201 5 205, YA jwar
1. bes fin. x, §. 201
2. be8 cofix, § 202, [
~ 3. Qey tang.x, §. 203 |
4. der cot.x, §. 204, : |
% Do feg. x, und dev cofec. x, § 205,

8 Bon
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. 8. Bon der Eefindung der jwoepten und folgenden Diffes
venzialien diefer Grofien, §. 205, 2c6.
1. der Ginug und Cofinus, §. 205.
2. deg Tangente, §..2006,
¢ aller devienigen Bedfen, in roclhen Sinug und Sofi:
- ~ nué vorfommen, §. 207.

Wegen dew Criauterungen, weldhe der 19cfte und 181fte
§. ndthig Haben, verweife ich auf meine Bufate ju dem fies
benten und achten Gapitel der Culerifchen Cinleitung in die
Analpfis Des Unendlichen, im Anbange gu meiner Ueberfesung,
Red eeften Theils Riefes Werfed.

Snbate




Snhalt
Des

fiebenten Capitels.

Bon der Differensiation der Funftionen swwener obet
mehterer verdnderlidhen Grofen.

l.mugemeim Regel der Diffevengiation der Funftionen
soeper ober mefyeres verandeclicdhen Grofen, § 208
217.
a. Worbereitung daju, §i208 = 212.

b. Bedachte allgemeine Negef felbft, §. 213 2 215.
c. @Grtquterung decfelvoen durcd Depfpiele, §. 216 - 217.

2. Betradbtungen tber die igenfdaften der Differengialien
jweger und mehrever verdnderlihen Grofen, §.218 - 241,
a Borldufige Anmecfung, die NothmendigPeit und Nife
lichFeit diefer Betrachtungen betreffend, §. 2182219,
b. Gedacdte Vetrachtungen felbft, §. 220: 239,
¢, Speciell; oder 1ber homogene Funfiionen, §. 220,225
aa. Junftionen jweper verandetlicher Grdfen, §
220 : 223,
ex. Wenn V eine Funftion von x und y von feis
ner Dithenfion ify, §. 220. 221,
gs. Wenn V' eine Funftion von x und y von o
Dimenfionen ift, §. 223,

bb, Funf:
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bb. Funftionen mehrever vevandeclichen Grdfen,
§s 224. 225
. 8. Allgemetn, §. 226 z 239.
aa., Gunftionen joeper vevanderlichen GSidfen, §.
226 :233. :
ax. Merfoticdige Gtaenfebaft devfelben, §.226+ 228,
gs, Gelauterung diefer Cigenfdaft an Beyfpielen,
§. 220. |
yy. Hnbere %?et[)cbén btefeibe ju Defcbreiben und
anjuseigen, §. 230 : 232
33, lebereinfrimmuiy groifcben diefer und der vot:
BHin von den Homggenen Funftionen bewiefenen
Eigenfcbatt, §. 233. ;
bb, Gunttionen mehreter verandeclichen Grdfen, ~§
234y 241,
wa. MerkrotrdigeEigenfdaft detfelben, §.234.235.
£e. Grund davon, . unb meuece @rtauterung, §
236 7 239.
¢. Gebrauch des %tabengem § 240, 241,

Snbalt




Snhalt
Des

adten Capitels

Bon der fernern Differenziation der Differensial
Sormeln,

1., glnaeige bes Gegenftandes diefes Capitels, § 242.
2. Regeln dev feeneen Differensiation der Differen;ial-Fors
meln, §. 243 - 250.
a. fur die Funftionen einer verdnderlidhen Gréfe, §.24%
245,
b. fir die Funftionen swever verdnderlidher Srdfen, §
246 - 249.
c. fir die Ausdricte, mwelde Differenzjalich enthalten,
§. 250.
3. Betracdhtungen uber die jwepten und folgenden Differens
5i'alienf 9. 251 7 280,
a, Uligemeine Vemerfung datliber, §.251.
b. Befondere Unterfuchungen, §. 252 5 263
. folche Fovmeln betreffend, worin nuc eine verdndet:
lihe Grdfe ift, §. 252. 253. !
8. folde Formeln betveffend, worin jwey verdnderliche
Grofen vorfommen, §. 254 - 263, w0 §. 257 » 262,
audy diejenigen unter diefen Gormeln ertoogen tvers
ven,
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dar, toeldbe, der in ifnen porfommenden jwepten
Diffevengialien ungeadtet, eine gewiffe Bedeutung
Haben.

e. Methode, die jroepten und Hohern Differenzialien wegs
gufcbaifen, nebit cinigen andetn Hicher gehdrigen Uns
tecfudhungen, §. 264 : 280.

Snhalt
pesd

pneunten Capifeld

Bon den Differensial: Gleichungen,

1. anacige des Gegenftandes diefed Capitels, §. 281,

2, Von der Crfindung der Differenial = @Sleid)ungm aué
endlichen, §. 282 - 283.

3. Bon den Beranderungen, toeldhe man mit der suerft ge
fundenen Diffevenial: Gleichung vernehmen fana, §.
286. 287.

4. Bon der Reduction dev Diffecengial - Gleidungen auf
endliche, §. 2388. '

5. Bon der Wegfhaffung beftandiger Srdfen aus endliz
den Bleihungen, vermittelft der Differengiation, §.
289  295.

6. Wie Differengial 2 Gleichungen dag BVerhaltnif iifden
x und.y ausdrucen, §.296 5 300, und warum? §,301-
306, :

7, Bow
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v, Bon den Diffevenial: Sleichungen, welche drey verdn:
' detliche @vdfien enthalten, §. 307 2 326.
a. Von diefen Diffevenzial: GSleicdungen uberhaupt, ¢,
307. 308. -
b, @intheilung derfelben in reelle und imaginare, und Un:
terfuchung dev Kenngeichen bepder Avten,'§ 3092326,
8. Befdlug, § 327,
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