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Crited Capitel
PBon der Umformung der NReiben,

RER

@a meine Abficht gegentodrtig ift, den Gebraud der Difs
fevengial: Rechnung forvoh! in dev gefammten Analpfis ald
in Der Lehre von den Rethen ju geigens fo muf idh noh einis
aes aus der gemeinen Algebra, toeldhes man fn den gerwdhnz
lichen nleitungen dags nicht antrifft; voraugidicfen. Das
meifte findet man jwat in der Einfeiturg in die Anatyiis ded
Unendlichen, einiged abey ift davin nicht berihrt worben,
theild mit Vorfag, weil o8 beffer {chien, folches erft da ju
untecfuchen, wo e gebraudht wicd, thells weil nicht alles
in der olge ndthige, jum voraus fiberfehen werden Fonnte,
Hicher gehort die Umformung der NReihen, welde den Jnz
Dalt bes gegentodrtigen Capitelé ausmadben foll, oder die
Berwandlung der Reiben in unydhlige andere, die indges
fammt diefelbe Summe haben, {o dag fich, renn man die Sums
me Der gegebenen Reifhe fennt, aud alle Gbrige fummiren
laflen.  Mady der Borausfchicfung diefed Gapitels toers -
ben toir die fehre von den Reihen Defto bBeffer Durcdh die
Diffecengialz und Jntegral > Rednung 3w ecweitern im
Stande feyn,

A2 §.2.
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Wie twollen aber voriglich folcbe Reihen beteadten,
deren Glicder durd die fucceffiven Poteftaten einer unbe
fiimmeten @rofe multiplicict find, ndem diefe fich am weis
teften evftrecfen.und einen grofern Nuien gewabeen,

E$ fep alfo die allgemeine Reihe
ax T bx2 + ex3 J dx4 & exs T 1.
gegeben, deven Summe mit, fie mag nun Dbefannt oder
unbefannt fepn, durch-S bezeichnen toollen, und s fey aljp
S =axf bx2 4 cx3 T dx4 fexs i

Sest man nun x = : ; > wobey man durch den Gebrald |

der unendlichen Reifhen
2 =2y — ¥yt - 94t o= otk
%3 ==iy2 —2y3 T 374 — gy 1 SyS— 6Lk
y3 —3y4 f+ 6ys —i10yS +15y7 — 218 Tl
y4—4ys 1 10y6 —20y7 } 3578 — 5639 4

%3
x &

i1

eehalt: fo findet man, tenn man diefe Werthe fubftitui
And die NReibhe nady ven Poteftaten von y ordnet,

S = ay — ay2 f ay3 — ay4 T aysl.
b —2b F3b —4b
g =3¢ F6e
3 T d —y4d
: + e *)
§3

*) Man fberleae Hier nur, mie die Sahl+ Coefficienten in 0
filr bie Potefidten von x gefundenen Neihen nach und nad o
einander entfichen, fo twird man diefe gange Sumime M
grandlichfic fich vorguficlien im Stande feym,
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WVort der Umformung der Rethen. 5
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Da wirx = e gefest haben, fo ift y = ——; und
: ¥

—

braudht man diefen Werth, fo wird die Reihe
S==axf bx2 b cx3 f dx4 } exs Fae
in folgende vermwandelt:

- .f' Ir.

%n diefer Reihe ift ber Coefficient desd jwenten Gliedes, b — a,
bie erfte Differeny von a aus der Reihe a, b, ¢, d, e, 1. twel:
che toir oben (Th. 1. §.4.) durch A a begeichnet haben; ferz
nec der €oefficient deg dritten Glieded, ¢ — 2b + a die
swepte Diffevets Aza, der Coefficient des vierten Glicdes,
die Dritre Differens A3a, u. . f. *) Sebraudst man Daber
biefe Diffevengen von a, fo wie man fic nadh und nach aus
der Reihe a, by ¢, d, e 2. crhalt, fo witd die gegebene
Reihe in folaende verrvandelt:

X X2 w3
R e Ve 3
s=a. = ) f e—abFa)

X2

b4
S:I_xa%(lﬁszﬁ oy 33& 'I' .4&.3&'1'2('.

deren Summe befannt ift, fobald man die Summe der ges
gebenen NReihe Fennt, **)

5 4
3ft alfo die Reibe a, b, o) d, 1¢e. fo befdaffen, daf ihre
Differensen endlich befrandig werden, und dies wied fepn,
wenn das allgemeine Glied derfelben eine ganze rationale

unftion ift (2. 1. §.48.): fo Hat die Reihe 1—-—-—'—3 ¥
—
A 3 A

'} f.ﬂ;&n vergleiche %5 1. §. 10,

**) I dem Folgendehr wird diefe leste Reihe gebraucht, um bie
Summe ber vorhergehenden s finden,
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X-

Aa ¥ 1 endlidh veridhmoindende Glicder, b |

(r — x)2
dann ift man im Stande ihre Summe durch einen endlidien
Nuasdrucd audjudructen, Sind 3. B. fdhon die eriten Diffe
tenzen der Neibe a, b, ¢ & o, beftandig, fo ifi dic Summe
der Reibe :

ax F bx2 + cx3 } dx4 T} exf T,

x xE
‘L o S e o -
1——2{3 - (i -—x"}zz_\a
@ind hingegen die swenten Differengen jener Eocficientn
Raihe beftandig, fo ift die Summe der gegebenen Reihe=
X b X2
a . A T e T AE N
T—=X T (1 --ux.'-‘-& T (1 — x)3
@a laffen fich daber die Summen folcber Reihen aud b |

Differenjen ihrer Socfficienten fehr leicht finden.

I. Dic Summe dex Reibye,
1% 7 3x> % 5x3  7x4 T 9x5 T
it finden,

€3 ift
die Reihbe 1x ¥ 3x2 F 5x3 F 734 F gx¥ F 6
die 1ften Differ. 2, 3, 2 2, 1

Da alfo die erften Differenzen beftandig find, fo it
Summe der gegebenen Reife, weil a =1, Aa =2l
X 2X % Xt xx

— .l. et

oot (SR (1+—x)3"

I Dic Summe der Reibe
1%k 4%% % %3 } 16x4 § 25%5 T 16
su finden, Oeven ;
ifte Differ. 3, -5 70 % W
ate Diffes. 2, 2, 2, W find

4

Al
;vh
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Dy a=1, Aa=3, und A2a=2 ift, o it Die
Summe der gegebenen Reihe =
X 3xX 2x3 XXX

.-f.

1 —x - (1—x)2 T a—x1  a—=x3)

1L Dic Swmme der Reibe 3u finden:
S =3 4% ¥ 15x2 + 4ox3 F 85x4 F 156xF F 250xS T I
ifte Diffec. 1, 25, 45 71, 103, i
ate Differ. 14, 20, 26, 32, .
3te Differ. G, -6 - 66

Da a =4, Aa=11, A2a=14 und A3a=6

ft) o ift

ZERl TEXX 14x3 6Hx4
St ¥ (i—x)2 ' (1—x3 J (1—x)4
_ ober
g _gx—xxdgx3—x4  x(1Fxx)(4 —x)
(L— x)4 7 @=—x)8
§. s.

Hbgleich auf diefe Art die Summen von jenen Reibhen
fur, i fo feen diefelben aus einer unendlicdhen Menge von Glics
dern beftehen, gefunden toceden, fo fagt fich doch auch die
Summation eben diefer Reihen bid auf eine getviffe Ans
sabl von Gliedern aus eben devfelben-Duelle ableiten. St
nemlich die Reibe

Sce=ax +bx2 + cx3 T dx4 ... .F ox®
gegeben; fo fudbe man ihre Summe, ald twenn fic ohne Ende
fortlicfe, und diefe ift

X X2 x>

o= e A

1 —x (1—x)2 (L—x)3

A2a .

Jtun betrachte man die Glieder, die auf das lefte ox= fole
gen, nemlich

Y 4 pxot
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pxtd+T § gxnt2 Jrxmt3- 4 sxot 4 + 1,
SBenn man diefe Reihe durch xn dividirt, fo 1afe fidh ih
Summe nach den vorhergehenden Regeln finden, und dam
gicht diefe Summe, wieder mit xn multiplicict, die gefudte

Summe =
xn+x xnt2 xnt3
= f JA —A2p ¥
T—x (1 —x)2 pi‘{l-—xﬂ Pt

Sicht man alfo diefe Summe von der Summe der erfen
ohne Ende fortlaufenden Reihe ab, fo findet man in b
Differens die Summe des gegebenen Stiefs, oder

N Iixca—hxﬂp}'{"(‘z__ij‘_:'ﬁ?(&a_ _s{n&Pj.ll.l
x3 e iAs |
a— x}"s(&‘a g SUAL D I

1. Die Summe der Reihe su findew:

S= Irxex? + 3x3 Fgx¥F P o i. T
Mtan fuche die Differensen der Coefficienten forvohl dieft
al$ der auf nxn folgenden Glicder

L. 2, 3 4 W nt1, nt2, nt3 K
T T et dc, 1, T

Da man auf diefert a=1, Aa=1, p=nt1, Hp=I
findet, fo ift die gefuchte Summe
X y X2
[ — e cn e e XTI
= (nTIJh)'I"{L_ij(I x1)

g ¥=—(n%1)xnti fpnxntz

(I —x)2

*

IL Die Summe folgender endlichen Reibye 3u findh:

S:Ixf4xz-1-9}q3 FI16x4% F o oot 0280
Man fuche suvdrderft die Differenzen auf folgende ets

I
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Bon e Umformung der NRehen. 9

I, 4.9 16 . (nt1)2; (nt2)2, (11'{‘333 ¥ 20,
37 anst3, - a2nt s,
2,55 2,
$Hat man diefe gefunden, fo ift

- -

X X =
= ———{1— (0P 1)2x" ————{(3—{(2n¥3)xn
3,5 e U T IR B s (2nf3)xn) T
w3
e (2 — 2 X1) 0DeL
(r—x,3
wixx—(ntr)2xvt T F (2nn ¥ 2n — 1) xn+2 — nnxot 3
R G ==2x)3
gl‘ 6'

SBenn aber die gegebene Reihe nicht folche Coefficiens
ten hat, die endlidh auf beftandige Differenzen fuhren, fo
leiftet diefe Bermwandlung bey der Beftimmung der Summe
feinen Vortheil. Audh fann man dabey die Summe durch
feine bequemere Naherung evhalten, ald foldhed durd) die
Addition ter gegebenen Reibe felbft qefhiehet. Denn twenn
in DerNeihe ax + bx2 fex3 F dx4 F1c. x<1 ift, und in
Diefem Falle findet die Summation im eigentlichen BVerftande
allein ftatt, fo ift l—-i—x > x, und ¢8 convergict dabher die
gefundene Neibe eniger ald die gegebene. St aber x dars
in=1, fo toerde1 alie Glreder Der neuen Neihe unendlich
arof, und in diefem Falle ift diefe Vevwandlung von gar
Peinem Rupen,

§. 7
Wic wenden und gur Betvachtung folcber Reihen, in
toelchen die Jeichen + und — mit cinander abwedbfeln, ders
gleichen man aug den vorheraehenden exhdlt, rean man
x negatio nimmt. €8 fey daber
%5 S=
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S=ax — bx2 } cx3 — dx4 } ex? — it
pon mwelcher Neihe man die entgegengefeste befommt, wemn
man in et vorfiin betrachteten x negativ fepn (4Gt Sudt
man Bicr tvieder, wie vorhin, die Diffevensern Aa, Az2a, Al
aug der Neihe a, b, ¢, d, e, 2, fo Paf man die Beidim
blog auf die Poteftaten von x bejieht: fo twird “ie Reihe

X x2 x3
&za ,,,,,, &33_

= a— ~— AT
R (1o (LR m"‘*

TRan fieht hicrausd, bafi fich diefe Reihen in eben den Fillen
fummiven laffen, in teldben folches bep den vorhevgehenden |
mbalich war, wenn nemlich die Rethe a, b, ¢, 4, 2. endlif
3u befrandigen Differengen fihee,

§. 8.

% diefem Falle ift aber die gedbadbte Berrsandlung fit
niplich, um den Werth der geaebenen Reibhe durdy die Iiv
Berung ju finden.  Denn toie groff auch x in der Reibe

ax — bx2 + ox3 — dx4 F exf — i

feon mag; fo ift dodh der Brud i_:-_’ nacy deffen JPobeftd
X
ten die Daraus gemachte Reihe fortfchreitet, Fleiner alf dit

Ginfeit. Jp 3. B.x=1, fo ift I—-:—-; = §, und iftx<n

T ; * | :
3B x=—, foit) —— = ——; und 8 convergitt
B I T x n+i

Daber tie Durdy die BVertvandlung gefundene Reihe imme
facfer alé dic gegebene. . Um insbefondere den Fall ju b
trachten, wenn x =1 ift, fo fep
S=ma—bTc—d+e—7F+10
Begeichnet man hier die erfien, jweyten und folgenden Difi¢
vengen, meldhe die RNeihe a, b, ¢, d, ¢, 1. giebt, durd L¥
O2a, O\3a, 16, fo wied ;
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S = 1a — LAa f 1A% — HA% T
und dadurd erhalt man die Summe, oenn fich diefelbe niche
genau dacrftellen 185t, durch eine Hinldnglich bequeme N
Detung.

§. o ,

Sen Bebrauch dicfer lenten Vetmandlung, wobey toiv
x = | gefest Haben, rooffen wiv an einigen Beyfpiclen gei:
gen, und jroar juvdtderft an foldhen, two die wahre Summe
endiich ausgedructt werden fanm.  Devgleichen geben die
divergivenben Reihen, bey twelden dic Jablen a, b, c,d, ¢, 20
endlich ju befrandigen Differengen fibhrens ta aber die Sume
men derfelben, in der getvdhnlichen Bedeutung diefes Wor:
ted aicht dargeftellt werden Fonnen, fo nelymen toir diefe BVes
nennung hier in der thr oben (Rh. 1. €ap. 3. §. 111.) bepges
fegten Dedeutung, fo daff darunter nichts anders verftanden
toird, ald der Werth des endlichen Ausdruds, aug defjen
Gntwicfelung die gegebene Reihe entipringt.

I £s fey alfo die Leibnigi{che Reabe gegeben:
ST =11 1-—=171 — 1T T1T =0
Da hier afle Glieder einander gleidh find, fo werden alle

Differengen =o; und dad=1ift, foift S = 4.

IL s fey dic Reibe gegeben:
S=mi—2%Ft3—4t185—6%1
e Difer. = X, =¥ 5 L 1, 16
Daa=1,mdla=iif, fowitdS=5—I=15

11, Es fey dic Reibe gegeben :
S=1—3%5—7%9 —
LB T R e Rl T |
Daa=1und Da=2if, fonids=f—3=0.
. f—E’E
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IV. &s fey die Reibe dev Trigonal- Jablen gegebeon:
S=1—3%P6—10% 15— 21t Fu
eDiffer. s==igr g 41§ 6, 1t

ote Differ. S|ty 15507 30
Daa=1, Aa= 2 und Az2a = 1 ift, fo witd
S

2 —

R 1
Wi R

]

II

V. %s fey die Reibe der Buadrat- Zablen gegeben:
a_ﬂl-—-4'i‘9-161-25—-36-f-4.
TReDirer. =5 3. % . T o0 01 ¥
aie. Diffete asy ~ o, ALl At AL,
Daa=1, Aa =3 und Az2a=2iffy fo wird
s=i—1ti=o.

VI g fey die Reibe der Biquadrat - Sablen gegeben:

S=1 — 10 T 81 — 250 + 625 — 1296 + 1,
ifte Differ. = 15, 65, 175, 369, 671, .
aote Differ. = . 50, 110, 194, 302, .

gte Differ, = 6o, 84, 108, 1€ |
4te Differ. = 24, - 24 .
§3 ift alfo
S=i-—YiyP—fri=o
§. 10

TBenn dieReihen ftarfer divergiven, wie 3.5, die geome
trifcben undandere. ihnen dhaliche, fo Fann man diefelden auf
diefe Art fogleich in mehr convergivende Reihen vermandeln,
uad wenn diefe neven Reihen noch nicht frark aenug convers
giren, fo Fann man daraug durch MWiederholung der B
twandlung nodh ftacfer convergivende NReibhen finden.

I. £s fey die geometrifche Reibe gegeben
S=Il—2%4—8+%+16—32 %2

1fte
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®  -Ifte Differ. =1, 2, 4, 8 16, 1.
ate Differ. == "5 2 di a1t
gte Differ. = T 0y,

Da vas erfre Elied alfce diefer Diffevenzen = 1 ift, fo ift

Die Gumme ber gedebenen Neihe
S=d—2ti—HtaE—Htw

foovon die Summe = L ift. Denn 8 entfpringt diefe lepte

Reihe aus der Entwicelung De8 Beudys _;-_I' va hingegen

Die gegebene aus vem Brudhe —

—
§- o

entfteht,

il %35 fey die wiederfehrende Reibe gegeben ¢

S =1 —2%5§5—12t29— 70+ 169 — 3¢,
1fte Differ. L T, <Ak, 90
ate Differ. 2, 8 10, 04y 1587 0.

gte Differ.
ate Differ.
ste Differ,
6te Differ.

2, 6 14, 34 I,
4, 8 20, 1.
4r 12, U,
8; ZI:.
@8 formiven alfo bie hier nadh'und nach gefundencn Diffes

vengen folgende geometrifche Progreffion mit Doppelten
Gliedetn:

1 8 1 1

I, I, 2, 2,4, 4 8 8 16, 16 1.
und eg ift daher

S=i—iti—Ftas—at Tip,— W
ober, teil fich aufier dem erfien Gliede Jede gtoen folgende
Slieder aufheben, S =% 8 entfpringt aber die gegebene

RKeihe aus der Entwicelung des Bruchs Ej—-z %, tie

toit
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foir Bep der Gefidrung der Natur ter wicderlehend Rep
ben gejeigt haben, ®)

HI. s fey die hypergeonetrifche Heibe geacebons
§=1—2% 6 — 25 T 120 = 730 T 5040 = I,
beven Diffcrensen am feichteften anf Tolgende Art aufgefugt
werden Lonnews

1 I 181
2 4 14 63
6 18 78 26
23 g6 | 504 33‘6;5
120 600 3720 27240
720 4320 30960 | 256320
5040 35280 | 287280 |2656030
40320 | 322560 ; 2943360
362830 | 3265920 |
3628800 |

Sest man diefe Diffevenen weiter forty fo findet man
S S 667
semt——pd g 39, 20
- 4 - 8 16 ° 32 64 128 256

x 148229 1468457 , 16019531 190839411 5

-t — — ———

572 1024 - 2048 4096
Bieht man die bepden erfien Blicder jufammen, fo v
S=35TA, e

*y Won ben thiederfchrenden Reiben Handelt Luler in ber EN
!ettung in bie Unalpfis des Unendlichen i §ien und 134
Gapitel deg 1flen Theild.  Von der Hicy aegebenen mieber il
renven Neibe findef man nach elner furgen Ueberlegund) wf
die Beyichunas: Seale — 2, + 1y iff, und hat man b
entdekt, fo ift auch der Bruch bekannt, aus defien Entwigy
lung bie Mebe entfpringt,
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A3 B e 8 g0 aug
8 165132 ©4 128

#ft. Sudt man nun pon neuem auj eben die Aet dic Differ

venjen, o wicd

2 5 , o1 99 , 61§ 4401 . 36385

T gy - sl -I- —— . St 'i-' e S

——
— ——

24 né 28 nIO 2312 214 216
342207 + 3565323 40866525
nl§ n2o n2z -I- o

Wereiniget man abermald die bepden evfren Glicder, tweil fie
convergiven, fo wird

7 . . 2 09
e e g 2 B, v 18 - e e i
= T B, toenn = e + 2 ift.

Simmt man aber auch von dicfer Relhe dic Differengen,
fo mwird

et g% s 159 . 429 . 5241 5 ié:ﬁ;
29 RI2 21s 218 221X 224
¥ 338835 2771067
227 230 6

Sieht man Bier dic vier evfien Slicder in eine Summe 3z

o 193 13
fammen, und fest man B = 5 + oy +C, fodafiC==
5241 26283

Sas 2aa T i ift, fofindet man bep wirflidyer Vee:

e ; , 156 0417
einigung etlicher Glieder ¢ = —}? — ED—J—{'—, und Blege
o 2 - 'y

aug fchlicht man endlih auf die Summe der geg:benen
Reibe, weldbe auf diefe Art S =0, 40082033 witd. Da
indef die Reihe fo auferordentlich Divergirt, fo fann man
davon faum 3 oder 4 Rifern als genau anfefien s aber qusges
maﬂcbt ift, daf diefe Summe ju flein ift. S habe nemlich
auf anbdernt 2Wegen Ddiefelbe = o, 4036524077 herauéges

Dracht, und. Bier ift feloft die legte ifer nodh richtig.
§. 11,

P e B i N S S
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YN v

Moryfalich grof ift aber der Nuhen diefes Bermands
die fangfam convergiven, in fchnelier

fung, toenn Reihen,
helt weeden follen. Da indef in Diefem

conpergivende perival
Ralle die folgenden Glicder fleiner find als die vorhergehon
ven, fo mwerden die erfien Differengen negativ, daber man
denn bey den folgenden auf dic Seiden forafaitig Rudiidt
su nefhmen hHat.

I s ey dic Reibe gegeben

S=p—tPpr—%ts—s T
: I I 1 I
HoliE - § e Sl S T
2.3 3.4 457 5 |
2 2 2
ote Dif.= T % —_——— —— -}
2¢3:4° 34.5° 450
: 2.3 2.3
ate Diff.= — 3 = b e
2 3 2.3:4.5°  3:4:5:0
4te Diff. = e e T

Hicrnadh ift alfo

I T i I
— == F —F
2-4+3-3 z 4-16? 5.32 ¥
and-von bepden Reiben ift bereitd in Der Einleitung geseia!
worden, daf fie den hypecbolifhen Logarithmen von 2

aeben. *)

Sk +

1. %

Hopla=1—%F I —3F+—Ftuif 1gt fid
: x3 &
aus 1(x -}-x).:x—}; T %-—-x— % .0, (Einl. &h.1

§. 123, Dereitens baf ober 12 = 3 § —F —1 ~
. 123, eifen; 3 y ol B B —f— ] T

3.) berlet B a5 At
pep. Einlv

¥ 1c evinnere ich midh, wenigfens jest nidt) m
tung aelefen gu haben,
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IL. s fey die Reibe fiie Oen Sirkel (Einl. Th. 1, §. 140,)
gegeben,

it — 2 A el
T 3 a ”‘ 2 2
1fte Diff. T St TR atre L e D
L e 20 R

"'1 (o)
BN e 4, 2.4, 2.4 2.4
ofe By == g e i
3te Diff. = PR SR

Hierans folgt affo

_“_ i a I.2 . 1.2.3 1.2.3.4 .
3N 1 'I‘-; T é*‘s— F ::‘—"': :3“*_—"—- T 1
{ '3'?'9

IIL Doy 'ﬂ?ctt.[) oer unendlichen Reibe 31 finden
S=la—13 f14—15 % 16 —17 1‘18-—191-1{',

Da biz Differengen im Anfange gav 31 mgleich find, fo vers
elnvpe nman D“: EL[tLII ‘C‘x UE[‘ I_'F{.. {u';u IIO atl@ Dfﬂ é.afﬁlﬂ

[
wobur man — o,3911005 findet, und alfo

S=—0o,3911c05}lio—1r1 $1i2 — I3 T lig—15+2c,
befommt. un nehme man diefe Loa m::t{)mn aus den Tq

feln, und fuche thre DifFerensen auf folgende vt

'l-‘v

LDiff. 2. Dif. 3.Diff. 4. Dif. 5. DT,
110 = 1,0000000|: # | — + — %
U1 = 1,0413927 413927| 1
2 = 1,0791812(377 ;-«8-5!36{3?: 8779
3 = 1,1139434 (347622 3?:23 4487 1 1292 | 368
l14 = 1,1461280|3 IH;GEQ‘J 3563 I
l15 = 1,1760913 “99,}33122213

Ruiers Diff, Rechn, 2, Th. 1, Ubth, O ' Hiers

8
¥
[
il
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£
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Hieraus findet man i
1,0000000 413927 |
2 e
und e8 ift daher die Summe der gegebenen NReihe
s=12 —13 %14 — I5 T . =0,0980601 = 11;253315,

.
o wie tir diefe Verwandlingen dadurdh ju Stindd
gebracht haben, Daf toir in Der gegebenen Neibe fiie x ben

llo—lirtliz— L3 i =

Brud -l—;z?— feten: fo gicht es nodh ungdblige andereBew |
ty :

wandlungen,. wenn anftatt x andere Funftionen oon j i |
fest toerden. €8 fep aberntald die Reihe
S = ax } bx2 Fcx3 +dx4 Fexs ffxe Tt |
gegeben.  Sept man datin x = y(1 — y), fo echalt mh :'
?}ﬂfflt
S = ay — ayy
t byy — 2by3. ¥ Dbys |
t cy3—3cy4 f3eyf— off
©f dys—qdys T68S,

+ BY‘—‘aEJ"‘
5o p
&Rt fich nun eine ‘von diefen NReihen fummiren, fo Ot i
auch die Summedet andern finden.  Sft 3. D,
- 4
S= x % x2 '} x3 F x4 § x5 %6 F% =I—j
fo ticd
-und die Summe diefer Reihe ift = ;—l:};l%-y-

§ 1




|

o |

, 13

Bon der Lmformung der Reiben, 19

S 13
Beidt die andere Neibe irgendwo ab, fo [aft fich die
Summe der erften Reihe abfolut ausdeucten. Angenommen
baf a == 1 fep, und dak in der gefundémen NReihe alle Glies
ber nach dem erfien verfchmwinden; fo daf S = y werde; fo
witd, il x =y — yy ift, die Summz der erfien Neihe
= — vV (} —x)

Daaber a == 1 ift, fo ticd

‘b‘= I =...-_.2:
4
2 )

c= 2 =E'3_' n&
4.0
?-24.'

e § == —— , 26
468
L:.3.5.7

e = 4 = i 08
46810

= 1 3.5.7.9 ke
4.6:8510.12

I.3:5.7.4. lI

4.6.8, 10.12, 14

o ok )

& 132 =

und hizedurdy verwandelt fich die erfte Reibye in folgende:
S :é-n{(;}—x):x-i*xz'i;'zx3'f5x41'l4xf by
4290 T 132x7 1 2
Gben diefe Reibe findet man aud, wenn man die Wursel
rdfe v ( (§ — =) in eine Reihe aufldfet, und diefe von &
abjieht.

% 14
Unt Biefer Vertvandlung cinen defto grofern Umfang ju
geben, fo fep x =y (1 ¥ ny)’, wodurch die gegebene Reibe
S = ax + bx2 F ¢x3 T dx4 + exs + 1,
D 2 in
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in folaende vecwandelt toivd: S = ay T —1-r1 ay2

R

by 'J:-HI: ‘ay 3 + rm__rw—t*(v+g)1131{];4‘i‘v‘_v—f}fr—-zjfr-—;)n*a §
1.2 1253 2,34

2y (29 —1) —1)(2v-2)

—nb e Iinhvil 3hy!

R e T

.{. c}.g .i. 31_",1 },4 i —Mnﬂg}rf
: j § I 2

o o T ﬂf“d'f‘

t o |

18
aBenn alfo die Summe von jener Reilye befannt ift, fo femt
man audy die Summe oon diefer, und umgetehrt, Do anit

n und » nach Belieben angenommen wecden fonnen, folof |

fen ficdh aus diefev eingigen eilje unjdblige andere fummiy |

bare Reihen findem,

& 18

@8 tonnen die Bermandlungen aber audy auf eine fold |

9[ct untecnommen toerden, Daf die Summe der gefunden®
Reibe irvational oicd, €6 fep die Reihe gegeben:

S = ax F bx3 +cxf + dx7 Hexs f fxxr t
o folalich
Sx = ax2 } bx#& § cx6 § dx8 f exIo f fxizth

wird. Sest man dafer

¥ 4 : y=
X = ———— (O e—
v },”f fO toitd xx : n)r)r"

und die gegebene Reihe witd in folgende pecandelts

)




*3} {
Ib}, f
Gcr f

dy*

Fennt
abee
o

mie |

foldt
bentt |

el

)

Ron Det Umformung der Nethen. 21

Sy
V(1 — nyy)
ay> t mayé ¥ n2ayc ¥ n3ay$ ¥ ndayIo ¢ i
§ by4 + 2anbys ¥ 3n2by8 ¥ 4n3byIo ¥ i
by cyS % 3ncy$ f 6n2eyI0 f 2
o dyS P andyTO i
¥ eyIo § i
Wennt alfo die Sumime S aus der erfien Reibe befannt ift,
fo fennt man ugleich dic Summe der folgenden Reibe:

=

S —
V(1 —nyy)
ayt (n2 1 b)y3+ (n*at2nbte)yst(n*at 3n’bt 3ne td)y”
, ot
§. 16
IBenn mant n=— 1 nimmt, fo twerden die Coefficiens

ten diefer Reibe die Differenzen von a, aud der Reibe a, by
c, d, 1¢.; wenn abet die Jeidhen in der gegebenen NReihe ab:
techfeln, fo roerden die Coefficienten diefe Differenzen; wenn
man n = 1 fent. gBebeuten alfo Aa, A2z, A3a, Adg, i,
die Diffevenzen von a qud der SahlenzReihe a, b, ¢, d, ¢ 0.
und ift

§ = ax ¥ bx3 % cx& ¥ dx7 ¥ ex? ¥ 1

fo toicd, wenn man x = nimmt,

el 8
Y (L tyy

AR 2 Sy Lu3 23.%% 3
Fatrn ay + Qa.y3 F O2a. ¢ t A3a.y7 f i
Gt hingegen
S = ax — bx3 } cxf — dx7 } ex? — 1.
fo twitd, wenn man x# SECS B
5 V(L= 773 feit
—  —ay—Aa.y3+A2a, 55 — 7
s ay—Aa.y3TA2a.y5 —A3a,. 37 F10.

D 3 Wenn
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SRenn alfo die Neibe a, b, ¢, d, e, 2. endlich auf beftandige |
Differengen fihee, fo fann jede diefer NReiben abfolut fums |
mict werden ; indef flicht dieje Summation audy aus dem
Dbigen.

§. 17,
Benn die Coefficienten a, by ¢, d, e, . diefe Reifer
1, L %, %, L, i bilden, fo ift, wie wiv vorhin (§.11) g

2.4
fehen haben, a =1, Aa = — 35 Ara= —=j
3.5
2.4.6 ; G e
Nla = — T—_——; 1. Hicraus ergieht fidh die Sum |
3537
mation folgender bepden Reifen

Y. G8fen S = x T 1x3 F1x5 +2x7 +1¢, twodp |

| G S ‘5 t |
— Fl1—— ift. * Gegt man x = ~———, \
o s e B V(tTyy) o
Y CE YT o
SRR P LA S TN 2 ) )

T SV Qtyy) —y
und es ift alfo
2.4 2.4.6

V(1 tyy)y) 5
ARSI £ PRI ¢ ST SR I B e nkinn B T
V(£ tyy) s +3-5} 157

Il 8 fep S = x— 1x3 ¢ 1x% — Ix7+F 1., too folglid

§— A.tang.x ijt. Ceht manx = — 1o poird

Yiil—=yy)

S = A.tang. 7—}‘_ = A:ﬁn.}’::.e’\cof.,f;["}'f}‘
L gl )
Solglich hat man Hier folgende Summation:

Afin.y 2.4 B 0 AR
R ST i_— 3 4 —y$ s == 7 i
V(L= y§) 21 5 Tacs T

§ 18,




bige |
ums |

Dem

18

Bon der Lhmformung. der Reiben. - 23

§. 18

@3 fonnen audh fliv x tranfeendente Funftionen von y
gefent, und dadurch anbere fbroerer ju findende SGummatios
nen hergeleitet toecden,  Damit aber die neuen Reihen nidht
gar ju jufammengefest werden, fo muf man foldhe Funftios
nen wahlen, deren Poteftaten leicht dargeftellt toerden fonz
nen, dergleidhen die Erponential: Grofen ey find. i‘;ﬂ alfo
die Reibe '

§ — ax F bx2 ¥ cx3 ¢ dx4 ¥ exs F fx6 F 1.
gegeben, und fefst man x = en¥y, fo daf e die Fahl bedeute
deren hopecbolifcber Logarithme = 1 ift; fo toitd

X2 = e28¥y2; x3 = e3n¥y3; u, f. w,
Da nun, toie befannt, (Cinl. Th. 1. §. 123.) tberhaupt
z2 z3 74
g2 =-1%z ¥ T t o2
B S B i, T R
ift, fo roitd die gegebene Reihe in folgende permwandelt
S=ay ¥ Inay2 % #n2ay3 +} Inday4 ¥ JSndays i,
t by2 ¥ % nby3 % $n2by4 ¥ Lnsbys fic
6y cy3 + % ncy4 ¢ 2112(;):7"1':{"
F dy4 T ¢ ndyf k.
T ey S £,

I. %5 {ey die geometrifche Reibe
S=x % x2 % x3 ¥ x4 3 x5 ¥} 1.

&
gegeben, 0 S = == xlft. Set man n =—1, fo daf
Yy, und S £l L i i
b~ o o .
be r—ary Wy witd: fo findef

man die Summe

P x
'ﬂ_b—}, =y =4y — g% S Ty —u

allein dag Gefess derfelbent LGkt fich nicht erfennen.
D3 I, MWenn




l
24 2tet 36, 1ftes Cap. B. b. Umformung b, Neifen, |
IL. Wenn in der vorbin gefundenen sroenten Reie ale |
Glicder anfer dem erften = o find, fo ift b = — na; |
e=3n2a} d=— in3a; e= Y¥nda; f=— 22 ns;
% DaalfoS=ay, und x = e ijt, fo mwird
Yy =2x—nx2% in2x3 —4n3ix4 t Findxs — 22n5x6
¥ i
Da indefs bep diefen Neiben dag Sefes der Fortfdreitun
nicht in die Augen fallt, fo haben die Summationen, dit
aus Diefer Subjtitution abgeleitet werden, Peinen fondeli
chen RNupen.  Vorjuglich aber verdienen die Berwandlunga

bemerft zu toerden, die auf der Subftitution x = l—f—
=

beruben, indem Ddiefe nicht blof fehr metPronrdige Summe |
tionen, fonbern aud felr qute Wege an die Sand geben, |
dic Summen der Nethen durch die Stabherung ju finder, |
Nadhdem wic diefes, obne dabep die Diffevenzial - Juds |
nung ju gebrandhen, voraudgefchic’t Haben: fo roollen wit |
ung nun jur Cefldrang ves Gebrauds digfer Rechnung it |

5]

der Lihre vea ben Reihen wenden,

e
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