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Sweyted Capitel

Bort ver Crfinbung fummicbarer NReihest.

§ 19.

%enn man die Summe einer Reihe Fennt, deven Glies
der cine unbeftimmte Gedfe x enthalten, in weldem Falle
Die. gedachte. Summe nothwendig cine Funftion von x
ift: fo fann man diefe Summe audh fiie jeden Werth von x
angeben.  IWenn man daher x + dx fur x fekt, fo ift die
Summe der baraus entfpringendenReihe gleich der Summe
der erften NReihe nebit ihrem Diffevensiale, und folglich das
Differengial Der Summe auch gleich dem Diffevenziale der
Reihe. Da aber auf diefe vt forwohl die Summe ald die
Glieder der NReife indgefammt durch dx multiplicict find,
fo findet man, wenn man aflenthalben durd) dx dividict,
eine neue Neihe, deven Summe befannt ift. Gben fo ents
fteht, wenn man diefe Reihe mit ihrer Summe. von neuem
differensiict, unb darauf abermald allenthalben durch dx dis
vidict, mieder eine neue Reibe mit ihrer Summe; und auf
diefe Weife Fann man aus einer fummitbaren Reibe, roeldhe
die unbefiimmte Serdfe x enthart, dured eine fortgefente Difs
fevengiation ungablige newe fummirbare Reiben erhalten,

B 5 §. 20,
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§. 20

Damit died deutlicher werde, fev folgende unby
fiimmte geometrifche Rethe gegeben, Dderen Summe by
fannt ift:

1

I1—X
Differensiict man ier, fo findet man
dx .
(1—x,°
und dividict man nunmehe durdh d =, fo toicd

(1:3{3‘= I .t' QX-T 3x% 'i' 4x3 'I' §x4 *l' 6x5 ~I-:{, '

= I f x § x2 F x3 | x4 | x5 Jyx6 {4,

=dx}2xdx { 3x2dx f4x3dx } 5xadxiik |

Diffecensiiet man nun abermals, und dividict davauf vi¢ |
der durdh dx, fo wicd

==2F2,3xf 3.4x2 } 4.5%x3 } 5, 6x41k

(1—x?
oder
T
(1—x)3 .
o die Coefficienten die Trigonal:Jahlen find, Differew :
aiiet man nodmalé, und dividict darauf durdy 3dx, I
findet man

=1+ 3x + 6x2 + 10x3 + 15x4 {16

=1 { 4% + 10x2 ¥ 20x3 § 35%4

(r—x;t
wo bdie Coefficienten die erften Poramidal - Rahlen find
Kabrt man auf diefem Wege weiter fort, fo findet man 1O
Daupt die Reihen, die aus der Entwictelung des Bruds

entfpringen,

L=—x0
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§ 21,

@3 echalt aber Ddiefe Grfindung der NReihen einen viel
ardfiern Umfang, enn man jedesmal ot der E)lﬁecqng,m,
tion fomohl die Neihe ald die Summe durch irgend eine Po=
teftdt odee Funbtion oon x multiplicict,  So multiplicive
man, ta

_...f-..:n[*[‘x*]*xﬂ'i'xi b x4+ x5+ x6 F 1,
I —Xx
ift, allenthalben dueh xm, wodurd
.._:ij_n__, xmn -I- xmt X -I- xmiz -i- wmt 3 .i. xmi 4 + (.
I—X
wied. Diffevensiiet man nunmehe und dividict davauf durc
dx, fo wicd
mxM=T — (m — 1)x™
(L= X2
+ (mf3)xmt2 f e
und dividirt man bic!’cﬁ durd xm—I, fo ethalt man
m—(m—1)x
T e ‘—m m¥Ix Jx,
-1' 1.
r
Jun multiplicive man, ehe man toieder differenyitet, durd
n, fo daf

mxn xn+I
L

=mxm-X +(m¥1)}x™ I (mf2)xmtr

= mx® f (mi1)x™ I +f (mf2 x0+2 + g,

perde. Tanndifferensiive manunddividive durd dx, foPommt
mnx®-X (m'fn't'[ :-;“ axntX
I—X (l—:\)z- ([—-X_)
T (mi2)(ngo)xntr 4 ¢

Dividict man nun ducd x0T fo wird
T_E;%(?llzi;zx (lf:;ﬁ =mnt m¥Fnt )=

t mf2)(nta)x2 4 1

—=mnx?=T+(mtr)(nfr)zn

Muf
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ofuf diefe Art Fann man nady Gefallen toeiter fortachen |
Mean findet aber alfemat die Neihen, die ausd der Entividy |
Tung der Britche, weldpe die Summe darfielien, entfpeingen,

§. a2,

Da von der' ju Anfange angenommenen acometrifde
g‘h‘.if-}ﬁ ]'E*bf Deftimmite ‘ﬁn%ﬂf}[ von Gliedern fummict werden
faun, fo laffen fich auf diefe et audy aud ewnce Deftimmin
Ansahl von Glicdern Befichende’ Reihen fummiven, €0 |
witd, da |

T — xi1

——=xfxitxitxetart.. . it

ift, wenn man differenziivt und davauf durd) dx bividit, |
_ ndnxntt :
(l—['x)z__(n.i'(lgii;: =-_;-§-2x-f-3;;=-i-,..-{-nxa-:, .
Hieraus laffen fich die Summen der Poteftaten der matislis |
chen Sablen bis ju jedem Glicde finben,  Man multiplee |
nemlich diefe Reihe durch x, fo daf |
X= mn¥ 1 )x0RT Fnxnt2 ;
(1—x)2 =xT2x2f3x3f,....7008
werde, Diffeceniict man nun, und dividiet ducd dx, fo wid |
1Fx—(n+¥ 1)2}:“+(:nn+2h — I)XPHT — p n x0f2
; (f — x)3
T 4% F 9x2 $ 16x3 ., .. F naxe-1
wnd biefed, mit = multipliciet, giebt,
xtx2 —(n¥1)2x0t X4 (2nnFon — 1)x0f2 —nnxttd
(L — x)3 ' G
Xt 4%x2 T ox3 f 1654 4., .., T n2xn
Differensiict man abermald und dividict durcdh dx, fo
balt man ducdh eine darauf angenommene Multiplicatis
putth x Die Reibe

3 F 8x2 Farx3 .., ,. nix

e
-

Dered




ben. |
s
\gem,

feben
then |
titen

o~

o

%

percl
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bevent Summé folglicdh gefunben twerden fann, Yus diefer
Reihe findet man aber auf eine ahnliche vt die Summe der
fHiquadrate und der hodhern ‘.L\etel’t&;en.'

g, 23

Diefe Methobe [aft fich auf alle eine unbeftimmee Brofe
enthaltenden Reihen onivenden, bdeven Summen befanng
find.  Da nun diefe Cigenfhaft aufier den geometrifchen
Meifjen auch allen wiederfehrenden Reihen jufommt, und
Diefetben nicht blofi, twena fie ohne Ende fortlaufen, fondern
auch bid ju jedem Deftimmten Gliede fummirt wecten £onz
nen: fo laffen ficd aug ihnen nach diefer Methode unyahlige
anvere fummicbare Reihen finden,  Da o8 uns viel ju weit
fubhren wirde, wenn wir diefed ausfubhilich jeigen wollten,
fo wollen wiv puv einen eingigen Fall ceiwdgen. St nemlich
Die NReiphe

by

== XFx2 fox3 §3x4F 5%5 F 8x6 § 137 Facs

I—X—XX
gegeben, fo findet man durdh die Differensiation und die Dis
pifion duch dx :

Ifxx
=r1foxtOx2f1ox3 F25x4 4 48x5 + 9Ix6

+ 2, .
@8 ift aber dabey leicht einjufehen, daf alle auf diefe et
entfiehende Reilen ebenfalls mwiederPehrende Reihen fepn
werben, fo daf man dic Summe derfelben felbjt durch die
Betracdhtung ihrev Natur ju finden im Stande ift.

(I—x—=xx)2

6 24

Ueberhaupt alfo fann man, wenn die Summe irgend
einer unter diefer Form ¢

ax f bx2 fcx3 ¢ dx4 F exf % 2 :
bearif:
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Begrifferien Neihe, welde wiv =S feten ollen, befamf |
ift, auch allemal dic Summe chen diefer Reihe finden, nady '
dem bie eingeln Glieder derftlben durdh dic Glicver einee |
arithmetifchen Progreffion multiplicies worden find. Dem

8 fep Die Reibe
Se=ax F bx2 Fex3 F dxd F exs ¥
gegeben.  TMultiplicivt man diefelbe durch x™, fo fndet man
Ddrausd
Sxm E=gxmt+I _bxm{.: + cxT3 o d xmt& 6
und differenziivt man diefes und dividivt darvauf durd dy
fo toicd

b Ta)

dS : - ;
mSxm=1T J xm = = (miax™F(mia)bxmt X4 (m§3jexn
ax
g P
jo toie hieraus durd dic Divifion durd xm-x

xdS
HISf*Efq::(nlfj}ax~f[nlfzjbx3'f{nzfgjcx3fm I
X .

IBicd alfo die Summe folgender Reihe verfangts
aax T (etg)bx2 T (atepiexs f (wtgpdxs Fi |
fo multiplicive man die vorhergehende Reifye dudy #710 |

A

fegempe 8=, fodafm = werde. Ylsdann iftdi

Summe Ddiefer Neibe

. BxdS
= (®—4)S T e
§. 25.

#3 Fann audh die Summe der geaebenen Neihe geful
den merden, wenn die eimjelnen Glieder durch die Glieddt
einer Reihe der gwepten Ordnung, deren jwoepre Differenien
alfo beftdudig find, multiplicict wevden,  Denn Do W
Dereits

m$
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1S 1 %: (¥ Dax F (m+2)bx2 + (m3)cx3 +16.

géfunben haben, fo erhalt man Hievaus, tenn man mit xn
multiplicict, :
xntrdg . . STRAL :
mSx® f "n-q—=(mf':jaxﬂfI%{m*}*ﬁ)bx”ﬂf(m*{g)cxﬂﬂ
.4 :

: . e 3t
fo toie hievaus, wenn man diffévengiict und durch dx dis
pidict,
(m¥n¥r)xndS  xnfrdds : STt .

= e (mt1)(n¥1)axt

Fmta)(nk2)bxntT § 2¢

‘mnSxn-I %

Dividict man ‘diéfe Sleichung durdy xv-1, ynd ‘multiplicict

davauf durch k, Yo foied

(mbnd)kxdS  kx2ddS ; ;
mnkS ¥ 7 -f&dxl = (m¥1) (nf1)kax ¥

‘(mt2)(nT2)kbx2 ¥ (mF3)(n+3)ex3 $ ¢,

Stun Bévgleiche ‘man diefe Reihe ‘mit der vorhevgehenden,

fo wird:
ifte Differ.  [2teDiff.
kmnt km?t kot k=&
; . - km'{‘k e k:
kmntokm}zknfgk=eatg | ; ”fSk B St
K I e - &
kmnt3km$3kntok=atasfyl knTsk=gty

Hievaus flicht k =1%y; m + n= %‘f “ 35 und

mn :i—m-—-n_1=f’.f_?f 2=9{°“"’.3'I'?_“_’_
Y ¥ y ’
und e ift demnach die gefuchte Summe
(B—»)xdS . wx2ddS
Y NS
(ﬂ }3'1.7( T P T 5
3. 26,
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§.-. 26i
9luf ahnlide Art f[x,L;‘t fih auch die Summe der Relye
Aa + Bbx  Cex2 + Ddx3 + Eexd f 1.
finden, mwenn die Summe S diefer Reihe
S =a tbxtexzddz3 T exd T
BePannt ift, 4nd A, B, C, D, i¢. cine Reibe formiren, dam
Differenzen endlich beftandig werden. Denn da ble forn
ber Summe aud dem BVorhergehenden gefchlofjen weedd
fann, fo fege man fie
BxdS , yx2ddS , #x3d3S , ¢x4d4S
S T T oaxa 6d x3 : 24dx4

@S

Zeyner entoicfele man, um die Buchftaben «, &, v, 9 1.4
finden, jede diefer Reifjen. Dabdurch. wird '

|
S == wa T abx T wcx2 + adx3 T wexifh

i
|
gxdS 2
dx = T #bx T 28cx2 + 38dx3 § 4pextih |
i
yx2ddS | :
4 - 3 ]
2dx2 = wex2 F 3ydx3 J Gyexdih
ex3d3S |
R S e 3dx3 § gdexd i
X
ix4d45 3
d x4 = gex® Tl
24ax

Becaleicht man nun afled diefed mit der gegebenen Reihe:
7 = Aa } Bbx § Ccx2 4 Ddx3 § Eex4 7l
jo findet man duvch die Vergleidhung der eingelnen Gliedet

=

8 —B — a= B— A

7:C—-2:3—'-ﬁ=0—~231‘ A

})=D—3y—38—=s=D—3C}3—4
: 20,

Robs
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MNachdem man diefe MWerthe gefundem, it die geudhte
Summe :

— A)xdS . (C—2B+A)x2d4S
Icdx T I .2d%2

(D—3C+3B—A)x3438
L. 2.3dx3

oder, toenn man Ddie m,'.“'f.;rmgcn der Reifie A, B, C, D, 1.
auf die gemdhnliche Urt ausdruckt,
DAL xdS - i‘_f.’;. ¥ d'S . AGA L 3dIS
Ve AS T —— =

1dx 1.2dx2 I,2, 3dx1
voenn nemlich, toie wir ar ngenommen haben,

S=a T bx T cx2 f dx3 fex4 F fx5 + 20
ift. 2Wenn alfo-die Diffevenyen der Reihe A, B,C, D, E, 1t
endlidd beftandig twerden, fo fann man die Summe der
Rethe Z duedh einen endligen Ausdrud Barftellen.

ZE:AS"I"

EC-'

T

§. 27,

Da, toenn e die Jahl bedeutet, deren tmper[,ulzrcber oz
gavithme = 1 ijt,

3 x2 X3 X =k,
Pl vaeingad - 38,34 1.2.3.4.5
ift, fo nefyme man diefe Neibe ftatt der vorigen.  Da nun
, % ds dds
S = exift, fo ift a:‘.d,:- — = eX, —— = eX; u.{.f (Zh.
dx dx2
I €ap.7. §.188.) @2 (aft fich Daber dieSumme der Reihe
: CXEEG > Dx3 i =W
ATBx ¢ — ¢ =——rvn it
159 253 1.2.3:4

welde aud jener Reihe und aus der Reibe A, B, C, D, 1t
gufammengefent ift, auf dlefe Urt ausdruchen
xAN  xXNPA X305K 1 oxd\4A
T__L_.r 1.2 1.;.:"”?3*3*4
auddeucten.

Rulees Diff. Rechn, 2. TH1.Abth, ¢ St

T 1
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S 3. Dodie Reibe |
£x  TO0X2 . 17x3 26 x4 37 %5 :
et i e - i |
1 .‘-.-) o.-?. )"i'i' ;.2|3|n}aq

gcgcbcm fo ift-aus
der. Neibe. A, B, C,. D, E, .
IR S (e T e L T
AT SRR PR L A PR [
A2A = 5 oyt ats MR LN
und affo bic Summnie der Reibhe

I

5x ~10x2 - 17%3 o x & 3757 s
QT'_ it e T T T S
e T e T, oty a0 L

ex(z + 3x F xx) = eX(1 T x)(2 T =)
Diefes ift aber audh von feldbft fav , Denn ed it

ax 2x2 2X3 axe
zex=2'f-—-'“_+___—1----~ﬁ-:f.
I e 24 .
- 2 t
- L) :.LK‘ T.‘r - T 114
XeX. = X T —=— e ] e i 11 ’
3 AT B i T |
oo X3 X4 ¢
xXxex = %2 M o= o = T 20 alfo
= .
3 e
oy JOXZ 17);3 2( 4 :
e(2faxfr)=3fs58f—— T —— M» |
2 6 :
§ 28

Dad bidher Borgetragene evferectt fich nicht blop ol
die Reiben, die ohne Ende fortlaufen, fondern aud auf e
Summe jedet Ungahl von Sliebern; denn die Coefficknd
a, b, ¢, d, . Edanen ohne Ende fortgehen, oder nah
licben abgebrochen werden. Da indef dies Feiner wH!
Eriduteenng bedarf, fo tollen mwiv unfere 1—'lufnurﬂﬁ“‘f"[

auf die Folgen tichien, dic aus dem Bisherigen fliefen
sRend
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MWenn alfo :1~»v“~ prne RNethe gegeben it Deren eingelne
Blieder aus jwep Faftoren beftehen)” babon die einen cine

Rethe r:."--.‘.r;"-:::; bezen Diffcrenien ehtlich befrandia mwerden:
fo Lift i Vie Gummme tisfer Neife atgeben, wenn diefelde
mit ;3}_31-,-.:'-L-5;;1—:_;:1s:-.: ver qevadhion faltoten fammirt merbe_lt
Fann.,  S& memtich die Reihe

Zie== Aa P Bbx F.Ctx2 +Ddx3 + Eexs + 3¢,
qmum nd T:lc..d;:&*. tu‘.r*':? A, B, C, D, Ey 1. eine Reibe,

un
beten Differenjeniendlich beftandig werdens 'fo [t fich die
@umn:t jenet Retfhe angeben, wofern dic Summe von
Digfer

[ A e

g a ' bx P cx2 4 dx3 ex4d T i,
. wy mar @ Mo Ml oy
bafy "F-,, ! n.aig ocr “pLoqtiyiion A, B, C’

D.E, ic. tie daraud rach und nad i erachbenden Differenz
jem, und wac nady dev dagu im erfien Theile befindl lichen Ans
leitung _
A, By & b E, o DR L
A VI AN SN R s SRA E
AzA A2B A2C, A2D, e
s G bk iAo ik |
4A, A&B, - i,

P\ 3o ey o
fo it die Summe der @s-.v-.:b:ncn Jteihe
. ';_' X'L':L.\ A i {‘ ?~£A'4‘5Li }L“ 5_3 rﬂ]u. I'&f
1dx 1.2 dx E.2,3.dx3

wenn in den hidhern Diffecengtalicn von S S dx al8 befitndig
b\..Lﬂd itet toird,

8=,
qBenn alfo die Dijrevengen der Reibe A, B C, D, 2
niemals beftdndia twerden, o wicd die Summe Z tureh eine
neue unendlidge Reihe ansgedeuctt, die Hfters ftarfer con-
€2 - vergirt
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!

pergirt al$ die gegebene, und ¢8 wivd auf diefe Aet diege |
gebene Reihe in eine andere ihr gleiche verwandelt. Um dig
au eclautern twollen toir bicfe Reihe betvachten:

f‘l- vﬁ' y (]

Y‘f‘—'i' : “i'

T
toovon befannt ift, daf fie bm Eobarlti}mm oon ————};aus

deuctt, fo daf Y = — 1(1 — y) ift..  Dividict man

-

diefe Reihe durdh y, und fest dabeyp y = x, b |
T i =
Y =7yZ fo M Z=——1(1=—yp) = — ;{—1([-—-5‘} 18
y
fomirb
(= !{3 X4 X5
Gl e o s o Cnp el
X '1‘ = T e 1

und vergleicht man bzcgc EJ;F:II}E mit folgender:

|

=i x Fxe box3Px¥ T xS P a6 Pt EN—_
[—3%

fo findet man fir die Reibe A, B, C, D, E, 1. diefe Weitit: |

I ':I'r ";,f '.::r ":'f I
T I 1 !
e e e e v T I
1.2 2.3 3.4 4.5
152 i B I.2
' f ’
1.2.3 2.3:4 3:4.5
it ]—‘2°3 Itgk‘;
- . .
1234 2345
zf.

B8 witd alfo A==1; A= —§; AzA=1; A=
— %3 1
% I = ok
Da ferner S = i ift, fo ift

dS I

I.dx “(1—;;.;:.’

| =78
[
3
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d28  §
T e &
1,2.dx2 (i—x)3
d3s 1
—— T e 4O
1.2.3.4x3 (1 —x,4
®ebraudt man diefe Werthe, fo exhalt man die Summe

. I x x2 x3 xt
Ze= — — g S S
1—x  2(I—x;2 3(1—x)3 . 4(1—x)4  §1—x)F
s W T
Danmx=y, ud Y=~ I{1—~y)=yZ ift, {o hat
man Hicraus

I(t—y)= £ % ¥ L2 e
; 1—y . R—y)% J=pT . Gll=fs
F 2.
.t § PP - H o ' .’- T
und diefe Reihe druckt allerdings 1{x + ;-——):11—— aerd
=¥ 23 4

— 1(1 — y) aug, wie aud) felbft aus dem fonft fihon (Cinl.
2h. 1. Cap.7. § 123.) Bewiefenen, befannt ift.

$.:730;

Damit aber aud der Gebraudy ded Bisherigen belannt
werde, wenn blof die ungeraden Poteftaten vorfommen und
vie Seichen abwedhfeln, fo fey folgende Reifhe gegeben:

' 3 v r7 79 II

'{::})._}_- ...-.__.}_'}_._Y_.__Tzcﬁ

3 5 7 9 11
woraus erhellet (Cinl, TH, 1. €ap. 8. §.140.) daf Y = A tang.y
iff. = Dioidict man Ddiefe Neihe durd y, und feht man

Y F
- = Z, und yy =x, {0 wird

Bergleicht man diefe Reihe mit folgender :
S=I1—xfx2 —x3 fzx4— 1, _
€3 ' fo
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fo witd S = el und Die Jeilje Dev Coefyictenten 4y B,

€, D; i¢. wicd

- — T 1 ¥ 1 4
Jn‘ I.’ 5 S '-:'; 'J-' .'[.

INA =

B>

>

i
|

I fa s .
Da-abet -5 = ~—— i, {0 witd

T =t = :
1dx (%3
13 —
f.;;TI..“\ &
i [ S e e p I
I.2dx2 s
38 i |
¥ 2030K3 (r X4
@pbRituitt man Valhev ticle Werth® fo wich 2=

I e g g R f3 I
F ki Iy : ;
R e e A I 1R L5 T
X oy a2 I P T Pmewiy LY
i e P S S0l AT 0 P

f o i s ki l--l - - . '
11 L% i | B . Bt "
ﬁ_,n“ man Gl y WwieleL i - 1nd minitid _Iul nan

V=37

LU

1 - P
/ % o g ST & \
=, - i i sy SRR B
A | = e 11
ITyy P o =l ey I...E-
¥ o SRR d e
i
§o. 731
i AL
e T « U T, o o
FOE O ATTEN A Ta g Ay ALy 4o o TN . £V el
2o LG UL QY {5 E?w:':;_’ e ‘\J\:!r. r_q,l .—._I.P“-,.: el r Lt
4 -, il o ™ . o e
B 04y WY ey Sy S R s e G b i e L 4 T s Nere M
J--‘:‘-” et ek AT - QWORTUG Ll ] 'w.'.-il— €k 'u“l-"“' 4
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serwandelt werden , indem man fie mit dev Pogarithmifden
Keihe vergleicht. - Wiv toollen nemlic) die Meihe

. A8 w2 %3 <& xs
I=1——f=—==F===1u
3 5 7 9 IL
nehmen, und fie mit folgender:
XX %3 x4

X
Semto— f m— — = — =1 —21{1¥x)

2 4! 6 ]
pevgleichen.  Hicv find die Werthe der Budftaben A, B,

C, D,
A= e %5 24 8526
o 2 o o
AT — —3 -3 —_— —5 1
3 35 57 79
234 — —2.4
L2A = e % g o
3+5 57 5749
N, B 2. 446
D3A = e ) e——— 2,
- 3577 3¢5.7+9
as Sl
dx 0L F )
r-f":; B i I .
T A T )
y.2dx2 4(1 1 x)2°
ds3s I
1.2,3dx3 6(1 % x5)3
d4s 1
1.2.3.4d%4  * glptx)4’

53 ift bemnad) SA = 5.2 == 1; und aud dem tebrigen etz
giebt fich :

- x . 23X 9 Ax3
T — 1 St = e et
rt® o 3s5UtxE 0 3u507(tE)3
— 3

ekt man hun x =yy, und multiplicict jugleich durd ¥r

fo witd :
€4 : Y=
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e e ——————]
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Y == Atang.,y = ,
%3 2y*s 2 Ay o
y — —— = e

3(Lkyy) - 3.50tyy)> 3.5.7 (kg |
-1

Diefe Bermandlung toird alfo duech das uncndliche Glight
in der Reibe S nidht verhindert, Solite aber jemanden od |
ein Smweifel ubrig fepn, det 1ofe nur die einjeln Glieder byt |
gegentodrtigen Meibe anfer Dem erfren in unendliche Reihus
auf, too ev denn finden wird, Daf Lie juerft gegebene Rl ¢
toitflich Heraugfomme,

§. 32
g - i L
Bicher haben toiv nue folche Reifien betrachtet, infl |
hen alle Poteftdben der verdnderlichen Srdfe vorfomm, |
Sest wollen miv gur Detvadsiung folcher Neihen Fortadn |

vie in allen Gliedern eben diefzibe Dotefrat dev veranbalida |
Grofe c:;t.;mzc;, Peraleidhen folgende-ift: [
[ v I : H 3 i l
S _— e T e—— 111- R e~ " :. |

atx bt x etx " dEx

~

Sft nemfich die Summe diofer Reihe S befanpt, und ifdid |
felbe eine Funftion vonx, 10 findet man durds Diffevens |
ven und durcdhs Diviticen durdh) — dx;
—dS I ' ( i I
— - St

& 4|
\ T lld. |

_odx T (atx)2 ' (btx)2 (ctx)2 - (dtx3
Differengiict man nun abermald und dibidict darauf dud

w==adx, foerhalt man die Neihe der Wiefel:

ddsS
_— : S 1 ' Y .:. _._L X

2de’ 7 (a1x)3 T (bix)3 L (ctx)3 ' (dEN?

und diefe von neuem differenziirt und. turdy — 3dx divk
dirt, giebt '

= d3§ A g I Lo = g oAby
R e g s T T = g '
fdx3 (atx)% (b Fx)4 ° (¢ t x4 y (d t )4

giuf




e ——_%.

Lelhen
Rl F

4

Divk
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Von ver Fefindung jummirbarer Reihen, 41

uf cine dhnliche At Fann man die Summen aller folgens
den Poteftdten finden, roenn nur die Summe der evften Reibe
befannt ift.

¢

§ 33
Dergleichen Brud - Neifhen, die eine unbeftimnmte Grdfe
enthalten, haben toir aber in dev Einlettung (Th. 1. Eap. 109
gefunden, wo toic gejeigt haben, vak, wenn die halbe Periz
pherie eines -RKreifes, deffen RNadiud = 1 iff, = = gefent
wird,

x § ook I N
. m m ' n—m ntm 20—m  2nTin
nin, —=
n
]
o — a0 und
30— m
m
xcofs — o
n 1 1 T Y
=_‘—.'—I'I"|'—F .'E..n-'#— 'FEI T
mn m LT n m 20— Iy 0
nfin. —= T = 2utm
i
I

S
s = L ‘\rc'l

Lo | — Y
-
Jﬂ 24k

fen; (6.178.) Da wivnun fiir m und n jede Sahl feten

1%

fonnen, fo twollen wir n = 1 und m = x arnehmen, damit

wir Reifen erhalten, die Denen im vorhergehenden §. afns
lih find.  Alsdana ift

LIS t I T T T

TEPREET Greer ed
— 2.

wcof.'x_ I I 1 ¥ I 1

B o i o o -
+ 2.

€5 Turdh
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Diirdh die Differensiation ift man alio im Stande, die Sume |
men alfer Potefraten, dic and Dicfen Draden entfiehen, |
au finbenm,

€ T e 3 TRy | e L
Bir toollen suborbecit bie cthe 12 Betrachten, b

w bbby

der Kitrge teaen —- = S feqem.  Sudit man fegbon
il b 4
die hohern Difecenzialicn, fo daf man dx ald beftandly be

g == e —
e e IFx 2 x 2%
+ : o LC.
Sy
—dS | 1 ¥ ¥ I
e S e e F o ——
dx xx (1—x)2  (11x) (2—x)2 " (af5?
I
b g R el L
=2 .
ddS e 1 T oy
e T e i
2dx2  x3 ° (1—x)3  (r{x)3 . (2—x)3 (PN}
I |

! e T -\.{
(3==35)%
S L w e
S — — T — s d - T
- b _a—- l- * L '\-G
12085 %6 ["[..__-,/.r’} (11x)6 * (a—x)6 " (21%)
L
e —— o 31,
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oo ju Gemarfin ift; da
ftaren, fo wie addh Dic vor

Di

r"'A

Seichen vor den Jf‘"aaf't Jotes
ven ungeraben einerlep Ghejeie

EAlan 3 PP S ey, B 5 b vty Al % o=
%n\.‘h"_\n. ..ah.“n aLen tn.:;-:..‘,!'u. Ji I'.'Ll !h'\..“.l L'-,.;;I.ff WA C'\_.ail:!’.’
T SN D P o L S,
IILLIL ...-uk‘) l.s i i‘ Lt‘l "I.h[o\.i l‘v “u_...*,;‘ud‘ﬁ
x
hSEE . ~ ¥
fin.&x%
¥ 35

L. bicfe Differenyiation auf eine einfahere ek ausus
dructen, tootlen roir :
fin.7x = p; und col.xx =79q

1 k] B o T oa gy o
fefen, oodutd Dean

1 P ~ 4 :
dp ="wdxcoef.zx = wqdx, UM dq = #pdx
mirh A nn © — ! iir: fa mirh
WL, P b b D m— T . (¥ RWRLY
ba)
P

458 - - . ) z6(q 1«.‘,{1 s:"}lq‘)
x5 " ip4  pp i, ]L"T
dés ol F380q% . 662q2. 6™\
-—r]‘;{;— = RH_T'-’HH T i3 - i ---,1 el
P ps P2 - ruF
o7 .:'-1(_1 e ET[}C]E" :E' 4-_-(-\[]: L} {{‘[)
p7 T
d78 % £504097 2 100208 726693 . 13854
e sl B e e — — ] =2
157 \\ pé PG p* p2
x5
e Al ed4908 1% Thyale
~ (9713439 T 311193 T13859)
d8S
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ﬁ%-—_—ﬁg 40320¢8  100R00q® 8366494 5 2;5633: |
dn § p2 8 p7 p¥ Pi _

1385 |
e

P

20,

Diefe Ausdracke laffen fich: leicht, fo tweit man will, fort
feen.  Denn twenn

InG 1 n-2 nan— & Sqn=6
3+ ﬁr-_u_ﬂu{.‘[(ﬂ_-i-‘fq = ﬂ_ ! -!1;{.
T dxn L ph-1I pi-3 pﬂ-f

iy E‘” E
ift, fo ift dag Differenzial Lavon mit peranderien Heidien
_‘;__'d_"_.:“‘f‘; T o ({]Llqur‘i{: "}‘ 1 et 1(‘;2.-1 'I*(n'"gjf?]i-':'
dxn“"l pl't-l'--;', PE‘{IE_I}S,I P“ *t-.~n—3)?rr1n-=
 f et )
B 5 % n—
b ==504) plok

-~

e T
Dieraus erhalt man alfo die Summe der § 34. bifnds |
lichen Reihen quf folgende Yst-befiimmt :

qE ok

dads a3/ 2q2 . 1
ﬁ:_dxd-'-_-:—;( ::«“A T ;

- d:qm'x'ﬁ{— 6q3 5q

P e 2

d4S %5 2404 nQg2
YER e n b st e s Kall
AR et 12088 adfogd L 614

30dxs T 1z0\ ps -EH._ T P2
468 =7 72098 aggoqh . 66244 g)
720dx6 730N p7 - prE- i p3 p

a1




w e
-
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— d7S &% /504097 1c92095 | 726693
5040dx7. _ 5040\ p8 pe -t pa

13854
pin)

dss x9ﬂ(4o;10_f toogoog® L. 83664q4

i

40320dx%  4oz20\  p? £7 p*
2456892 , 13685
T e
: P P
:B!
Y 3%
iim nun aitch die andere oben (§.33.) gefundené Reihe
et SO SRR NS SRR e - S8 S
fin,#x X I—x Itx 2=x 2fx 3—%

wcol.xx . =
——— = T, wodutd) man folgende Summationen fimmdet:
fin.=%
o 1 1 [
| B oty T y, -—1- —1(,
x Iz—1%. (X2 v X 2T X
—dT I 1 I
o=t e F — i
d X2 7 (1—=x/ ([ ;-.) (2—x)" " (21%)
ddT I I I Foay
B R e S (o il et o e 3
2dx> T x3 (1—xp WP C—x? ' (otxs
—d3T I I YR 1 I
'—_;—2‘_“"]’ =T i ¢ e T %
6dx x4 (1—x)* - (rkx)t -~ (2—x;* " (ofx)t
&l = I I I
24dx 4 x5 (1=—x) (1ix)’ (3—x;5Tk2-' z-;f“m
— d5
d T:-_-_,}_ 3 —'!—"'i‘ I LA A
I20dxs  x6 ° (1—=x,° " (1fx)° (m—zﬁ’ (2TK)

i,
Diee find in den geraden Potefrdten alle Glicder pofitiv, das
gegen.in den ungeraden die Jeiden  und — mit einanber

abivedhfeln,
§. 18
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A6 Loy Sioenter: Thall - Zroented Capitel,

1 nun bis 98

~dZE. «:r8(-'7’3-4-caqﬁ ., 840cq4 | 369602 , 272\
= “ie el g T
dx7 ps pe pé p2/ |
: : - o Y e
L %5 (10"’“‘9{1 5. So6goq’ , 4838493, ;_‘_ﬁ-_l)
d:“ig . p) i p-? & Fs- i F}

{ ¢ { " iy s 4 ¥ gl TR aF el fu'}
Diefe Formeln faffen fich feicht nach Sefalien toeiter ot
fetien, - Dein tvenn

~

ift/-fo ift Dev folgente Husbruck:

| dnyp’ Faqi=I poi>3  gqn-§  ¥qu-7

! oot R 1L b & S SR 'i'a Jlgl-j RIS Lq-—-+—~']"‘ “q—“" Jl-:i'
i 4 xn pnj-l p:}"' g pn—i' p! i

1

: '.‘, diti

I's gt SR
'.F i dxnixy

0l = r Fin Yo !
fopa (g (o DitBign2  (Ra)eR )

& -

Pllf_; pl‘l
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§: 39
Die Summen der Reibhen, die §, 37, ftehen, find dom:
ta, roehn man fin.wx =3 p, WAD col.wx = q fefity

T —_— i}
P
—dT I
i e . |, g S oy
dx PP
ddT q
R —————— —_—— 5'3*"—‘
2dx2 p3
e
.;j’;“ — ”4(12 & e )
Hax D PP’
i e9 e (g 2L
24dx% e
— a% y "o
= et e WG(—J—-- + i—til ......"._..t!
120 d x¥ PR L R SppY
o1 g 3 s
_..(.i_,,..._ —_—7 G:T_ I ﬂq_ ..E.*’ X
720dx6 P7 ~ 3p% "< 43p3
R b & & 2
e o S q— + 5"] : I«-I_q_ _H_
5@.{;0(‘1}(7 pS « 3p6 15p4 3i5pp
Hdﬁi_ = ﬂg((}_'? § 6q% 3 6q3 = Ggq___
40320dx8 pP?  3p7 5pF © 315p3
i
§ 4o

Hufjer diefer: Reihen haben toir in der Ginfeitung per:
fdiedene andere gefunden, aus welden man . auf eine ahns
lidhe Avt durd die Difjevengiation neue Reihen abieiten Lann.
2Bic haven nemlidh (Cinl. TH. 1.6, 182.) gegeigt, daf

i m,"x e I I  §
2X | gxtangsy s 1—x 4—};'?9-:}; 16 =%
g
( i
25 — x
ift.

e S
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ift,  @etit man nun dic Summe diefer Reibe =5, oder |

1 w cof. vV X
Y= on Sk ayia i ter. wil
fo taicd
ds I " cnf VX xx
T : ::L_v‘:}-ﬁ fin.#xv x ;x-[!in.xijil
und diefes ift daher die Summe der Reihe:
1 I 1 I 1
=z T =z To—0 Te—n2 | @

T
Dann haben wir audy geseigt (5,183, dab

p-L?..-,"-
x eV %41 1 L 1 I T

G, e e RO i o

2V X 2%V X ~oox. TEx o 4% 9fx 161

ift. Sept man alfo die Reihe =S, fo wird

—_ df{ 1 & I ¥ 1 % 1 H
i (LR
dx (1 tx)2 (¢ tx)20 (9T o2 |
Run ift abet |
u'S e erxrx_f_t - E'?.?r\ X I |
dx 43\.\/‘:: RDNaE <DL X (ezx{x__i); 23% |
Kolglich 1ft |
e db oy Q'ﬂ"‘.r‘ ¥ I E‘:’J‘f'\r}( [
=, 1 e — — -
dx qr.v"x OFY Kok {eszx—xjﬂ 2K

uf eine abhntiche Art Fann man durc fortgefoste Differct
siation die Summen dev folgenden Poteftaten findens

8. 4r.

PMennlder Werth eined Produfts befannt ifty ol
aud Kalftoven; die eine unbeftimmte Grofe enthalten, befiel
ofo laffen fich durch eben dDiefe et hode ungahlige fumumirbate

NReihen findem. &8 fey nemiich der Werth diefes Produfts
(114%)




pldyee
fieft:
rbatt
ufté
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BVon der Erfindung fuminirbarer Reifen. 29

(L Fex)(X +8x)(r Fvx)(r ¥3J(1 fFex) 26 = S
odet irgend ‘einer Funftion von x: {o ift, wenn man die fo-
garithmen nimmt,

1S = I(1 ¥ ex) + I{t + £x) F I{1 ¥ 2x) +1(1 % %) T
Diffevengitct man diefe Gleichung und dividict darauf durch
dx, fo wicd
ds “ B o ; by

e + e

= e 2.
Sdix LfﬁxI!TExI‘IT?xTITExf

woraus man duich fortgefeste Differensiation die Sums
men aller Poteftaten diefer Breuide, auf die an den borferges

henden Bevfpiclen ausfihriich gejetgte Mrt, findet.

§ 42,

Wir hadben aber in der Ginleitung (2h. 1. Gap, 1. §.
184.) verfdbiedene Husdeticfe mitgetheilt, auf weldhe fich dicre
Wethobe anwenden (aft.  Bedeutet nemlich = cinen Sreiss

bogen von 180°, Deffen Nabiug = 1 ift, fo haben twig aes
jerat, daf

ma m# 4nn—mm 16nh—mm 36nn—mm
ﬁn_ — ) — —— T e
2n 2n 4nn 16nn 360 n
. 26s
g T _ Dn—mm gnon—mm 25anmm  4gnnuim
CU . b iy : A — S T _._—_'—-. o .
2n nn 9nn 25nn 49nn
* Jfa

ift. Sebt man nunn =1 undm = 2%, {o wird

[=ZX“4—%XX 9—x%x 16—xx

R Sy i L e il
I & 9 16
cher

{8

I—X I#x 0—x A% Lo % A—3
g PO s T liﬂ%%fm“}_:zg

i 1 2 2 3 3 4
und

Eulers Diff, Rechn, 2. Th. 1. A4bth, D cof.
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|

J<—4XX O—4XX 2§5—4XX 4O0—4XX
. e : 2 o, obt

——

9 25 49
1—2x I¥2x 3—2x 3fex 5—2x §ix
. * —=

L I $ 3. e ST
Hiecaus aber flieBt, wenn man die fogarithmen nimm,

PSR da i St

-

colzx =

col.zx =

T—x 1ftx , 2

{Gt g == I F 1 I f L 1 i
fin.#x + : e | = :
1—2x,, I¥2x . 3—2x , 372%  §=0X
lcofisx =1 1 -{-13--- el
1 I 3 3 5
§. 43

Diffevengiivt -man diefe Logatithmifhe Reihen |
dipidict allenthalben durch dx, fo giebt die erfies
:'rcof.xx__ 1 L i § 1 2

e ——

e — re—

Gn.e#x . %X . I—x IPx. 2—% 2%« 3_x’ :
yund dies ift eben die Neihe, welde wir §. 37 beteadtet |
ben. Die andere abet giebt

—xlin.wx B B, A -—g-‘
cof,mx o Iwwzzﬁ.1 Ifax 3—--2ng1‘21{ §rit |
- |

T 20 '

Sefit mon baber ex =7, fodafx = % foird, 1nd Bt

man f1berdied dburch — 2, fo toird: |

in. 3wz :

mim. 3w s ok $ LT I PR
acofidwz 1—z 1%tz 3—z 3tz 57

Da abet finfrz = v

1—cof.xz

’

und cof F#2 =

- Tteofl. =z x
V" ift, fo wicd dadurd
w-\/_(l—-(:q{:xz)__ 2 2 2 2 . b
v (1 fcof.zz LT T 3-—2“31‘315"‘1
oder, toenn man x anftatt z fest, /

ry




e ——

BVon der ESrfindung Jummirbarer Reifen. g1

Ty kl-—COf'?'ﬁ 2 a o) "

T ok, e ‘_"__—‘_‘_m—_'_'"_zf-!

v" lfcu, h:] I—% . 1fX " 3=—%x  3ix
Adbirt man Diefe Heihe ju der borhin g.lunbtncu, nens
lih 1u

weofiwx . X Vool [ I I Fie
fingx %  F=EX"a4r - 2—x‘ofx o g—%k -

fo exhalt man die Summe folgender Reibe

1 1 i | e Rt Sy I ¢
o —— e t—— ———at
X " —X ; B o 2a—X"2%FX-3—x 3tx

7V (1 — cof. = x) & xcof wx

T T eee e —

Viteofiax) ° finwx’

v {E-— r«::rf‘z' x) K 5
enn man
T e gl nan den 3ahler

Da aber der Brud -

und Renner durdh V-(x —col. = x) multiplicict, in i?caf.wx
= 1. @

ubergeht, fo micd dadurd digSumme jener Reife = =i
3 fin. = x

telches ehen Diefelbe ift, die wir §.34 gehabt haben, IWip
wollen daber aud niht langer dabey vermeilen,

R Orit-

o

2t

__ _,.._ —
ST L
Frr—e e

e e
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