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Drittes Capitel

Mo der Erfindung der Differettien,

§. 44

QB!E man aus den Diffevensen der Funkionen dic Dife |
reniialien detfelben auf eine Ietdate et au finden im Starkt
ift, haben toiv im Anfange ausfibrlich gejeigt, und felbft aus
Biefer Duelle den Grund der Differengialien abgeleitet Din
toenn die Differenzen, die man endlidh annimmt; prfdmin :
den und in Nichté ubergelien, fo entkehen davausd bie Diffe |'
vengialien; und da in diefem Falle viele ja oft unli |
Glieder pon denen, weldhe dieRfiferens ausmadyen, weggilla |
werden, fo laffen fich die Differen gm;-mwaetwternrtenﬂf‘ ’
auf eine bequemere, genaucre und deutlichere Avt ausbeudi
algdie Differenzen. Aus diefem Srunde fheint aber aud e
Rirfweg von den Differengialien ju den Differengen verfdit
fen 3u fepn; indef laffen fich gleichwohl auf dem Wegl il
toie Bier betecten toollen, aus denDiffevengialien affer Db
rungen drgend einer Gunftion alle Diffevengen Derfulb
beftimmen.

S 45
®8 fey y irgend einé Funtion von x, die bey derOF
ftitution von x + dx fie x in y + dy ubergehe. Sept M0
110 pon neuent x F dx fir %, fo witd der IWerth y 1°

uin fein Diffevensial dy + ddy vermehrt, und alfe —-1'_1
adf
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Bon Der~Erfindung der Differensert. 53

ndy ¥ ddy, und biefer Werth entfpridt dem Werthe
x4 odx vonx.  Jahet man daber continuitlid fort, die
Grdfe x um ihr Differensial dx ju vermehren, fo dap darz
aus nach und nach

- xtdx; xtadx; xf3dx; xF4dxs
toird: fo find die gugehdrigen Werthe von y, il fie tabellaz
tifch darzuftelien, folgendes

AWerthe Dagu gehdrende Werthe- der Funftion

ponx |y :

xP dx|yf dy

x%2dx|ytadyt  ddy

xt3dsfyt3dy T 3ddyt d3y

xT4dx|yTqdy I 6ddyt 4d3yf déy

%+ 5dx |y T 5dy F10ddy F 10d3y + 5d%y 4 dfy

x T 6dx | y 4 6dy I 15ddy T 20d3y T 15d4y f6d5y f doy
i€, (s

T _ 46.
Ueberhoupt alfo befomuity, wenn = in £ ¥ ndx bevs
geht, diefe Form: -

n nin—1) n(ﬂ*-—l)':’nf“‘i’-)d

y t—dy ¥ ——=ddy 3y +
;‘I.fli‘ 1.2 f Prii2 503 fiih
nfn—1)(nh—2)(n—23)
fom q:iﬂr;r-[wc.
S

Sn dicfem Augdeucke ift nun jwar jedes folgende Gilied uns
endlichmal fleiner al8 das vorhergehende, allein i haben
gletdymofl Feined audgelaffen, um diefen Ausdruck ju unferer
gegenmactigen Abficht braudbar ju machen. - Denn [afit:
man n etne unendlich grofie Iahl bedeuten, fo ift bereitd ans
gemerft worden, daf Das Produft qus ciner unendlid groz
Ben Rabl in ! cine unendlich fleine eine endlidie Grdfe ift;
und ¢d faon dabher allerdings das jwepte Glicd dem erften
3 ‘Homo:
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54 “Biventer Theil. - Drittes Capitel,

Homogen werden, oder ndy ver Ausdruck ciner endlidn
Geofic fepn.  Hud eben dem Grunde fann Das dritte Gl

n(ﬂ——I; v , oo
—ddy, obgleich ddy unendlichmal Fleines ift of

1.2
._..":}

unendlichmal grdfer 1t .aldn

; = rn
dy, teil nemlich :

1.2
eine endliche Grofie vorfrellen, und man tasf dabee, wmp
n gine unendlich grofz Sabl L\we:m , Eemes von Den Bl

vern Des obigen Ausdruds roeqlafien,

dBenn man aber n eine uagndlich arofie Safk! bedeutn
tafit, fo hat jede Sabl, die man aug n und jeder endiigi
rlaI)I entrogder Suvdh Die AULDition: eley durch Die Subtiit
tion gifomurenfest, 30t n das E.‘-.‘-—:c“-"cnfrw*-_: ber Gieidh il o
man “fann daber fir jeden der Foftoren n— 1, 1=4

7 .___I-I - e -
n > al ..E...

Il 1 '.-‘ ) i ar I"'-\ ¥
Ya ..u’:r‘_-;\- Il :I.-E_'":[‘n Alenn t‘a

———ddy = ¥nnddy — Fnddy

t: fo ftehe-bad Glied Fnnddy ju Inddy in dmBw
bai*mﬁl bOR i gu K, und 8 perfchivindet folglich diefer

¢ 2 I(.ﬂ”ﬂ
teve in Anfehung de erfeern, fo daf man Zon fur —-l—"z‘

fepen ‘Fann, -~ Auf ‘eine ahniiche Avf fann man den Guifv

n'n—1)(n

cienten tes Dritten Glicdes ———
S

>

2 in r-iuf

meniehen, und eben fo in dem fo
Bablew, um’ rotldes permindert rerben folf; aus derdok

foffer. . Daduedy aber erhdit die Funbtion y, e nl
T A L g L, W idan d
x + ndxfirx 1.‘ 56 und n eing unenblidy grofe Jahl behi
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MBon ber Erefindung der Differenen. 55

ndy . nnddy , n3d3y , néddy n¥dfy

- — 3.
e e e 1.2.3.4.5%

§. 48
Da nun dag Produft ndx, roenn n eine unendlich grofie
Fahi ift, der unenbdlichen @leinheit von dx ungeachtet, eme
endlide Grofie ansdrucfen fann: fo toolien wic ndx=w

fegen, fo daf'n = ;—K fep.  SHietbep ift- allesdingd n eine

unendlich avofie Rahl, da ¢g der Quotient aus einer endlia
chen durch ein unendlich Kleined dividicten Seoge ift. Drauz
cben toir aber diefen MWeeth vonn, fo fehen wiv, vaf die
Sunftion y von x, twenn x um die endlidhe Grofie » vetz
mebrt, oder x f o fiir x gefest witd, foigende Form bes
formumt:

w2ddy
1.2dx2

ady
}'Tldx*} +

deren einzelne Sficder durd) eine fortgefeste Differenziation
pon y gefunden roerden fonnen. - Denn ba y eine Funftion
on x ift, fo Haben i oben im evften Eheile gejeigt, daf alfe

dy ddy_ d3y

o S r f - L1
ofe Sunftionen —; —— 5 ——=3 i, e Grof
diefe Funftionen %) dnc i dad) endliche GSrofen vora

w3diy whddy
1.2.3d%x3 °.1,2.3.4.dx4

J 2.

ftelen,

§ 4%

Da affo, wenn die veranderliche Grofie x um die ends
liche Srofic & vermelyrt wied, die Funftion y von x um ihre
erfte Differen; wadft, und toir oben diefe Diffevengidurch
Ay begeidhnet Haben, wenn » = Ax ift: o [afit fich die
Differeny von y duvch eine fortgefente Diffevengiation finden.
€8 ift nemlich

D4 Dy =




*

R R R

Ay A -;.,"Maf\xn- ddy Ax3 diy = Ax4 déy

S a T e R
N

Yuf viefe At toied die endliche Diffeveny Ay durdy eine Y
grefiton ausaedrudt, deven Gilisder nach den '-“.n\nn-t"%w-lm 5ot
O x fortlatfen. Hierausd ¢ ".‘-c!f-'t ebentalie, dafh in demFale,
foenn x nur g eiie unéndlich fleine Grofe l'f“d._'}!' und olfo |
Ax.an dag Differensial dx IEL"'.'L:'_:; )¢, alle GBlieder gegen b

crm erfchroinden, und felglich Ay = dy wird; dein it
Ax = dx, fo geht nach der Grflarung die Differen; Ay

in das Differengial dy Uber,

§. - 50.

I

Da, wen man x £ » fir x fest, jede Funftion pins l

folgende Jorm annimmt: l
ady a-'JﬂTr 2343 ada

Y 5 b e el ‘ < #--—- ? o _.._H " &g, f

e RN i e 2 Oid % a0 24 m\-’-é‘ I

o -4 5Ty i i s L " e 1] n i i
fo fafit fich die Waheheit diefes Ausdrucks durch foldhe Bry
fpieto b ':s:né-;;f'ﬂ, o Die hdhern Differensitien von y entih |
Rull-iperben deny in diefern Falle wied die Anjah! der G

¢
vt Ded bothergehenben Nusdrufs-endlich.

Er ﬁ‘ @f"emre[
Den YWerth Oes Ausdrucds x x — x 3 finden, with
nan x + 1 fur x fest.

Man fee y =xx — x; Da nun, wenn 'z inzkl ]
ubergehen foll, 4 = 1 wird, fo findet man, wenn men
Diffevemsialien fucht,

‘i‘f ddy d3y

e O T W g iy o — )
¥ 2 X ’} s ......-_2, O} zt‘

o
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Bon der ErAndung der Differenzen. 57

S8 qeht alfo die Funftion y = xx —-x, wenn man x 4 1
fite x fest, in fo Mbc iber: Xx —xfr(ex—1714%.2
= xxtx, et man witflid x br file x in xx — x,
fo wicd

1§ s BT

XX M xx T ax P 1

und alfo xx — x i xx F x verwandelt.

Smentes Erempel.
Den Werth des Ausdruds x3 + xx F x 3u Mden, wenn
x F 2 fur x gefegt wird,
Sest man y=x3f+xx¥x fomwide=2 und
dy
dx
dd}"
dxz2
d3y
d4y -
H—;‘*_ —_ O
Dievaus ergicht fich folgender ¢ Werth der Junftion y = x32
T xx°F % wenn man datin x £ 2 fiic x fent:
X3 fxx ¥ x f 2(3xxbaxtr) F 2(6x ¥ ) 2.6 = %3 ¥
ZXXT 17X P 143

und eben diefen MWerth findet man, toenn man x 2 felbft
fiie x fept.

p—
[h—

2X % Pix

(48]

i

O
b
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»

Drittes Erempel
Den Werth des Ausdruds xx T 3x F 1 3u finden;
wenn x — 3 file x gefent wird,
Dieriftalfo - o= — 3, und wenn man
Yy = xx 7 3x % 1 fegt
D3 dy




ds

=L =2xt 3 umd
ddy

s e

®¢ aeht alfo die Funftion xx ¥ 3xF 1, twenn man x —3
ff}fxf\'gf; in x2 f 33X i [-—--{‘.}.{' 3J i‘-¢-2.=.:<_=—3x
4 1 fber.

§. s

9Denn flir « eine negative Sahl gefent toird, fofindt
man den Werth, den die Funftion von x erhalt, wenndit
Brdhe x felbft um eine gegebene Grdfie o vermindert witd
Sept man nemlich x — & fiiv x, fo befommt die Kunftiony
poir x folgenden ABerth:

ady w2ddy «3d3y al‘?-“}@if

— - ——— Sl i —.— ey, SR v-'—II'-

dx 2dx2 6dx3 24(]34

und man fann dafer alle Verdnderungen finden, mweldedi
Kunftion y leidet; indem Ddie Grdfe x auf die eine bt
auf die anbere rt perandert wirh. - Fft aber y eine ok
rationale Junition vonx, {o wird der veranderte Werth vob
y, toeil man alSdann endlich ju verfhroindenden Differew
atalien fommt, durd) cinen enblidhen Ausdrud atdgedrudt;
ift hingeden y Feine folche Funltion, fo.ift der Ausdrud b
perdndecten Werthesd eine unendliche Reihe, deren Suumt
durdh einen endlichen Sfusdenct dargeftellt roerden Fan; bil
man den verdndesten MWevth durch cine wivklidye Subfiy
tion feicht findet, %

Be B0
@0 toie die erfte Differeny gefunden roorden ift, foloV

fen fich auch Dig folgenden Differengen durch apnliche I
priid
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Worr bot Sefindung der Differengen. 59

vefide angeben. €8 ethalte nemlidh x nach und nacdh die
erthe
xterxdae; xF 3wy 2T qa; 0.

und die dicfen Werthen entfprechende Werthe von v fepen

3 ) dan yHE; b
toie wit im Anfange diefes Wecks angenommen haben. Da
aljo ;

}J; },!I; }YIH; }_I‘. # 1&
die MWerthe find, twelhe y erhalt, wenn mon fie 'z nad
und nadh
; xF¥ 205 xt 305 x40 0.
1) nach dev ectheilten Anweifung Oie Werthe
ende Art audbrucfen:

e wdy . w2ddy e3d3y . eddéy

' == uy —_—— S e - Ly o "“"fﬁ

: Licercdoara 6dx3 ' o2adwd -
2edy . 4e2ddy . Sw3d3 16wdday

Yyt = —— : y-i- : ’-1- | e
dx 2dz? Odx3 24 dx4 .

R dey C}a_l__d“ 2'&43{13}? 8!&14[14:,?

LA dx ° adx2 6dx3 = 2.;61x4 W

. dady Iﬁaf-f_"[c?y : {]_Lo.'bt;a}r_J. -2_#6(44&"’}!
i 6dx3 24dx4

. 53
Daalfo, wenn Ay, L2y, Ay, Ady, x. die exfte
ptocpte, Dritte, vierte Differeny u. {. {, bedeuten,

Il

Dy=73y =y

L2y = yB — a2yt %y

Ady =yl — gyn $ 3y —y

Qdy = gV — gy F 651 — 492 oy

.
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il
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60 Qusenter Theil. Drittes Capitel,

ift: fo laffen fih jene Diffevensen durch die Diffccensinlio

f folgenibe Het ausdruden:

A dy . #2ddy @343y i, rwdddy A
PN i e — I ) i 1
Y ax., 2.dx2 6dx3 ° zq4dx4 ° :

e ey e |
Azy = o2 E = R 1
2dx2 6dx3 :
(24 —2.1)e4day
SRRk ¥ sl
e e
_...a.i.i.""
33—3.2343.0w3d3y  (34—3.24%3.1)shiY
Dby == — T :
Gdx3 24.d x4

A7 N a1 St A L
(444 247629 —1. Detdiy  (45—4.3716:25=4.1'd)

24.d x4 : 120d x¥

efe Husdreacke fur it Dy
Reihen und ten Proguefions
G in die Mugen, theils wird et

dem. Felgenden aug stubelicher befcbrieben toerdem ‘;‘.‘aﬁf

toollen 1oiF fir Dom gegenwartigen Capitel den SRupen ey
gen, bet daher fite die Kenntnif Dder “:b‘ti,m ittt
fiieft. Db man nun gleich dieAnzeiaer der Slieder jegl lige
NReihe gerodhnlicheér MWeife fo annimmt, daf fie eine aritjnt
tifdbe NDrogrefiton, deren Diffeveny 1 ift, audmachen; fo
fen tiv doch, um Diefer Unterfudning einen defio getect
limfang ju geben, und die Anmendung derfelben ju erle
tecn, die Differeny = & {cgen, fo baf, wennDas allgemelt
@lied, oder basjenige, rweldhes Dem Angeiger x entfpridh T
ift, die folgenden ju den Unseigern x F w, xfom, 8137

gehoren, ‘Z8enn affo 3u diefen Anjeigern

X Xto, xtaw xF 3 xF4 W

A

folgentt
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folgende Gliever y, P, o e e g et
gehdren, fo werden diefclben qud y und feinen Diffeven;ias
lien auf folgende YUct beftimmt t

wdy mld:"l',' w3d3y 5 w4ddy

P =y T =1

I e P ;
PR £ 2dx2 6dx4 24dx4

“au’} - 4w2ddy F”gdj}’ 16wdda i

Q —— o el Iy ey b 2 + i
s dx U 2dx2 6dx3 T 244 x4
Qudy L‘w~u{‘i widiy ﬂ!w4(]4y
R =yt oty Lyl Tt g
dx 2dx2 6dx3 :.;d.x 4
dwdy  1682ddy K 64w3d3y  256atdty
S e }v e ,.__._._,,1 ! ....-_-u-—-—-—jf-r ‘I'.—.—w-—--——-..__.y‘i‘ '..__._'.. "}" :f
dx 2dx2 6dx3 24 dx2
li..
y. 55

Fenn diefe Husdrice pon einander abgesogen werdesy;
jo fallt y aus den Differenzen weg, und ¢8 ift

ady - w2ddy
P el 1

dx 2dx2

N3d 3}" w4d4}r -i- <.
6dx 3 24dx4 3
wdy  3eiddy , 7#3d3y 1 1504d4y

e

dx " 5dx2 = 6dx3 24 dx4

Q —

!

by 3:0

ady = Sae2ddy !Q.Hd Y, ﬁ,am‘-ﬂ-)r*
{5

TN e oo TR e F S
dx ° 2dx2 6dx 3 T 24dx4
ad d J7e3d5 175 a%d4

S = R. — —‘-—Fﬂ — —t—zr l y :; },J'Ef.
dx de- 6dx3 24dx4d "
ady . Qw2ddy . 61a3d3 60 a*d?

T —§ = —~ "—}1 L}L)‘jm Y.{t(’.
dx 2dx2 " 6dx3 24dx4

iC:

Wenn diefe Ausdriicfe abermald von einander fubtrabict
toerden, fo fallen audh die erfien Diffevenziatien weg, und
8 ift

Q —=
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~u JI.‘\‘ \'{\ 31{3 T 4
Q — 2P +y = i $ 22 & o Byt
- 2dx2 6dx3 24dxd

ax2ddy % 1ow3d3y  sowdddy
-

R — 20 5 I‘J‘: ndx2 Gdx 3 :4‘354 T
§ Lo ey
e 2dx2 6dx3  * 24dx4 i
F e tho 2oty ey et g
2dx2 6dx3 24(3\4
¢,
Pey nochmaliger Subtraction fallen die jtoepten Differeniy

.

$ien aus der Rechnung weg, und 8 wird
: GN3U*Y 26w4d4?
— 4 — — - P ey '1':
R =30t S s T prrel
623d3y , Gowdddy
6dx3 3 o4dx4
6N ;d?‘r 34(;;4{{4? 3

I

§ —3R +3Q —P

|

s S

Frme geidfe R @

Gdx 3 240x4
¥,
&ebt man dic Subtraction weiter fort, fo witd
g R 60 o 2awdddy | o
— 4R T. ""LTY_g;;dxﬂ-l‘
24wdddy
T — 4S8 -4 - sl
45 T 6R — 4Q T P s 'y
2, und
s I"’Dwfdf?* it
T—5 F10R—10Q 5P —y= .
§. 6.

enn’ alfo ) eine gange vationale Gunftion bon
fo Bommt man, wenn man auf diefe Yt fortgeht, wel
dann die hdhern Differenyialien endlidy verfcromden, i

verfchroindenden Ausdriifen, Da alfo Diefe, Jusbn:cfi t':
[F
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Differenzen von yfind, fo twollen toiv ihre Form und ihre
Goefficienten genauer ecvagen,

Y=Y
2% ady o2 ddy u3dly wldday
By P ot e
ws dfy
it 0
120d x¥ T

Ay, 33dsy | peadsy | agesary
dx2 3dx3  ° 3.4dx4 ° 3.4.5.dsT

&3}'2‘”3&3}-? _M:-".-CI._!-.'-}.— gsdfidfji .I.Ef_@_@'l
dx3 4dx4 4.5dx% Y 5.5.6dx6 b

Wl e7d7
4.5.6.7dx7
wad4y 1oa5dSy 6508d6y . 35047d7
A SR ey
e Trra e 5 e AT AR

#5dSy 1506d6y  T4007d7¢  To508°d8
Ary ol L. 2 Sk g P8
dxs 6dx6 6.7dx7 " 6.7.8dx®
#6d6y 2107d7y 26648d8y 26460749y
i i e A T
dx6 7dx7 7.8dx8 " 2.8 9dx? "
IC,

&6}1':

FWie die Jenner in diefen Neiben fortfbreiten, fallt leicht in
bie Augen; wad aber die Jalhler betrifft, fo terden die Coefs
ficienten derfelben auf die At formict, daf cin jeder cine
Summe aus dem {iber thm ftehenden und aug dem Produtte
ves vorhergehenden in denExponenten der Differen; ift. So
ift in Der Reifje, weldpe die Differeny Asy qusdrudt, 2646 =
1050 F 6. 266.

$ 57.
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§oe 55

RNun toollen toiv diefe Reihe beteachten, wenn fie ju |
aleich encfroaets fortgefenst wicd, und fie alfo and die Gl

der enthalt, die ju den Anjeiqetn x— o5 x—28; x—

)
3. gehoren.
X=—— 4oy X — 3W; X — 20, X — 8
= r, q P
Xy X F oy x2p28; X T:-3a; X4 425
¥, P, Q, R, 55, 4t
Da alfo
wdy w2ddy »3d3 ¥e wdddy
P e dx ﬂd\—aq_“_l_rj-d‘- 3 FTTLH* 5
ik 2ady qw2ddy e3d3y . T w-!-"-l-'rr_!
qHY—-(T; 2dx2  6dx4 7 e 24.dx4
3edy  ge2ddy 27u3d3y 5.,11,»1-3141’-_
r:f—mg;— ‘Qd,\;i T -34_:!_\: .
AR AL L
= dx 2dx2 6dx3 24d x4
o
ift: fo 1wicd, menn man diefe Werthe von den obigen P Q |
R, 5, 2. abjieht,
B==pi= wdy w3d3y wrdrylagd
2 dx 6dx3 120dx%
Q—qg i 2edy . Qw3d3y 3205d5y s
2 dx 6dx3 120d x5
s R Y Fel
2 dx 6dx3 120d X%
S —3= = 4ody . b4e3d3y 'IOﬂ)_;_mfﬂ % it
2 dx 6dx3 120d %%
2C

Tein man Hingégen diefe Werthe 3u den obigen addit fo
1 : : - : o i —
fatlen, fo wie hier die Differengiation der gevaden OroME

g
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Pon der Erfindung der Differenien. 65
gen, nunmehr die Differengialion Der ungeraden Ordnungen
teg, und es wird: :

P+p w2 ddy wdddy w646

.__._.._. ) }r -tl S —— ey ———

2 odx2 24dx4 T:deﬁ'“"f p I
qu = y ¥ qe2 ‘1'!}" . l(:ﬁ:J‘I'{I-JI-}r 64&'5&6};
: 972 24dx4 720d ;G_-.{' -
vz dd : 3
"R""F'}'——E- =y _(;.&.U_ _._LE 1, ?__tfl_“rd 4”}: & i{gﬁdﬁd}l'
- 2dxT : :_‘_d;«'-ﬂ- H '_"'Od)(_ﬁ_-i' e
Sts g l00addy  856atdly Sucgbaadey
o I e e RN OT,
2 2dx zqds-t “20dx6 1
2.

LT e r.'
LAt

h fo vinrRorashenion A0 5
b alfe vorheraehenden Glieder ausdrucken laffen,

fo erhalt men, wenn man Diefelber in eine Summe iufams
meniielt, dad fummivende Blicd der aegebenen Reihe, Gg
fen nemitd) Dag erfte Blied dadienige, weldhes 1u dem Anjeis
ger x — na'gehort; fo i 0as erfie Glicd felbft =

nedy mn2e2ddy & n3e3dldy  néduaday

Yo e L L e S

ax 2dzx2 Gdx3 24 d x4 s

{"\ 115y sl (515 » ) say Al a5 Y - ] -
L0 LR ta (;‘-‘;TU:'.. welched sl {’Rﬂ’l ’J“;ii‘ifg-\'{r X ﬁ[f}hf 3"
L} - HEHVLE — Y,

Y Die Bnsahl alfor BLliensm e Fo AT
uny o3¢ .il]_?..._,-n uu YHIeiEr = n 1" I ”;;’ 10 i}i i‘[ftunhﬂe

flop TR Nalom famy svitam. e e iy ni :
aier iever bom eviien 618 jum legten y, diefes cingefchlofs
fen, oder-das fummirende Giied =

(nt Dy — — =

dx'{i'fﬁ ‘f‘g ’}fua!o.i%n‘)

‘l.‘.'{ \r
ey = : a3 "

S odxa o e N « s 'f n2)
widdy

s e pimipt it ~ 3 ;
{;"_':\3 \Ii’#j+53'f|=§,.,'i‘n3)
wdddy

(L T 24 % 34 % :
{ 3 "1:"!1-1'“4'5

24 dx4

%
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wfr* v

'] 1(1 n;.rggidi!on:..‘I'hf}
400X

§ 59
IBig fji‘{*fﬂ aber oben (50, 1. Gap. 2, §. 61 62.) dit
nd wenn man dahe i
Dic Gumme Der gogm

Summen diefer Neifen gegeben, w
Summen bier gebraudt, fo wicd
wactigen Reifje =

ady

}f r - T L
(nf1)y — ———(z0on § zn)
X
!f"["dlf ' e 3
T '?{‘(_- ('3“ T Enn. '{‘ € 1—1)
l— =)
#3d3 ; g
] 1 -
e b
w4d4‘.’ ¥
T :-:i :% I .;;,4 3 In3 — 50
i il b
wsdyy
o ‘“'{-—g(}_-nﬂ ¥ Lns F SLnd — 50
TH(‘\L '.’\'- = el -
(o

o fich n aud defm Anjeiger Ded Glicdes, von fo¢lchem
die Summe geretbriet toird, ergiebt, it affo ¥=0
ferner der Angeiger Ded ecfien Glicdes == 1, deg ool
=2, und des feften x, fo daf dic gegebene Relfe fob
gende ift:
2 R R S R e S e L
L e M e

fo ift bie Summe diefer Reihe, (weil x—n=1s i)

n=x-—rif)

ay
= Xy — E;(ix:c — & X)

$ 4df




nf)

il
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2dx2 5
d;}’ ' x n I
et h(uéi:':-i : — Fx3 F Ix2)
aﬂ-}.r 2 : :
-I- e —— (-;;.-I'.’.f —_— gx4 FoIixd e JLy)
3 30

'I" d6y : ;
——— A5 O N 1
Ak e &k J\f . - 3 ___'F_
720dx 6 = %3 T 3x)
20
& A
y U

Wiz Kiafeins T P :
He Digien) ueEhrsP HE D Enp 1 -
N fem- Husdrue fie die Summe entfpringt fie

bie Pelhre bon den Reihen fehr wenig Bortheil, meil die
.&‘.-fmc;;ntcn fehe grof meeden, twinn x eine grofe Sah! iftz
tnbef wisd e8 aleidhmohl nidt uanig fegn, einiger ba}ﬁer flief>
fenden Gigenjdhaften ju ceiwdhnet. €8 fey aljo dad allaes
meine ©lied y == xn, und das Retchenn e I"ummir:i:hi:m
Glicded fen Sy oder 8, xn. Borausgefest, daf tiefe BDez

S S i L o e
sitonung alienthalben fatt finde, fo if

e |
3 ¥
A e b o
o Sl 5 el S SRR
t -

L T R R

3 X2 X Sl B S
x4 — Zx3 § FAX =S %3 o= &3
3,
Jan exbalt baher aud dem 85iqer Husdruce:

Cide Bl

| A
AT XU T nxn-x G g i

nxn

i ! 2
g eid e n(n—1)
i . = b o R | e i c——— 'xu

2 "

n{n—1)n=—s) e

""" ————— X 0= 30y '*‘("-‘*—!]'.’]u-n"y]
i T 3 e g ——— ==
I.2,3
1-5‘

foe

L&)
s
="
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Da aber
n{n—1) n{n—1)(n—2)
I'—I‘m:D:l—HﬂT TBE = ey MR I i1
( 2 I 2 - P Tt
fo ift
m—1 n{n—T7) (n—2
B ) : ) j—wc.::,

By 2 SN A
und ¢8 toird alfo, den Fall audgenommen, tvenn n =of
in weldhem jener Auédrud = o wird,

S.x8 = xMIX 4 xB — nx-IS x
n(n-41)

——gn=-2 95 x2
152

n(n—1){n—2)

— 'XII-‘;S.X;
g 3
nin—i1)n—2)n—2) G
r Fo— X n=3) xn-45 14
o
:E.
§. 6I1.

Damit fotvohl die Waheheit ald die Kraft diefer ¥}
mel deutlicher toerde, wollen toir einige eingelne 5&Eaem#|
gen, @6 fey alfo juvdrderft '

W b

Alsdann ift

xx P
S.X‘Z-Xz'f‘x——Sx,chfo:—_T

toie folches bePannt genug ift.  Gerner fep

n = 2, .
Alsdann ift S.x2 = x3 ¥ xx — 2xS.xF9.x2, Do fi
in diefer Gleichung die auf bepden Seiten befindlichen G
Der S, x2 cinanbder auffjeben, fo erhalt man Darous it

5 . XX X
toie pothin S.x = ———+3. PNun fep
b A




T |

el

=ofl

45,50

te
+ gild

Y fid
1 @i
it

N
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ne= 3
Dann ijt S.x3==x4fx3 —3x38xF3x5.x2 — 5,13,
und alfo
S.x3 = 2x§5.,%x2 — 7x25x F #x3(x ¥ 1)

=

©efit man

&
hims 43

foift S.x4 == x¢ ¥ x4 — 4x385x ¥ 6x2S.%2 — 4x5.x73
¥ S.x4, woraus, weil S, x4 wegfallt,
§.x3 = 3x5.x2 — z25x ¥ ¥x3(z ¥ 1)

jo toie Dieraus, twenn man von dem Drepfachen defielben
vad Swepfache der vorhergehenden Gleidhung abjieht,

4

2%x5.x2 — Ex3(x— 1)

o -
Y K2 == 3
-]

¢

titd.  Seht man

fo toitd

S.x¥ = x6 }x¥ — 5x45x } 10x35.x2 — 10x25,x3 ¥
5%5,x4 — 8,x%,

ober
S.x¢ = 3x8,x% — 5%25.%3 ¥ §x35,x2 — £x45x ¥
Z2x5(x £ 1)
und aus n = 6 folgt,

S.X6 =x7 X6 — 6x55Sx F 15%45.x2 —20x35.x3 ¥
I5%25,X4 — 6xS.,x5 § S ,x6

odee

5,25 = §x5,%4 — x35.x3 F$x38,x2 — x45x ¥
x5 (x 1)

¢ 2 §. 62,

-
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§. = 62
Heberhoupt ift alfo, twenh mann =o2m ¥ 1 fefty

am-F I (2m ¥ i‘r:m

S.X2MTT 2 — x5 X2M e .

' p S'x:iﬁ'l

Wenn man abet n = 2m T 2 fegt, fo findet man, weilll
Slieder S.x2m &2 ginander aufheben:

am T E “ a'm¥1)am

Lopes - bin T I e B T Iy | GRS T S R L e
243

k2

r’.'". e ‘;‘}'\t-n"‘ﬂ:w" N, T
oy Nl 1 RTINS L
T . e ,_,_"' .JJ X - i B 1Y o 2 -“,_...

— R T e FAMELL 4
X2ME X B g 2 M I (g FE
gZmt 2
X2 [aflon (1h Al N (Snmirran Say Al N o
'«.T."f." J--A!::!i.j'. :i"!_,' Q10 Bie G :‘“.: Feit Qe iilh‘ﬂ‘! BE {} '. |'.|"U"LL|
o
e A, R RERT,, | , e S TN nielie A0
verr Cummen et nicdernt Potefaten :;.1.* el BoppLite )
|

. e |

beftimmen, und aud der Combination Diefer bepbon Foumd |

Fann mon aufierdem ungablige andere -)u,ici.::zz [

Atk

Man Fann indel die Summen der. ungeraden 'l\fh--

i Wil AR MUTRICH Lo ]

g B e R P .
ten o) out eine vrel teichtere Bt aug ven 1‘-5‘*1!‘-::

it X fe 4 f [ T ';":':'_I
beftimmen, und <8 ift Dazu genug, roenn nian blog dieos
R e a1 ke 41 P S, T S L ' TQ"“_:‘! Ak
me Oer 't'i“‘-)'-’-'at“:}-.hh’-.‘ﬁ geraben Porefat roeip, e E
har

it

aeqebenen Gumme
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Heegehenden gevaden Poteftat.  ft nemlich die Summe der
gevaden Poteftat x2n =

S.x20 = ax201E 4 gx2n ] ox30-% _ Jx20-3 4 x20-7

— 3.

denn toir Haben gefehen, daf nadh. dem deitten Gliede ein
Gilied um das andere wegfallt, und daf die Jeidhen abwed2
feln: fo findet man davaus die Summe der folgenden Poz
teftdt x2n+X, roenn man die Glicder von fener durd fols
gende Sablen:

onfr 2n¥1 -zn-{-rx 2n+rx_ ant1

X5 X, 5 X3 6
L3y g o | znti an 2n—I oNn—2

-

multiplicick, und ed ift alfo:

an .e2n¥r onty
S, x20tY = fIm:\;znsz Ax2niY y %28
2n#t2 ant1 2n;
enfr 2nfI anfr
= Fx2I 024 ——x2n-4_ ¢ RIN=6
2n=1 an—4 an -6
T 16

Sit alfo die Summe der Poteftdt x2n befannt, fo (aFt i
Daraus Die Summe der folgenden Poteftat x2ntr feicht
finden,

§. 64

Diefe Art, die folgenden Summen gu finden, 3t i
audh bey den geraben Poteftaten gebraudhen. Imwar befomz
men die Cummen diefer Poteftaten ein neuesd Glied, und
Diefed findet man durdh diefe Methode nidht 3 indef 16kt e
fih aus der Reibe felbft leidst Herleiten, da beFannt ift, daf
die Gumme derfelben, tenn man x = | fegt, = 1 wetden
muf. Umgefehrt aber faffen fich allcjeit aus der HePanntert
Summe ciner jeden Poteftit bdie Summen der vorhergehens
Ven Poteftaten finden. Denn toean

€ 4 S, x0




Dt a1 TN\ ifEpa :
s Qevepter Dheil. - Drittes Capitel '
- - o1 e wl p— Dol 3
§. xn =— 4311'{"1 f BxD frgxn-I — Sxn=3 & gzn-¢ —-':E“"'
g 1
|||||| 1 .- -
ift, o ift fir die vorhergehente. Poteftat:
fig n¥r n By | n-—%
Iy | S, x0T = gl h . GXU=T ey R=2_ e S0
. n n n n
s b I e

i
und von [}ier' Fann man foroeit chcoarts fortgehen, olf nn
will. &3 muj aber bemecft werben, daf « beftindig=
L

N  ift, wie folced aus ben vorhin gefundim
L

Gormeln erhellet.

Bev eintaer AufmerPlameit ficht man bamd, daf mn

die. Summe. det Poteftten xn =1 findet, menn man bt |
Summe der %rt:".ﬁtfn x0 Differeniict, und oad Difanjil

Derjelben durdh ndx dividire; und ed iff dabei

d.8,xn = ﬂd‘:‘..SJ\,U“I} und bﬂ d. 20 = n};,“.'Idl'ii.'ﬂJ
audh
d, S %0 =T nxn<1dx = S.d.3x8 '

Hicraus erhellet, dafi dag Differenzial der Summe M}

Summe ded Differen;ials gleich.ift; fo Daf, twenn Ubehim
bas ok »,;*w;. ®

:ll’ 1 ": =|\.-E H'\. 1,‘11 & .""“,hp — )r; LIS'[L S?‘ |=.‘F

T L |
juntmicend e 5iied derfelben ift, S.dy = d.Sy mird; b
die Summe der D s'r;:zrs:n_g;y.::zn aller Glicder ift-gleih U0

Otffevensiale dev Summe diefer Glicter; . Deor Grund 1
A Ao OF AL : " . ¥ fay b
diofer Gleichheit (3¢ fich aus dem, twaé tofr obea A
T OTel ,,, T - ¢ oMl
~ifrerengiation der Reihen gefags Haben, feidyt abehnt
Demn t:f_g

\ ik SR \ ATE
5. a0 (k)0 (520§ (x— )RR
it fo ift

Sade

d.S¥
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::x"—"- . 4.5 xn iy . N
| = = ==L (e A (Xm0 8= T (X e 3 J2m X
ndx
i) Tt
hpg | | umd viefir Beweid erfivectt i auch auf alle andere Reifen.
§. 66.
18 1 Doch wir wollen ju dem Geaenftande guriicFebren, von
bg= | toelchen wir ausaeaangen find, n-'ﬂﬂ..:‘nu venDifferenien der
|1b{mnl z*iunf.zze::ci, indem l.'t*uf‘f'";} noch. eing und das andere an=
- jumerfen ift, Da.toic acfehen Haben, daf y, wenn foldes
etre Funftion, von x ift, und allenthalden x £ &, anftatt x
gefent wicd, folgenden Werth befommt:
. edy w2ddy @3d3y adday
y £ — ¥ - ——e e
i dx I.2dx2 I.2.3dx3 1.2,3.4dz4
| Sy
a e —— L ;o
aiial | ROk e e e
i | fo muf diefer Ansdond g"mi finbe z, man mag fie « eine bes
l fiandige Grdfe, wad fie cine man will, oder audy eine veps
il | anderliche von x uu‘)ange.u U ofie fesen. Denn bep der
Hufjuchung der Werthe Ve Vrdidhe {2; ,‘H_Y"-’ f}j’ €.
i = dx' dx2"dxs3
1 durdy tie Diffevensiation wird die Verandesticheir der &al:z
el toven w, 2, «3; . nidt in Erwagung gezogen, und es i
iy Daber gleich, 0b « eine beslandige oder eine verdadet! iche von:
b x abhangende Grife bedeute
o
fow §. 67.
fer b Wir twollen alfo annehmen, daf w = x fety, und daf i
s der Funftion y allenthalben x — x =5 fiir x x geiest wende,
Wenn alfo in irgend cinee sunftion y von x anftate < allent:
ot halben o gefent twird, fo wid der %Bzrr ) Diefer FJunfion
folgender :
S ¢s e
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xdy . x2ddy ®3d3y x4y
R T A e o L
1dx ~ 1.2dx2 .r.2.34x3 ° 1.2,3.4dx4
i a 4 Ron 0o .
seigt - alfo diefer Husorud allemal den erthy an, b

jgag funftion y erhalt, wenn man tatin x= ofeft. Dt
Taheheit diefer Behauptung toerden folgende Erempil by
ftatigen.

Erftes Erempel

@8 foll y = xxF ax F ab fepn, und dev Terth dow

poenn x = o, gefunden mwerden, tweldyer befannter Mofin

= ab ift.

Doy=xx +ax fabift, fofoicd
3
dy >
—— =m2x } a2, und

L
o, Bu
L B

g , ,1
X% ax fab=xxfdrEXx. T = ih.

I

r,

Stwentes Erempel i

@8 foll y=x3 — 2x ¥ 3 fepn, und dey Weeth dated |

fit x = o, det DeFannter Mafen =3 ife, gefunbden witkh
Day==x3 —ox+ 3 ifty fg witd

dﬁ'}'

Jo = IRX — 32,
1ax %
ddy

e et L B

I.2dx®
d3y
e e S Y

1.2.3dx3

Folalich ife der gefudpee Werth =

A

i AR x — X315
— x(3xx —2) %} xx,3x — 531

Dt

¥
‘;_‘.'r — O "E“

Lid
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Dritfes Crempel

el @s foll y = ‘-—— fepn, und deg Weeth davon flir
e e

Al . < ¥ " r F R ’ -

% == 0, Der, wic keidt in die ﬁmg;;t falit, = oift, gefucht
werden,

Da yi= —— i, 10 Yt —= -
s —X i, fo i dx (b=x)2" 1.2d%2
. 1 d3y I <
v, | e e 0 | [ R
' (1=x¥8 " gizo3dx? (1—x)4’ folglicy

Rofer
. gefuchte Werth =

e X 1 XX x3 ; bE :

I *—x‘_-(lnnx:% : i;:;;33 -“(!~":?E (l—"xj e
. &s i |" SI!@ LEl 2204 Ltf_,‘ viefer .:‘d:m,'f;': =0 f‘*"sd‘:? auch daf Jer
i, grhellet, wetl diefelbe, wenn man dad erfte Giied :v:.-‘.;i:v.:_;t_,
) eine geometrifhe NMeibhe wird, deren Summe =
{ d X X
|

(I=x)2 fx{1—x)  1—%

Bictnad it der aefundene Wovth — — =
I oW u et agrii e 3 L,} —_————=
==X 1—x -

ﬁ“'; T rd -~ g 4 1
bt | Diertes Epempel

i ba. 00 : heER S
' E8 fep v = ex, fo daf e Di

petbolifdher Yogarithme =1 ift.  Man folf den Werth von
y fiiv x == o finden, toclcher, wie befannt, = 1 if},

L dd
Day =e%; foiff == ex; —

Lo ]
(8
=
o
sy
Lo
=

= oo
¢

+

-
e

o
[
L
e
T
—
g

= eX; 2 und

X dh‘ :
folglich der gefuchte Terth
eXx e¥xx Xx3
oo E.":__. hi‘t ......‘:_... ——a m.e_.‘i.-: ‘1" = e.‘(_x_’il-,_-—- el “L
I F.2 12,35 1,973.4
XX X3 X4
1 :EJ‘"(I—-—“ *i- _“mm‘i*_uﬁ_lf)
il L.2 L2, 30 8,80
‘(s

-""L
R ER b
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Nun haben wic aber oben in der Einl. in die Anall b, Uendl |

efeben, daf die Reihe 1 = 2 i 2
3 ¢ b L-“:J‘-\C l- BT III R T e . I
R T YRR a TR G B U L
— 1. Den 98erth oon e-x qusbruclt, Folglich 1t der gy

% (;_‘.'
fuchte Werth = eXievx = — = 1,
: =

5 5 L el . S l": &4 A 4
1‘5‘1:!1’:”.13 Q _LC%’!LL‘*LI.

MWenn y = fin. x ift, {o ift offcnbar, daf e x =oud

y= o ift. Eben dicfes gicbt aber audp die allgume
SO i11.
3 l:!}f’ ddy
2enn da y = {in. x {ft, fo it —= = col %} T
‘ Ci}L axs !
d3 day !
— {11 x; ST oh X ! = fin.x; i, S |

dx3 dx
man alfo x = o, fo wird der Weeth von y folgenders |
x4

b'e XX ®3 Sl
fin.x — —cof. x — ——fin S e —col.x f ——l0k §
i 1.2 1.2.3 5234
— 3.~ obet i
XX X X6 }
fin.x(x — ¥ - 't i) .
NZ- T oR. 3.4 G
: % =3 %€ X7
—cofix(— ——— % = L
L Po2. 2 102, %. 4.5 1.3 300

Da aber dic erfie Reibe den cofix, und die anbere ded fin.3
quédructt, fo ift der gefudte Merth

= {in.x,col.x — cof.x. fin.x = 0.

§o 690
Hicraus echellet alfo audd umgefehrt, daf, went y ik
1 901t x ift, die veefetoindet, wenn man x =0 i
aiétann audd fenn wicd

e

g-




o |

melnt

L

fin,x

f16)

fin,3

' Eiﬁ!
fek

y-
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K'{Y A3 x"qfl}‘r 4 }flg}r }{4,_3‘.1'?1'
 CoEe EE A 3 el iSO
dx.:- 2dx? 1.2.3d2d 10 3 gdx4

und ed ift diefes daher cine cligemeine Gieichunrg aller derer
Fuuftionen, =iz, wenn x = o defet 1oird, Telbft vecfthins
ben. 88 ift alfo diefe Sletchung fo befdhaffen, daf ihe alles
mal ein Gentige gefchieht, Man mag fiie y eine Funftion von
x fegen, was fat eine man will, wenn diefelbe nur fir y=0
ehenfallé t‘ﬂiﬂ‘: nrdet. }:I aber y € ine ["Ili'he ;g‘jiiﬁftl[!!‘l von
x, bie fiir x = o Den ¥Werth A erhalt, foift

gy - Feady. o ~x3d3yr e wixdy 4y .
vt N M N T P =4
1dx - 1.2dx2 1,2.3dx3d 1,2 3..1&’,{—#

i

und in diefer Gleidhung find alle Funftionen von x enthals
ten, Die, twenn man x == o feft, in A Gbcrgehen.

9 GG
g8enn man 2.x oder x ¥ x fir x fcgt fo befontint ;ebe:
Funktion y von x folgenden Werth +

\t}* x2ddy x3d3y x4d4 .
RS S Tt
dx .2d 2, 3dx 1.2.3.4{';){4

pE

und i'eiz“r man nk, obet x ¥ (n—1)x fir x, fo ift der Werth
der Funftion y folgenber:
(n~=1)xdy n—1)2xxddy (n-<1)3x3d3
ey s Ei*.‘-zd;;'?‘ T
Wenn aber fbethaupt ¢ fur x gefent wicd, io vermandelt
fih jebe Funftion y von x, weil alddann t = x bt —
toitd, in folgende Korm?

(t—x)dy (t—x)2ddy  (t —x)3d3y
e Y M e e o — 3 ¢,
pdx I.2dx2 1.2, 3d%3

2Wenn alfo o eine folde Fuaftion von t ift, alg y bon x, {o
ift, weil alsdenn » aué y entfpringt, e man ¢ fie x feit,

V=




g ater @l 3te8 Cap, 2B 0. Erfindung derDiffor,
§

I(f—-fﬂ'ﬂy , (t—=x)2ddy | (t—=x)3d3y
D — e 3% ;
y Edr " vad B 158 .3dx3
und von der TMahrheit diefer ”bcfmuptung fann man fif |

durch jedes Bepipiel ubergengen.
Erempel

e nemlicdh y == xx —x ift, fo ift offenbar;
ducdh dic Subftitution von ¢ fir x, v =t — t wWitd, &
das fehrt aber auch die gefundene Formel. Denn da

'f' il

T Y L ddy
y = xx — x ift, {o toied Te AN T, und
X

Jolalih it

pe=xx—x F(t—x—t)} (t—x)2=

¥x —x Fotx—oxx—t 4% i—atx P xx=H-4

Sennt alfo y eine foldye Funfiion von x ift, die, WML
x =a feit, in A fibergeht, 1o i, weil afsdann t =4 Wl
o = A 1wird,

(a—x)dy , (a—x)2ddy (a—x)3d3y

A=y ——s e s
-

1dx P r,2dx2 1.2+3dx3

und diefer Gleidiung thun daher alle Funftionen von X i

@entge, die, mons man x = a fett, in A ubergehin

a

e
A

)

#1:
Ef{)

TR e i

sl
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