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Sehstes Capitel

Pon der Differengiation der tranfcendenten Funk:
tionen.

§. 173,

%cn bert umyahligen Avken der tranfcendenten oder nicht
algebraifchen Grdien, welche die Integral: Rechnung an die
Hand giebt, haben wiv in der Cinleitung in die Analpfis
Des linendlichen cinige haufiaer vorfommende Gattungen
diefer Grdfien unterfuchen fonnen, nemtich diejenigen, welde -
die fefyre von den Logarithmen und den Jirfelgrofen darbies.

tet. Da wiv nun die Jatur diefer Grdfen fo deutlih aus
tinanber gefest haben, daf man ficdh ifiver in der Rechnung’
eben fo leicht al8 der algedeaifchen Grofen bedienen Fann:

fo twollen toit in dem gegentvdrtigen Capitel die Differengias
lien dberfefben auffuchen, damit ifre Befbaffenbeit und Giz
genfcbaften nodh deutlidher evFannt toerden mdger.  Ynf
diefe Avt wird zugleich Der Weg jur [ntegral: Redhhung,

toelches * die cigentliche Quelle der tranfeendenten Sedfen
ift, gebabnt twerden.

§. 179

Sut}ﬁtbét& Fommen alfo die logarithmifden Grofen,
odet folche Funfrionen von x jur Betradstung, melde aufier °
algebraifden Ausdedicken audy einen Logavithmen von x, o
ober eine. Junftion deffelben enthalten. Do nun die alges
braifhen Geofien hievben Feine Schivierigleit maden Fdns

!5 nem,




154 Erefter heil. Sehstes Capitel,

nen, fo Pommt c8 fediglich auf die Erfindung des E-iﬁcreﬁa
sial8 bes Yogavithmen einee jeden Funftion von x an, OB
¢8 aber gleich fehr viel Yrten von fogarithmen giedt, fo
woflen wie dodh hice vorzuglich nup die hoperbolifhen Loqas
tithmen betvachten, und toir Ednnen uns davauf einfdrdns
Fen, toeil Dig Yogarithmen verfchiedence Softeme ein befdns
Diged Berdaltnifh 2y einander haben, und man alfo qus dem
hypecbelifden Logarithmen febhr leicht einen feden andes
Logarithmen finden Fann. . §ft nemlich der hoperbolifihe Sos
garithme ciner Funftion p = Ip, fo ift des Poaarithme chen
diefer Funftion aus einem andern Syfieme = mlp, wenn
m die Jabl bedeutet, weldhe dag Werhaltnif der Logarithmen
viefes Spftems ju den hyperbolijchen Logavithmen. ausdeudtt,
@4 foll dafher der Ausdruct 1p in der gegenmwartigen Unters
fuchbung immer den hyperbolifchen Logarvithmen von p bis
veuten.

s 150,

[

gBir twollen alfo das Diferengial ded hyperbolifden fos
gatithmen von x auffucen, und dabey y = L x fefzen, fo dbaf
ver Werth des Differenyiald dy qu Deftimmen fop. Sett
man nun < dx anftaté x, o geht y in yr=y ¥ dy fber,
und e toicd daber

ytdy=I(xTdx) und dy = I{x}dx)—Ix = I(¢ .f.&_x),
X
Aus der Cinleitung in die Analyfis des Unendlichen ift aber

beFannt, Daf 1(r %32) =2 — ? + % = ? ¥ 1. ift, und

dx -
fest man dafer — anjtatt = fo foied
dx dx2 dx3

o el | 9

gy = —
# %= 3x3

gnd




B, ver Differengiat. der tranfeend. Funftionen, 155

and da alle fofgende Glieder diefer Neibe gegen das erfte
petfthoinden, o wird
d.
d.lxs=dye —f,
X
und-folglich dag Diffevengial jedes andern Logarithmen; dee
ndx

fidh su Dem Boperbolifchen toie m: 1 perhalt, = —,

=

§ IBL
Wenn alfo dev Logarithme irgend einer Funftion ton x,
die toir p nennen toollen, alfo 1p gegeben wird, fo findet
man auf eben dem Bege, daff dad Differenyial deffelben |

= f ift, uad fo evgicht i fur die Crfindung der Diffes

tenjialien der Yogarithmen folgende Regel. ~ NTan fuche
oss Diffevensial der Grofe p, deren Logarithme gegeben
ift, und dividive dafielbe durch b:efe (Bmﬁe pe  Dicfe

Reael fliefit au&) aus dem Ausdrucke . auf welden

toic oben Den “ogarxtbmm pon p tebuctrt haben, @8 fen

""""u -
=0, fo toird, weil Ip = : = ift, d.1p=d.:p"ﬁ
pertdp == -E, indem »=o ift. &8 ift aber Biers
P

Bey gu bemerfen, baﬁ = Daﬁ E}lffetenasaf Des hoperbolifhen

fogaithmen von p ift, fo daf man alfo, toenn detgemeine
3 < gl

$ogarithme von p gegeben totitde, Dad Differengial f nod

durch die Bahl 0,43429448 16, multiplicicen mufite.

§. 182.
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§.. 182
Mermi‘telft diefer Rege! Fann man das Differensial deg
fogarithmen ciner jeden Funftion von x fehr leidht finden,
elhes folaende Benfpiele beftatigen roerden.

' dx
L Stys=lz; fotftdy = —.
How . @

IL §ft y = 1x2; fo fege man xn=p, fo Daf alfo y=1p

: are’s a :
wird, Alsdenn hot man dy = ~f, uid teil dp =

HE nx"~Idx iff, fo witd

i ndx
dy = —.
o

Ghen diefed erhellet aus der Jatur- Vet Logarithmen.
Denn da Ix? =mnlx ift, foift auh d.lxp=nd,Ix
ndx

o oxdx
1L St y=11 % xx); foiftdy = 22T

T

IV, St y = —————3 fo ift, weil y == — Iy (1—x«
= — 3101 — xx) ift,
xdx
G .
: 4 ['=—XX
X
V. St y=1l—— el 0 ift, weil y==Ix— F1(1fxx)!
SHYEF L mma fo ift, y 3 1(rxx)ify
dy = i‘: S L SR |
X I 4 xx X(I %Xy

VLSfty=1(x ¥ v (1 ¥ xx)) fo toitd

ded xdx: V(1 fxvc) xdx f dx v‘—u I -PXX)
PV txe) (Y Gheo)y (Uh)

und da der [abler und Nennev diefes Bruds dued

x F V(1 F xx) theitbat find; fo toird
dx

vVt t zx)

dy =

dy =

VIL
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VIL Sty = ;—m——l(x V = 1% Y (1 —xx) fo fege

T
man xv" — 1=z Daalfo 1’“”Y=\,-m11[21‘v"(1~}zz))

ift, fo ift wegen ded Vorhergehendon dy = _F.hdz,
¥ L

V(1 tzz); und meil dz = dxv" — 1 ift, fo wird

a i
Y 1‘,\

b alf> afeich der gegebene Fogarith e tmaginare Grofen
in fich fehlefit, fo ricd demehngeacdhtet das Differensial
defletben veell,

§. 183
Menn die Bedfe, beren Logatithme gegeben wird, aus
Saftoren befiebt, fo lake fich der. ogarithme derfelben in
mehreve. anteve jevidlien. - Sft 3. B. y = lpqrs, fo mirb,

dp  d

weil y = 1p ¥ 1q + 1r F Is ift, dY:? e -—’r—~ '

q
Die Retfallung findet ebenfalis fatt, tenn dic Grifie, deren
fogarithme bl'ffs:t-cn@itrt erden foll, ein Brud ift. St

nemhcby_l , fo woitd, weily=1pFlg—1r—1Isify

dy = & 4 = — — — —. Yudy die Poteftiren mas
P 9 r S '

1.'I"I n

then feine Shivierigheits @enn ift y = 1-—f fo toird,

e 1 _

- : md nd

el y=mlp ¥ nlq — plr—rlsift, dy et 1T R 4000

: P 9
,udr rds
i
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L Sity =10 ¥ x)(b ¥ x)(c*x) fo wird, weil alddenn
y=latx)+1b+x)fifctxif
dx dx dx

dy == ¢ 25 4 o2
atx C - SR '
T4 x l'
iL St y= il—ﬂ—, fowied y=31(1{x)—3I (1—x) und alfe
& gdx Fdx dx
{i}’ R s m-—h-_. : ey "d_._‘l
Itx I1—X I —xx
rr 5
i Y Ll?zux,r i 2
Sit 7l —~—~—~, fo ift y = #1(/ (1¥xx)fx)
vﬁu %xxr-—h
F1(V (1 + x%) — x), und alfo
idx Zidx dx

— m—

T VGt SVuts0 VG
Eben diefed Diffevengial findet man nodh leicbter, toenn man
V(1 Fxx) + x
LT g durd
die Multiplication deg Jahlers unt Nenners mit v (1 Fxx)x
toegithafft.  TMamrhalt nembich alstan
y=E(Y U Fxx) fx)2 = 1{*’"(1 Fxx) Fx)
sad davon I;t aus dem Vorhergehenden befannt, daf
dx

1',1' ___"—""‘.,,»-—-—r-—-—n._

V(1 xx%)

‘rtli"x i )
{\l ‘i‘xgizf‘(l ‘“‘F -' fo ff"g'e man bQu {jli!

ler diefed Brudd, v(1 +x) 1—{(-{ — x)=p, und den
Jenner, V(I Fx) — V(1 — x)=gq, mwodurdh y = i

ven ietationalen Renner des Druchs

1v. St y=1

q
d d
P
dx dx o, £
e e = -V (%)
3 aV(1Fx) 2y (1-x) g{u_m)(\’ﬁkl-“,w( )
—qdx :
2 5 und

35 2V (1 — xx)

dg= |
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dx 5 dx pdx
AVGED) L AV —%) eyl —
dp dq —gqdx i ”‘-p qq dx

-F Qp\/‘{_b—-—}"h) 29V (1—xx)  2pqV \I—xx)
#nd da pp tFqq=4, undpq = 2x ift, {o wird

dx
T vV (r—xx)’
Dicfes Differensial findet man. aber euf eine fidtere e,
tenit man den gegebenen Yogavithmen auf diefe ﬂltt pete
Wﬂﬂbt"p

dq =

n”t,. fo toird

oy ==

V(1 —xx) T
Y =i | : —— IK;— \F'\—"——"lj)

X XX

indem man nemlich den Bahler wnd den Neaner durd
VIt %)+ V(1 — =) multiplicict,.  Denn fest man dabep

I 1 %
;'l' \’(E-—I)——-p, fo titd

; —dx dx —dx dx
PSS o e
X 5 . —r
B (——1) o
HX
—dx(1¥V (1=—x3) v (T—x%3
SeLlny (e ),unbana,.uap__ll‘_t__iﬂ
- xx/(1—xx) X,
ift
ip —dz
dy === —=_.—— wie vorhin,
: ' T e T o= xxy
§. 184

Da nun die erften Cﬁ'iﬂ’crvm;'i--i fien, foenn man fie durd

dx bividiet ; algebraifde Gebfien werden, fo laffen fich Die

gvepten und die folgenden Differenzialien nadh den Vors

fibsifeen des ovhergehenden Gapiteld leicht finden, vorauss 4

geferst, daf das Differensial dx alg eine Deftandige Girdfe :
betvachtet wicd, So if {t, wonn man y =1x fest

dy =
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dx dy  §
dy = ——, und = -]
4 SR e
— dx2 ddy =1
ddy &= ————, und -— = — |
}J’ %2 g x2 D = |
2dx3 d3v 2 fo?
d3y = un — -
il %3 7 bd.‘{s 3 ?
he Py O £ !
day = —, WD -~ =
Y x4 ' dx4 x4 i
{8
‘. :
Und wenn p eine alaebraijdhe Broke, und y =1p ift, fo
find auch, renn gleich y €eine alaebraifhe Grofe ift, dod £
QY S8F A abebrailes Sunthienicn &
i ~ Wild { )
dx_" dxz’ .dx3, + @SL nEﬂ B'Il P
§. 185 {
Nachdem auf diefe vt die Differeniiation ber Logaviths £
men ecflact worden ift, fo laffen fi die & gunftionen, die aus
algebraifthen und logarithmifchen Grifen bcﬁ'el}fn, leicht :
bijfevensiiven; und eben fo wenig Sebivierigheit machen die
b ©rdfien; die ollein ous den Logavithmen sufammengefest .
werden,  Folgende Deyipiele werben diefed dentlich maden.
i
L Sty = (1x)2fo fese man I1x = p. Da nuny = p*
_ : i
T IETE o \ : dx | ;
ift, fowitd dy = 2pdp, umd da dp = — ift, fo ift '
« |
2dx ¢
dy = —Ix, - i
X l
| IL Eben fo wird, wenn y ==(1x)0 if, dy::—-—-(l x)-¥, u
Bnd wenn alfo y =+v'1x ijt, o ift, roeil aledenn n =4# witd,
o |
dy = -——-;-—-, |
2xvy lx

L S |
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1L, it ferner p tvgend eine Funftion von x, und y =(Ip)n
- nd ; -
fo toitd dy = ?—Eflp}“-l. Da nun va8 Differenzial
vort p nach bem Worlergehenden gefunden toerden Fann, fo
it daduvd anch asd Differenyial von y befanat,
Iv. ity = 1p.1q, und find p und q Funfiionen von x,
fo ift nath dev obigen von den Faltoven gegebenen Regel

dp . dgq
dys=—Ilq T —lp:
y 5 q 4
V. Menn y = xlx ift, fo findet man nad ¢ben der Nee
xdx

geldy = dxlx f —— = dxlx } dx
x

I :
VE St y = xmlx — —xm, fo findet man, wenn man
m
de Differengialien dev Theile auffuht, d . xmix =
; :
mxm=Idxlx § xm-Idx gnd d.—xm Sxm-Idx, €8
m
wied alfo dy == mxm-1dxix,
VIL ity = x»(1x® fo witd dy = mxm=-Tdx1xn §
nxlﬂ*_l d X’\l }L;,“"" I »
VIL Kommen fogarithmen von Logarithmen vor, 3 B.
wenn y == 11x ift, fo fege man 1x = p, wodurd y=Ip,

d 7
und dy:%E wied, @8 ift aber dp = — wd lfo nid

IX, St y==111x fo toicd, wenn man Ix==p fegt, y=1p,
d
und alfo nach dem vochergehenden Crempel dy = ;—%. Da

dx

dg | '
tidp = ?x ity fo witd dy == e,

ﬁulevsbiﬁccens;ﬁfdw.I.iI'LI). g §4IIS'6¢
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.1 186.

Nad diefer Crfarung der Differengiation der Logse
rithmen wollen wir ju den Erponentialz Srofen oder ju den
Poteftaten , deren Crponent eine veranderliche Grofe if,
fortgehen, Bon dergleichen Funftionen von x laffen fich bit
Differensialien durch vie Diffevensiation der Logarithmen
auf folgende At finden. Soll bad Differengial von ax ge
funden twerden, fo fefe man y = a%, wodurd) enn, toenn
man Ddie Yogarithmen nimmt, ly =xla witd. Diffeten

=y
aiict iman min, fo wird ?Y = dxla, ‘und alfo dy = ydsla;

und da y == ax ift, fo toitd fernet dy = axdxla, und die
fes ift das gefuchte Diffcvenzial von ax.  Yuf cine ahnliche
9rt findet man, foenn p eine Funftion von x ift, daf dad
Diffevengial Der Crponential-Grofe ar = ardpla ifh

S 18%

Gben diefes Differensial Fanin‘aber anch aus dei, s
in der Ginleitung Gber die Natur der Epponential Erofu
gefaat wovden ift, unmittelbar abgeleitet werden. €8 fey
der Ausdruct ap gegeben, wovin p cine Funfiion von x b
deute, fo daf, menn man xtdx ftatt x fegt, p.in p tdp
fbergehe. Sept man daher y = ap, fo mwird, wenn x 1
x ¢ dx tibergeht, y +dy = ar+dp, undalfo dy = aphie
— aP=aP(adr —1). RNun ift aber geseigt toordel
dag man jede Epponential: Gudfe az durch folgende Relh?

z2(la)2 .. z3(la)3

I tzla ¥ > by - % 1¢. augdrucken fann: €3

dp2(la)2

toitd demnach adP =1 ¥ dpla ¥ ¥ 1., undal

i

— 1= dpla, tweil die folatnden Glieder insgefamt et

dpla pecfdwinden; und ¢8 ift folglich dy= d, aP==aPdpla
5
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£ ift alfo ops Differensial einer Eeponentigl «Brofie i
Produtt aus der Lyponential = Grofie, aus vem Differens
siple Des Lrponenten, dp, und gus demt Logarithmen der
beftdndigen Gedfe a, in dek verdnderlichen Porcﬁnt Des
gedachten £ rponenten,

- 188,

Sit alfo e die 3abl, bderen hoperbolifche $ogarithme
=1 1ft, fo ift dad Diffevensial von eX = exdx Letrachs
tetman taher dx alé cine beftandige Grdfe, fo wird dag
Differengial von eXdx == eXdx2, uad diefes ift das jwepte
Differengial von ex,  Eben fo mird das dritte Differensial

- - &y ddy
=exdx3, St daher y = enx, o wird £ = petx: oot
Jr ) .} r f dx b dxz

d}}r ,34:,"
=h2enX = mun3enX - —~ o ndanx: gy ff a
e bt ;uff. Dan

ficht hievaus, daf das erfte, das jvente und die folgenden
Differenmyialien ponevx in einer geometrifden Progreflion fres

- my : dl‘ﬂy :
") —_— NallX P—
ben, und daf - T S nmen, und folglid Fre eine Des

flindige Brofe = nm ift.
§. -189.

Wenn' die ju ciner veranderfidhen Poteftdt ethobene
Budfe felbft cine veranderliche Srdfeift, fo findet man bag
RBifferenyial derfelben auf eine dhnliche st @8 fepen p
und g Funftionen von x, und y = p%.” Rimmt man nu
die Yogarithmert, fo rird ly = qlp, und differengiivt man,

¥y - qd :
Ptoied ~f = qqlp + q_P_p, woraus fich denn dy=ydqlp
y

’f‘“—— = pidqlp * qpd-Tdp ergiebt, mweil y = pa ift.
$a 3
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@8 befteht alfo diefed Differenyial aus joep Theifen, wovon
der ecfte pidqlp gefunden toied, toenn man bie gegebene
Grdfe pa auf die Art vifferemziict, ald menn p cine befans
dige und blof der Crponent q eing peranderliche Srdfe
ware der andere Bingegen, nemlich qpa-Tdp, mwem
man in det gegebenen Srofe p? den Epponenten q als cine
beftandige, und blof p alf eine veranderliche GSrofe behans
delt. €8 Hatte daber diefed Differenzial audy nach der oben
mitgetheilten allgemeinen Regel gefunden wecden Fonnen,

d. 190
@3 (46t fich aber andy vag Diffecengial von p1 aus dem,
foas 1uber die Natur der Exponential- Grofien gefagt rors
den ift, hevleiten,  Sft nemlidh y = p% o toird, toenn mon
x F dx anftatt x fest, y #dy = (p £ dp)atda, und lofet
snat diefen Yusdruck auf die gewdhnliche Act in eine Neihe
auf, fo wird
(qtdq)(qidq~1)

I « 2

ytdy=patdaf(qtdg)patda-=dpt

J 25 und alfo
dy = patda — pa (g} dq)patda-Tdp
foeil alle folgende Glieder, Ddie eine hdhere Yoteftit voR
dp enthalter, gegen (qidgpifda-1dp perfdminden,
Sun ift aber patde — pd = p(pda— 1) = p9(i +dglpt
dqg2(lp)=
2

CIJ'UI *dp’

T 16 —1) = pidqlp, und fegt man in em

andern Gliede g fiir q F dg, fo twird darous qpl-Tdp
Kolglich ift das gefudbte Differensial wieder Das vorige, o0
€8 ift dy = pdidqlp f gpa-Idp. ‘

8 19I.
Noch Teidter leitet man diefed Differengial aus dent

Angefabheten apf folgende Avt her, Da, twenn e Die 3afl
“pebew
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bedeutet, deren fypesbolijhe fogavithme == 1 ift, pa=eatp
wird, - indem bepder Srofien Logavithmen = qlp find: fo
pird y = ed'p,  Da nun hiet die ur verdnderlichen Poteftat
ethobene Grdfe eine beftondige Grofe ift: fo toied dy =

dp 3 : :
et (dglp -} {-I—};-‘- ) wig vorhin §. 187. gelehret worden ift

Sesit man aber nun toieder pe anflatt ealr; fo toird

dy = padqlp ¥ qudp, :p = pldglp T qpi-Idp.
Wenn alfo y = x* ijf, fo witd dy = xXdxlx ¥ x=dx;
und daraus faffen fich denn auch die fernern Diffevenzialien

kit finden, €8 toitd nemlich
L R (= + (1t 192)
dx2 X
a1y 2(1F1x)
— X -I' 3 oA AL S e
dx3 ¢ 5 ((LTE) T - ms)
] o
§. 192,

Unter der Differenzialten dever Funtionenr, die Crpos
netial:Gedfen in fid fchliefen; find vorsiglich folgende Beps
foicle 3u mevfen, die aus der Diffetensiation der Sormel
eXp entfpringen. @8 ift aber

d.e¥p==eXdp T eXpdxe=—ex(dp | pdx).
L Gft y = exxn, fo ift dy = eXnxn~Idx } e¥xdx, odet
dy = e*dx(nxa-I } xn),
0 Sty = ex(x—1); o ift
dy = e*xdx,
HL Sft vy = eX(x2 — 2x 1} 2); o ift
' dy = e*xxdx.
A Sft y = eX(x3 —3x2 I 61&-—_6); fo iﬁ
dy = exx3dx,

£3 §. 103,
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§. 193
e die Cpponenten chenfalld Eyponential s Gedfin
findy fo witd die Diffecensiation nach eben den Negeln vers
vidbtet. Soll 3 B. das Diffevengial von e ™ gefucht e
den, {o fele man eX = p, wodurdh denn ee” == ev, und
dy = ePdp with, @ ift aber dp = exdx, und weun alfo

X ;%
y'=e° iff, fowitd dy = e®e¥dx:

und twenn
X K
) B eeE ift, fo wipd dy = e‘*:e Zxd}c.

it hingegen y = pa”, fo fege man qr =z, wodurd
dy = p?dzlp + zp%-Xdp witd. Da nun aber dz=
q'drlp frq*=Idp ijt, fo witd dy =pzq'drip.lpt
prrqf=Xdqlp f p2qtdp : p. AWenn" alfo 7o pao i e
wicd

, el |
dy —— pqlqi'fdrlr . I(—} ‘it u.f 1. [_E"

i J*
q P
Yuf diefe Weife laffen fich alfo die Differensialien von allen

Acten dev-Crponentials Grden finden. -

§. 194.

2Bie wollen daher u denjenigen tranfeendenten Gedfien
fortaeben, ju welchen uns die Betradytung: der Kreidbos
gen gefithet Dat. €8 fep von cinem Recife, deffen Halbmelp
fer Dejtandig = 1 gefesst werden foll, ein Logen, deffen Gir
nus = x tft, gegeben, (diefen Bogen wollen wir durd
A fin, x qusbructen), und dabey fey das Diferensial dicfed
Bogens, oder der Sumadg, welhen er befommt, toenn man
x 1 dx anftatt x fegt, ju beftimmen. Died lakt fich permits
teljt der Logavithmen thun, weil i in der Ginleitung ¢¢

3eigh

Al Fum

A
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jeigt haben, Daf der Ausdrucd A . fin. x auf diefen logarithmi:
Jusdiuct gebradt werden Fann: ——_r-_—;!(\f’(:“xx)fxfml),
Gegt man alfo y = A . fin. x, fo ift audh y =
~I:—1C\f' (1—xx) T xv"—1) und davaus findet man durch

die Differengiation
1 — xdx

\V (I — %X) i I)

Vi — xx) T xy —1

 dx@ T V(O — x0)

T — xX) T — 1)V (L —= %X)
dx

V(1—xx)

dy =

unh ¢ wisd affo dy =

§. 195

E8 (afit fich aber dicfes Diffevengial ¢ines Kreidbogens
foch leichter ofme Hilfe der Logavithmen finden.  Fft nemz -
i)y = A . Gn. x, fo ift x Der Sinug-ded BDogensd y, oder L -
x== fin, y. Da nun y, tvenn man x T dx anftatt x fetity
ity dy dbergeht, fo toitd x  dx = fin. (y T dy). Da
aber

fn.(a} b) == fin. a.coft b + cofa fin. b ifty fo toird

fin.(ydy)= fin.y.cof. dy } cof. y.fm.dy.
RNun ift der Sinud einesd vecfchtvindenden Bogend dy dem
Bogen dy felbfr, und der Cofinus dem Radius gleidy, Das
Bev wicd®

fin.(y % dy) = fin. y % cofl y . dy, und alfo
x4 dx = hn .y % col. y- . dy

Daaber fin.y = x ift, fo witd coft y = v (1 —xx), und
durch die Subfritution diefer Werthe wird dx =dyy (1—*%)

ud alfo endlich _
£ 4 dy
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dx
'\,f“(l —_— xxf)q
Das Diffevensial eines Dogens, defien Sinus gegebes ift,
if} 0aber dem Diffevensiale Des Sinus, durch den Cofinus
Rividire, gleich,

dy =

-

§. 96,

Da alfe . toenn-p -ivgend cine Funfiion von x ift, und
¥ ¢inen Bogen bedeutet, deflen Sinug = p ift, das Dific

dp
o i und vi—pp)
Y(L—pp) PP
den Cofinug cbes deffelben Bogens m;ebz:ucfr:- fo [aft fid
Hieraus das Diffevenzial ded8 Bogens finden, deffen Cofinus
gegeben ift,  Jft nemlid) y=A. cof. %, fo ift der Sinug ehen
Deffelben Bogens =V (1—=xx), und alfo y=A. fin. v (1—=x),

vengial Diefed Vogens dy =

: — xdx
Sest man alfo p=v{1—xx),fowitddp = ———
¢ A S z
VI == X¥X)

— dx
V(1 — %)
ergiebt. &s ift alfo dns Diffevensial cines Bogens, difs
fen Cofinus geacben i, gleich Oem Diffevensinle pes o4
finus, negatio genommen, und ourch den Sinus cbo
Ocfjelben ogens dividiet, - Gben diefes IGfit fich audh auf
folgende Art jeigen, @3 fey y = A. cof, x. Gegt man

wnd V(1 —pp)==x; woraus fidh de i dy =

: ; dx
= A, fn x, owithde = ——= Da abue
f{l = XX)

yTz= 900 ift, fo ift y ¥z cine beftandige Grofe, und
alfo dp % dz =5 o, odep dy &= = dz. . Dicvaus folgt
—dx

Pt
st tie pordin,

dy =

§o 19?"’
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§. 167,
@&oll dad Differenyial eined Bogend gaefucdht werden,
deffet Tangente gegeben worden, fo Dal y == A. tang. x ift:
fo ift der Sinus eined Bogend, Ddefien Tangente x ift,

X I
ey 01D D0P C0fINUS = . Eefit
E:“'r(l'i‘ x) ) V(IFxx) B
T
fan offo ————— == oba V(L= DP) = =
O T e, S e L) & e
dp
witd: fo wied :A‘f’m. und edi baber& A e o3
fo Y Py ft G et
= * dx
Da abey p == 7 h_h—t fo-teisd: dp = =3
Y (1% xx) (¢ ¥ xx)%

dx
and fubftituivt man diefe Weethe, fo findet man dy =——.

1R
%3 it alfo das Differensial cines Bogens,; defien Canz
gente gegeben iff, aleich dom Diffevensiale der Tangente,
durch dns. Quadrat der Secamte Jividirt,  Denn wenn
x Die Sangente ift, fo ift V(& F xx) die Secante.

§ 198,

St ein Bogen gegeben, deffen Cotangente defannt ift,
fo daf y == A.cot.x. ift, fo-fege man die Tangente eben

viefes Bogens, oder -T; = p, toodurch denn y = A.tang.p

— Y
‘{lft;f&
e

. d""}('
witd durdh die Subftitution diefes Werthes dy = e
tetdes dag Diffevenzial der Cotangente negativ genommen;

Und duzd das Quadrat der Cofecante dividict ift

¢35 | S

#d alfo dy = ;%_F;‘ng witd, Dgnun dp =
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St fetner y = A.fec. %, fo wird, toeil alédenn yits

= dx dx B
Accol—ift, dy = — == — g
5 AL ) S bl
i K}’Cr

2 i ;
aber y = A .cofec. x;; o toied YA clin, = o fl‘?s,!h«b.-

DOft fommt aud der Duerfinug vor.  Sft daher y =
A.fr.x, fo LD y=A.col. (1—x); und da der Sinug,

ax

Dicfes Bogens e=svV2x —xx) ift, fo witd dy = ————,
YV (2x—xX),

§. 199,
Ob clfo gleidy feder Bogen, defien Sinug, oder Cofinug
pber Tangente, oder Cotangente, oder Secante,oder @ mente,,

oder Duerfnug gegeben ift, qu den tra marrﬁ‘mrc;:ff‘iwf;utgﬂ:
bort: fo tft Dodb fein Differenzial, wenn ed bmd.‘) d x Dividict
[

witd, einealgebraifdhe Jedfie, und cben das find vaber aud
feine goepten, dritten und folgenden D ﬁ renjtalien, tenn
fie turd) die gu thnen gelfsdrigen Poteftaren von dx dividict
toerden.  Damit aber diefe Diffevensiation defto geldufier
weede, mdgen nec folgende Bepfpiele Hier frehen.

L St yp=A.fin.2xv (1—xx) o fepe man p== 2%y ([—xx)

dp
-

fo Daf y = A.fin.p. wird; alsdann iff dy=—— =
T Na—pp
t axxdx
MU aber Bpimm gl i) e - P REE
. Y (I — xX%)
sdx(I ‘(‘:()

L3

.‘-f('. — x}:)

P UOD V(1 —pp) = 1 — 2xx,  Subftis

2dx

tuict man Dafjee dicfe Werthe, fo wicd dy =

Y (—%)

Dieé
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Died erhellet auch daraud, weil 2xv (1 — xx) der Sinusg

bed doppelfen Boaend i, wenn x den Sinus des einfaden

Bogens bedeutet. Hiernad ift nemlih y=24A. fin.x, und alfo
o 2dx

V= =y

Xxx IT—XX
-5 fo fese man —— = p,

XX l‘i’\\

W I
il. r-ﬂ: y = A n, —
s l 1‘

— 4xdx 18
vch dp = -, un = (== g ird.
wodurch p.-— (it enn und v p:)__”_ wird
dp — 2dx
B dy = ————ift, fotritdDdy = —=—,
aif ¢)r. Wf(l—-?-)1 f A= It xx

- f —X
L. §ft y = A.fin.y ——, fo fefie man 1!‘——2-—- =1

.-

—dx

: ; : Lix
Hierduedh toied v (1—pp) = {~-;—_,unb dp_.. e

=)
. dp & —dx
V(Il—pp) 532 zv"u—xx)'

falglid) dy =

B <

‘.P
1— xX

a2x :
1v. Sft ¥y — Aafﬂﬂg-“:f i D feig.e mmnp =

(t Fxx o 2 dx(1 Fxx)
(I-—"-xvc) ; IRDEp =5 G — XX)Z

2 : d Ep5 e
witd. Daalfody = ﬁ%}' nach der §.197. fur dieLans

woduedh 1 F pp =

2dx
genter gefundenen Negel, fo ift dy = e -

I-Pxx
Y(E¥xx)—1x

X

V. §ft y = A.tang. , fo twird, tenn

r — v (1} xx)
V(I F xx)— ——-—pfﬁ%f, PP:Q'}'XK '1 ( s

X x X
21‘2:{}:_2\{'(?‘1‘}:){}_2(\"(1-_?XX)-—!)'orfﬁ‘xx)
XX 2 XX ;

man

um rtppe=

{Jtun
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— dx dx  dx(V(1{zxe)—1)

)

iiftaberdp= e et —
Guutired P XXV (1T xx) : xR xxv (& xx)
Ho d er ift, fo toitd ¢ S telches
Da alfo T e——— s el
Y Lipp £ 2(1 Fxx) ¥
: V(IFxx)—T1
man auch Davaud cefennt, toeil A . tang. ¢ )
X

= % A.tang: x iff.

VI Sit y = e finx (o (46t fich auch diefe Gormel nad
dem  Borhergehenben Diffevengiiven ; ¢8 toird memlich

A fin. x d x ‘ o ;
dy £3 e e, Nuf dicfe Yrt Laffen fich alfe
alle Funftionen von x, in twelden aufer den Logarithmen
und Eppenential: Grofen auch Kreisbogen vorfommen, bif:
ferensiiven,
§. oo

Da die Differensialien der Vogen, wenn man fe durd

dx dividirt, algebraifche Grofien mwetden, fo laffen fich aud

 ihre wepten und folgenden Diffevengialien nacdh dem, twas

wic von dev Diffecengiation der algedraifchen Funbtionen

gefagt baben; finden. E8 feg r=A. fin. x, Da nu
i

1ft, fo mwb a3 e i LU

d
s V'h(—-—:\x)

dx
VAl =
: e dd
da das Diffevensial hiervon den Werth von — giebt,, toent
Qx~

fnan dx alé cine bejtandige Grdfe betvachtet: fo find die
Differensialien von y folgendes
Wenrr y = A fin. ift, fo it

dy I
dx. = V(i—zm)) T Wanman dx beftanbig nimmt,

R
o

Gz (I — xx) 2

diy




B, ber Diffevensiat, der tranfeend, Junktionen, 173

d3y =X -P:x.f

dx3 (r — xxj%
3 d4y  9x1t6x3
f . (1 wxx)g
ey dsy 9t 72x2 1 24x4

_ dzf (L — xx}%
bl d6y  o25x f 600x3 ¥ 120x8
' ' dxs (1 = xx}l‘f
W0

und Hieraug fchlieGen wiv wie oben § 177, daf allgemein
feyn toecde
oty 'Sl e, 3 sV N

o ¥
d xR (1 -—xx}ﬂ'i‘%
: ey 1.3 nin—1"(a—2)n—
(XH'I".‘: 6 n(-i""")xn_'z 'l' 3 ® ( ( - 3)3_11*4 'i'
R e 2.4 e B

.35 n(n'—-1W(n—g}(n—g)(n—4)(n—5)vn_s.f- 2(‘-)
PR RS L E /

§ 201,

Stun find noh die Gedfen, die aus der UmFehrung der
bigherigen fich ergeben, ober die Sinugd und Tangenten gez
gebener Bogen, 1ibrig, und wir wollen daber jest unterfus
| then, wofe man die Diffcrengialion diefer Grogen findet. €8

fen alfo x ein Kreisbogen, und fin. x fein Sinus, deffen Dif2

ferengial gefucht roerdben foll.  Man fehe y = fin.x,  TWeil
mun y, tenn man x F dx fiur x fegt, in yof dy tbergeht,
fo tivd

Yt dy=fin.(x¥dx), und dy = fin. (x ¥ dx) — fin. %

! Da aber fin.(x * dx) == fin. xeof.dx ¥ cof. xfin. dx, und
. Dad) dem was inder Cinleitung 1.EH, §.134.f. gefagt worden,
; lin,z




Z 73 25
fin,z = — — H - 2,
I T T2ag o o aas
7= z &
CO‘..E. : I i 'f* = s :(,
) PR - B L L
. “) . l.‘
ift: fo wird, roenn man die verfdwindenden Glicder toea:

laft, cofldx = r, und fin.dx = dx; folglidh.fin. (x % dy)

e AR fog s, o PR T S .

(ot £ e X 0L X, g1 alro Y= lhn.x, o1t d}, i
‘ % b a ] [ PP | - iy » .

dx.cof.x.  Tas DMiferensial dea Sinus cines Bao 3Gens

Gerner fey cof x, oder ber Cofinus eined Voaens x qp
geben,. und fein Q:ﬁcremiﬂ[ gu beftimmen. . &3 fop alio

y = cof: %, o l‘ll“‘ foen an x Fdx fur x i'tj* vt dy

= eofl (x Tdx),  Da nun cr.afi (x T dx) == cof x., coll dx

L3 .
&

firy = 3 5 ' R R
—— e X5, R aX, l;ﬂt‘r foie 1vir 1o !.f\,rut o.nrt:]"cn [}GUCE",
R T A o w— T o i3 1
Col. 0 X =] ! Hne un. -_1; b, e 11 X Eﬂ‘: *0 i-‘-r-a -..! }, ..:\ d }, ot
cof x — dx , fin.x, und folalich dy=—1dx.0nx %
it osher vas Differensial des Cofinus cines jeden B50s

Fa ayna T LT 4 - e
rooutt Gus Oom Diffevensiale des Xogens
BedRtiv genonimen, i Oen Sinus cbon deficlben Bos
CE Al ] e 12 .: i
§ft alfo p irgend eine-Funttion von x, fo ift aud

d.coflp=—dp,. fin.p.

Dicfe Differensialien Hatte man aud aug dem Porhets
gehenden auf folgende st finden Eonnen, St y = f':;.pg
P d
104t p = A.fm.}-', ind dp B e Y_____‘ Da abet

'.-.-"_"\i S }- i

e ;h‘l P irt fﬂ !il' cof. ‘p o 1f(1,_ }}) unb q:br U»‘i"t

dief ot dy
CO

ot
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ie vorhin.  Ehen fo wicd, wean y = cofip ift, v (1—yy)

== fin.p, und p = A.col y; folglith dp = *_._::._t.{,f___
VAR5
{ S :li—;, rooraus fich denn dy = -—dp. fin. p toie votfin
; | ergiebt.
g : §. o3

{:s’ﬁ' y = tang.x, -ff.'l fofrd dy::fang. (= 'f'dx)—-tang.x,
. Bl b tang. x + tang.d
¢ | Munijt aber rang. (x f dx) = —— ?Tw "}E"r und
: 1-—tang, x, tang, dx

dabon tang.xabaeoaen, fo bleibt

tang, dx (1} tang. x . ‘%ang.x)

I — tang, X . tang. dx
| dibrig. Do fernet die Sangente eines verfdhivindenden Bos
| gend dx dem Bogen feidft gleid ift, Yo wird tang, dx=dx,
folglich der Tenner des gefundefien Bruchs 1—dx . tang. x=1,
umd alfo dy =dx (r}{tang.x)2).  Endlid ift 1 +(tang.x)2

: : :
i = (fec.x2) = @[_—;{F ; und daher twicd, enn y = tangx

: dx

ift, dy = dzx{ec.x)2 = ———,

: (cot. %)=

: Eben diefed Diffevensial Fann man aud durdh  die
Diffeveniation der Sinug und Cofinug finden. Denn va

fin. %
tang, x = —— {ft: fo toicd
5 cofx =T

S dx.cofix.cof x f dx.fin.x.in.x dx
e (cof. x)= "~ (cof,x)3

weil (fin, x)2 + (cof.x)2 = 1 ift.

§. 204,
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§. 204
Mud auf folgende At [afit fich diefes Differensial fim
den, Da gy ='tang.x ift; fo ift x = A, tang. y, und alfo

nad) dem Obigent dx =———. Da aber y = tang. x

T
ift, fowitb v Fyy) =fecx= = und affo dx=

dy.(coflh]*; mwmd dy == F?z":; wie vorhin, £s ift
alfo ops Differensial der Tangente eines .‘f:crgms gleich
Dot f.;;f'f"i:ﬂ‘b iale diefes Bogens durch 0as Quadrat Des

Coftnius Deffelben diviviet.  Auf -dhnliche Art ﬁawrt man

das Differengial dev Cotangente. St n-emiiu’,) ¥ == cot.%,

: : o ia
fo tith x == A.cot.y, und dx = —,-——E. Sun ift abee

e
T ;
V(I T yy) == cofec.x = e folghid dx= —=dy. (Go.x)?

— X

md dy = e

tines Dogens i Oabee gleich dem Diffevensiale Oicfes

Bogens, negativ denommen, und durch Oas uadeat

ocs Sinus cben dicfes Dogens Vividirt,  Ober Da cot X
cef.x

ol T ift, fo wicd, toenn man diefen Bruch differenyiivt

. Das Diffevensial der Corangentt

— d x(fin, x)2=d x (cof. x)2 —dx
(Gin, x)2 T (imx)a’

dy =

§. o5
St die Secante cines Bogens gegeben, und alfo y &3
dx . fin. x

; g i | ; :
fec. X, 'F{} lﬂ‘, Weill y = s—— ift, dy = s—
cof, x cof,x)2

|'-=

e
-

. dx ,tang.x , fe¢,x,, @ben,fo ift, wenn y = cofec. x iy
foege

=
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—dx.cof.x
T(nx)z
and ¢8 toficde uberflifiig- fepn , diefe Diffevengiationen
duedy efondere Regeln: ju befrimmen. S dev Querfiz
ms eineé BVogend gegeben, und alfo ye= frnx, fo ift
mil y =1 — cofx ift, dy = dx. (in.x, @$ laffen
fity alfo die Diffevenialien aller trigonometrifhen Linien,
bo man eine jede Derfelben durch Den Sinug und Eofinug
aigbructen Fann, obne Scdywierigheit finden. Uud reis
den die gegebenen Regeln nicht Olof  jur Crfindburg der
tfien Diferengialien, fondern audy zur Geforfdhung der
iwepten und afler folgenden Bin, Denn ift y = fin.x,

foegent y = =— dy = = —dx.cot.x. cofec.x,

1= cofx, und dx eine beftandige GSudfe: fo ife

oy fin.x; ; =L T
dy = di celhxs dz = — dx ,fin.x;
ddy == — dx2.fin.x;  ddz = — dx2.cof.x;
ddy = — dx3.cofxj;  d3z = dx3 . fin.x;
déy = dx4.fin.x; @4z = | dx4,cofix;
5 ¥ b L8
§ 206,

Auf eine ahnliche Yt faffen fich die Differensialien allec

| Ordnungen von det Zangente eined Bogens x finden. Denn

fi By L
8t man y = tang, x = -Ifl—z, und dx beftandig, fo ift

cof,
= fingxs - A
e
dy = I :
dx = (cof, x)27

ddy 2 fin, x

dx2 " (cof, x)3°

| Rulets Differens, Rechn, 1. TH, n 43y
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d3y =< 6 =7 4 ;
dx3 -~ (cof xj4  (cof x)2’
da4y  24finx §6in x
dx% ~ (cof. )5 (cof. x)3°
dsy. 120 120 16—
dx5 = (eof x)6 o {c_oﬂi.:.':{j‘i- (cof x)2°
doy 7e0finix  48ofin.x , 22fin.x
dx6 = (cof x)7 % (cof, x) 6 (cof x)3°
d7y- 5040 6720 2016 64
dx7 ~ (cofix)8 i (cof. xjo ° (cof, x,4 = (?01‘, %)
106
§b 207.

Nadh diefen RNegeln laffen fich alfo alle Funfionen, it
toelchen Sinug und Cofinué vorfommen, Ddifferensiiven, mek
hes durch folaende Bepfpiele flar werden micd,

L Qfty =2ln.x.cof x = fin:.2x, o ift
dy = 2dx, (cof. x)2 — 2dx(fin, %x)2 == 2dx.cof.2%
IL 3ft }’=V‘-”L:'io—£f, odet y = fin. £x, fo toitd

dx . fin, x
2y 2 (I — cof. x)
a2fin.$x, und fin,x =15fn.$x . cof £x ift, fo witd
fecner dy = %dx . cof. ¥ x, wie fich auch ans derForm
y = {in. § = unmittelbat ergiebt, -

dy = . Da aber V2(1 —col.x)=

o _ ! : T
I Sty= cof-l;,- fo roird, toenn man 1= = p (el
X

y =cof.p, und dy = —dp, fin.p. Da abec p=

— g%

It — Ix ifty fo tird dp = , und folgld

dx I
dy = — fin.1—,
y X z

iv. f




i
sl
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v, Sty = e!‘m.x; fo witd dy = efin¥ds vof x,

A s
" e e*%*ndx. lin x
V. &ft y=e%LX {0 toird dy = —
Sty | ¥ Gorae
—0 . =

VL St y == I(r — v {1 —e" %)) fo febeman einX=p,
Da nun alddann y = (1 — V(I = p)) witd, fe

- eGP g
2(1—vY (1=p))aL(1—p)

finbet man dy =

==
fin. X4 3 : \
e gk die hel X : % s
wenn man diefen Werth fubftituire,
=h
—nelnXdx eof x
ﬁ}’ — i il 2 S

fe —n

B(fin, X)2 (1 =y (1 — efin X)) 1 — fin. )

M @ie;
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