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Siebentes Capitel

Bon der Differensiation der Tunfeionen groenes
ober mehrever verandeclihen ©rofen,

§. - 208, _

%enn soey oder mefrere verandetliche Sedfien x, y, 7,
von einander unabangig find, fo Pann, obgleich cine jede
pon ihnen veranderlich ift, dennodh die eine davon wadfer
odet-abnehmen, ohne dafi Dedmegen die tibrigen cine Bes
anberung cefabren; ‘Denn da fic feinen Sufommenhang unz
ter einander haben, fo zieht aud) die Becanderung der ecinen
bie Bevdnderung der ibrigen nidht nach fich. €3 Hangen
daber aud die Differenialien von y und z nicht von dem
Differensiale von x ab, und ¢8 fénnen folglich, enn x um
fein Differengial dx vevmehrt wird, y und z enttweder dies
fetben bleiben, oder nach Gefallen verdndert werden.  Wenn
man daher dx das Differensial von x feyn (&Gt, fo bleiben
die Differenialien der ubrigen Grdfien, nemlich dy und dz
unbeftimmt, und Fonnen nach Sefallen ald Null oder ald
unendlich Heine Gedfen, die ju dx ein gewiffes Berhaltnif
haben, betrachtet werden,

§ 209.
@8 pflegen aber meiftens die Bucdbitaben y und z unbes

Fannte ober folche Funltionen von x ju bedeuten, deven Ber
haltnif
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héltniff au = nidht bePannt ift, und in diefem Ralfe Haben
die Diffecengialien &y und dz.ju dx ein  gewifits Vechalts
nif. €8 modgen indel y und =z voi x abhangen obder
nicht, fo bleibt die Uct die Differensialien diefer GSrdfen ju
finden, telche toiv jest betvachten rooflen, diefdbe. Wir ©
wollen nemlich dad Differengial eince FTunftion mehrerer
peranderiichen Grofen x, 'y, 2 fuhen, welhesd fic befommt,
wenn alle ihre verdnderlidhen Grdfien x, y, z um ihre Difes
remialien dx, dy, dz wadifin, und dabey-fann die Funfs
tion tibrigend befchaffen fepn, wie fie will. i diefed Difs
ferengial gu finden, fest man in der Funftion anjtatt der
perandetfichen®rdfen =, y; z, allenthalben x §-dx, y 4-dy,
z 1 dz, und zicht ovon bem daraus fidy ergebenden Yuss
orucle die gegebene Junftion ab. Dev Reft gieht; wie aus
bem, toad miv uber die Natue der Differenzialien gefagt Hae
femy i}kﬂﬁng{-id;-crbellet, vaé gefudbte Differenziak
§ 210 Fees
8 fey X eine Funftion von x, wnd ihr Diffevenzial,
oder iht Sumwads, wenn-x um dx wadft, fep =Pdx,
geener-feyy ¥ cine Funftion von y, und thr Differensial
= Qdy, toeldhed fie befommt, toenn y in y o+ dy tibergehi:
Endlich fep Z eine Funftion von z, und ihr Diferensial
&=Rdz. e man die Diffevensialien Pdx, Qdy, Rdz
aus den Funftionen X, Y, Z findet, folches ift bereitd geseigt
worber.  Sft-numw die Grofe X Y Z gegében, toeldes
offenbar eine Funftion dreper verandeclichen Gedfen ift: fo
it ihr Diffevensial = Pdx + Qdy + Rdz. Ob diefe drep
Diffevengialien unter einander homogen find oder niht?2
darauf Fommt Bier nicht8 an. Denn die Glieder, twelde
Poteftaten von dx enthalten, verfchwinder gegen Pdx ebew
o als wenn Qdy und Rdz gav nidht Da waaen; und auf
M3 - gleiche:
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aleiche Act verhalt ed fich mit den Gliedern, die bey det Diffes
cenziation von Y und Z aqus der Acht gelaffen worden find,

§. 211,

Nun fep dad Diffevenzial dev Funftion XY Z von
x, v, z, inbem X, Y nnb Z die ibnen vorhin bepgelegee Bes
deutung bebalten, gu fucdben. Sent man hier x F dx fiic x,
yddy fury, und z +dzfiez; fo gebt X in X 4 Pdsx,
Yin Y+ Qdy, und Z in Z £ Rdz fiber, und ¢s verivaqns
delt fich daher die Funftion XY Z in

(X P Pdx) (Y + Qdy)(Z + Rdz)
= XYZ } ¥ZPdx F XZQdy } XYRdz
+ ZPQdxdy 1 YPRdxdz XQE’-ET;;QZ 1 PORdxdydz

Da aber dx, dy und dz unendlich Feine Gedien find, fo
perfhwindet Das lepte Glied gegen -ij:iﬂ jedes von Den bors
bevgehenden, und Dieles gefd)écijt,;_ dx, dy, dz mdaen
Bompgen oder Detevogen fepn,  Kebner verfhmindet dad
GliedZPQdxdy smnb[geqeu'&:‘z Pdx al8 gegen X Z Qdy
und auf abnlide Urt  verfdminden auch die Gficder
YPRdxdz und XQZdydz, Jieht man aifo die geges
bene Funftion XY Z abd, fo wird dag Diffevensial decfelben
= YZPdx t XZQdy + XYRdz

§. »2iI2,

Diefe Benfpiele von Funfrionen dreper verdndectichen
Gedfon x, y und z, decen Ungahl jeder nach Belieben pers
wehren fann, geben Binldnglich su ecfennen, daf dad Diffes
vensial jeder Funftion dreper verdnderlicher Gedfien x, yund
z, wi¢ davin auch immer diefe Grdfen unter einander etz
mifdit feyn mogen, allemal die Form baben werdes pdx
Fqdy Trdz; und dabep terden p, g, r entweder Funfs
tionen von allen dren verandeglichen Gedfen x, y und 2

ober
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ober nur pon jwepen, oder auch nur von einer derfelben
fepnt, je nachdem Ddie aegebene Funfiion von x, y und z
felbfe befchaffen ift. Eben fo mufl, wenn eine Funftion
pon pier peranderfihen Grdfien x, y; z und v gegeben
wird, ihe Differensial die Form pdx F qdy T rdz T sdv
pefomumen,

§. 213,

90ir wollen juvdrdecft die Funftionen betradbten, die
nicht mebr al8 pwep verdnderlihe Grdfien enthalten, €8
fen alfo V cine Funftion pon x und y, deren Differenzial
folglich die Form pdx F qdy baben wird, Betradiete
man hice y a8 eine Deftandige Gedfe, wodurd) dy =o
wiiede: o rofiede dag D Ferengial der Funftion V.= pdx;
und betrachtete man x al8 beftandig, todurd) dx = o
wiitde: fo roiicde das Differengial von V = qdy feyn, Da
alfo, toenn man bepde Gedfen x und y ald perandecliche
®rdfen betrachret, AV = pdx f qdy roicd: fo ergiebt fich
hicvaus fofgende Regel fiir die Differensiation der Kunftios
nen jiweper veranderficher Grdfen: ian behandele 5uvéﬁg
derft blo x ale eine verdnderliche und y als cine beftanodige
Brdge, und fuche das Diffevensisl von V, welches = pdx
foyn wird, Dann behandele man blof y als cine DELANDLLs
lidge und x als eine beftandige Grofie, uno fudhe abeemals
das Differensial von V, welches = qdy feyn wird. I
dies gefcheben, fo wird fiir xund y, beyde als veranoetliche
Grofen betvachter, dV = pdx -t qdy.

§. 214,

Da ferner dasd Diffevenzial einer Funftion dreger vers
anderlicher Grofen x, vy und z, weldhe wir wieder =V
feben roollen, die §orm pdx + qdy % rdz hats fo evhellet

Sm' 4 auf
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auf eine abnlicde Art, daf, toenn man Blof x al8 eine
pecandetlihe Grdfe, und y und z afg be?-&nbéae Grdfen
betradbtet, wodurch) dy und dz.= o wird, Has Differ emyial
von V=pdx ift. Auf eben dem TWege ergiebt fich fer:
net dad Differengial von V == qdy, wenn man x und z al§
beftandige, und y allein als cine verdnderlice Grdfe bes
handelt; und [aft man endlich blofi z verdnbderlich feont, fo
witd das Differenzial von V= rdz. . Um alfo das Diffes
reniial einer }'@un?fr’m dreper veranderlicdher Grdfien 3u fins
den, betradbte man jede diefer Grdfien fir fich als cine vets
andetliche Srofe, unb juche ibr Differensial, als tenn die
ubrigen Grdfien feine veranderlichen Geofien waren. Dann
addire man die auf diefe At gefunderen Differenzialien,
worauf das Aaaregat derfelben 0a8 gefuihte DifFerensial
Det gegebenen Funfiion fepn wird,

§. 213,

30 diefer Negef, tvelche tir fie die Differenstation
det.Junftionen von jeder Angaht perandetlicher Grdfen ges
funden haben, ift dec Beweis der oben §, 170 fur die Diffes
tenjiation Der Funftionen einer verdnderiichen Grofe geges
benen allgemeinen Jeael enthalten. Denm twenn man fie
jeden der Dafelblt gedachten ¢ Theile einen befondern Budbftas
ben fest, fo befommt die Funftion die G: ftalt einer Kunf:
tion von fo biel verdndetlichen Srofien, und lafit -fich alfo
nad) der hier gegebenen Regel differenjiiven, indem man
ecit jeden Theil auf die Art behandelt, ald ob er allein vet-
anderlich ware, und darauf die gefundentn Differengialien
3u ciner Summe veveiniget.  Diefe Summe ift jedegmal,
naddem man fitr jeden Buchftaben wieder feinen SBerth g
fest bat, bas gefuchte Differenial. ~ Diefe Regel Hat alfo
einen febr toeiten Umfang, und ecficeds fich auch auf die

Gunk:
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Sunftionen mehrerer veranderlichen Srdfen, twie fie aud
immer befdhaffen feon mogen. €8 ift t\n;,r 1e{c£be aud in
der gangen Differenyial: Redhnung von dem grdften Nuken.

§. 216

FNaddem wie alfo eine allgemeine Negel gefunden haz
ben, nach melcher alle Funftiomen mefrever beranderlichen
Grofen, dia Angahl derfelben mag feyn welde fie will, vifs °
fevemgiict werden Edanen: fo wolen twic ten Gebrauch devs |
felben an einigen Bepfpiclen jetgen.

L 9enn V = xy ift; fo it dV = xdy *f ydx.

x e dx xd
IL Wenn Vo= — ift; foift dv = — — —2,
% b Yy
il enn V = SR T T
V(aa — xXx)
d . xdx
dV = — 4 Y =
Viag — xx) (aa — xx)=

V. Wenn V = (ax t eyt @xteytdn ift; fo ift
dV = m(extpyty)m-IQdx f ey $ ) (adxtody)
b n(axthytoImOx toy T O Qdxtedy)

od¢e
&= (axtay AR FOx fey F QM1 w
: mesd + mae + mas
= e d d
nuﬁ‘hdx + nusx Y 4 nﬁ“y :
T mes Tmel, m:sz
; ydy
T ngs + l'l'Jr’§~ nye

dx
v, ®enn V = ylxift; foift av =dylx + — }’

VI, Wenn V = x¥ ift; fo it dv = yx&'-IdK'f:.:Ydylx.
BT e xdy —ydx

9% — 2 it g (SREE foc

VIL ena V = A.tang, — ift; foift dve= oy

M 5 VIIL
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Vill, Wenn V = fin.x.col y ifty fo ift
= dxicofix.coll.y — dy.lin,x.fin.y. \

ety
IX. Temn V = Taxiss ift; fo ift
dw____ii’}’dz e7(>‘xnx-—~v:»d\<)
e ‘f’rix}:i'”" (xx tyy)V(xxtyy)
—V(xx—yy)

X, fBenn V = eZA . ﬁrl ‘ﬁ;; fo u't

N

hf‘-(}{}'-——;yj

R 5

dV = ezdzA ., fin A Y ARE-T. f}’)

x'i".fh}’{---}}J
-‘\‘!HY—}' dx

(xT\F(KX*"Y}’U\KX——-—yy LV %

Te

§. 217,

Da wir gefehen haben, dafi dad Diffevengial von v,

foenn V eine Funftion jmeper veranderlicher Grofen x und

y ift, diefeForm, dV="Pdx t Qdy, hat, tworin P und Q

Tunfrionen find, Ddie von V abhangen, und durdy daffelde
beftimmt roerdeén: fo folgt, Daf diefe bepden Grofen P und |
Q audh auf cine aemwiffe Art von ¢inander abhdngen, indem
jeve Derfelben von einer und derfetben Funftion vV abhangig
ift. IBie nun aber auch der Jufammenhang jwifden den
endlichen Gedfen P und Q, den wir nachher untecfuden
toollen, befchaffen feyn mag: fo ift flar, daf nicht alle Difs
feremial- Formeln pon diefer Form Pdx + Qdy, worin P
und Q aqus x und y nach Willtuhr formict find, Differensios
fien jeder endlichen Funftion V pon x und y feyn Fdnnen.
Denn woteen nicht P und Q dad Werhaltniff ju einandet
haben, meldes die Natur der Differengiation erfordert: {0
fann das Differenyial Pdx ¥ Qdy auf feine Ieife durd
die Diffecengiation entftehen, und hat daher and fein Fns
tegral, .
§.218. |
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§ 218,

@ Pommt Ddafyer bep ber Sntegration fehr piel darauf
an, daf man dad BVeehaltnif ywifden den Grdfen P und Q
fenng, damit man die Differenialien, die wivelic) durch die
Difcrenziation ivaend ciner endlidhenFunttion ensftanden find,
pon denen juunterfcheiden im Stande fev, dic man nadh Belies
ben angeriommen fat, und die fein Sntegral Haben. Db twie
uné nun gleich Hier noch nicdht mit dex JIntegration Defchaftis
gen, fo ift c8 doch gur genauen Kenntnif der ceellen Diffes
rengialien fehe niglich, dal toiv Diefed SBechaltnif unterfus
dhen: denn g ift icfelbe nicht nuv in Der Fntegral: Red)s
nung, woju toic ung hier den Weg babnen, Hodchft nothivens
big, fondern ¢8 wird dadurdy auch in der Differenyial Rechs
nung vieles weit deutlicher. -~ Suvbrderft alfo ift flar, Dafin
dem Differeniale pon V, wenn V cine Funftion jroeper vers
inderlicher Gcdfen x und y ift, Dad Diffevengial jeder diefer
Bedfen vorfommen muf. €8 fann daher toeder P = o ned)
Q= o fepn. TWenn daber P eine Funftion bon x und y
it fo fana die Kormef Pdx fein Diferengial einer endlicden
Giofie fepn, oder ed giebt alsdenn Ffeine endliche @rofe,
deron Differenyial Pdx ware.

§. 219,

So.giebt ¢8 Peine toeder algeburaifdhe nod tranfeendente
endliche Grdfe V, deren Diffevengial yxdx race, tenn y
eine verandecliche Grodfie ift, die micht von x abhangt.  Denn
follte ¢8 eine folche endliche Srdfe V geben, fo miifite, ta

fidh y fn ihrem Differengiale findet; y oud in dev Srdfie V
felbft anjutveffen feyn; aflein wenn y in V enthalten ware,

o

fo miifite, da y eine verandecliche Brofe ifty aud das Diffes

tenjial dy in dem Diffevenziale von V befindlich {eon. Do

alfo daffetbe davin nicht angutreffen ift, fo ift ¢8 unmdglic,
: . bafi

P e

]
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daf das Differengial yx d x durch die Differensiation irgend
einer endlichen Grofe entftehen thnnte. Da alfo ausgemadst
ift, Daf Die Formel Pdx + Qdy, wenn Q=o' ift, und P
tie veranbderiiche Brofe y enthatt, fein veclies Diffevengial
feyn fanne fo erhellet jugleidh, baf man der Brifie Q Feis

nen willfEhrlichen Werth geben darf, forndern dab Derfelbe

pon Dera erthe von P abhangt.

§. 220,

Ut alfo ag Beehaltnif sivifhen den Srdfien P-und @
in dem Diffevengiale Pdx ¥ Qdy = 4V st unterfuden,
toolfen wir juedtberft V eine Funftion von feiner Dimenfion
vott x und y feon laffem, und fo von befondern Fallen jum
Aligemeinen auffteigen.  Sept man alfo y =tx, fo vers
fhwindet x aud der Funftion V ganslich, und man fine
bet blof eine Funftion pon ¢, diewir—=T fegen. wollen,
und derven Differensial alfo = @dt ift, wenn o eine Kunf
tion von t Dedeutet. Sesst man daber auch in dem Diffes
tenjiale Pdx + Qdy allenthalben y = rx, und dy =tdx
t xdt; {o befommt man Pdx ¢ Qtdx+ Qxdt; und dadx
darin nicht enthalten fevn foll, fo muf P+ Qe=o feon. @8
ift alfo Q = — ; = — P—;—x,nbeszi‘ Qy=o, und hi¢rausd
echeller dag BVerhaltnif jiwlfhen P und'Q i diefen Fall
Serner muf aud @'= Qx, und alfo Qx = einer Funftion
pon ¢ d. . ciner Funftion von Feiner Dimenfion von x und
y feon. SBeil aber Q= = ift, fo wicd P.== — =Y, und

e8 find alfo fowohl Px al8 Qy FZunftionen von Feiner Dis
menfion von x und y,

§. 221,
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§. 221
IRenn alfo eine Funfiion von Feiner Dimenfion von x
und y, die wiv = V fegen, differensiict roivd, fo ift ihr Difs
ferensial dV. = Pdx 1 Qdy alleseit fo befchaffen, daf Px
¥ Qy = o ift. . Das heifit, tenn man in dem Diffevensiale
anftatt der Differensialien dx uaddy die Srofen x und y fesit,
fo echalt mano, toie foldbes in folgenden Grempeln featt findet,

dx — xd
I, Wenn Vv = -1ft, fo toitd dV = LE Y, und
¥ Yy
fest man x fir dx, und y fir dy, fo toicd ) < o.
7Y
X ,
IL Wepnt V= —————— ift; fo ticd .
Vixx—yy)
—vvd d : S :
d‘J — y} x.i‘yxs }r;unb bieraué _._)?ici_.__)};x:ob
(xx —yy)? G===7752
y¥Vixx¥yy)

1L, Wenn, V. = , alfo cine unftion

—y TV Extyy)
pon Feiner Dimenfion von xund y tft, fo'toitd dV =
2xxdy F2xydx
(VxTyy)—y,2¥ (xxtyy)
wandelt fic), toenn man x fie dx und y fic dy fest,

ino.

und diefe Formel bew

Xty 2xdy —< 2
1V, Benn V= 1——~ ifts fo wicd dv = = nydx,
XX = yy
—_—ry
XX—YyYy
v iz—y) .
Y. ¥ EﬂnVﬂﬁ-ﬁn-'—f—'——r ifts fo i
i VX ty) i3 fo e
P ydx — xdy

. xty)Vayx—y)
toelche Jormel eben diefe Eigenfaft hat,

§.222,
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T A e

Nun wollen wir uns gur Betradhtung anderer fhHomoges
nen Funftionen wenden. €8 fey alfo V ethe Funfrion von
n Dimenfionen von x und y. Sept man daber y = tx, fo
erhélt vV die Form Txb, wo T eine Funftion von t bedews
tet; und it d T = ©de, fo oitd dV=x"0dt + nTx0-1dx,
gBenn man alfo dv = Pdx ¥ Qdy fent, fo wird, weil
dye=tdx fxdtift, dvVv=Pdx+ Qtdx ¥ Qxdt; und
da Diefe Formel mit det vorhergehenden Gbereinftimmen
muf, fo toitd, da audh v = T xn ift,

nv

PT Q= nTxo-X = —,
x

Danun t = o ift, fo wird hieraus Px + Qy = n¥, tmd

diefe Gleichung beftimmt dag Werhaltnif swifchen P und Q
auf eine folche Art, Daf man jede dicfer Grdfen leicdht findet,
fobald die andeve Defannt ift. Da ferner Qx = xv6 ift, f0
ift Qx und folglich auch Qy und Px Junftionen von n Dis
menfionen von x und y.

‘ § 223

MWenn alfo in dem Differeniale einer homogenen Funks
tion von x und y, anftatt dx und dy die Grdfen x und ¥
gefegt werden: fo ift die daher entfpringende Grofe vet
Sunftion, Deven Differenjial gegeben wourde, it det Uns
gahl der Dimenfionen multiplicivt, gleich.
L Wenn Vo= Vi(xx b yy) ifts fo tft n=1 und d
f—————-“’f* P i, fo wiey LI oy
. V- xx1yy) ATy
Vxxtyyh

av ==

= 3'{'33 : L e :
I, Wenn V= X;_T it foiftn==2; und dv=s

gy 3 dy
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2y3dy — 3yyxdy *F Jyxxdx — 2x3dx ¢ y3dx — x3dy
(po= ;
Geit man nun x fic dx, und y fir dy, fo wicd
g};d-.—-;),}ﬁx'ﬂ' 2yx3 —oax% e 2}/3 + 2x3

memas

(r=x)2." y —x

= 2V,

_ I iz ,

L. 9Benn V = e 0 =

Wenn S ift, fo ift n 4, und
rdys=gxdx -, : i

4",_ > - ——, St man aber x fur dx, und
ey T xx)3

R

y fiie dy, fo verwandelt fiy diefe Formel fn — LT 4%
F'-'-' o 4‘#‘:
Iv, Benn V. = :cxly—-——;; ift; fo foird 1 == 3, und

— Ly

Ve s i
v = Qxdxlz.-.T_}E 4 EXX-_}’:CE{ xdy)

¥y—X ¥ y — XX
RNimmt man aber Bier die Defchriebene Subititution vog, fo
e b "!" x # .
findet man 2xXxl—==e== oV,
}T—}i
§. . 224

Gine abnlidhe Cigenfchaft bemerPt man; wenn V eine -
homogene Funftion mehrever verandeclidber Srdfen ift.
€8 fep V eine unftion von dent Grdfien =, y und z, fo daf
diefelben alienthalven Diefelbe Anzabl von Dimenfionen auss
maden, too dennt befannt iff, daf da8 Differenzial die Form
Pdx ¢ Qdy + Rds haben mug.  Ceiit man nun 'y = tx
und z = sx,; {0 Daf dy=tdx + xdt, und dz = sdx
T xds witd, fo befommt die Funftion V' die Form Uxn,
wenn U eine Funftion dee bepden veranderlidien Grdfen
tund s tft.  Sept matt daher d U= pdt+qds, fo wicd

dV = xtpdt T x0qds F nUxit=1dx,
Die
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Die ecfte Form aber giebt
dV = Pdx *i Qtdx ‘I Qxdt + Rsdx T Rxds
unb augd der VergleiGung diefer bepben Diffecenjtalicn vz
alebt fich
, z nVv
P+ Qt+ Rs =nUx0-T == —
=
unb daraus flief
P Qs Rz = nV,

~

und eben diefe Gigenfhaft exftredt fich auch auf mehrere
peranderliche Gedfen.

§ 225,
SBenn CI!YD etne I}amcgme ‘Sunf_tign oon il‘ﬂﬁllb einer
9nzabl vecanderlicher Grifien x, v, 2, v, 2. gegeben ift, fo
tft Das Diffevensial derfelben jederjeit fo befdaffen, Daf

man, wenn man anftatt Der Diffeveniialitn dx, dy, dz, dy,
2. Die endlidben Gudfien x,,y, 2, v fetit, die gegebene Funkz

tron, durd) die Ynzahl der Dimenfionen multiplicict, Dbes
tommt  Diefe Behauptung gilt auch, wenn V eine homo:
gene Gunftion von nidht mehr als von einer einjigen perdns
derlichen Guofe ift: - €8 1ft nemlih in diefem Falle V eine
Poteftat von %, oder Ve=ax», weldhes eine hombdgene Funfs
tion von n Dimenfionen: iff; denn 8 giebt Feine andere
Sunftion von x, worin x allenthalben n Dimenfionen hatte,
alg die Poteftat x1, Da pun dV = naxv-Idx ift, fo bes
fommt man, wenn man x fir dx fegt, naxe =V, @3
perbient Daber Ddiefe mwidtige Cigenfchaft der homogemen
Sunftionen aufd forgfaltigfte gemerft ju toerden, indem fie
in Dev Sntegral - Rechnung den groften Nuien gewabhrt.

§. 2206.
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0. 226

Um nun das BVerhaltnif der Srdfent P und Q, meldhe
bag Differemial Pdx + Qdy einer jeden Funftion V vor
jocy verahdertichen Grden x und y beftimmen, allgemein
ju unteviudben, miffen wiv folgenbeg uberlegen. &8 fep v
tine Gunftion von x und y, und dabey nehme man an, daf
V, wenn man x4+ dx fir x fegt, in R, hingeden, mwens
man y  dy flic'y fest, in S, und wenn man fovohl x + dx
filr X, al8 ¥ F dy'*ffzr y fe6, in V¥ ibergehe. Da alfo R
aud V entfteht, menn mdn darin x ¢ dx ftatt x fegt, fo ift

“offenbar, Dag fich, wenn man in R, y * dy fur y fegt, ve

eegeden wird; denn ¢§ ift diefes eben fo biel, ald ob man in
Vfowohl x ¢ dx fir x, als y & dy fiir y fette. @ben fo
entfteht auch V* ang' S, mennt nian in S Die Grdfe x b dx
fiir x fest, toeil S aug v entjtanden ift, indem dérin y dy
fiv'y gefest murde. Ales’ died wird durch folgende Safel
dentlicher.

Die " | gebt dber wenn faf)
®Brdge| } e
¥ R X xfdx
% g ¥ yTdy
. : X xTdx
St W lvg
R Vv* y |ytdy
B S Vi X xtdg

§ 227

Wenn alfo v fo diffevensiict witd, alg reiin bief = eine
bebanderliche, y aber eine beftandige Srife waré, fo wich,
RKulers Diffevens, Reehn, LT, N feil
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weil v durch die Subftitution von x f-dx flie x in R 1bers
geht, Ddas Differensial derfelben R — Vi und da aud
der Korm dV = Pdx t Qdy, eben Ddiefes Differengial
= Pdx ift, fo witd R —V=Pdx. 2Benn man hins
-geqen y 1 dy fir y fett, x aber-als eine beftdndige Grife
‘pehanbelt: fo toird, well alédenn R in VI, und Vin S fibers
aeht, dic Grdfe R —V in VI — S vevmandelt, und folg:
“fidh - Das - Differenzial von R — V = Pdx, weldes ents
‘fteft,“wenn bloR y ald eine petanderliche Grdfe behandelt
Cgitd, = VI — R — S $V. ‘Eben{o-wicd, Da, toean man
y b dy fliey fegit, Vin S bergeht, 'S — V das Differengial
-pon V, woenn-man blof 'y alg ecine peranderliche Geofie bes
tradhtet, und ed ift daher § —V = Qdy. Wil nun, twenn
‘man 'x tdx fiieex fegt, 'S in VIund Vin R iibergeht, o
- oicd daduedy die BrdheS — V in Vi — R verroandelt, und
8 ift folglich Dasg Differengial-vdn 8 — vV =1Qdy, eldies
entfteBt, mwenn-man blof x af$ eine verandertiche Erdfie bes
grachtet, = Vi —R — SV, -und e frimmt alfo Ddiefed
Differengial mit dem -vorhergehenden auf Das genauefte
-abevein,

4. 228,

“Nud diefer Uebereinfrimmung flicft: Wenn das Diffes
_gengial cinee unftion V jrocper veranderlichen ‘Srofen x
und y ==-dV = P.dx + Qdy-ift: fo-ift bag Differensial vow:
Pdx, weldes entfteht, wenn man blof y alé -eineveranders
fiche, x aber al§ eine befiandige Grdfe behandelt, dem Difs
ferensiale won Qdy gleih, mweldyes entfteht, roenn maw
blof x al§ cine vevanderliche, 'y aber als cine beftandige
Gudfie betracdhter. - jt nemlich, tenn man blog y ald
eine peranderliche ©Gudfe betradhtet, dP = zdy, fo ift
dad
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das Diffevenzial von Pdx, auf die befchriebene Art gefudyt,
= Zdxdy; unb nimmt man bloff x al8 eine verduderliche
@iéf;é an, fo witd aud dQ = Zdx, denn alsdenn toird
quch dad Differenzial von Qdy, auf die befdriebene Are
genommen, = Zdxdy. %uf diefe Art erfhellet das Berz
haltnif, weldes die Gidfen Q und P 3u einander haben,
und teldhed, fury es ausudrucfen, datin befteht, daf das
Differenzial von Pdx, tvenn man x beftandig fepn (aFt, dem
Differengiale von Qdy, twenn man y alé eine beftandige
&cofe beteachtes, gleidh ift

§. 229,
- Um diefe merProticdige Gigenfchaft in ein Helleves icht
in fegen, toollen wiv fie durd einige Bepfpicle erldutern.

L 3ft alfo V=yx; foift dV = ydxt xdy, und folgs
lid P=y, und Q = x. 2aft man daher x beftandia fepn,
foicd d. Pdx = dxdy, und nimmt man y al8 beftandig
an, fo-wird d . Qdy = dxdy, und alfo bepde Differenziaz
lien einander gleidh.

ey xdxtydxtxdy
[ 152 f * — P
IL $ft V= v (xx ¥ 2xy); fo witd dV = f(xx o)
: = % = X
unb folglich P i Volxx § zxy)' 0 = vV Ex t2xy)
dxd
©ett man alfo x beftandig, fo wird d.Pdx = s z;p
(zx f2xy)=

und 136t man y Deftandig fepn, fo wird d.Qdy =
xydxdy_
(;:x F zxy)%.
L St Ve xhin Ay v fincALx; o toird
dV =dx . fin, Ay } xdy ., coft y + dy. fin. Ax } ydx, cof x

N 2 und
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und e ift daher
Pdx = dx.fin.Ay F ydx.cofix, und
Qdy == dy /fin.Ax T
236t man alfo x beftandig fepn, fo wird
d,Pdx = dxdy.cofly + dxdy. cols,
and nimmt man y beftandig an, fo wird
d.Qdy = dxdy .cofy f dxdy. colx.

IV. §ft V= zv; fo wird dV=xvdylx | ya¥-1dx, und
Pdx = yxy~Tdx, und Qdy = x¥dylx.
FBenn man alfo x alg eine bejtandige Grdfe. betradtet, fo

fird

xdy.coly.

d.Pdx = x¥y-Xdzdy f yx¥-1dxdylx,
und behandelt man y alé cine befiandige Grdfie, fo toitd
d.Qdy = yx¥-Idxdylx T x¥-1dxdy,

§. 230:

Diefe Gigenfdhait (aft fich audh auf folgende Avt bes
fthreiben, wobdurdy denn die fo merfwiivdige Befchaffenheit
afler Gunftionen goeper veranderlichen Guedfen in die Angen
fallt,  SBenn man eine Funfrion V jrwever veranderiichee
Gudfen = undy fo differengiict, daf man. blof x als eine
peranderliche Grdfe behandelt, und darauf von neuem dad
Differengial diefes Differensialé fo fudht, daf nmian blof y al
gine veranderliche Grdfe betvachter: fo findet man nadh dies
fer doppelten Differengiation eben bas, rag man gefunden
Baben rofirde, renn man in umgefehreer Ordnung die Funkz
tion V juecft fo, alg ob blof y veranderlicdh ware, differens
sitet, und dervauf blof x al8 eine veranderliche Srofe behans
delt, und pon dem gefundencn Diferenziale von neuem V46
Differenyial gefucht bHtte; inbepden Fallen erhalt man ném:
fich Zdxdy. Der Geund diefer Gleidheit ticat fehr Dents
lich in dev vorhin betradpteten Eigenfhaft,  Denn Piffevens

it
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aglict man V, al8 ob blof x veranderlich wave, fo findet man
Pdxj und bifferenjiiet man V, al8 ob biof y verdnderlidy
foave, 70 erhalt man Qdy; daf aber die Differengialicn
pon dicfen Diffevengialien gleih find, ift vorhin bewiefen
worten.  Uebriaend flichit diefe Cigenfbaft audy unmittels
bar au$ ben Sinffen des 227ften §.

§: - aqn
@3 [aft fidh aber dad Verhaltmif von P und Q, mwenn
Pdx 1 Qdy vaf Diffevenzial ciner Junftion vV ift, audy auf
folaende e angeigen. Da P und Q Funftionen von x und
y find, fo differenitive man Depde Gedfen, fo daf man fos
wohl x al8 y ald vevanderficie Ordfen behandele.  §ft
pemlich
dV. = Pdx { Qdy
fo fege man dP = pdx 1 rdy
. und dQ = qdx ¥ sdy
Behandelt-man alfo x ol8 cine beftandige Srofe, fo wird
dP = rdy, und d. Pdx = rdxdy,

b Hehandeit man darauf y als beftandia, fo wird
dQ = qdx; uad 4.Qdx = qdxdy.

Da nun diefe beplen Differengialien einander gleich find,
fo folgt, baf q=r ift. €8 find daber die Funftionen P
und Q auf die vt mit einander verbunden, daf die Grofen
q #nd r, wenn man jene Funfrionen auf diedvt diffevensiivt,
wie i gethan haben, ecinander gleich werden.  Der Kirge
wegen Ednmen aber, mwenightens in dem gegentvartigen Caz
pitel, dic Grdfien r und q bequem auf die Art angejeigt

' dP :
tecden, taf man r durd (é?) ausdructt; ef foll nemlich

Radurch gefagt werden; Wenn man P auf dre At differens
N 3 aist,
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alire, daf man blof y al8 eine veranderliche Gudfie betrady
tet, und darauf dag gefundene Differensial durch dy divis
“ditt; denn dadurdy beFommt man die endliche Srrfie =

Nuf cine ahnliche Avt druckt G%) die endliche Grofe q aus,

tpeil dadurdh angegeiat toird, daf man Q fo, als tvenn blof
x veranderlich wave, differeniiiven, und dann dad Diffevens
sial durch dx dividiven foll.

6 <232,

Wiv wollen und daher diefer Beyeichnunadart bebfes
nen, of fie gleid fonft awepdeutig fepn fann, weldes indef
hier durch die Ginfcbliefung in Klammern vechindert wird,
MWir ocemetden dadurdh die MWeitlauftigPeit in der Befchreir
bung Der YUct, toie differengiivt werden foll, und Fonnen dad
Berhaltnif joifchen P und Q nun fury alfo ausdructen, dof

e .. rdP | e ol
wir fagen: ¢3 ifi (E'}') == (5&{?) &8 jeigt nemlich in det

gleiden Brichen dev Nenner, aufier feines eigentlichen Bev
deutung; nach welder dadurch dividivt werden muf, aud
an, Dafi dad Differengial ved Nennerd fo genommen toerden
foll, alg wenn blof die Grdfie, deven Differenyial den Nens
ner ausmadbt, veranderlich ware.  Uuf diefe Art fallen die
Diffevenzialien durch die Divifion gans aug der Rechnung
D
weg,. und ¢8 frellen daher die Briihe (g—;—)‘unb g—%}
endliche Grdfien vor, Ddie in dem gegentvartigen Falle eins
ander gleid) find. JNach diefer Vegetchnungsart fann man
alfo audp dic Seofien p und s auf die Art ausbrucfen, dab

man p = (3'2) .unb s = (%f) fegt, invem die Diffes

tenzios
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rengiation ded 3ablers, nach der gemadhten Unmerfung duedy
den Jtenner eingefhrantt wird. '

§ 233
Swifden diefer und der vovhin von den homogenen
' Funftionen berviefenen Gicenfchaft findet fich eine fehr febone
Uebereinfrimmung. St nemlich V. eine Funftion von n Diz
menfionen von x und y, fo-ift, wenn man dV. = Pdx 1 Qdy
fegt, =V = Px t Qy, und alfo.
nV P X

g
Q= =

) 45 )4

| 4P
ekt man. nun dP = pdx t rdy;. fo toied (E") = r,
y

ind daf diefer Grofe. (%%) aleid fep. 1aGt fich- auf diefe

9ict beroeifen. SMan diffevensiive Q, ald tvenn blof x vers
anderlich: ware, und foeil unter dicfer Borausfesung

nPdx Pdx xpdx-

G0 = e 2
¥ Y Y
ift, fo toicd
dQ (a—1PF  px
(_dx ) - ¥ und ¢8 muf daber
(n—1)P pX :
: e -;'- = r, odet (n—1)P=px Jry fepn.

Diefe Gleichheit erhellet daber, weil P eine homogene Funks
fion von n— 1 Dimenfionen von x und y ift, tooher denn
ihe Differenstal, dP-=pdx+ rdy, wegen der Gigenfhaft
ver homogenen Funftionen: fo befdbaffen fepn mug, beB
(@ —DP=pxtryif.

RN 4 $. 234.
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§. 234,
7240

Dicfe Gigenfebaft, daf nemlich (.1}> = {3y 4,
weide wir al2 allgrmeine Gigenfhaft aller ﬁu“h,m It Atoenee
ia-.:mzbcritd;ffc Grdfien x und y fennen gs:uc:_-t baben, balnt
uns ten Wiy jur Noterfudung der Natue der Funfrionen
dreger oder mebrever verdndecticher Gedfen.  Gs fen ¥
eine Funltion dreper verdndorlicher Grdfen X, v,z und das
bep fey dV = Pdx + Qdy + Rdz.  9Benn man alfo bey
diejer Differenziation z al eine be ftandige Sidfe behans

elte, fo wurde dV = Pdz ¥ Qdy merden, und in dickm

! ¢ : dp 1Q
Salie mifte nadh dem Worhergehenden (--) = ;— |
: o X,

fepn. Betradhtete man ferner y ald eine beftandige Grofe,

L

. 2 £ q R
fo tolirde dV = Pdx T Rdz, und «lfo {é_) —_ ( }

i
Q X4

wetden.  Endlidh gdbe x, al8 cine beftandige Hrdf ¢ betrady
~qL) ~adR e A = 2 :
fet, {\E}'/ T Ld?\; 3 hangen alfo in dem Tifferenyiale

Pdx ¥ Qdy ¥ Rdz der Funftion V dic Grdfien P, Q und
® auf die Act ven einander ab, daf

( ) ((l:\ ; d P (d R -9\. _ ) it

:
\uz, dx

§. 233

Hicraud folat cine Gigen {haft der Sunftinnen dreper
peranderlicher Grdfien, die Detienigen abnlich ift, die tie
oben § 230. Dey ten Funkrionen joeper peranberlicher Gids
fen fennen gefecnt Haben, 9Benn V eine Sunftion drepsr
verdndeclichor Sedpon x, y unbd z ift, und diefelbe nad cinz
ander dvepmal auf die vt di ﬁeunatu* wird, daf man [Lt}
et erficn Differengiation blog Die eine von jenen Grofen,
30
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3 B.x feener bep der sroepten blof y, und bep der dritten
blog z af$ eine vevandectiche Grbfie behandelts fo findet man
einen Ausdeuct von der Form Zdxdydz, und diefen Huss
vruct findet man jedédmal , man mag die Bedfen x, y und
3 in einer Oednung auf einander folgen lafien, in weldher
man toill, - Man gelangt alfo auf fechs verfibiebene Meten,
nad ciner drepmaligen Diffevensiation, ju dem Ausdrucke
Zdxdydz, weil Dic Dronung ter Dudfieben x, y und 2
febémal verdndert werden Fann, "In was fir einer Ords
nung man auch diefe Sudfen nimmt, fo wird fich dech alles
mal, twenn man die Funftion V fo differemsiivt, als ob blof
die crfie Grofe veranderlich ware, bdann dasd Mﬁ vengial
von diefem Differensiale fucht, fo daf maen blof die groente
al$ eine perduderliche Sridfje betrachtet, und Eﬂ"“l.u. pon igs
fem Differengiale von neuem dad Differengial auf die vt
pimmt, dafi man 6lof die dritte alé perandeciich behandels,
wmmee ein und derfelbe Tusdruck exgeben.

§. 236. :
tm den Grund von diefer Cigenfcbaft Deutlih ju ma:
then, wollen toiv dV = Pdx ¥ Qdy + Rdz fegen, und nun
die Differengiaticn der Grdfen P, Q und R fuden. RNad
dein bereitd Crmicfenen toerden diefe Differengialien fepn
dP = pdx T sdy T tdz
dQ = sdx } qdy { udz
dR = tdx % udy } rdz
Differensiict man nun V, alg wenn blok x verdnderkich mare,
fo finbet man P dx; diffevensiict man ferner diefed Differens
3iak ald wenn blof y verdndertich wace, fo findet man :é.. dy?
und fudt man endlich aud bicevon dasd Difereniial, o'l
man z affein alg eine verdnderlidhe Gudfe behandelt, §

det man, nacpbem man dusch dxdydz bividici £

-5
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@i fit man nun-die veranderlicdhen Grdfen fo, y, x, z, fo gickt
die erfte Differengiation Qdy, die ytwepte sdxdy, und die

Rxon dsx ;
dritte (nadh der Divifion dued) dxdydz) (&“) ie vote
A Z

hin. Nun laffe men die vevanberlidhen Gredfen in bdicfer
Drdnung auf einander folgen, z, y, %, two denn die erfie Difs
ferenstation Rdz, die joepte udydz, und bie dritte (nadh

e ' du :
der Divifion dureh dxdydz) (-—-—1) gicht. Da nun abet,
d x
wenn man y al$ eine beftandige Gredfe betvadhtet, dQ=
: > ds du : : .
sdx t udz ift; fo ift (EED = (E} toie gletdhfalls bemwie:

fen orden ift.

§.. 237.

B8 fep V.= ———. Bie mollen dicfe Gunttion

oft drepmal Mifferengiiven, alé die Ordnung von x, y undz
pecandert wecden fann.
tenn man L Diffevens, L Differens, L Differens
verandeclich fefat, Dblof x blofi y blefi z
2xydx  2xdxdy . 4xzdxdyds
2a—zz > aa-—zz @ (aa—22)%
blof x blof =z blof 1y
2xydx  4xyzdxdz 4xzdxdyds
aa — zz ’ (aa— zz)2’ Qaﬁ-——zz)_?

L1
LY
0
£ 59

% 3.3 blofy blof x " blog z
xxdy  2xdxdy . 4xzdxdyds
aa— 2z . aa — 2% (aa—-zz_)‘.

2 3. 2 ¢ blofy blof =z blof x

xxdy bxxzdydz_ 4xzdxdydz
aa —zz = (aa —zz)2’ (aa—1z1)*

Blof
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g 4z, -7 blofr blof x ~ blof y
2xxyzdz  4xyzdxdz 4xzdxdydsz
(aa —zz)2’ (aa— zz)2’' (aa'— zz)2

: 3 2z z blofz blof y blofy x
2xxyzdz 2xxzdydz 4xzdxdydz
(aa —2z2)2 " (aa-—zz)2"’ (aa; 22)2 "
Diefesd Crempel jeigt, daf man nad einer drepmaligen Dif:
4xzdxdydz
(aa—z2)>
fommt, man mag die drep verandetlichen Gedfen in ciner
Ordnung nehmen, in tvas fliv ¢iner man will, :

ferensiation immer auf einevlep Ausdrudt,

§. 238.

&o wie man aber nadh einer drepymaligen Differenzias
tion immer auf einecleny Ausdruck fommt, fo findet fid aud
unter den Differenzialien, melche man durch die jwepte
Differensiation findet, eine Uebereinftimmung. - Unter dicfen
Differengiatien fommt nemlich jeder Ausdrucf jwepmal vor,
und ed echellet dafer, Daf alle bie Formeln, in Lenen cincrs
lep Differengialien vorfommen, auch einander gleich find,
und daf DesSmwegen alle dritten Differensialicn gleich find,
toeil in ihnen diefelben Diffevengialien dxdydz enthalten

find.  IBiv fdlichen hieraus: Wenn V eine Funftion ven

einet beliehigen Anzahl vecanderlidher Grofen x, Y % Vo U,
3. ift, und Diefelbe nady und nach dfters auf die Art diffes
tenjiict toird, daff nue immer eine von Ddicfen Grdfen ald
eine veranberliche Grofe betradbtet wird: fo find, fo oft
man auf Ausdrucfe von gleichen Differenyialien Foramt, dicfe
Nugdeiife audy einander gleid.  Spo entfteht nach einer
iwepmaligen Differengiation unter andern - der Yuédiuct
Zdxdy, cinmal, toenn man x, und jwepiens twenn many
allein al8 cine verandecliche Grdfe behanbelt Hat; und e8

| ift
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ift daher aleich, weldhe nian von diefen Grofen Juerlt, und
melebe man gulegt nefimen will. Auf eine ahnlide Weife
entficht nady einer drepmaliaen Differemiation der usdend
Zdxdydz auf {2b8 vevfdicdene HArten, und nach efnee
picemaligen Differengiation der Husdrud Zdxdydzdy
auf viev und gwanyig Actenn, f, f.

§. 239

Die Whaheheit diefer Lehrfise wird bep einiger Aup
merffafeit ein jeder aus den vorfergehenden Sanen cins
fehen, und dburc) etgenes Nacbdenfen darnber beffer faffen,
olg wenn defelben mit der hice unvermeidlichen Weitlaufs
tigPeit vollfrandia gefibrt worden waren.  Da aber die
Kenntnify dichr Elgenfdhaften in der Sntearal Rechnung von
bee groften WicdbtigPeit i, fo mafion fich HUnflnger nidt
blof daran begniigen, daf fie die Iahrheit derfelben exfens

~

nen, fondern fic audy an viclen Bepfoielen prifen, um fid
diefen Gegenftand gany gelaufig, und ded in der Folge dars
aus cntfpringenden Nugensd fabig ju maden,  Sa, nidt
blof Anfanger, fondern audh die, die fibon die Anfangsgrimde
ver, Diffevengial Rechnung Pennen, foliten diefes thun, weil
Diefer Gegenfrand faft in allen Anleitungen 3u diefem Theile
bet Analpfis fbergangen wird. Denn man begnitgt ﬁ'-cb ez
woialid) damit, die Regeln der Differengiation vorgetragen
und ihren Gebraudh in der hbhern Geometric geseigt v
habem, und befammert fich dabey nicht um die Natur wd
bie @igenjdaften der Differensialien, fo grof aud der
Jtugen ift, der baber fie die ntegral - Rechaung entfpringt.
3 habe es daber fie niinfich gefyelten, diefe faft gang nese
FMaterie in dem gegenmartigen Capitel ausfihelicd au bes
trabten, Ddamit Dev Weg 3u den fthweresn Sntegrationen

' ' gebahnt,

Al

ko]

T

afrd S ~—r _—

=
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gebahut, und Ddiefe BVefhaftigung in dev Folge leidht twers
ber mbgte.

§. 240,

Rey diefer Kenntnifi der Gigenfchaften der ‘;‘)iffcrlengias
lien Dee Funftionen gmeper ober mehrever Det&n&tiid}tt
Gedgen it man leidht im Srande ju biuctheilen, ob eine
geacbene Differenzial: Formel, worin jwep oder mehr vers
andecliche Gedfen vocfonnnen, aus der Differeniiation
irgend einer endlichen Sunftion entftanden fop ober mdht?

. dp
Denn toenn in der Formel PdxF Qdy nidt ) ( )

fft: fo fann man mit Gewifheit bcbnumen, baﬁ e8 feine
Sunftion pon x und y gebe, deven Differengial = Pdx
Qdy mware, und daf man alfo in der Fntegral: Rednung

Deegleichen Formeln nicht integriven fonne. Da 3 By

yxdx F xxdy bie gebachte erforderliche Eigenfibaft nidht
hat, fo gicbt e$ Peine Funftion, deren Diferenial = yxdx

Fxxdy mare. Ob aber, toenn (:—?) =(%—S) ift, die

Sormel allemal durch die Differensiation frgend eincr Funks
tion entitanden fen ? ift eine Jrage, die erft in der Yntegrals
Rechnung grimdlich beantivortet werden Fann.

§. 241
Wenn in det gegebenen Diffevenzial: Formel drey odep
Mebrere perdnderlicoe Grbfien vocfomien, wie 3 B. in
Pdx Qdy + Rdz; fo Fann dicfelbe nur dann Turd die
Difecengiation entftanden fepn, wenn dabey die Bebinguns
gen ftatt finden, daf '

<><:3); =) E)=(5
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306 Erfter Theil. 7tes Cap. V. b. Diff. b, Funke, 1,

Sobald cine von diefen BVedingungen feblt, fo Fonn man
fidher bebaupten, daf e8 feine Funltion gebe, deren Diffes
gengtal Pdx ¥ Qdy + Rdz'mare. Dergleichen Differens
pial: Formela find daher gar feines Jntegrald fabig, und
man muf daher auch nidht einmal nach ifren Sntegralien
fragen. Das aber ift leidht einjufehen, daf man in der
Sntegral - Rechnung allemal erft wiffen muf, ob eine gege:
berne Differenzial- Formel eined Sntegrals fahig fey oder
nicht, ehe man diefe Integration wirflich unternimmt,

Achted
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