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Neuntes Capitel
WBon ven Differensial: Sleichungen.

§¢ 281

@m b ficht zef 8 Gapitel8 ift porsiglich die Erflavung
der Differensiation. folcher Funftionen von x, die nicdht b
toicfelt, 1nn‘*em in einer Gleichung, roelde dag Verhaltnif
ber Gunftion y ju x ausdrudt, gegeben find; tworauf den
ferner die Statur der Differen;ial Gleichungen allgemein uns
terfucht, und ifhre Entfehungsart aus endlichen Gleiduns
gen befcbrichen foll. Denn da dad Dauptgefchafre der Fwe
tegral- Rechnung in der Sntegration der Differengial - Gl
chungen befteht, d. h. in der Grfindung foldser endlichen Gleb
chungen, bdie ju den Differengialz Gleichungen paffen:
fo ift nothwendig, bdaf wir hier die Natur und G
fcbaften der Differengial - Gletcbungen, die aus der Entfie
bungsart decfelben fliefien, forafaltig unterfuchen, und Jo
ven Weg gur Jnteg-al: Rechnung bahnen.

§. 282

&8 fen alfo y eine folche Kunftion von x, als durch diefe
quadratifche Gleidung beftimmt toird, yyt Pyt Q=0
Da der Yusdrud yy + Py + Q =o' ifty, x mag bedews
ten, was €¢8 oill, fo foird derfelbe aud = o fepn, e
man x + dxfie x fest, in weldrem Falle dean y in y T df
fibergeht,  Hat man aber diefe Subijtitution vorgenommer,
fo bleibt, roenn man von dev gefundenen Grdfe yy + Pyt Q

abzieht,
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abyicht, dad Differenzial diefer lepten Srofe udrig, weldes
daber ehenfalls = o ift. Hievausd erhellet, daf das Diffes
renzial eines Ausdrud's, der = o ift, ebenfalls = o ift, und
daf, toenn roep Nusdedde einanded gleich find, audy ihre
Differengialien cinander gleidh fepn miffen. Da alfo

yy T Py T Q = oift, fo ift audb

2ydy § Pdy T ydP T dQ = o;
und da P und Q Funftionen von x find, fo-werden ihre Difz
ferengialien die Form haben, daf
dP = pdx, und dQ = qdx

ift, und dafer wicd

2ydy T Pdy t ypdx T qdx =g
und hieraus

Rl e
dx 2y P
§." 283.

@o toie daber eine endlidhe Gleibung, yy ¥ Py + Q
= o das BVechalinif ywifden y und x ausdrucft, fo druckt
tine Diffevenzial: Gleichung dad Bechaltnify aus, in weldem

; . SREEE . R A
dy ju dx fteht. Da aber o= — Wift, fo fann

man tubee Daé BVerhaltniff dy ¢ dx nidht eher urtheilen, al
bigy befannt ift. Dieh muf nothroendig fo feyn. Denn roenn
y aus Der endlidhen Gleichung eincen doppelten Werth ers
balt, fo hat auch ein jeder Derfelben fein defonderes Differen:
jial, und man findet das eine oder Dag andeve, je nachdem man
dent einen oder den andern Werth von y in den Ausdruck
S Ip=g
2y TP

¥ durdh cine cubifdhe Gleichung beftimmi wird, einen dreys
fadyen Werth, nach dem drepfadben Werthe nemlich von y.
' 93 Hat

B S
fegt. Yuf eine ahnliche Act erhalt d—j: , foern




246 Eefter Zhal,  Neuntes Capitel,

Hat y in der gegebenen Gleicdung vier oder meht Dimeny
‘ dy. . : AT
fionen, fo muf aud P nothivendig cben fo viel Bedeutuns

gen befommen,

§. 284.

©8 Fann indeft quch die Junftion y. felbft aud der Gleis
dung tweggefhafft iecden, tweil man jtwey Gleichungen hat,
Di¢ y enthalten, eine endliche nemlidy und cine Differevials
Gletchung; alddenn aber fteigt das Differengial dy zu cben
fo viel Dimenfionen auf, ald verher y batte, und ed Hegreift
glfo die Gleicbung, roeldye man, durdh, die Elimination findet,
alle perfdiedene Bechaltuiffe von dy und dx jugleich. Wi
wollen jum ‘Bepfpicle die. vorheraehende Gleichung yy ¥
By T Q=o nehmen, bdecen Diffesensial 2ydy + Pdyi
¥dP +dQ = oift, woher.benn y = — = V-:j-? toitd:
o d} +dP
Sepit man nun tiefen. Werth anfratt y.in die voshesgehende
@.ce Hung, fo wird
(4Q—PP)dy29(4Q—PP;dPdytQdP2—PdPdQ}dQ2=0,
wovon die Wurgeln find
dy = — 3ap = (;?‘d_P — dQ)
vV (PP =< 4{)_‘
und, dirfe Wurseln find die bepden Diffevengtolion. der beyy
'E_:m Weethr von y aus der endlichen Gleichung, oder von
' Yy = — 2P % §V(PP — 4Q),

Dat man den Weeth von dy gqefunden, fo findet mat
puid wicherholte Differenyiation den Werth von ddy, und
{o auch fecnee. pon d3y, ddy 1. Da aber dicfe Werthe v
gamif findy wofesn nidt ¢in ecfted Diffevengial ol8 befiandiy

ange
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angenommen wird, fo wollen wir dev grdfeen Dequemlichs,
Beit tweqen dx beftdndig fepn laffen, und gur Erfldrung dev

s babep 3u beobachtenden Berhaliungdart dies Beyfpiel y3 ¢

x3. = 3axy betrachten, DHievaus cchalt man nun, wenn
man diffevensiivt
3yydy F 3xxdx = 3axdy t 3aydx, und alfe

dy ay — XX
dx Yy — &x

Run nehme man abermald die Diffevensialien, und behandle
dabey dx gl8 beftandig, fo. findet man
ddy ay}'dy—aaxay‘f'nxxydy-——Qxyydx%aaydx‘i'axxdx
T ke (yy —ax)>
und wenn man fiie dy feinen fo eben gefundenen Berth

aydx — xxdx o :
: 2 fet, und duech dx dividiet, fo tird

yy —ax |
ddy-  (ay— xx)(2x%xy—ayy—aax) , axxfaay—2xyy
c}xi‘e‘TL_ : l1‘{,},-_3‘-3{)3 ii(}’y—-xxJa

‘ ober
ddy ﬁaxxyy—zxéy—esxyé-.—na&xy_; 2a3xy
ST By e b i o =T y—an3’

weil aud der endlichen Gleichung 2 x4y F 2xyd= 6aXXyy
folgt.  Und auf diefe Ieife Fonnen diefe Werthe permittelft
der endlichen Gleichung ungablige Formen echalten.

§. 286,

9luch dic evfte Diffevenzial- Gleichung fann auf unidhz
Hae Ycten verandert twerden, indem man fie mit der endliz
den Gleichung vermifcht. So echalt man, da bey dem vova
Bergehenden Erempel gefunden twurde,
~ yydy + xxdx &= axdy + ayds,
foenn man diefe Gleichung durdh y multiplicict,
y3dy t xxydx == axydy + agydx;
24 und
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und twenn man bierin fir y3 feinen Weeth 3axy — x3
figt, fo befdmmt man diefe neue Gleichung
2axydy — ‘x3dy f xxydx ='ayydx;
and muitiplicive man diefe abermals duedy y, und fet dars
auf wieder den Werth deffelben, fo wird
2axy2dy — X 3ydy T xxyydx = 3aaxydx — ax3dx,
Uebcrhaupt aber witd, wein P, Q und R Funftionen von
x und y bedeuten, und man die Differenyial: Gleichung
durch P mufeipicire
Pyydy + :’xxd.\' = aPxdy f+ aPydx,
Danun x3+y3 =3
(%3 +y3 —3axy)(Qdx ¥ Rdy) = o.
A0dive man aber dicfe bévden Gleichunaen su ecinander, fo
gebin fie eine allgemeine aud der gegebenen endlichen Glels
l‘burw entftandenen Differen ,}ta[ Gteichung,
. Pyydy — aPxdy T Rx3dy ¥ Ry3dy — g3aRxydy +

-3axy = o lit, fo tit aud)

Pxxdx — aPydx - Qx3dx f Qy3dx — 3aQxydx = o,

9. 287.

€8 laffen fich aber audh durdh die Diffevenyiation felbft
ungdhlige Difecengial = Sleichungen ans einer und devfelben
endltchen &eichung finden, toenn man diefelbe, Bevor man
fic Differeniiet, Durch irgend eine @rdfe multiplicice pdee
dividict. 5t 3. B. P irgend eine Funftion von x und y, fo
Dafi dP =pdx ¥ bd}— ift: fo erhalt man, twenn man bdie
endliche Gleicdung durdh P mults \'r*:rt und dann erft diffes
renjtitt, eine allaemeine © ifferengial - Gleicbung, die unends
fidy vicle Formen annehmen fann, je nacbdem fir P diefe
oder jene Funftion angenommen toied,  Dicfe Menge und
Mannigfaltigfeit wivd indef nody unendlich bernle;jrt, toenn
man ju der gefundenen Diferenyials Gleichuna die enbliché
Sleidhung, durch cine Fosmel wie dief, Qédx ¢ Rdy, mul:
tiplicict,
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tiplicict, addict, robep man denn fitr Q und R nach Sefalz
len jede Funftion von x und y annehmen Pann.  Obnevachs
tet aber in allen diefen Gleicbungent bas Verhaltnif jrvifchen
dx und dy, treldhed das Differengial der Funltion y, die
turdh eine endliche Gleidhung durdy x beftimmt ift, su dx
bot, beariffen ift, fo exftrecken fie fich doch gerwdhnlicher Weife
piel weiter, und drucken jugleich dad Verhaltnify des Diffes
tenziald bon y ausd, tveqn e durdy andere endliche Gileichuns
gen beftimmt ift. Der Gruad Hietvon fann erft in dDer Jne
tegral - Rechnung ecflart werden.

§. 288.

@8 laffen fich aber nicht nue aug eincr und derfelben
Gleicbung unzablige Diffevengial Gleichungen abfeiten, fons
dern ¢8 laffen fich audh fehr viele ja unjahlige endliche Gleiz
chungen angeben, die indgefammt auf eben diefelhe Diffes
vemyial - Gleihung fubhren,  So find 3. B. diefe bepden Gleis
dungen yy = ax t ab, und yy = ax allerdings verfcbies
den, inbem man in dev erften jede beftandige Gedfe fiic b
fesen Fann.  9Benn man indefl Depte Gleichungen differens
aiict, fo eefhalt man nicht mebr alg eine Differengial: Gleiz
dung, nemlih 2ydy =adx; ja ¢8 Fonnen alle, unter
ber Form yy = ax begriffene Gleichungen, mwad auch a fur
einen Weeth haben mag, in eine Differenyial - Gleichung,
bie a nicht enthalt, jufammengefafit werden. Denn Ddividirt

man jene Gleidung durch x, fo bePommt man L — a,
X

und diefe giebt, toenn man fie diffevensiict, 2xdy — ydx=o.
fuch fonnen tranfcendente und algebraifche Glcichungen auf
einerfey Differensial: Gleichungen gebracht weeden, fo wie
{olehes bey den Gleichungen

X
FYy—axe=o, und yy — ax == bbhe?
235 fatt
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fratt findet, -Denn dividict man bepde Gleichungen duvd

x
e, wodurdh dieflbeon in
bt X

— —

e (yy-—ax}=o0, ud e *(yy—ax)s= bb
perteendelt werden: fo findet man qud bepden die cingige
Diffevensial - Gleihung

vydx

2ydy — adx — - S D
: a4

§. 289.

Der Srund diefer BVer{dhiedenhels liegt darin, tweil das
Differenzial einer beftandigen Gedfe = o ift.  Wenn daher
¢irte endliche Gleichung auf eine foldbe Form gebracht toitd,
taf darin ivgend eine ﬁemnt\tg" Gedfie allein, und nidt
purch eine perdnterliche Grdfe multiplicivt oder dipidit,
vorfommt: fo findet man durd t‘h Diffevenziation eine Gileis
chung, in relder jene beftandige Grofe gav niche enthalten
ift.  2uf diefe Art fann eine jede beftandige Grofe, dicin
eince endlicben Gleichung befindlich ift, durch die Differens
siation rocggebradt werden. ft 5 B. ‘m- Bleichung x3 +y3
= 3axy gegeben, fo vermandelt fich diefelbe, toenn man fie

¥3 + v3

~ == &, und diffeveniict man

durd) xy dividirt, in
Xy
diefe Bleichung, fo befommt man
2x3ydx P 2xyddy — x4dy — y4dx = o,

worin die beftdndige Srdfe a nidht mehr enthalten ift,

§. 290
enn melrete Lc*fu."re Srdfen, die fid in einet
@leihung finden, aus derfelben tweggefchaft meeden follen,
fo gefdviehet foldhed Durch cine jey oder mehreremal toies
derholfe

3
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Ber‘}dte Differengiation ; und fo exhalt man endlich Diffes
ensial: Gleichungen von einem hoheen Grade, in toelden
jene beftandige Gedfen nidht mehr enthalten find, €8 fey
bie Gleichung yy = maa — nxx gegeben, um Ptaraud
burdy die Differenjiation maa und n wegpufhafien, Die
cefte Fallt durd die erfre Diffevengiation weg, woburd 2ydy
¥ 2nxdx = o wird, Hietaus formive man nun die Glels
duna } Zr‘ii + n = o, di¢, wenn man dx beftandig nimmt,

bon neuem diffevenyiivt, folgende @wbt
xyddy T xd}fi——}fd\d‘y =0
aleich diefe Gleidhung Feine beftandige Grofe enthalt, fo
Btgre:ft- fie doch alle unter der Form yy = maa -- nxx
enthattene Gleichungen unter fich, e8 mag den Dudbftaben
m, a und n ein Weeth Depgelegt merden, wasd fae ciney
man wills

§. 291,

@8 faffen fid aber nidht blof die beftandigen Brofen,
die in cincr endlichen Gleichung vorfommen, durd die Difs
ferenziation roegfchaffen, fondern man Fann diefes aud) mif

det einen verandeclichen Gurdfe thun, wmis dDerjenigen nems
lich, deren Differenyial beftanbig angenommen wILd, Sucht
man nealich aus dee gwifchen x und y. gegedenen Gleicdhung
Don SBcrth vonx, fobafx =¥ aa;fL; wenn Y cine Funfs
tion von y bedeutet: fo. tofed dxe=dY¥, und nimnit men
dx Beftandig, fo. twird bey wicderfholter Diffesensiation
o==dd¥. S bingegen xx taxt b=Y, fo witd bey
drepmaliger Differensiation o = d3Y, und die Gleichung
%3 taxxthbxtc=7Y giebt auf abnlicbe Ust, giermal
diffecensiict) d4Y =o. Db aber gleich in diefen Sleichuns
aen nut eine veranderliche @wﬁa i feym, fheinet, die eben
Radyrdk

ef""k
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dadburdh aufhoren wirde, eine verandetliche Grdfe ju fenn,

toeil in feiner Gleichung nur eine verdndertiche Grdfie feyn
fann: fo muf man gleidbwoh!, weil man dag Diferensial
dx beftandig angenommen fat, und davauf in der Gileichung
Ruckidht genommen werden muf, im Grunde annchmen,
Dok ¢6 in Der Gileichung befindlich fen.  Man Hat fich daher
aud) nicht ju bertoundern, wenn bidtoeilen Differensials
Gleicdbungen vom jroenten oder noch bobeen Graden vors
Fommen, Die nuc eine veranderliche Gtofe ju enthalten

fcbeinen,

§. 292,

Torjualich aber ift ju merfen, daf man durch die Difs
ferenziation Die irrationalen und. tranfeendenten Grdfen ausd
einer Sleichung wegfhaffen fann,  FWsasd die ivrationalen
Srofen betrifit. fo roird, wenn man durd) die befannten Res
ductionen bie Trrationalitdt weagebracbt hat, und nun difs
fevenziirt, die Gleichung don aller Jrrationalitat fren, €8
fann aber died Ofters viel bequemer obne die gedadite Res
duction gefbehen, indem man, toenn nur eineStrational Grofe
da ift, Ddiefelbe durch die Vergleibung der Differenials
Sleichung mit dee endliden Frrational: Formel weafchaffen
Fann.  Wean aber in der endlidhen Gleichung itnen odet
mehreve.icrationale Theife enthalten find, fo darf man nut
die Differengialz Gletchuhg davon von neuem diffevenziirer,
und auf diefe Azt fo viel Differengial - Gleichungen Hoherer
Grade fuhen, aof8 erforverlidy find, um alle frrationalen
Theile wegiufdaffen.  Auf diefe Art Fonnen audy die unbes
fiimmten und gebrocdhenen Grponenten weggebracht werderm
St 3. B. y2 = (aa — xx), fo erhilt man durd die Dif:
fevengiation, ,

myR~Idy = ~— 2an(ag — xx)0~Ixdx,

und

—

Ay, ey
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und bievaus durch die Divifion durch die endlidhe Gleidhung

md}r__ enxdx

y aa —xx
orin fein unbeftimmter Gpponent mehr enthalten iff. Hiers
aus echellet, dag eine von aller Srrationalitat befrepte Dif-
ferenzial- &leichung aus etner endlichen itrationalen und
felbit teanfeendente Grdfien enthaltenden Gleichung entftans
ven fepn £ann.

§. 293
1im aber s jeigen, toie die tranfcendenten Grifen durd
die Differensiation weagefdafft werden, fo weollen wir von
den Yogavithmen anfangen, bep telchen Ddiefed Gefdhafte
Feine GScbtoierigfeit hat, da die Diffevensialien der Yogarith=
men algebraifdhe Seoben find., St nemlich y = xlx, fo ift

Eiite 1x, und daraus findet man durdy die Differensiation
X

— vd d . st '
il e s -f, und o8 ift folglih xdy — ydx =

XX
xdx. Gind jwey Logarithmen da, foift eine joepte Diffe:

; o B B o <
renziation nothig. Gft 3. B. ylx = xly, fo ijt Z? = ly,

und darvaus erhalt man duech die Differensiation
xdylx# ydx — ydxlx dy
— Ny

XX ¥

xxdy —yydx

fo woie fich Hieraus 1x = ergiebts Nun

yxdy — yydx
biffevensiivg man. von-neuem fo, daff man d= beftdndig fepn
lagt, fo rird

dx xxddy ¥ 2xdxdy — 2ydxdy
P yxdy — yydx T

(yydx — xxd+) yxddy ¥ xdy2 —~v.{{?._xr¥ar}",
(yxdy —yydx 2

oot
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oder
dx [yixdxddy—=yyxxdxddytsysxdsdy? —y*sdxdy?
— 2 : syxdy—yydx®
®o ol + y3dx?dy — axyydx?dy — x3dy3

Hievaus abet micd, twean man diefe Sleicdung veducirt,
y3xdxddy — yyxxdxddy T 3yxxdxdy? — 2xXyydxdy2
y4dx3
T 3y3dx2dy — 2xyydx2dy — x3dy3 — ~——— =g,
X
odet
yysx(y —x)dxddy F syxdxdy(xxdy F yydx)
2 fyxxdxdy(dx 7 dy) = x4dy3 | y4dx3,

Die Erponential- Grdfien werdenr aug den Gleidungen
auf eben Die Art toic die Pogarithmen durdh bdie Differens
siation wegaefdafft. Ift 3, D. die Gleihung P =L g&s
geben, too P und Q jedg Funfrion von x und y bedeuten
Fonnen: {o 1ait fich diefe Gleichung in folgende [ogarithmifdhe
®lcichung 1P = Q verwandeln, bderen Diferengial: Gleiz

B %
dung == dQ, oder dP = PdQ ift. Audh hindert dad
nidts, tenn die Cpponential: Grdfen mehr jufammen ges
fegt find; denn wenn ¢ine Differengiation nicht hiriveicot, 10
evreicht man Doch durdh 3toey oder mehreve feinen Endyedt,

o exinf =X St bir

L Sty = s fo multipficite man den Sabled

und Nennetr diefed Bruhs durch ex.  Hierdurd toird
x I 5 I : I-

¥y = s  und alfo e2x = Li_,, und 2x = l&a
g3X— 1 =i y—1I

; - : : dy dy

Hicvoon ift aber das Diffevengial dx 5 — —L- = ——=

yy—i  1—yy

=

- ot Ry
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pX b g=X E

-, fo findet man duvdh die crfte

IL Sty = 1

g S (eX — e~X)dx dv S
Differefiziation dy = E e odet iy
dy ¥ dx E d; b odx
AE D e | =
unb e 3 und folglih 2x M g
dxddy

RNimmt man alfo dx beftandig an, (o witd dx=

d:{-*--—d;;"
oder dx2 = ddyfdy3,

§. 295
9uf eine ahnliche Art twerden auch die tranfeendentent
Gedfien; die vom Kreife abbangen, aus den Gleichungen,
vermittelft Der Diferenyiation, weagefdafit; tie folgenle -
Bepfpiele geigen werden.

; * ad¥

: - A.r.-—it" Diftdy ="

B i el e S e

1L Wenn y == acofl — !ﬂ fc- 1i't = cof. —):- unb

dy —_ x_______d},-‘ fyox il Da aber coft - = L3 ift,
a i XA 3 X a
; {ag— .

foift ﬁn.—i— = ﬁ-—;-fl), und gebraudht man diefen

(ydx — xdy)V (aa — yy)
axx

: =5
Werth, o wicd -f = obet

xxdy=(ydx — xdy)vV(aa —yy)

1L $Wenn y = mfin. x ¥ ncof.x ift, fo ift nach Bet ers
fien Diffeveniiation dy = mdx.cofx = ndx. fin.%
Hietaus findet man, enn Man VOH neuem mﬁ*resza iivt and
dx be;mnmg annimmt,

ddy = = mdx2, ﬁnx—ﬂndx- cofi %
Hip
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und diefe Bleichung, durd) die erfte dividict, giebt
ddy E < =
— = — dx2, oder ddy F ydx2 = o.
A
jo daf alfo hier nicht blof der Sinug und Sofinug, fondern

audh die beftandigen Gedfen m und n verfhwunden find,
v, Wenn y = fin.Ix ift, fo ift A.fny = Ix, und
dy

bicraus erhalt man durch die Differengiation ———L—2

= é\—x MNimmt man Hiervon die Duadrate xxdp2 =
dz2 — yydx2, und differenziict nun mwicder, fo daf man
dx beftandig fepn 135¢, fo witd
:‘.xxd);ddy T 2xdxdyz = — 2ydx2dy
odet
xxddy f xdxdy § ydx2z = o.

V. SBenn y = aenxfin.nx ift, fo witd duvch die Difs
fevengiation

dy = maemXdxfin.nx f naemxdxcofinx
und higraus durd) die Divifion mit der vorhergehenden
Gletchung

dy ndx.cofinx
— = mdx t —— = mdx % ndx.cot.nx.
¥ lin.nx

P dy m oS o
E8 ift alfo A.cot.( hegm g e nx, Differeniict
nydx n :

man: nun diefe Gleichung, fo daj man dx beftindig fepn
lagt, fo wird
ndxd Z — n é){&dir
ndx = A J A , oDer
1 1 n2y2dx2 — omydxdy

X
(m2 T n2)y2dx2 —omydxdy == dyz —iyddy.
ff
i

fie audy gieich Feine tranfeendenten Grdfen enthair, dod
aus

mm o e S Ao

et T o e TR e
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aus ciner endlichen Gleidbung entftelien fann, die tran:
feendente Grofen jedev AYce enthalt,

§. 296.

Da alfo die Differengial : Gleichungen fotoohl ded erften
alg fedes hidhern Grades, meid)e':g,meu mr&nber_lid)e Grofen
x und y enthalten, aus endlichen Gleichungen entfpringen:
fo wicd durch fie ebenfallé ein Wechaltnif jwifchen jemen
ey verandeclichen Grofen audgedrudt. §it nemlich ivgend
eine Diffevensial : Gleichung, worin groen verdnderliche Sroz
fien x und y vorfommen, gegeben, fo wird dadurch ein gez
wiffes Werhaltaif jwifcben x und y ausdgedeuctt, nad rels
dem y eine gewiffe Funftion von x ift. Daber erfennet
man die Natue der Diffevenjial - Gletchung, wenn man
fie y die Junfrion von x angeben fann, welche durdh jene
Gleichung angejeigt wicd, oder weldbe fo befcbaffen ift, daf
fich, toenn man diefelbe allenthalben anftatt y, ihr Differensial
anftatt dy, und ihre hdhern Diffecensialien anfratt ddy, d3y,
d4y feit, eine tbentifde Gleidung evgiebt. Mit der Srfins’
dung diefer Funftion befchaftiget fich die Integral-Rechnung,
| deren @ndzoect ift, aus jeder gegebenenDifferenzial:Gleichung
| die Zunftion von x, welder die andere veranderlidhe Grofe
gleich ift, su finden, oder twelches einerley ift, die endlide
Gleichung su finden, twelche das BVerhalinif jwifhen x und
y. ausdeuckt, :

§. 297.
@3 fep 3 B. die Differensial 2 Bleichung
27dy — adx — ijx t xdx="0

gegeben, weldHe wiv § 288 gefunden Haben, und tvos
Vrch. ein folches Werhaltnif gwifchen x und y quégedructs
Lulers Differens, Kechn, 1. TH, P wird,




psg  Erfter Ieil,  Dteuntes Capitel,

foitd, ald in folgender endlichen Gleichung yy — ax =

X

‘bbe? jum Grunde liegt. Da alfo aus dicfer Gleichung
X X

yy = axtbbe? ift, fo echellet, daf v(ax + bbed)
= y dic Funftion von x ift, der die vevanderliche Grdfey
permbae der Differengial - Gleichung gleidy ift. Denn-meny

X
wan in.diefer Gleidung anftatt yy feinen MWerth ax + bbe?

X

: : - bb:
und anftatt 2 ydy fein Diffevensial adx F e Adx fest, 0

wrhalt man diefe identifde Gleidung:

X

> bbh — _ Bhy=—
adx T E.-}l ﬂ&x—a&x—xdx—-—;e“dx‘f‘x&xﬂo.

Biuf diefe Avt exhellet, Vaf jede Differeniial-Cieichung eben
fo alg einc endliche Bleichung ein beftimmied Verhaltnig
vifchen Den Grdhen x und y angeigt, welches aber nidht ans
ers alg vermittelft der Jntegrals Rechnung evforfebht toers
-Den-Fann,

o~

§. 208,

~fim died deutlicher s madhen, tvollen wie annehmet,
Dafl die Funftion vom x, der y vermdge -der Differensialk
Gleichung gleich ift, befannt fep, wobep -denn die Differens
gial - Gleicbung sum erften oder ju etnem hohern Girade ges
hoven fann.  Ferner fey dy “= pdx, dp'= qdx, dq = rd%
., fo Dafi alfo, ~twenn man dx beftandig amimmer ddy =
gdx2, d3y = rd x3 :.mecbe. . Sept man diefe IWerthe it
Diz Gleicbung, fo verfdwinden daraus el alle ihre Glies
der homogen find; die Differenstalion dx dusch die Divtjiot
znd - cd o entfteht cine Gleibuna, mwelde blof Die entluven
S idfien
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Grofen x, y p, g 1, 20 enthalt.  Da nun p, g, r Gréfen
find, die von der Natur der Junftion vy abhangen, fo ents
balt dieBleihung eigentlich nue die verardeclidben Gidhen
x und y, und fo erhellet wicderum, daf eine jebe Difsrons
3ial: r@iietci}mxg ein beftimmics BVerhlitaif jwifdben den vers
gaderlichen Grdfen x und y ausdencfe.  Wenn man bahee
bep Der Aufldiung einer Aufgabe auf eine DiferengialGleiz
dung soifden x und y Fommt, fo ifi dadurd das Bev!ales
nif soifchen x und y eben fo befiimmt, ald tenn man cine
endliche Gleichung gefunden Latte,

§. 299,

Huf diefe Avt Fann daber jede Diffevengial - Sleibung
auf eine endliche Form gebracht werden, torin blof endlidse
Grogen enthalten, und worans alfe Differen;ialion vder uns
endlidy Eleine Grifen twegaebracht find. Denn da y vine
Sunftion von x ijt, fo werden, wenn man - St o

dy = pdx; dp = qdx; dq = rdx; tc : 3
fett, man mag ein Diffevenzial, was fur eing man will,
beftandig annehmen, die sroepten und Hhobern Differensialien
durch die Poteftaten von dx audgedruct, und darauf durdy
vie Divifion ganglich weggebradht, Ware 3. B, die Gleidung

xyd3y f zxdyddy 'f'-}'}’-dxddy == Xydx3 = o,
otin ‘dx beftandig ift, gegeben: fo wirde fid viefete,
wenn man dy =pdx, dp =qdx, dg='rdx, fofite,
und die gange Sleiddung durdy dx3 dividircte, in

xyr ¥ xxpq f yyq — xy = o,

bermandeln, und diefe endliche Sleichung befiimms dad Bess
baltnif joifden x und v, '

RN 2 § 300,
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§. 300

@8 werden alfo alle Differeniial - Gleichungen, u tad
fie ciner Ordnung fie audh gehdren mbgen, durd Diefe
Gubftitutionen

dy = pdx: dp =‘qdx; ‘dq = rdx; it

auf blofe endliche Grdfen reducirt.  Und wenn die acgebeste
Differensial s Gleichung sur erfien Ordnung gehdet , fo daf
alfo nur die erften Diffevéngialien in ihr befindlicd find, fo
witd durch tie gedachte Reduftion aufer den veranderliden
Srofen x und 'y nod die Grdfep eingefibrt.  Sehdrt hins
gegen die Differenzial: Sleichung jum jtoepten Grade, oder
enthalt fie jroente Diffevengiatien, fo Fommt auferdem nodh
die. Guidfie g, und gehbrt ‘fie jum dritten Grade, fo Fornmt
‘nocb die Gedfier daju uf. f.  Da -alfo ‘auf diefe Are die
Diffevenzialien ganifich aus dem Salcul wegfallen, fo hat
‘man aud) nidht roeitie ndthig, ‘ein Differenzial als beftandig
gu betvachten, "und e8 bedacrf daner, “obaleidy dic aus den
gevten Diffecensialien entfpringenden Grdfen, q, 1, s, 1
Da find, feiner Angeige, weldyed Diffcvengial beftandig ans
genomment worben fey, Denn €& ift gleich, ob man bep deb
‘Entioictelung ein beftandiges Differensial annimmt oder nidt

§. 7o1.

Benn alfo- cine Differeniiai- Gleidhung vom jwenten
ober-einem nody hdhern Grade gegeben wird, von der anaes
setat ift, Dag dabey fein crfted befidndiges Diffevengial jum
Grunde Tiege: fo fann man auf diefe it foatetdd erforfden,
ob tie el Deimimntes Berhaltind jroifden x uad y enthalte
oder nidht? Dein da Tein befrdndiges Differenyial angenoms
wmen toordert i, fo fteht o8 bep ting, weldhed wiv alg beftans
dig brrcadbten wollen, und o8 Fommit daher blof darauf am
Rak wir unterjuchen, ob die'@leichung and, wenn man verz

fdjiedene
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fcbiedene Differensialien beftandig fepn I1aFt, eben daffelbe

Berhaltnif swifden x und y enthalte. it dies nicht, foift

foldes ein untrigliches Kennzeidhen , dag die Gleidbung Fein
beftimmtes Berhaltnif ausdrucft, und daber audy Hep des
Auftdfung det Aufgaben nicht fratt haben Fann.  Der fiders
fte und leichtefte Weg dicfes ju_ecforfcben ift aber der, auf

telcbem nach dem Obigen bep, den Differensial Formeln

der hdhern Ordnungen untesfudt wiEd, ob dicfeiben eine
gewviffe Bedeutung haben oder nidht,.

§. 302,

Kt alfo eine Differenzial - Sleichung dev jwepten odee
einer hoheen Ordnung, gegeben, roobey Fein beftandiges
Differenzial angenommen worden, fo nchme man dx bes
ftandbig an. ann permandele man. die Gleicbung auf die
Uet, wie bey den Differensial Formeln geseigt rorden ift, in
eine folcpe, die Fein beftandiaes. Differengial vorausfest, und

; % dydds
fcbreive gu tem Cnde ddy -.-_-__-_}':?l =

— fiie ddy, uad d3y—

'3ddxdd}? , 3dyddx2 ddeX

dx e 2 d% fie dsy.  Gft dies

gefdhehen, fo untecjuche man,. ob die gefundene Gleichung
mit der gegebenen ybereinfiimme oder nicht.  Sm esften
Salle drucft die gegebene Gleichung ein beftimmtes Berhalts
nif jifchen x und y aug, im andern aber nidt, ‘toie folched
bereits ausfubelich berofefen worden ift.

§. 303,
€ fey, um dies deutlich yu maen, folgende Gleidhung
Beaeben, :
 Pddx + Qddy + Rdx2 } Sdxdy + Tdyz = o,
und goac unter dev Dedingung, dafi davin fein Differensial
' R 3 ‘Deftdng
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beftdntig fen.  Sest man dx befiandig, fo vermandelt fid
dicfilbe in

Qddy + Rdx2 T Sdxdy '} Tdy2 = o,
tind vermandelt man nunmehe dicfe gefundene Gleichung auf
vie vochin befibriebene AUrt wieder in eine foldhe, wobey
fein peftandiges Differensial ftatt findet, fo wicd

- gj-é:;-fni-i ‘f' Q1dy Rdx=2 'f‘ b(xaﬂy ‘f‘ Td}f*- =0,
Da nun diefe Gleidung von der gegebenen bled inAnfebung
Des erfien Gliedes unterfchicden ift, fo muf man mef;nn, ol

Qdy

P=— — ift. St dieg, fo druckt die gegebene Bicichung

ein ba:ftmnmeé Berhaltnif swifhen x und y aud, welded
die Sntegral Nechnung finden lehrt, was audh fitr eiri ¢/ ed
Diffeveniial ald beftandig angenomnien witd; ift aber nidh

Qdy e ; T
Pos 5 rar fo ift Die gegebene Gleichung unmdglich,

§. 304
Mofern-alfo die Gleichung
Pddx + Qddy § Rdx2 + Sdxdy + Tdy? == e
st unmdglich ift, fo ift nothroendiger Weife Pdx + Qdy
e= o0, Died fann auf eine jwicfabe et acfbehon. Denn
Qdy
dx
Pdx T Qdy =03 ober ¢8 ift die Gleicbung Pdx + Qdy = o
felbis dte Diffevengial: Gleichung des crfion Grades, durd
beven Difjecengiation die gegebene entfranden ift.  Jm les
ten ﬁ-*li‘ flimmt die Sletchung Pdx ¢ Qdy = o mit det
gegthenen tberein, und druckt chen daffetibe Bechaltnifi sivis
IL‘@?“ x uab y aus, wobep man denn diefes Verhilinth ohne
Hulfe

© 8 iyt entroeder witllih P = — , oder bie Gleichung
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Hitfe det Fategral-Redhnung finden Fann, Da nemlich Pd=
§ Qdy = o ift; fo findet man, tvenn man differeniict,
Pddx + Qddy} dPdx +dQdy =0,
gnd gieht man dicfe Gleidhung. von dev gegebenen.ab, fo
bletht
Rdx2 + Sdxdy + Tdy2 = dPdx | dQdy

oy == Pdx ., ,
itbria, el aberdy = — ——5 ift, fo Laffen fich die Diffes

genztalien ganglich roegfehaifen, und daduech erhalt man eing
endliche Gleichung, welche das Verhaltnif gwifden x und y
ausdruckts,

@

§. 308§:

Sun teollen foir annchmen, daf man bep der Auflds
fung cines Problems, roobey, Tein Diffevensial beftandig ana
genommen tworden, auf diefe Sleidung gefommen fep 2

x3ddx T xxyddy — yydx2 f xxdy2 ¢} aadxz =0,
e man alfo weif, daf diefe Sieidhung Feinen IVidesfprucy
enthalte, fo it
x3dx f xxydy — o, obet xdx Fydy=ov
Hieroon iff nun das Differensial
%x3ddx + xxyddy *+ 3xxdx2 | 2xydxdy t xxdy? =0,
and die Diffeveny sroifchen diefer und der gegebenen Gfeta
Hung it
aadx? — yydx2 — 3xxdx2 s 2xydrdy =0,
oder
aadx — yydx — 3xxdx —2xydy = Ov
®a abet xdx T ydy=o ift, fo wird 2xydy=—2xxd%,
and folglich '
aadx — yydx — zxxdx = 0y obet yy T 3x.= az
Dicfe Gleichung druct das wabhre Berhalnif grifden x und
y aug, indem fie midev porhin gefundenen Differenzialz
RN a - @leichung
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@leidung xdx F ydy = o fibereinftimmt. Hate fich diche
ilcbereinﬁimmung nicht geseigt, fo hatte man die Gleichung
fur*unmsglich halten miffen; da fie aber hice frate fand, fo
Daben wic die endliche Gleichung xx + yy = aa ohne die
Jntegrals Rechnung finden Ednnen.

§. < 306. :
Unt aud ein Benfpiel einer unmdglichen Bleichung an
gufiibren, fo fey folaende
yyddx —xxddy fydx2 — xdy2 ¢ adxdy=o
gegeben, und daben fein Differen;ial beftandig. Hier follte
fun yydx—xxdy = o, und alfo, wenn man diffevengiirt)
yyddx —xxddy + 2ydxdy ¥ 2xdxdy = o
feyns woraué, wenn man diefe OGleichung der gegebenen
gleich fent,
ydx2 — xdy2 + adxdy = 2ydxdy — 2xdxdy

. rd x
ﬂli’ﬁt. Da aber &y:y} >

= ifty fo erhait man durd Wege

{daffung der Differensiation
A 2y3 2
y -—-E—;-f-?yxz: —x—};— '—-—}-;—{}-rfnbcf
Shiee i haaxp = axyy 2Xxy,
Ob nun diefe Gleichung mit der Differenzial - Bleidhung
yydx — xxdy = @ libercinfrimme, (&t fich leicht finden.
€s wird nemlich, wenn man Differeniitt,
3xxdx—3y}'dy{-axd}ri‘aydx=2yydqu,xydyﬂzxxdy—;,'xfdx
odet
dy __ 3xxt ay—o2yy } 4xy
gy éy}'-—ax T 4xy— 2xx’

5 3 dy Yy . ¢
und da aus jener Gleidung =~ — 27
chung P ift, fo mufite

3x4
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3x4 f 4x3y T axxy = 3y4 T 4xy3 — axyy
oder
. 3r%i4xy3I—ax3y—3x4
= o
feon.  Yus der juerft gefundenen endlichen Sleichung
abet ift
axy =2 y3 { 2xyy — 2%xy — x3,
und 3ieht -man diefe Gleichung von jener ab, o witd,
O=2y3 — xyy T x¥xy — 2x3

Diefe Gleichung laft fich in folgende roen aufldfen:

o=y—x; und 2yy T yxT2xx=0;
tovon die erfte, y = x, jwar mit Dem Diffeveniale dy =

d ; g
L}{—x beftehen Pann, aber dagegen der endlichen Gleichung

axy- = 3y I fxyy—xxy—3x3

widerfpricht, wofern nicht entioeder a = o, oder hepde vers
dndertiche Grdfien x und y beftandig dngenommen twerden.
Sn diefem Falle geftbieht, twegen dx =0, und dy=o0
allen Differenial: Gleidhungen ein Seniige, und Ddie geges
bene Gleichung Eann daher nidt Beftehen.

8o 267,

Nun twollen wir aud die Differenial- @Ieic{)uttgen, die
drep terdnderlidhe Gudfien, x, y und z enthalten, betrachten,
weldhe entroeder jum erfien oder jum grvepten, odet ju einem
Bbhern ®rade gebdren weeden, Um die Natuyr Devfelben ju
untevfuchen, muf man merfen, daff durch die endlichen

- Bleichungen, die drep veranderlide Srodfen enthalten, dad

Berhaltnif ausgedruckt wicd, twelded eine jede von diefery
Gudfien ju den bepden ibrigen hat, und ¢8 wird alfo daz
durch beftimmt, was z fue eine Funftion von x und y ift.
©o wie daher cine folche endliche Sleicdhung aufgeldfet wicd,
egn man findet; was fie eine Funfrion von x und y fir 2

R s . gefetit
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gefent werden mug, wenn der Gleidhung ein Genlige aefches
ben foll: fo beftimmt audh cine Differengial - Gleichung von
drep. verdnderlichen Brdfen, was fire eine Junftion die cine
davon pon den tbrigen {ft, und eine folde Sleicdhung ift alss
denn aufgeldfer, wenn die Junfeion der bepden verdnderlis
chent Gudfen x und y angegeben worden tft, die anftatt dew
dritten z gefest, ver Gleichung ein Gennige thut, oder fic ju
einer ibentifchen Gleichung madt, €8 roird alfo die Diffes
rengialz Gleichung aufgetdfet, wenn entweder die Funttion
pon x uid y, welde den IBerth von 2z ausdruct, befitmmt,
obet eine endliche Gleichung angegeben wicd, die ehenfalld
ben IWerth von z qushruds

§. 308

Go wie aber jede Differensialz Gleichung jwenet vers
anderlicdhen Gudfen immer ein beftimmted Berhaltnif iz
fepen dicfen veranderlichen Grofien ausdriictt, fo Pann fichs bep
den Diffeveniial - Gleidbungen dreyer veranderlichen Grifen
gany anders verhalten.  Denn 8 giebt darunter Gleichuns
gen, denen auf feine IWeife cin Geniige geleiftet merden
Yann, wa$ man aud). fie eine Funfeion von x und y fic z
fept. - @0 fieht man leidt, daf man fiie die Gledung
zdy == y dx feine cingige Funftion von x und y angeben
fann, die fur = gefent, zdy == ydx gebe, denn e fallen beh
einer: die Differenyialien dx und dy roeg. Auf eine ahns
fiche et eviyellet, Daf ed Feine Funftion von x und = giebt,
dte, fury gefent, dev Gleichung ein Gentige leifte.. Denn
rad man auch fite eine FunPtion von x und z nefmen
maq, fo ift dodhy in ifrem Diffevensiale dz- pnthalten,
und Da biefes in der Bleichuna nidht vorfomme, fo -Fann
fic auch nichs o werden, €8 13kt i daber feine endlidye

Bleiz

fi

22

o I L T ]

.
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@lcichung soifchen x, y und z angeben, meldhe mit der Dife
fecenstal: Gleidung zdy = ydx tibereinftimme,

$. 309

Mart muf daher die Differensials Gleidbungen drenes
peranderlicher Grbfien in imagindve und veelle eintheifen,
Fmaginde ift eine Gleichung alédenn, toenn ihe feine end:
lihe Gleibung cin Gentige thut, fo tie folches bey der ebent
betrachteten Gleichung zdy = ydx fratt fand. Hingegen
ift eine Gleichung reell, wemn fich eine ifjr gleichbedeutende
éndliche Bfeichung angeben 1a5t, und diefed findet ftatt, twenn ,
| dic cine perdnderliche Brdfie ivgend einer Funftion dev beys . IR
| den andern gleich ift.  Won diefer Urt ift die Gleichung

2dy 4 ydz = xdz } zds T xdy T yd=x

- benn fie ftimmt mit diefer endlichen Sleichung
yz == %z T X¥
| Diberein, und e8 ift daher

Xy

7 = ——,

y—x
BDicfe Eintheifung der gegenmwirtigen Gleichungen in imagis
nice und veelle ift toohl ju merfen, vorziglich in dev Fnies
geal: Recbnungs denn ¢8 woficde thdricht fepn, eine Diffes
eensiat: Gleitbung integriven, dasg heift, eine ihr Sendge
[ciftende endliche Gleicdbung fuchen su wollen, twenn es ders

gleichen gar nidht gredt.

§. 310
Suudrderft affo fallt in die Augen, dafi alle Differens
siat: Bleichungen dreper veranderlicher Gydfien, torin nue
bie Differengialien joeper uon‘bie'{en Girofen sorfommen, .
imaginge ynd widerfpredhend find.  Denw angenommen,
baf-in ciner Gleichung, welhe die vevdnderlihe Sudfe 5
enthate,
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enthalt, blofi bie Differenzialien dx und dy befindflich fepen,
fo ift offenbar, daf es Feine Junftion von x und y geben
fonne, welde furz gefest. eme iventifdhe Sleihung hervors
bringe, benn die Differcigialien dx und dy roecdin auf
feine mt wegaefhaffe. -p' disfen Fallen giebt e alfo gar
Feine endliche, fener DifferengiasBleichung Genttae leiftende,
Gleichung, 8 mijte fich bum eift foldhes Berhaltnif jwois
fcben x und y angeben laffent, weldhes mit jeder Bedeutung
pon z beftehen onnte, wie in ber Gleichung
zdy — zdx = ydy — xdx,

welder die Gleidung y = x ein Gentige thut. G4 ift abet
leit ju erforidhen, tn welden Fallen diefed fratt finde,
SRan darf nur dag BVeehaltnif wifden x und y, rocin z=o0
ift, auffuchen, und dann prifen, ob diefes BVerhaltnif fie
einen jeden Werth von: z eij Senitge leifte,

N

@& ift indef eine Gleichung von drep verdndetlichen
Grdfien nicht blof dann imaginde, wenn fie nur jwep Diffes
tenjialien enthait, fondern fie-Fann foldbes audy fepn, menn
gleich alle drep Differengialien in ihr vorfommen. Um diefe
Salle gu entwicfeln, wollen iy annehmen, daf P und Q
blo Funftionen von x und y fepen, und daf man die Gleis
dung habe, ;

dz = Pdx 3 Qdy.
Benn diefe Gleidbung nicht tmaginar ift, fo ift 2 irgend eine
Sunftion von x und y, und ifi das Differengial derfelben
dz = pdxtqdy, fowitd P=p, und Q== q. FRun has
ben wit aber oben gegeigt, daf pdx + qdy Pein Differen
glal etner Fuaftion von x und y fepn Pann, wofern nicht
?I /= (g ) 1t g, wie it oben angenommen haben, (%)

Dasg

[ - -
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il
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| basDifferensial von p, tenn biof y als veranderlich Hetvach: i
 tet wicd, durd) dy dividirt, bedeutet, und (d—q) auf eine

X

abnliche et verftanden rweeben muf. ©8 fann daber die
Oleidhung dz = Pdxt Qdy nigt anders recll fepn, alg

wenn s ) (

§. 315,
Auf eine ahnliche Avt verhalt es fich mit der Gleichung
! dZ = Pdx f Qdy,
| venn Z irgend ‘efne Junfrion von z, P und Q aber Funt:
tionen von x und y bebeuteri, die z nidt enthalten. Coll
nemlich Z einer Funftion von x und y gleich feyn, fo muf

( ) (dQ) fepn, Nady diefem Kennjeichen- a6t fich

aho bep feber gegebenen in diefet oligemeinen Govm enthals
teren @iﬁerenﬁiai:@leid*:u:g beurtfeifen, ob fie reell odep
| imaginde it uf diefe At (afit fich 5 B. jeigen, Daf diefe
Oleidhung zdz = ydx + xdy veell ift. ’ﬁmn ba P=1y

und Q = x ift, fo wird (—) == ( ) = 1, Daz

gegen ift Diefe @)Ietdmng azdz =yydx ¥ xxdy imaginar; g

venn Hier wicd (El_y> =2y, und (&_E) = ox, welde
Werthe einander ungleich find,

o

y 313
tm aber dicfes Kenngeichen in feinem gangen Umfange
| untevfucheny fo fepen P, Q und R belicbige Gunftionem
o von
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pon x, y wnd z; too denn alle Differengial Gleidungen dreper
verandeilicoer Gudfen, wenn fie jum exfien Grade gehoren,
unter me{sr Form begriffen toerden:
Pdx iQdy ¢ Rde =6;

So oft nun bdiefe Gleidung rveell i, fo ift z immer gleidh
einer Funftion von x und y, und fein Differenyial Hat folgs
lich dicfe Form: dz=pdx +qdy. TWenn daler in der
gegebenen Gleichung jene Funfrion von x and y fur z, und
pdx f qdy fir dz gefent wird, fo muff ncthwendig die
identifhe Gleichung o = o entftehen. Und da nun aus det
F; — g]fj ift, fo muf

nothoendig, tenn in 2, Q und R jencr Werth fur z gefest

gegebenen Oleidung dz == —

P Q
it p= — 1, und g = — 5 weeden.

§. - 314.
WWeil aber dz = pdx + ady ifty fo ift nach bem bors
{ d q '
Hin Bemwiefencn l\d?/ = ( Y Da nun  durd it

Gubititution ded Ierthed von z m xund y, p=

P 2 = :
sy und g = — R oied, fo findet man hierdurd

( ) R&u‘{?d“\) (o ( Rdw{-ﬂdﬂ
dy ( RRdy ity D " RRdx )

und multiplicivt man durd) RR, fo echalt man diefe Gleis

chung

GeRE caR el

Die Nenner dy und dx zeigen qud bhier an, daf nian bey
der Diffevenziation dec Rabler blof die Erdie «ald peians
detlich Detraditen foll , beven Diffevenzial wn Deur Jiennet

fteht,

|
|
|
|
|
|
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frebt, Diefe Diffcrensiatien aber dP, dQ, dR, laffen {ih
nipt eher erfennen, als bis man in den Geofien P, Q und R
den gefidrigen Wertd fur z fubjiituive hat.  Da nun devfelbe
unbefannt ift, fo muf man folgenden eg cinfchlagen,

§. 315 |
Da P, Q und R Funfrionen von x, 'y und z find, fo
fee man |
wdx f Bdy T ydz

aP =
dQ = 7Jddx { ¢dy § {dz
dR-= »dx T 8dy + idz

und faffe «, 8, v, 3, 5 2. Die FunEtionen bedeuten, dic bep
| ber Differengiation entfrehen. Nun nebme man an, daf
anftatt z allenthalben fein Wevth, durdy x undy ausgedructs,
gefest twerde, und fubftituire pdx + qdy fiie dz, HUiks
denn toird : :
| dP == (e top)dx + (B yq)dy

dQ = (3t ¢pldx + (s ¥ {g)dy
! dR = (T +p)dx T (3 F +q)dy.
Hus diefen IWerthen flieht nun

(%):9-{--::;; (}E = f:p

(3*5) =R174q; (—3%) =T ¢pe

§. 316

Da alfo gue Realitat dev SGleichung erfordert wird,
Daf

drR 74P rdR dQ
fey, fo toird, wean man die gefundenen Weethe fubftituire,

.‘ P 14q) — R(BTvq) = Q2 1p) = R F<p)
e : ‘ FNun
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A , P Q
Nun haben twic vorhin p = — =1 und q = — = gefunz

den, und da die Differengialien nicbt mehr in Redynung
fommen, fo tonnen diefe IWevthe gebrauddt werden, wem
aud) gleich fitr z fein duvch x und y auggedructter Werth
nicht gefest wied. €8 ift daher
Pff——E?—-— R T Qy = Qn ——-!LQ‘-—RE-{-PQ
R R
odet
o=PQE—9tQr—12) F R(E—D).

§Beil aber die Gedfen B8, 2, v, n, C, &, durch die Differens
siation gefunden werden, fo wird, wenn man die obige Bes
seichnungsart gebraudt:

o= P H———)‘i' (-——-—)T dj-ﬂ

MWenn diefe Tigenfchaft nicdht in einer @lmbung anautceﬁen
ift, fo ift diefelbe nicht veell, fondern imaginar,

§. . 317,

b wir aleich diefe Negel aus der Betrachtung der vers
dnderlichen Brdfe z hergeleitet haben, fo ift gleidhmobl, da
alle Grcofien anf gleiche YUrt vorfommen, offenbar, dak man
bep der Betvadhtung einer von den Ubrigen Grdfien eben
venfelben Ausdrud gefunden haben mirde.  ft alfo irgend
eine Differeniial: Gieichung ded crften Gradesd von drep vers
andeclichen Srdfen gegeden, fo [akt fich bievnad leidht beurs
theilen, o0 fie veell oder tmaginde ift.  Man darf nemlid
Dicfelbe nut mit der allgemeinen Form,

Pdx'+ Qdy % Rdz =0
bergleichen, und den Werth dicfer Formel fudben

dQ dP  dQ
(G5 hE- 2 =25 T @)

Stt




=

Bon den Differengial: Sleichungen, 273

Kft diefer MWerth = o, fo ift die Gleichung veell; ifk e¢ aber
| nidt = o, fo ift folcbed ein ficheres Seidhen, daf die Gleiz
dung imaginar und widerfprechend ift,

§ 318 |
Die geacbetre Gleichung fann_auch jedesmal durd die
Divifion auf diefe Form gebracht werden:
Pdx ¥ Qd_y wotz =0,

und da die vorhevgehende Gleichung in diefe Hbergeht, rwenn
R =1 ift, fo (afit fih dad gefundene Kennjeichen einfacher e
auf folgende Act ausdrudfen: : :.‘ |

d Qx\ rdP rdP dQ :
el=F—n(—) 4 (:{;) e

Go oft nemlich diefer Ausdrud in/der That = o ift, fo oft
ift die Gleihung veell; wean aber das Gegentheil fich evs
| eignet, imagiiidr.  Das lebte ift aus den bigher gefihrten
Beweifen gewif.  Was das erfte betrifft, fo liefe fich nodh
fragen, of eine Gleihung allejeit veell fey, wend dag geges
bene Kenngeidhen ftate findet,  Da diefes an dem gegentwars
tigen Ovte nicht voliftandig bewiefen twerden Fanin, fondern
ber Betoeid Davon in die Futegral: Recdhnung gehdrt: fo
begniigen toiv ung Bicr, e8 blof ju behaupten; o8 ift abei
audy daber Fein Rachtheil ju beforgen, toenn ettwa jer
mand fo lange an der Wabrheit diefer BVehauptung jloeis
feln toill, : 4

~

§. 310

@3 evhellet aber qus diefem Kennjeiden suoorderft, daf,
wenn 10 einer Glewbung Pdx + Qdy + Rdz = o, P eine
| Sunftion sonx, Q eine Funfrion vony, und R eine Funfz
{ . ot G a2 :
| Kulers Differens, Bechn, 1,TH, & fion
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(i

tion von z allein ift, dic Gleichung allegeic veell feyn toird,

Denn ¢8 wiid alédann
1P d P d0
(=i @y =i (D
L*L}r.f \. 7 7

B = (=

|
If

l]

SBenn aber, wie vorbin, P blof von'x, und Q blof ton
y, R hingegen von x, yund z ivgend cine Funlbiion ift: fo

witd die Gleidung veell fepn, wern

~

iR

Pf&-—-n— _Q(E”r\) obcr( ) ( P:Q

» N .
it Sivg B.odie Bladung

2dx 3dy . x2y3dz
= ] = P e S -
3 x2v3
gegeben, fo wied, weil fiet P =—; Q=" ud R=~——
i o 70
” ~dR 2xy3 IXXYY .;
und hrevaud { — J= ———, und (--_ } ft,
ax 70

w ‘Q\ 6 Xy 3 ;
IQi = “ 1) =g und ¢3 ift alfo die gegebene

veeil,

§ “3a1,

Wenny P-und Q Runftionercvon x und y, R Hingegen

4 w
bloB vonyz eine Funftion ift, fo iff, toesen (* ) — 03
= o

{1'-':.‘\’

dz /
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{Q\. rd R = T’)
. - oy — y 1t
( 31‘ {“d.&) = o und ((lj 0, i e Wleic i}_‘liﬂg
l h -_'1"-\_ i ¢
tecll, tocan < o ({;’) tit,  €ben diefe Bedingung
'} &

aber wird exforbert, toenn Pdx -+ Qdy ein befiimmtes Difs
feremsial, oder aqug der Diffevengiation ivgend einer endliche
unftion vonx und y s entftanden fepn fo {l. .E:‘;ie;'r_;.af uft Das
hinaus, was wir o‘s y §. 312, Deveitd angémerft haben, nems:
lih, daf Die Gleidung dZ = Pdx+ Qdy, tenn € blof
von z, P und Q abet von x und y Funfiionen find, nidt

B 30y
£y s d I-ll-‘: <+ (™
veell feyn Bann, tofern nidht ("*) = ( =) ift. - Beyde
dj dx
Zalle ftimmen aber vollig mit ci:-;a:wi‘-:r uberein, benn an:z

ftatt Rdz fann-man, wnR cine Snfrion pon z alicin ift,
dZ fegen, wenn Z eine Funition von z it.

§.g300;

S

Um diefed S?eﬁnp,ei:ben ourd ein Bepfpiel ju erlautern,
fo fep die Gileichung gegeben:
(655" 2—5y25)dx +(5x yr—axzd dy T (4x"y" —6xy2") dzemo.
Bergleidht man- Ddiefelbe mit der allgemeinen Form, fo
wird

P

[l

dP
6xy2z — 5yz3; (E—> = 12Xyz — 523}

( )— SR SO

dQ
Q = 5x2yz — 4x23; (-d-:) = IOXyZ — 4z3;

G‘?) = 5x3y = 12x23,
© 23 R =
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dR
Ru — 4x2y; s 63}-.32; (K) N— 8"{}'; P 6}"3:;

(dR y Bx2 6xz2
—_—) = fx2y =— 6Hxz2,
dz ;
$at man diefe Werthe gefunden, fo toird dic Bleichung,
toelche dad Kennjeichen enthalt, folgende:

& (6xytz—5y2z®)(—3xxy=6xz2) T (5%’ yz—4x23)(2xyyEgyzz)

T (4x2y2 —6xyz2)(2xyz—z3 ) =0,

Entwicdfelt man diefen Yusdeuck, fo Heben fich alle Gliedie
einander auf, und ¢8 wird o=o, tvelhes anjeigt, daf die
Bleidung veell ift

5 §. 323
Wenit aber der Ausdruck, der auf diefe et uﬁb
-fﬁ‘énn etchen hergeleitet worden ift, nicht verfchivindet, f
vient dies gur J-tgmgc, Daf die geaebene Gleichung tmagis
nav ift. Da man aber auf Vicfe Avt ausd dem Fenngeidhen
eine endliche Gleidyung findet, fo seiat diefelde, fwern ffe mit
dver *M"frtengial Bleidurg tbercinfiimmt, jugleid dad Nets
haitnif an, weldes dic veranterlichen Gedfen ju eirfandet
Paben. Und auf diefe Art werden die Falle, deren wir oben
§.310. Eeoahnung gethan haben, entwidcls. E8 foy die
Sleicdhung
Z—x)dx +(y—2)dy = o

gegeben. Hier witd P =7 — x; Q==y-2z; und R=0,

dP &10)
fecner ( ) = g Lnb( e Seener wird die

Gleidbung, welde bdag S“remtge:r;}en enthalt, P( )

+dP
Qlg7/r etz — x =7z — 3, woher denn = x wicd.

Da
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Da fhs alfo bier trifft, daf die Gleicdung y = x gugleid
der Differeniial - Sicichung etn Senuge leiftet, fo Fann man
fagen, baf die gegebene Gleidung eigen'tiid) nidts anders
bedeute, al8 dafp y = x fen.

§lo 324t
St alfo eine Differenyialz Gletchung, bte breg petdne
decliche ®rdfen enthalt,

Pdx 4+ Qdy + Rdz = o

gegeben, fo find deep Falle gu betrachten, ju Denen diefe
@leichung fubet:

: dQ  dr dR ‘
[ e ).

Der erfte findet fratt, toenn dicfer: Husdrud in der That
== o wird, wo denn dic gegebene Gleichung veell ift. Wenn
aber diefe Gleihung nicht identifdh i, fo muf man unters
fudben, ob fic der gegebenen Gleidhung ein. Gentiae thut,
%t dies, fo Hat man eine endliche Giieidhung, und viefes ift
e pocote Fall. Dee deitte endlich finbet fratt, toenn die
endliche Gleicbung nicht mit Der gegebenen Differensials
®leichung befteljen Eann,und dann ift die gegebene Gleichung
imaginac, denn e [aft fich Eeine endliche Gleidhung finden,
- die ihr ein @entige leiftete,.

§. 325
Der erfte und dritte Zall find von felbft deutlich, Was:
den gwenten betrifft, fo vecdient ev, ob ev gleich fehr felten
- vorfommt, dennoch fovgtaltig gemerft ju werden, Und da.
| it fdon oben cin Veyfpicl davon in ciner Gleidung, die
| awep verdnderliche Grdfen enthalt, gegeben Haben, fo wols
' : S 2 fen
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L# : (Ex Tt ol oy < v Bwa H
feomiv nioh cine Gleicbung anfuliren; in roclder drep Difz
s I3 o
fescagialien vorfomnren, nemlich
. A w e 1 —
(z—ysdx T xdy T (y — 2dz = o,

“31'"" ‘I]. al

L‘LQ\ »d R
P=z—1y9: (= mo.‘h—-u\lzl*
Yo \37/ > Ndy/ -

I 10D

{/u [ 8 SLERN
i —---jr‘:o“ SO (W o )
Q : Iti;./ . 1‘~:"..r/ 8
‘,rd P 80 &
R =y —1z -—-)::::c-; (= | = I

€3 ift alfo die OGleichung , teldhe vad Kenngeiden
enthalt,

]

und da diefed cine {dentifche Gleichung ift, fo folact, daf die
Differensial: Bletdung nichts anders bedeuset, ald- Dof

§. 3:6:

T,

Da it behauptet Hhaben, daf alfe Differenzial: Gleis
¢humgen bes ecften-@rades, die drey weranberud;c Grdfe
enthalten, auf die Jorm :

Pdx 4 Qdy ¥+ Rdz =0

gebradst toerden Ponnen: fo chn bier ein Stweifel in Anfes
bung dever Gleichungen entfehen, i weldhen Dieerfien Difs
ferens
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ferensialien g"o-*t) oder mehrere Dimenfionen ausmaden,
derafeichen 3. D B, folgende ift:

Pdx2 'i'Qd}?l'i*?{dzﬁ:"‘dedy‘["“dedzf‘Vd}'&m
9illein von dicfen Gleichungen Ht 3u meefen, daf fic auf
feine Weife veell fepn fonnen,  wofern fie nicht Diviforen
von der ecften Form Haben, vie Daber einfache Gleibungen
geben toceden.  Denn da-aus dicfer Gleichung dz =

hw\»’dyi(&xt[T:—FRH‘zd}gdy{TV LRIV Ay VI=0R))
R

foicd: fo ift leicht ein uﬂben, daf =z Peiner Junftion von x
und y, ober dz einem folcben Husbrude, pdx t qdy gleid
peeeden Fann, twefern ﬂu:}t bie trrationale ©sdfe rational
witd, Died wird gefdehen, twenn

(T2 — PR;(V2 —QR) = (TV } RS2

~ ober =

PVV#2STV+QTT

PQ — '
ift. Tenn alfo nicht diefe endliche Bleihunag felbit der ges
gebenen Gleidhung ein Geniige thut, fo ift diefe imaginar,

§.0 327

Sun follten noch in diefem Capitel die Di iffereniiaiz
Gleichungen det Hdhern Drdnungen, bdie drep veranbdevs
lihe Grofen enthalten, betrachtet, und Ddie Falle feftges
fest werden, o biefelben peell oder imaginav find,  Alz
lein Da die Rennieichen gar survermicfelt weeben onrden,
fo laffen toir fic bier auf der Seite, jumial, Da fie aud
ben bisher benugten Duellen aleichfalls flicken, IWenn
fibrigens in der Jntegrals Rechnung. diefe Kennjeichen 102
tblg mexben, fo wigd ¢8 da aucd leicht fepn, fie u finden.
G 4 A
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Aus eben denmr GBrunde betrachten wir aud die Sleichuns
gen nicht, die mehr veranderliche Grofen enthalten, indem
Derglcidben faft nie vorPommen, und wenn fie oovfamen, l
nach dem Bisherigen leicht unterfucht werden Fdnnten,
MWiv endigen alfo Hier Ddie Unleitung jue Differenyiak
MRecbnung , und rwolien nunmelr den  aufierordentlihen |
Jugen jeigen, ben Viefe Rechnung, theils in dev Unalys |
fi$ felbft, theils in der hihern Geometric gewdhit, |

Ynmers
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