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Anmerfungen und Jufdse

Ut

ecfien Theile
Der
polltindigen Unleitung

e

- Differenzial-NRNednung

von

feonfard Euler. :

@6 ift in mehe afd einer Mickficht wichtig, das BVerhalts
nif der Differenzial - Nechnung ju den ubrigen Fheilen der
Mathematif genau 3u Fennen, und die Veftimmung deffels
ben foll daler audd bden erfien Gegenftand Der gegentvartis
gen Anmerfungen und Sufage ausmaden.

Die Mathematif betracdhtet die Grdfie entweder eingeln
in Conftructionen; und fithrt bann den Namen der Llementars
Mathematif; oder im Allgemeinen, wobey fie die Eigens
fbaften dev Grdfen, vermittelft Confiructionen, ousé deuts
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284 Anmerfungen und Jufabe jum erften Theile o,

lichen Feg ;nm, bas heilt aud foldben, weldye die Grdfe
nad Jabt und Einheit davfiellen, entwidfelt. Da ihr Haupts
gefcbaft in ‘.w:t' intecfuchung ded Ve

au etnender befrehbt, und bas Verhalt ;
Dey gleichen Einbeiten nach den [ahlen, und bey gleidben
Sablen nady den Einbeiten fich vichtet: fo gerfallt daber die
gllgene mc Wiathemati? in ey Theile, in die gemeine
und bdbere Nlathematit, - Sene betrachtet das Berhaltz
nif derjenigen Srofien, obep die Einbeiten, und dicfe das
WBerhaltnif vever, twobep die Sablen gleich gedacht rwerden.
Was far Theile die Elementar: und die gemeine Mathemas
tif unter fich begreifen, braude iy Hier nicht aus einandes
gu fepen, indem die Differensial: Rechnung sue Hdhern Maz
thematif gefiort; 1asd diefe betrifft, fo verhalt s fich das

mit auf folgende Art.  Supdrderft enthalten die Srofien,

toelche man auf die' Weife untevfudpt, daf man dabeyy bloh
auf ihre Cinheiten Ricfidt nimmt, alfe beftimmee Grdfen
ibrer Gattung unter fich; und da man dergleidhen Grdfen
vepanderliche @rofen ju nennen pflegt, fo Hat die Hdhere
Mathomatif die peeanderiiden Grdfen jum Gegenfrande.
Sum anbern ann man bey der Unterfudhung dev verdnders
lichen Grofien entiwveder aud don Grdfen das Berkd!tnif ihs
,rer @infyeiten, oder aug dem BVechaltnife diefer Ginpeiten
pic Brofen enticelng und daben feenee jene Ginbeiten ent?
wedee von endlicher Srofe fich gedentern, oder fleiner annehs

men, als .1‘ endliche Gydfie, die gegeben tverden Eanm,
Yuf diefe YUrt entftehen jwep ;auprr,,e. ¢ dev Iwi&wn Mathes

matif, Die szi’ﬁl.i:antnzl:}s,a nung und die Iutegral-Rechs
pungy und jeder derfelben jerfalit von newem in jroen ans
Deve, er erjie nemlih in die Lehre von den Differensen

und die Differenzialz Rechnung im engern und gewdhnliz

q.

&en Devfande; der ondere aber in die Lebre von den
Sums




Anmectuangen und Jufabe gum erflen Theile 1c, 285

Summen uftd in die Intearsl-Vechnumng, in bes Bebeutung,
in poelcher diefed Wort gewdhnlich qwmmm wicd, - Um
hier nue ein Paar Worte jur Beflatigung Dicfer Befrim:
mung der Haupttheile der Mathematif ju fagen, o if dabey
febr feicht zu ecfloren, toie ein und Derfelbe Gegenttand
theild in Der Glementar:, theild in Der gemeinen, theils in
Der t‘ci}c"nwm hematif vorfommen Fonne; toic diefed 3 B.
felbft bepm Cicfel der Fall ift.  Auch ift fie im @"uri}-e foes
¢t weu noch unbefannt, fondernw wenn man in fon meiften
Abhandiungen Uher Len Begriff der ﬁﬁ?aaf;fmatm "*b ifive
Sheile andeve und oft weniger genoue Cintheilungen bder
Mathematif finbet, fo vahrt folches dafer, reil diefeiben
in einer anbeen %ibficht, und fir andere Perfonen gefchricben
wutden, a8 ich gegenwartig vov Augen Habe,

Diefes voransdgefest, fo béfhaftiget fich dag Werl desd
unfterblichen Lulce, welches ich den Yiebhabern der Hihein
Mathematif in einer Deutfden Ueherfesung u licfern anges
fangen, mit der Differenzial Rechnung im weitliuftigen
LBerftande, und bem erften Sheile der Sntegral:-Rechnung,
ober ber fehre von den Summen; tind dev erfte Theil deffelz
ben enthalt m!otlbws Die Lehre von Den Differengen und
den Summen, fo wie aud die Differensial - Fednung im
engern Vevftande felbft, indem die Anwendungen diefer
Sheorien den Gegenftand des joenten Theild ansmadhen.
PRetrachtet man dafer die Sntearals Rechnung eben diefed
grofen SMathematifers, ald ju dem gedachten Werfe gehds
tia: fo fiadet man in Depden Scbriften die HDaupitheile dew
hihern Mathematif gang in der Didnung; in weldher fie
fich vorhin darboten, und e8 fpricht daler auch diefer Uma
ftand fhv die vorfrefende Cntwicfelung,  Aber die Yvt, wie
fich Zuler @ber Die ﬁ.,iﬁmasen wud die Differenjintien ez

flart




286 AUnmerfungen und Jufafe sum erfien Theile s,

flact Hat, bereifet, Daf ich bep meiner Claffification von einer
anbern Borftellung audgegangen bing und fo e

mic eine Duelle u mebrern Unimerfungen,

boffe, Daf fie wenigftens

¢ ds o N T T NS
foerden, elche dad Sulerifche S8:

Differeniial : Rechnung jum GScunde legen tollen, wenn fie
gleich fue Kenner Peine Wichtigleit Haben Lonnen.  Tn dep

Mittheilung derfelben will ich die 11'5*!::1!1.; betolaen, daf
ich jedegmal eitie tabellarifde Darht

jenigen Capitel, twovauf fie fich bfaie‘)-.“:, w vanjdice.
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Snbalt
Des erfien und jwepten Capitelsd

Ded
erften Theild der Eulerifchen voliffandigen
Anicitung ur Differenzial-Rechnung.

TR AT

Snbalt des evfien Capitels.
Bon den i}iff?g:eu;cn,

: %or'“ fig von Der Qyuaa.b“ qing Ded MWerthed einet jez
den Junftion, wenn man die véranderliche Grofen ders
fetben m‘*lm annimmt, §. 1. und von derjenigen, roels
e an dem gegenmartigen Orte jum Grunde ge[egt
werden foll, wmsbetondere, §. 2. 3.

2, Ynfanasarimde der Lefjre von den Diffevenzen und den
Gummen, §. 4 2.36.

a; Bon den Differengen; §. 42 22
w, Grflacung, Acten und Vejeichnung det Differengen,

_;" -i - ?
6. Anmerfungen m:e dic Natur der Differenzen, und
pavauf gegrindete Methoden, viefelben qusius

druchen, 5. 8: 11
v, €tz
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1L % e

y. Grfindung der Differengen, §. 11222,
aa. Bon dev Criindung der Diffetenzen dberhaupt,
§. Il
bb. Bon der Ecfindung der Differengen foldher Funt:
tionen, toeldhe entiogder Aggregate oder Produlte
find, §. 12.
ce. Bon der Criindung der Differenzen der ganyen
uno menlnz Sunftionen, §. 13 ¢ 15,
dd. Bon der Erfindung der Differenzen der gebrode:
neit und icvationalen Funktionen, §. 12 - 20

(&

t

ee, BVon der @uﬁv?"wrr der Differengen der tranfoens
denten Funftionen, §. 21,
ff. Von Dden a{{omnemm Sormen Der Differengen
einer jeden Ordnung, 4. 22,
b. BVon den Summen, §. 23 - 36,

o

IS A - - Tanilns ‘.u'l R Trere
¢ 2ie Die vevdanbderten MWetrthe der Kuntiionen vermits

P

telft der Differenzen audgedruct merden fdnnen. §.02
1 i L R )

8. Loa den Ediwierighed t¥ehre von den Sums
men, und den daher fle die gegenwartige Untets
fudbung entftefienden Grenyen, §. 24,
v. Erflatung und Begetdhnung der Sutimen, §. 25,26
o. Tonber Eufindung dev Sumaten gn S gegebenen Diffes
6 2 16.
aa. @aupf%ag«c t-e.,_:,z:-, aus der Lelire von dén Diffevens
jen abgeleitet, §. 26, 29,

bb. Bon ver Sefindung der Summen ganger vatios
naler Funfrionen, §. 28 - 31.

ce. Lon der Eofindung Mer Summen, wenn Sie ges
gebene Diferen; aus einfachen Saftoven beftebt,
bie eine arithmenifebe Progrefion bilden, §. 22,33

ad. Bon ver Crfindung der Summen gebrochenet
Diffevensen, §.34 2 34

Sifalt

(3
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Snbalt Des svepten Capitels.

Bon vem Gebrauche der Differengen in der fefire
von den NRethen,

1. Bon den verfchiedenen Acten der Reihen, §.37. 38, von
dbem allgenteinien und dem fummirenden Glicde der
Reihen, § 39, und von den Anjeigern, §. 40.

2. Bon der Erfindung desd allgenieinen Gliedes der Neiben,
§. 41 7 52.

a. Bon der @rfindung desd al!gen*cmcn Gliedes der Reihen
vet erften Ordnung, §. 41.

b. Bon der Eefindung ded allgemeinen Gliedes dec Reibhen
der joepten Ocdnung, §. 42. \

e. Bon der Erfindung des aligemeinen Gliedes der Reifen
der dritten Ordnung, §.43.

d. Bon der Erfindung des allgemeinen Gliedes der Reibhen
einer jeden Ordnung, §. 44. 45.

e. Weitere BDetvadytungen uber die unterfuchten NReiben,
und deven allgemeine Glieder, §. 46 - 52.

w. Sede b:cfw Reihen ift eine mlebcrfcbrenbe Reibe,
§. 46. 47.
#. Yug dem allgemeinen Glicde derfelben (4Gt fich die
Ordnung beftimmen, 3u welder fic gehdet, §.48:
v. Aud laffen fich Parausd die Reihen der Differengen
~ finden, §. 49 - 5L
o, Wenn das allgemeine Glied einer Reifhe befannt ift,
fo Fann man die Reibe nidht nur vicfrodets foctfesen,
fondern audy diefelbe interpoliven, §.52.
3. Bon det @tfmbung D¢s l'ummtrenben Sliedes der E}Iﬂf
bhen, §. 53
Eulers ZDsﬁe:tens. Rechn, 1. TH, < 2. Was
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2. IMWas dag fummivende Glied einer Rethe fen, fo rofe
auch die Erflarung der fummirenden NReibe, §. 53.
b. BVon der Fefindung ded fummivenden Glieded der Neis
hen, vermitictit Der fummirenden Reihen, §. 54 57,
e, Methode das fummitende Glied der Rehe unmittels
bav aus dem allgemeinen Gliede verfelben ju finden,
§. 58 - 68.
«. Defcbretbung diefer Methode, §. 58 2 Go.
g. Gebraudy derfelben, §. 61 = 71,
aa. Bey den Reifen, deren allgemeined Gliecd unter
der Form xm begriffen, oder eine gange rationale
Kunftion von x ift, § 61 - 63.
bb. Bey bden Neiben, deren allgemeines Glied el
Produlft aus einfadhen FJaltoven ift, §.65 67
cc. Tep den Nethen, deren allgemeines Slied cine
gebrochene Funftion ift, §. 68. 69.
. Summirende Glicder einiger vor andern merfioly
digen Reihen, §. 70, 7L

Animet
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“Anmerfungen und Sufise
jum

erfien und ywepten @'apitel.

%mn man den heil der Differensial s Recbnung, welder
ficb mit den Differenzen befdaftiget, aus dem &, 284. feitges
festen Gefidtépuntte betcadbtet, oder annunmt, daf in dDer
fehre von den Differensen Das Berhaltnif det Ginbeiten fol=
ther Grdben erforicht werde, auf deven Jahlen man bep
Diefer Wergleicdung nicht 3u fehen Sraudt, mweil diefelben
bey den verghchencn Grdfen gleid) arof vorcusgefet e
Den: fo gebiihrt der erfte Plag darin der Wniweifung, die ges

badbten Ginheiten deutlich aussudructen, roeil ohne dies die

Unterfucbung ihres Berhaltniffed unmoglidh ift.  Angenom:
men alfo, daf y und z jep ‘gleidartige Srdfen bebeuten,
decen RVevpaltnif blof von ihren Cinbeiten abhangt: fo
andert fich quodederft das Berhaltnif von y und 2 nidt,
toenn man my fir y, und mz fur z fegt, m mag Gbrigens
vorfrellen, twas e8 will, ¢ine gange oder gebrochene, eine
abfolute odet pofitive ober negative, eine rationale ober ivs
tationale, eine mogliche oder imagindre Sahl, und s find
bafer y und z verandeclicbe Grdfien in dem Berftande, in
welchem Luler in der Cinleitung in die AUnalpfis des Uns
enbhd;en *).diefe Benennung nimme,  Diefed voraudgefest,

2 2 ift

*) Sin evfien Sheile 1 evfien G.’anifel; fo wie anch in gwepten
Lheile tm erfien Cavitel, gleish im Anfange.




292 Anmerfungen und Jufabe jum erfien Theile :c,

ift leicht einjufehen, daf man tie Einheiten von y und 2
felbft, nicht anders ald unbeftimmt aedenfen und ausdbrucken
£ann, ob fidh gleich tabey der doppelte Fall annehmen (ajt,
Daf Ddiefe Ginfeiten ju ifren Grdfen entreder irgend cin
endliches Verhaltnih haben oder nicht.  Senes findet in der

Yehre von den Differenzen und Summen, diefed in der Dife

fevengial- und Sntegral : Rechnung ftart.  Nun fev Ay die
Ginbeit von y, telde u y irgend ein enbdlicdhes abes
unbefanntes Vechalmif hat, und eben fo Az die Cinheit
von z; fo ift offenbar, daf fid das Verhaitnif Ay : Az,
toerin die Yrt, wie y und z von einander abhangen, nidt
aegeben ift, blof andeuten, aber nidht entroicfeln 1akt, und
- dabey muf 8 -alfo eudh bey ihnen fein Bewenden Laben.
Wnders ‘ift der Fall, wenn y ivgend eine Funftion von s
titd.  Denn fegt ‘man 3. By ==az, und Gehalt dabey
Ay und Az in der angenommenen Bedeutung: fo muf,
wenn bepde Grdfen 7 und z qus ‘einer aleich grofin
Anzabl von Ginheiten beftehen follen, nothivendig A y =
a Az, und alfo
Ay DN2(=alz A2 =1a:1

foerden.  Untecfbeidet man daher verdnderlidye Grofien
und Sunfrionen veranderlicher Grdfen auf die Nrt, daf

man unter jenen blof diejenigen veranderlichen GSrdfien ver
ftebt, weldye einjig und allein alé Sumfnen ibrer Einbeiten

gedacht terden und untee Funfrionen veranderlicher Grods

fien alle diejenigen veranderlichen Sedfen begreift, mwelde
qus jenen und aus beftandigen Grdfen auf irgend eine Art
jufammengefesst find: fo ift flar,

1. daf man das Berhalinif der Ginbeiten jrweper verdns
derlicher Grdfen blofk begeichnen, aber nidt entivickeln

und deutlich ausdyucken fann; fondern daf diefes
2, Ry

|
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2, nur dann mdglich wird, wenn die gegebenen Grofen
Sunftienen von andern veranderlichen Grdfen find.
Bag aber dic Art und Wkife betrifft, das gedachre Vers
halmif in dicfem sweyren Salle 3u finden:  fo berubet dies
felbe auf folgendem Icichten Gage: Da die verdndeelichen
Grofien, man mag diefe Denennung im engern oder im

weitldufrigern Verftande nehmen, in Anfebung der Nienge

ibrer inbeiten nicht von cingnder verfchieden gedacht
werden dtivfers, und folglich die Nienge der Linbeiten
ciner Sunfrion diefelbe feyn mug, als die Nenge der Eins
Beiten derjenigen Grdge, wovon fie eine Sunfrion ift: o
nmufi, Oa z ¥ Az von z um die Einbeit Az unterfchieden
ift, anch jede Suntrion von z + Az, weldhe man qus cinee
SunFtion vonz erbdlt, wenn man davin allenthalben z 1 Az
fiie z fent, von Oit Sunkrion von z um cine ibrer Linbeis
ten untexichicden feyn,  Werwandelt man daber cine geges
bene SunPrion von z auf die gedachte Are in eine Suntrion
von z ¥ Az, und 3iebt von dicfer, nachdem man die dazn
wdthigen, in der Sunktion felbft angeseigten, Operationern
porgenommen bat, die gegebene Sunkrion ab: fo finder
man in oem Refte die Einbeit der gegebenen Sunkrion,
und swar duech Az, z und beftandige Grofen, und alfo
deutlich ausgeorude, €8 fey, 3. D, Die gegebene Funftion

oy z2
225

fo it die nach der geaebenen Vorfchrift daraus abgeleitete:
(zt Az)2 = 22 ¢ 2202 ¥ Nz2
und folglich
22 + 220z + Az2 — 22 = 220z F Q22

die gefuchte Cinheit der Funftion von z2 in'einem deutlichen
Nusdrucke. Auf ahnliche Avt findet man fic die Einbeit der
Funttion 23 den Yusdrud: . :
23 - 3372z
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3220z ¢ 32022 + A\23
und fue die Cinheit Der allgemornen Funfrion zn den Yua:
druck:

. n(n—1) n(n—1)n—2)
nzt~I\z f — z0=2/\z> + z0~3\z3
1 I -

" A e

N
&

%

tvo, da der Binomifche Pebrfag  S. Jufdne ym erfren Theile
meiner Ucberfegung der Sulevifben Einleitung in die Analys
fis des Whrendlichen) Fiir jeden Wertlh von f erivicfen worden
ift, njede Fahl, von was fir emer Aet fie fepn mag, bes
Deuten fann.

Wad idh bisher Cinbeiten verdnderlicher Grdfen ges
nennt Habe, Dbelegt Luler mit dem RNamen, Differens. und
ftatt Dee RNedendart: die Einheit ciner verdnderlichen Grbie,
oder einer Funftion von einer verdnderlidien Grdfe deutlidy
ausdrucfen, gebraudht er diefe: dic Diffcrens einer verdna
verlichen Grofie, oder einer Sunktion von cincr veranders
lichen Grofie finden, Beode Yusdenicfe find qut, wie, bey
einiger Ueberlegung, jeder von felbft fieht, und ich werde
midh) threr daber in der Folge ebenfalld bedienen.  Bis jetit
Dabe i e8 nidht gethan, fo wie ich miv diefelbe Krenheit,
o ed mir niglich fobeinen rod, audy nodh ferner vorbes
Dalte, um die Hauptfage der Lehre von den Differenzen und
Summen unmittelbar aug dem Vegriffe diefer Theile dee
Differengial und Jntegral: Redynung, und, tie ich Hoffe
jugleidh auf eine leichtere Urt abyuleiten,

Da ferner die verdndeclichen Grofien daduych vees
andeclidhe ®rdfien find, weil fie aus gleich grofen Nians
gen von Linbeiten beftehen, und dic Gleichheit der Wiens
gen ibree Linbeiten Eeine Yeranderung leiden Eann, wenn

RN
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mian jede diefer Grofen um eine ibree Linbeiren vers
mebee: fo ift es auch bey dev Linterfuchung Oér verandera
lichen Grdfen als folchee (0 b, unter der Dedingung, daf
alies von ihhen su Dehauptende auf die gleiche trienge
iheer Einbeiren in ihnen, unod sugleich darauf allein; ges
geandet werde) gleichoiel, ob man diefe veranderlichen
Gedfen felbft nimme, edew jede derfelben um ! eing
Rinheir vermebre.  SSind daber 3wey veranderliche Grds
! Gen, fiz mSgen nbrigens befchaffen feyn, wie fic wollen,
cinandee gleich: fo muf man aud) wieder eine Bleichung
befonsnen, wenn man {iate jeder Dek veranderlichen #:02
fien im engern Verftande, woraus fie etwa sufammenges
fest find, cben diefe Grofen, wm cinne ibver Einbeirern
werinehet, fent. it Daber
. yz"’-’-zixiwt\'i!(.
S fo ift audh
yﬁ-&y:izi&zixt&x-t\v"_‘ﬂw:v“'.'..ﬁv"_‘.;c.
gnd daber, wenn man bietoon die vorhergehende Gleichung
abyicht, \ v
ﬁl\}r:i&zi&xf—ﬂwﬂ&vizc.
und ift
}’ — ZX
fo ift auch
7 Oy = @t ADETAx) = 5% B TATL W TAC S JFALTARS
und
Ay = szt 20x T H2Lx
umd auf &hnliche Act in ahnlichen Fallen.
Da dicf:s die Hauptidge gur Cefindung der erfren Differens
3en geaebener Funfiionen find, aus welcdhen die ubrigen im
9erfe befindltchen abgeleitet twerden: fo Fann idy mid 10
et Aot und Weife wenden, die jroepten und folgenden Difs
ferengen geaebenes Funftionen gu finden, ober Deutlich aus?
e sudructen,
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gudbrucken, babe aber dabep nicht ndthia, weitiauftia zu
fepn.  Denn ift die Sinheit oder erfte Differens emner geqes
besen Sunflion wieder eine Funftion; fo gilt das BVorhers
gehende, in fofern fie eine Funftion tit, noticlid qudy von
ibr; und behanbdelt manyie darnad : fo fiudet man auf eben
Oie Are Die jroente Differeny aus der eriten, ald man die
erfte aus der aegcbenen Funftion befam. Sft ferner die
awente Diffeveny ebenfalls eine Funfron: fo &kt fich auch
von thr behaupten, mwas fo eben von der erften im abnitden
Jalle gefagt worden ift; und alfo audy aus der jrenten
Diffeveny auf eben die Hut die dritte finden, als dic stwente
aus Der ecften, oder die erfte aus der gegedenen Funftion
felbft, abgeleitet werden Pann,  Auf dhntiche Art Pann man

immer fort fcbliefien, und jur wirflichen Unmwentung bdes

Gefagten darf man nurvor Hugen bebalten, was man bey
einiger eberlequng bald findet, daf die @Einbeifen der pers
andetlidhen Grdfen im engern Berftande feine verdnderliche
Grofen fepn fonnen, fondern nothoendig beftandig fepn
mifien,

Auf diefe Act ift vieles von dem, wad Euler in den orz
ften 104§. des evfren Gapitels fagt, sur Erfindung der Difs
fevensen, entbebrlich; aber diefes berimmt ihbm dichts von
feiner Wichtigleit, fondern e mfirde otelmehr die vorfies
hende Gntwicfelung der Gulerifcben fehr weit nachfteben,
wenn man daben die Methode, die Differenzen ausiudrufs
Pen, telche §. 10, enthalten if, auf der Geite laffen mifte,
inbem diefelbe bey dem Gebrauche der Differenen duferft
nothoendig und widbtia ift. llein der Weg daju ift nicht
verfperet, fondern et bietet fich nur etroas fpdter dary und

ob dics radtheilig fep oder nidht, witd fich bald beurtheis
fen laffen,

Juvor

-F
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Suvor muf ich folgendem @intusfe begegren. ,,TWenn
det Grund feftfieht, auf weldem der Eap &.293. fid fugt, fo
muf man auch folgenves behaupten Eormen, Wenn y irgend
eine Funftion von z, Ly die Differens von y, und Az die
Differens von z bedeutet: fo muf, nachdem man y um nl\y,
und z in dem y aleichen Ausdruce alienthalben um nlz
permehrt, die nbthigen Operationen vorgenommery und die
geaebene Gleichung von det gefundenen abgegogen hat, nly
dem in ber andern Halfte der refulticenden Gleicbung fich
ergebenden Ausdructe gleid fevn, n mag eine Sabl bedeus

ten, was fur eine e8 will,  Sft dies, fo muf man aud fie

a die um eing verminderte ahi n—1 fepen fonnen, und
thut man foiches, fo muf, wenn sulent bev filr (n—1Ay
gefundene Tecth von dem fur nAy gefundenen abgejogen
witd, der Werth) von Ay eben fo hecauifommen, ald ihn

der &. 293, frehende Sar gicht. G2 fen aber 3. D, y = 22,

fo befommi man
nAy = 2nzlz ¢ n2Az2, und :
(n—1)Ay = 2nzliz—2:la tn2le2 — 20l | Da?
' und folglidh :
nl\y — (n—1)Ay = Ay = 220z T 2022 — AN P

. und nad der €. 203, gegedenen Regel findet man

_ ﬁ&y:qz/ﬁz{-&_zz;
wic [aft fich diefer Widerfpruch febeade Fd Babe Die vers
andeclichen Grdfen eingetheilt in verdnderiiche Gudfien in
engeret Bedeutung, und in Gunftionen; und ju jenen die
gevechnet, welde man fich niht anders ald Summen ibree
@infeiten, aedenfen fann,  Wenn dabher pon verandeclichen
®rdfen in engerer Bedeutung dieRede ift: fo hat man allees
dings ein Necbt anjunehmen,, bafp die Ginbeiten von jeder
derfelben einander gleich find, und daf fich die Ginfeiten
stoener foldper veranderlidhen @rbdfen ju cinandee eben fo ald
g : dicfe
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biefe Grdfien felbfk verhakten, E3 feyen 3By y und z jtoey
vevanberliche Gedfien in engerer Dedeutung; o hat foivohi
Ay als Az die Brife, die demielben einmal, obgleich unz
beftimmter Weife, bepgeleat ift, beftandig: und renn ye=
az tft: fo verhdlt fich Ay:Aze=myiz—aziz=2:1,
Yltein, wenn die gegebenen veranderlichen Gtdfen Junftiosz
nien find, fo verhalt es fidh meifeens (denn einige find alleys
ving# qudgenommen, wie 3. B, wenn y = az ift) auf eine
andere Aot Wollte man nemlich auch die Einbeiten odep
Beftandtheile dev Funfeionen einander gicich annehmen, fo
toiirde man dadurd die gange Unterfuchung der verdnderliz
then Grofen, als folcher, unmiglich macben, weil man Ddas
burch in der That die gegebenen verdnderlichen Gicdfen in
beftandige vermandelte  Denn o fep y = x2: fo ift noth:
toendiger Weife Ay e=2xAx+ Axz. Nun fen ytAy=Y,
und x FAx=X: o ift audh ¥ = X2 und Y+ Ay=
(X + Ax 25 foiglich Ay =2Xdx + Ax2, @ollie daz’
her 2Xdx + Ax2 =mo2xAx ¥ Ax2 feon, fo toiicde aud
X = x fepn muffen, und e8 fdante demnedd x nidt den
2Werth von X in fich febliefen, teldyes doch fepn muf, wenn
x eine veranderliche Srdfie bleiben foll, Mup man alfo ans
nehmen, daf die Funftionen verdndetficher Srdfen nidt
tmmer, oDer dielmehir in den wenidften Fallen, Summen
gfeiber, fondern ungleiher Deftandtheile find: fo muf man
audy, wern vecfdicdene, nnmittelbar oder mittelbar auf eins
anbdee folgende, Befrandtheile devfelben aligemein quggedeudt
werden follen, die Jetchen Dagu fo cinvichten, daf daducdh
dupleih die Stelle diefer Beftandifheile angedeutet werde.
Dasu ift nun die Gulerifdhe Begeichnungsart fehr bequem,
und fie wird dabee, fo wenig alg wic fie bigher gebraudht
haben, fo bald man auf den geaenwartigen Punft gefom:
mien ift, nothwendig, @3 fep alfo y irgend eincr Zunftion

pore
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pon z-gleich, und y terde y tnliy, toenn z inz¥nlz
pecwandelt wird.  Feener ey

y+ Ay =y v 134y =y
vy 128y =3% v 140y =37
20
#nd Ay =y — y; Ayt =y —yt; Oyt =y =35
3.3 fo roird man nie vetfudt roerden, fo su fcblicfien, alg e8
in dem angefithreen Ginutfe am Ende gefdhehen ift, fondern
piclmehs auf folgenbe et S

y =23

fo ift, wenn man den bey y in der Gtelle der Epponenten
fichenden deutichen Dudftaben eben die Ledeutwng giebt,
weldhe vorhin dic dabep fichenden vomifchen Biefern Hatter,

vyt nQAy =yt = snzAz T n2lz2
vyt in-—l?&y:y“"i =snzf\z—az Azt Azr~dnAz*+ Az*
~und alfo '
yr — yi-I = Z‘_\,yﬂ-l = a2z b en—1)N2%]
and twem Fonnte 8 dabey einfallen, Ay = nzlNz T N2
mit Ay ju verwedhfeln ?

ngenommien alfo, Daf die Tehre von den Differenyen
aang methodifdy vorgetragen werden foll: fo fcbeint e am
figlichften in folgender Ovdnung gefcbehen gu tonnen,

1. Den Anfang muf der Beariff von diefer Tehre mas
den, fo dafi Dabey der Gegenftand derfelben, und vie AUbs

ficht, in mweldper ex Davin untecfudt witd, deutlich uad enle
wickelt angegeden toerde.

2, ievauf muf die Art und Weife folgen, die Ginbeis
ten, ober SHeftandtheile, oder Diffevenzen der verdnderli
. den
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cben Srdfien derhaupt, in fo fern man untee jenen endliz
che Grdfen verfieht, deutlich augjudructen; Dann mug

3. Die Jatur det gedacdbten Beftandtheile oder Diffes
rengen genaquer entwicelt, und damit die Defbreibung der
ubrigen auf diefe Entivicfelung fich griindenden Methoden,
bie Differenen darsuftellen, becbunder werden,

4. 3ft diefes gefchehen, fo ift der Weg sur Unterfubung
bes Verhaltniffed der Diffcrensen gegebener peranderlicher
Gedfen gebahnt, und Dadurd) aud der Ort diefer Unters
fuchuirg beftimmt,

5. Den Befdluf Fann endlich die Lehre pon vem Gez
braughe der Differenzen machen, toofern man nicht licber die
Unleitung daju bis nady der £ehre von den Summen vers
fraven will,

Da e8 Hier nidht meine ALfhE i, die @ehre von den
Differengen pollftandig abjubandeln, fondern blo§ cing und
bas andere ju beriifiren, was mir nicht undienlidy febeint,
Antfdnger in der Hihern Wathemati?, gur eigenen leberles
gung, anguiziten, (weldys Gefanntlich buvch Borzeichnung
und Vergleihung mehrerer su Ginem Riele fihrenden WBege
am, beften gefdhehyen Lanny und jugleich, fie- fo viel als mdg:
lich vor den SchmwierigPeiten gu. vevivahren, die fo mande
ben. Der Grlernung der hohern Mathematif finden: fo habe
iy nidpt ndihig, das big iest aug Zulern nidt beriihute
ebenfall® aug den oben mitgetheilten Hauptidgen absuleiten,
w1 dadurdy ectedbhnten Unfangern das Bergniigen ju ents
k¢ 5er, was fie durch die eigene Herleitung deffelben fich vers
i tffen. Bdnnen.  RNoch weniger-fann. i mich entfchliefen,
Qg fdon die Betradbtungen anguftellen, melde eigentlich

% erft

- ——r—_—
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erft in der fehre von den Differensialien gebraucht werden,
S fene alfo blof nodh einige leidpte Unmerfungen uber die
gehre von den Summen her.

Suodedert flicht dec Gab, &.27, da
y = &}’ 5 f;\)’n t Ay T &}’zr + AYV o
ift, fehr feicht ausd der in dicfen Unmecfungen von Dben pers
Gnderfichen Grdfen gegebenen Vorfrellung, wobey Ay ein
allgemeiner Auédruck fie die Ginfeiten von y ijt, und alle
porhergehende Einheiten von y blexemgen roerden, welde
der L. durch Ay &}n & Ay 16 audgevuct hat.

Sum andern eraeben fich nicht roeniger leicht die Regeln,
twelche ben der Abanderung der . 28. §. 28, jum Brunde ges
legten Sormeln befolgt worden find, aus dem Sape, dal
~ bey den vecanderfichen Grdfen im engern Verftande dasd
Perhalmif ihrer Einbeiten dem BVerhaltnif dor Grdfen
felbft aleich fen; und wenn dabei Anfangern, toie bisieilen
su gefdbeben pfleaty die Urt ju febliegen, meldye tn dem anges
flihreen §, herefcht, nicht einlendtend ift, fo Liegt die Sdhrows
vigfet in nidyts als in gewiffen dunfeln BVorfrellungen.




Snbalt

Des

Driffen und vierten Capitels.

S S N A T

Ceabalt Des britten Capitels,

Bon bem . Unendlichen und dem unendlidh Kleinen,

ui1tcr allen Unterfucdbungen, twelche Euler in dem qeaens
whrtigen MWeefe angeftelit Bat, ift feine, die Anféngern
meht Schmierigfeiten machen fdnnte, ald die in dicfem Ddrite
ters Gapitel, und bielleicht find diefelben nicht immer blof febeins
bar. @8 wird daber audd ndthig fepn, daben lGnger al
bep den nibrigen 3u vevmweilen, . Euler handelt darin von dem
Unendlidben und dem unendlich Kieinen auf folgende Aet.
1. Suvdrdert fudbt ev die Behauptung feftzuftellen, und
wider Die dageren gemachten ECintoitefe ju fichern:
Daf eine jede Grofie ind Unendiiche vermelrt werden
fonne, §.72:82.  Sn diefem Abfdiutte findet
man
a. die evwvdbhnte Behauvtung feldft, §, 72. 73.
« aud dem Degriffe der Grdten abgeleitet, §.72.
A. an einelnen Acten ber Grdfe crldutert, und das
durch beftatiget, §. 73.
b. cine Anjeiqe der Schmieriafeiten, worin man fidh
bep diefer Behauptuna vermicelt hat, nebff dev Wege
vaumung decfelben, §. 74 81,

c. Daf

o
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¢ daff man roenigitens in der theovetifdien Mathematif
unendlide Sablen in bem BVerftande, in weldem vas
9Bot unendich vom Berfaffer genodimen wicd, nidyt
leugnen Ednue, §. 82. Hievauf folgt

2, eine genaueve Entroick-fung der Begriffe des Unendliden
und ded unendlich Kletnen, §. 83+ 96. :

.iz:

a. Gntroickelung ded Begriffd ded unendlich Kleinewy §.
83480,

s, 2808 man unter eier unendlidhy PFleinen Grdfe 3u
perftehen habe, §.83. und warum man diefe Grds
fen nicht fo bejeicbnet, al8 ¢8 darnady gefdhedhen ju
miffen fdeint, §. 84. 85. |

8. Daf man die unendhich Fleinen GSrdfien jwat roohl
in Hanfebung ihres avithmetifdhen, aber nicht in An-
fehuna thres geometrifchen BVerhdltniffes ju cinandee
vermwedfeln diicfe, 5. 86 87.

s y. Wie ¢& fich mit Den Potefidten der unendlich flelnen
: Grogen verhalte, ober von den Ordnungen unter den
unendlich Fleinen Gidfen, § §8 89.

. b. Cntioidelung ded Degriffs des Unendlichen, odet uns
enblich Srofen, § 9o - 96. _
f. #. Daf man dag Unendliche durch die Divifion endlis
| e Grdfien durchs unendlich Kleine cehalte, §. 90,91,
| g. Hicrauf gegeandete Crflarung des Unendlichen, § 92,
y. Betfchicdenheit der unendlich grofien Grdfen, und
daf 1ede derfelben noch weiter vermehrt werden fann,
§. 93. _
2, Bepfpiele unendlicher Srdfen aus der gemeinen Mas
thematif, §. 94. '
A % Bon den Ordnungen oder GSraden des Unendbliden,
§ 95, 96, |

‘ 3. Den
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3. Den Befebluf madien noch einige anbermeitiqe Betradys
tuagen uver das Unendliche und das unendlide Klieine,

§. 975 111,
a, IBas dad Produft qus einem unendlich grofen, und
einmem unenbhd; fletnen Faftor firr cine Grdfe fen?

§. 97.
b. 2Bie man nad) dem Clefete der Stetialfeit von den end:

lichen Grdfien ju den unendlidy grofien und unendlich
fletnen Grofen dbergehen muf, §. o8 - 101,

¢. Grlduterung dev Lelire vom lnendlichén aqus den obne
Ende fortlaufenden MNeifien, und daben geleqentlich
einiged iiber die negativen Sablen, uad 4ber die Sums
men dev gedachten Reibhen, §. 102 2 111.

Snbhalt Des vierten Capitels,

Bon ber Natue der Differensialion einer feden
Droning,

1, Gcflarung und Begeichnungeart fotoob! des Differengiald
uberhaupt, ald deg evften, proepten, dritten Diffevens
3ial8 2. ingbefondere, §. 112 - 110.

a. Wiederholung eines Hieher gehorigen Sapes aug dev
- Zehre von den Differenzen, §. 112,
b, Erflarung und Veseichnung der Diffevengialien, §.
I13. 119,
«. RNadh Leibnigens Aet, §, 113,
8. Nad Newtonsd Yrt, §. 114.
v. Bergleidbung bepder MNeten, §. 115, 116.
d. Bon der tm gegenmartigen Werke gebrauchten Lo

scidnung der Diffevenjialien, §. 117, 119,
2. Bon

-

e —
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2, Bon der Natur der Diffevenialien einer jeden Ordnung,

§. 120 : 128, i is

a. Bon der Natur der Diffevensinlien der erften Ord:
nung, §. 120 2 123.

b. Bon der Natur der Differengialien der jrwepten Otds
nung, §. 124

s, Von Der RNatur der Differengialien der jtoepten und
ver folgenden Ordnungen, diefelben an fidy betrachiet,
§. 1242 127, _ i

#. BVon der Natur der Differengialien dDer jtoepten und
folgenden Ordnungen, in Bergleihung mit denen der
erften Otdnung betradptet, §. 128 - 130.

. Bon der FRatur der Diffevenzialien aller Ordnungen,
twenn die veranderliche Grofie x al8 cine gleihidrmig
wacbfende Srofie betvadbtet wird, §. 1317 137.

3. @ctlarung dec Differengial- Rochnung, §. 138.

3. Bon den Jntegralien und der Yutegrals Reduung, 4,

1397 143, ' ok

a. Erflarung der Sntegralz Redhnung und des Yntegralsy
§.139. 190, Desgleichen die Begeihnungsart der Sna
tegralien, §. 141,

b. Bon der Jtatur der Sntegralien, §. 142. 143.

4. Austuhrlichere Befchreibung der Art, die Diferengialien

und Jntegralien ju begeichnen, §. 144 7 147,

5. Wie man die Diffevensial- und Jntegral Rechnung gez
lidh abjubandeln pflegt, und wie foldes in dem Folgenden

gefcbehen foll, §. 148 = 151

o B
B \ﬁ:\-
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nmerFungen und Jufdse
jum

Driffen und vievten Capitel

S*h nehme diefe bepden Capitel jufammen, und mwerde
bagjenige, was idh dabep und dariiber ju fagen Habe, in dev
Ordnung vortragen, daf i
1. eintge von den Schmvierigfeiten berithre, in roeiche man
fid durch Annabme ver Gulerifchen Vorfieilung von
vem Unendlichen und dem unendlich Kletnen, und vondet
Satur der Differenzialien vcrmic?—-’f Dann twill id
2, ben Begriff der Diffevengialien auf eine andere, mit
toeniger Schiierigfeiten buf;iupfrc Act, feftzufenen fue
chen, und davaus die Natur Devfelben entwickeln; und
auleat
3. einige anbdertveitige btebet achorige - Betrachtungn
bcpfugcn.

1. Von den Schwierigleiten,

worin man fich durd) Annabme der Lulerifchen Yorz
ftellung von dem Unendlichen, dem unendlich Kleinen,
und von ek Ligtur dcr Differvensinlien “ver:
wickelt,

@8 leidet freplich Peimen Rmeifel, daf jede gegebene
Grofie, ihre 3abl mag fo grof oder fo Flein [epn als fie will,
ohne
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ofne Gnde, oder ind lnendliche, toenn dicfer Nusdeuck eben
daffetbe fagen foll, vermebrt ober vermihdert werden fann,
und daf alfo unendlich, 0. b. ofyne Ende wadbfende ober ob-
nefymende Gedfen feinen Wideriprudh enthalten.  Aper fo
tie feine ohne Ende wadbfende Grofe je eine unendliche
Grdfe merden Fannt fo berfhmwinden anf der andetn Seite
.DIE ofjne @nde abnehmenden Gidgen aud nie, oder werden
nie =wo. Eben fo andgemadht ift ¢8, dDaf jede geacbene
Grdfe durch fortgefehte Verminderuna in nidte petmantelt
mwerden fann; nur rowd ed dabey unmdalich, dieVormindes
rung, wodurch folched gefchieht, obhne Ende fcr:gufetgen;
Denn foll eine Grdfie ofine Ende peemindert werden, fo Fann
folcbed nicht anders al$ auf dem Wege der Divifion ober dep
Erteaction der i‘;BuI'gcin gefdbehen; und foll fie tn Null Gbhers
gehem, fo twird dagu der Weg der Subtraction ecfordort,
Wenn man mit Ruckficdt Hievauf den 83ften §. liclet, toels
ter die Oyelle und den Brund deflen enthalten foll, mwas in
bem Folgenden tber Das Unendlide, dag unendfich Rleine,
und tiber die Natur der Differengialien gefagt wird : fo muf
man fich wundern, daf Euler cine fo widitige Hl'itcr{uq'!:-ung
auf fo fcbwanfende Bebauptungen hHat grinden Ednnen.
Line unendlich Eleinz Grofe foll nichts anders als eing
veefchwindende Grofie, und in der That = o feyn,  Gine
unendlich fleine Grdfe Fann doch, wenn man den Worten Feine
Gewalt anthun will, nichts anders bebzuten, al8 die Groge,
welche man durd Feine, nodh fo meit fﬂffgfﬂ‘i—t‘aie,-‘Bel‘minbezung
ethalten witrde; wie fann alfo diefelbe == o feyn? Kleiner
als jede Grdfie, die fich angeben 3L, Tann und muf fie fepn,
aber e8 ift velativ geiprodhen, wenn man fagt, daf dergleis
then Grdfien = o fepn, und ed {ind daber Grdfen die Fleis
nev find als jede Grdie, die fiangeben Kft, und verfdmwing
bende Grdfen nowp ehr von cinandes berfcbieden.  IWir

U2 Baben
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haben devgleichen unendlich fleine Grdfen in tem Unters
fchiede des 2Binfels einesd Halbfreifes und eined rechten Wins
Felg, aber ¢8 ift Mangel an geometrifcher Schavfe, twenn
man diefen Unter{hied =o fet. Aud eigen fich die Nachs
theile pon der geringen Gorgfalt, welde Luler bep der Fefts
fesung des Begriffs des unendlich Kieinen bemwiefen, bald und
in grofier Senge. - IWie unbefriedigend ift 3. B, aleich das,
goas er im Qaften: §. fagt? WWie fcheinbar find die FWiders
fociiche, telde man wider die unendlich vielen Ordnungen
der Nidbtfe machr? IBie fann in der Folge §. 206. dataus,
daff man dx=o, und dy = o findet, gefdhloffen toerden,
daf die Gleichung, tworaus man diefe Beftimmungen gefuns
Den, nidt beftehen Ednne? Wie Fonnen in der Sutegrdls
SRecbnung die Integralien alé Sumnien aller vorhergehens
den Diffevenzialicn angefehen werden, Doch Hiervon nacdher
mehr, toenn ich juvor den Begriff der unendlich fleinen
Grdlen; fo wie ich glaube, daf ed gefchehen mup, fefges
fest habe,

£ 2, Von der Liatur der Diffevensialien.

IBir! mogen eine gegebene Gedfie theilen, dburdh tas
fiir eine SahH! wir wollen, fo haben die Theile, auf twelde
tir dadurdh fommen, ju der getheilten GSrofe ein befrimmsa
tes Vechaltnif, weldyed fid angeben (G6t, und jeder Theil,
fo flein er aud) fepn mag, Fann wicder von newem getheilt
toerden. €8 fep x Ddie gegebene Grdfe, und m ftelle jede
nod (o grofie Sahl vor; fo tjt :

m I

x
und fest man — =y, fo lagt fich, was von x gefagt wow

ven,
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den, chenfallé von y bebaupten,  Wenn man fich dafet eine
Gedfe blof als ein Aagreaat befiimmteer Theile, oder folder,
deren Verhaltnif ju der Sidfie angegeben werden fanm,
pocftellts fo erfchdpft man dadurdy die Ycten, tofe diefe
Brofe gedadht werden Pann, widht, fondern e8 bleibt nod
fibrig, diefelbe al$ ein Aggregat foldyer Theile anjufehen
und ju betrachten, deven Verhaltniff ju der Grofe durdy
feine Rahl, ie man diefelbe auch annehmen mag, augges
brucht werden Fann; und e8 fallt in die Augen, daf Ddiefe
Sheile Fleiner feyn miffen, alg jede Gedfe, die fich angeben
faft, Wiv wollen daher dergleichen Theile Differensiaiien,
und swat decjenigen Gedfen, telde man fidhy alé Upgregate
gon ihnen gedenft, mennen; und tvenn eine ven diefen Srdz
fien = x gefent wird, dasd Differengial detfelben, turdh dx
begeihnen. Da alfo das Berhaltnif von dx : x durd) Feine
3abl, fo grof man diefelbe aud annehmen mag, vatrgefrelle
toerden fann: fo gehdrt auch das Werhaltnif ndx : x, n
mag angenommien fepn, wie e8 will, nuy daf c8 eine ez
ftimmte Sabl bedeute, ju denen, twelde fich nicht angeben
laffen.  Denn wollte man das Gegentheil behaupten, fo ey
ndx:x=p, alfo ndx=px. Alsdenn toare aud) dx : x
= p : n, und da p und n beftimmte Jahlen waren, fo Hatte
wan in p : n cinen deutfichen und beftimmten Ausdrnd fue
pas Verhlnif von dx : x, weldhes roider Den Beguiff von
dx fteeitet, Hievaus folgt:

1. daf man bey den Gtdfen, welche man fid ald Aggres
gate von Diffevensiafien oder folchen heilen porftellt,
deren Verhaltnif ju der Grdfe nicht angegeden toers
den fann, die Menge der Theile unbeftimmt laffen mug,
and daher auch nur diejenigen Untesfudhungen dabep
anguftelicn im Gtanbde ift, welde diefe Borausfesung
aulaffen. : ;

03 2, daB
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2 Dafk aber gleidymob! die Jiffevengialien mirkliche Brde

2en Jind, und an fict betrachtet, nie mit SNull vermwed:
felt mwerden diefen, reldes denn naturiich audy pon
den Produften aus Differengialien und gegebenen Gup:
fen gilt.

3. Daf folalich aud die Diffecenzialien, nachdem man fie
ihrer Natur gemai, durd Jetchen ausgedructe Hat,
alle. Operationen suiafien, - melche man mit. dbnlichen
Conftructionen beftimmter Gudfen vorgunchmen ges
twohnt ift,

4. Daf, wenn Differenzialien oder Produfte aus Diffes
vengialien und gegebenen Grofien als Nuil betradiet
toeeden follen, folched nur dann gefebehen dirfe, foenn
Die vorgefente ABHDE tweiter feine Grdfen erfordest,
ald foldye, die fich beftimmt geben faffen,

Wenn man alfo unter den unendlich €lci-en Gedfien Feine
andere verficht, als Diejenigen, weldbe jent betradtet mwosben
find: fo fallt in die Augen, warum man Diefelben Durch bes
fondere Seichen, und nicht ourd). o ausdrucfen muf, Ferner
braudst man den offenbar harten Sag nicdbt, daf diefe Grds
fen in Anfebung iHres atithmetifhen Berhalniffes gleid,
und daben dod in Unfehung deg geometrifdhen Berhaltnified
ungleich, ja eine unendlichmal ardfer als eine andere fepn
Ponne. Auch mwird dadurdy, mie fidy in der gelae geigen
wird, den Widerfpriidhen vorgebauct, melche man fonft in
der fefire von den Differensialien roalyrzunehmen alauben
muB. -« Die Scblugfolge . 306, Beren vorhin gedacht wurde
evfcheint in ifrer ganyen Ridtigleit und Stacfe.  Endlich
bleibt dabey die Borftellung von den Sntegralien al§ Sums
men eller vocheraehenden Differensialien, toeldhe in der Ins
tegral RNedhnung und bep der Unwendnung Detfelben fo. iz
tig und unentbehelich ift, von allen Sdmwierigferten fren.

Died
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Dieg Sann ohnfteeitig hier Hinveihen, den mitgethetiten
PBeariff von den unenblid) fleinen, odev-denjenigen ®rdfen,
die fleiner find ald jede Btdfe, die fidh angeben [aft, voridus
fig gu empfehlen.

Da alfo der BVegriff von den Differenyiatien, twobey
man fich diefelben alg wirfliche Grofien gedenft, die fleiner
find of8 jede Grdhe, vie fih angeben Lagt, auf feine WMeife
etvad toiderfprechendes in fich febliefit: fo darf man allers
dingé bey aligemeinen Unterfuchungen iber dic Grdfien von
ihm audaehen, und ¢8 Fommt nue Ddarvauf an: nidht blof
nidhts damwider fteeitendes ju behaupten, fondern alle Sage
pon Den aus Diffevensialien beftehenden Grdfen gerade aus
detr-in ihym enthaltenen Kennjeichen abjuleiten. Sollen nun
Gidfen aud Diffevengiation auf die Act befiehen, dag man
fie ald Gummen derfelben betcachten Eann: fo- oicd jede
Unterfudbung devfelben unmbglicd, wofern man nicht an
nimmt, daf die Menge der Diffevensialien in jeder derfelz
Gen eben fo avof, alginjeder andern, fep; und in diefent
StiicPe find daher die Differengialien den in den beyben ers
fien Gapiteln unterfuchten Diffevengen dbnlich. Eben diefe
Uebereinftimmung nimmt man fetner davin wahr, daf dee
Gegenftand der Unterfuchung fokdher Srdfen, vie ald8 Sum:
men von Diferengialien betcachtet werden, Fein andever ift,
als das Verhaltnif ibrer@iﬁsrcnﬁa{im, unter der BVoraud:
fegung, daf die Menge Derfelben in jeder Gtdfe diefelbe fey,
modurch affo dic Gedfen felbft veranderliche GSrofien wers
dert.  Ueberhaupt toird alfo audh die Lefhre von den Diffes
tenzialien, ober die Differensial = Rechmung auf eine dhnz
lidve et eingetheilt weeden fonnen, al8 nad &.299. 300.
die fehie von den Diffevenyen.

) sg | Nun
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Jtun feven y und z vevandertiche Grdfen, und dy das
Differengial von y, fo wie dz das Differengial von z, Sind
y und z nidbt wetter befannt, fo. fann weder dy nmoch dz
Deutlich, fondern blof wie Bier dureh ein willFiheliches Jeis
hen audgedeuctt, und alfo das Berhaltnif dy : dz nict
angegeben, fondern blof angeseigt werden. $ft bingegen y
einie Funbtion von z, 5 findet derfelbe Sdbing fratt, welder
. 293. in der Lehre von den Differenzen gebrautht rurde,
Da nemlich die veranderlichen Grofen in Anfebung de
Menge ibrer Differensialien in ibnen nicht von einans
ocr verfchieden gedacht werden diitfess, und folalich auch
Die YTenge der Differensialien einer Sunkrion Diefelbe feyn
muf, als die YMZenge der Differensialion derjenigen Grdfe,
Wovon fie cine SunEtion ift: fo muf, 02 z ¥ dz von 2 um
oas Differensial dz verfdhicden ift, audy jede Sunktion
vonz t dz, weldhe man aus einer gunkcion von z exhalt,
wenn man darin gllenthalben 2z + dz fir 2 fese, vom der
Sunftion von 2z wm cins threr Differenziclien unters
fchicoen feyn. Verwanvelt man oaber eine gegebene Sunk:
tion von z auf die gedachte Ave in cine Sunbrion vou
z ¥ dz, und sicht von dicfer, nachvem man die Da3u nos
thigen, in der Sunfrion felbft angeseigten, ®Operationen vorz
genomen hat, die gegebane Sunftion ab: fo findet man
152 Oent Refte das Diffevensial der gegebenen Junfrion, und
Swar duech dz, z und beftandige Grofen, und alfo dents
lich ausgedvude, €8 fep 3 B. die gegebene Funttio

z2 i
fo ift die nach der vorftehenden Regel daraus abgeleitete :
(zt dz)2 = 22 + 22d2 4 dz2
und folglich
z2-oF ande Fide? o paces nsds t dz=
griudite Differengial von z2 in einem deutlichen Nus:
vrude.

ok
-
£y
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déucke. Auf &hnliche Avt findet man fie das Diffevenyial
der Gunftion 23 den Ausdruc:
3z2dz f 3z2dz2 fudz3
and fir dag Diffevensial der aligemeinen Funftion von 20
Diefen: ' :
n{n—1)(n—2)
L5 843 ;

n{n—1)
1.2

n=-3dz3

nzi-idz T 21=2 dz2 +

e _
und itwar fiie jeden Weeth fi- n: fo daf alfo oud) die Art
die Differenzialien der Funftionen deutlih ausdudrucien,
mit der Att, die Differensen dev Funbtionen ju finden, Hbers

~ einftimmt.

Nus diefem Grunde find aud bey dem S. 294. 295,
ftehenden Sage nux einfge kidhte Modificationen ndthig, nm
ibn den Differenjialien angupafien. it diefen Modificas
tionen nemlich lantet ev folgendermafen. :

Da Feener Lie verdnderlichen @rofen, ls Summen
von Differensialien betvachtet, daduvrch veranderliche
Grdfien find, weil fie als aus gleich grofen Niengen von Difa
fecensinlien beftehend gedachs werden, und die Gleichbeit
Der Wiengen ibves Differensialien Feine Yeranderung leis
den Pans, wenn man jede diefer Grofien um cins ibren
Diffevensialien vermebre: fo ift es aucy bey der Unterfus

, hung det veranderlichen Grdfen, als {oldyer, gleichviel, ob

man dOiefe vecanderlichen Grofien felbft nimmt, 0derjede
derfelben um cins ibver Differensiglien vermebrs
Sind daber swey verdnderliche Grofen einander gleich,
fic mdgen 1ibrigens befdhafien feyn, wie fic wollen: fo muf
man aiuch wicder eine Gleidhung befommen, wenn man
ftatt jeder dex vevanderlichen Grofie, worgus fie exws sus

=4S fammens
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fammengefent find, eben diefe Grdfien, um cing threr Difs
fecenzialien vermebry, fegt, - it daher
y==zXZxIZ wxvio
fo ift audd
yldy=ZzZ dzZ xL &xt wtdwt vi dv e,
und daber, wenn man hiervon die vorhergehende Gleichung
absiehet,
dyem Zods L dxE dw E dvtise
und ift
Y= Zx
fo tft aud
yTdy=@Gtd)xtdx) =zxtxdz}zdx} dxdy
und
dy = xdz t zdx t dxdy,
unb auf abnlicbe Act in ahnlichen dilen.

MWenn dad Differengial einer Funftion toieder eine pers
anderliche Guofe ift: fo gilt das Bicherige von ihm, in fo
feen e etne vevandeclidie Grdfe ift, natielich ebenfalls,
und fo werden groepte, dritte, vierte Differensialien u. f, w.
bey thm moglich. Man findet aber jedes von den folgenden
augé dem unmittelbar vorhergehHenden eben fo, afd man das
etfte aus er gegebenen Funftion echalt, und fo braudt bier
davon nidt befonders gevedet ju werden,

Atlewn man Brucft desroegen die Differensialien deutlich
aus, um die Difevengialien jweper und mehrever verdnders
Vichen Grdfen mit einandet suvergleichen, und ihe Berhltnif
a0 einandber anguaeben, in fo fern dafjelbe ourch endliche
Brofien beftimme werden Fann,  Ob6 nemiich gleich die
Grdfen, welde fleiner find alg jede Grdfe, die fich anges
ben [at, an fich bavadtet; nie = o gefent werden diicfen:

fo
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fo fommen fie dodh in Anfehung unferer nicht in BVetrad-
tung, und twir haben das Verhaltnif jweper Diffevengialien ju
cinandet i aller uns erveichbaren Scharfe nud Gensnige
Feit ausgedruckt, wenn toic den Quotienten deffelben fo darz
ftellen, daf dabep Feine Grofe, Ddie fich angeben [aft, vevs
nacblafiget und aus dev Yt gelaffen twicd. Weiter gehen
it ja in Der gemeinen Mathematif nie.  Hierdurch witd
eine febr vortheilhafte AbFirsung der nady den vorherges
- henden Regeln fur die Diffecensialien der Funfrionen gefunsz
denen deutlichen Yusdricke moglidh.  Denn foll 3.B. dasd
Reehaltnih deg Differengiald der Funftion z2 3u bem Diffes
tengiate-pon-z, oder
d.z2 :dz
angegebat werden: fo ift, da d.z2 =22dz fdz2, und
© dzri=dz.dz ift,
“diz2"t dz="0zdz F dz.dz :dz
und affo der Quotient ded Verhaltniffes von d.z2 ¢ dz
2z -]* &z e '
tooffic man, toeil fich dz durch Peine Grdfie, fo Flein man fie
auch annehmen mag, ausdructen [aft, 2z fefen Fann.
Woflte jemand behaupten, daf man fidy badurch von deg
&darfe, welde in der gemeinen wtatnenzatif'beobadﬁct
wird, entferne, Der toitvde vor alfen Dingen berveifen mifs
fen, dafi wir bep der Veftimmung der Verhaltniffe in dev
gemeinen Mathematif audy dss beftimme ausdrudien,
was fich feiner ¥Tatue nach gar nicht beftimmt susdrulz
Eer 1dfic; und wem diefes moglich fcbiene, mit dem Horte
aller feenere Streit anf.- Auf ahnliche Avt ift der Duotient
des Berhaltniffes
d«23 tdz
da'd.z3 =3z2dz t 3zdz2 { dz3, und dz2 = dz.dz
fo wiedz3 = dz.d227, :

(322
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3z=2 -I- 3zdz 'f' dz2 — 322 -{- (SZTdZ-)dZ_p

und da jeded Produft aus einem Differensiale und erdlichen
Grdien ju feder gleicbartigen endlicdhen Srofie ein eben fo
tenig- anjugebenies BVerhaltnifi hat, als das Differensial
allein genommen: fo Fann man dafiie wieder, obhne der mas
thematifhen Sdacfe im gevingfien ju nalye ju treten, 322
fegen. - leberhaupt wicd hiecnah dee Quotient deg Bews
haltnifes

d.zt : dz
h'n—i (n—1)(n—
nzt-idz ‘n” 2)z“"3dz2-[-mnl Iz_n zjdzs-j'-;c.
= 7 e
dz :
| n(n—1) n(n—!‘_--(n-—z‘!""
(aza=Z + 2f=2dz } dz2)dz
o [‘2 : l L] 2 - 3
dg
n(n—r1) n{n—r)'n—2z)
Zﬂ"‘I J z'il"'; ‘——-——-——..-__,..\ s
= ( 1.2 T Ao dzf“')dz

und folglich, toenn toiv blo§ angeben wollen, was fich feines
Jtatur nach angeben Laft,

d.zv; dz = (ET_ZE = nzo-T,
dz

Wenn man das Bisherige forgfiltia uberdenft, wird man:
feicht von felbfe finden, daf es jur Gefindung aller dee s
Birsungen Binveiche, weldhe bey dem @eﬁ:[;afte, die Diffes
venjialien der Funftionen deutlich atisgudrucien gebraudht
werden.  Und da man dabey alles lediglich aus dem Bes
griffe ableitet, dag das Diffevensial jeder verdnderlichen
@rdfie, obgleith nidt =o, fondern fiets eine wicliche,
aber auf Feine Uct befiimme anzuaebende Grdfe ift, und dies

fer
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fer Begriff feine Schwierigleiten Hat, da eé nie verlangt
wird, das Differeniial irgend eince verdndeplidhen Grdfe
feibjt angugeben: fo fann daffelbe tenigftens al8 ein Vers
fuch gelten, die Anfangsgrinde der Differensial: Rechnung
Aufingern su crleichrern  Uebrigend bedarf es faum
erwabnt ju roecden, daf die Ausdricke

d.z l

- = nz~I, und d.z? = nzi-Id2

dz
¢inander vdllig gleichbedeutend find,

Allein fo aufer allem Srocifel auch die bigher betractes
ten AbFUc ungen der deuthichen Uusdrude der Differengias
fien finds fo beteeffen fie doch nur aufer Den evfren Diffes
renjalien dicjenigen jtoepten und hohera Diffevensiatien,
toobep Das Diffevensial der pecanderlichen Grofe der Funts
tion beftandig ift, und es fann daher das Sefagte, bey aller
feiner RNichtigPeit und Gewifiheit, den Febler der Unvollirdns
digleit und Ungulangticheit su haben fcheinen.. Sun beducs
fen jwar allerdings die jwepten und hdhern Differengialien
foldyer Junbtionen, rwobey das Differensial ifyrer verdnders
lichen Grdfe ebenfalld. eine veranderliche Grofe ijt, in
nfelung der bep ihrer Darficllung mbglichen, abliden und
felbft nothroendigen 9UbPirjungen eimer befondern Unterfus
dung; altein die Scblirffe, roovauf fih diefe Abfirjungen
acinden, find von den bishevigen nidt verfchicden. Denn
¢S fep y ivgend eine Funftion von x, und x ¢ine Funftion
der veranderlichen Grofie z im engern Verftande, und alfo
bas Differenial von z beftandig; fo ift, aligemein audges
pructt, nach § 129. '

dx.== pds: .
dy = qdx = Pdz
ddy =

rddx f sdxa $ dxddx |
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Da aber ddx allemal = edz2, und dx2 = wdz2 wird:
fo folgt Hieraus
ddy = gdz2 ’f' edz2 ‘f' -rdz3;
und foll Daber ddy mit dz=2 verglichen werden, fo fall
dabey nad) den obigen Geiinden vdz3 = rdzz , 4, toeg,
und es ird
:—-j—i-f = ¢t r.
€8 fep 3. By = x2 und x = 52, alfo y ==z4; foift
dx = 224z :
dy = 2xdx == 323dz, umd
ddy = 2(xddx ¥ dxz t dxddx),
RNun ift aber ddx = 2dz2, und dx2 — 4z2dz2; folglich
ddy = 2(2z2dz2 4z2dz2 f 4z2dz3),
und alfo

éﬁf = 1222 = d2, 74,

az=
Bl man daber das jwente Differensial von 'y vor dor Bez
ftimmung deffelben, bducch dag Differenyial devienigen vers
anderficdhen Gitdie, deren Differengial beftandig ift, und ooz
von y eine Junftion ift, fo abFirzen, dak man nur ie Gilies
der bebalt, die bep der Erforfchung des verfangten Berhalts
niffes wirkflich gebrauddbt werden fonnen: fo Bat man

ddy = rddx 4 sdxz,
und auf ahnliche Yot lafen fih aud in andetn Rafen Bie
nothigen Abtivsungen finden und bemeifen, - Uebrigens felse’.
ich Hier voraus, wag allgemein jugeftanden rerden nufi,
daf bep der tirflichen Beftimmung des Berhdltnifes der
Diffevensialten, die Audriicfe derfelben allemal auf folibe
reducict werden mifen, die durds endliche Grdfien und bes
fiandige Differensialien Dargeftelit find, mofern mict etwa
Per Fall ift, Dag die barfommenbenE.‘)iffes:engm[acn durchaus

bon
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pon einee und derfelben vt find; und bemerfe nur nod,
vafi fidh, wenn y eine Funftion pon x, und x eine Funftion
pon z iit, bemeifen lagt, daf ficdh jedes swente Differenial
pon dx, oder. ddx, durch ein Probuft aus dz=2 und eincr ends
lichen Grofie, bad dritte Diffeveniial von dx, oder d3x, dDurch
ein Produft aus dz3 und einer endlichen Groke ausdrucken
166t, und daf fich hrerauf dagjenige griindet, was Luler im
gten Gapitel § 134 f. von diefen Differensialz Grdfen bez
bauptet. Soviel jest hiervon; vielleicht in Dder Folge cin
Mehreres.

Da die Menge der Differenzialien in einer veranders
lichen Gtdfe dutdy feine Zahl auggedructt tverden fann,
©. 308 . fo bleibt ung bey der Darftellung dev Differensias
fien det veranderlichen Gurdfien, toenn diefe Grdfen felbft
gegeben-find, nichté weiter mdglich, al8 dieienigen Differens
slatien in -ifrer natirlichen Ordnung, fo roeit wiv e etwa
fiie niiglich balten, ausdjudrucken, die enttoeder auf die in '
den gegebenen Girdfen enthaltenen folgen, oder vor denfels
ben vorhergehen. €8 fep die gegebene verandecliche Grdfe
y; und y icgend-eine Funftion von x.  Ferner fey

yr=y T dy; y*=y tady; yM=y {3dy;n
ypi=y—dy; yn=y—2dyj ym=y— 3dy;
Deggleichen
dy =yt dy Pyt dy e yitaryliac
dyr =y — V15 dyn=yr.—V; dyu=yu — Y i
und aligemein
y' =yt ndyi ya=y — ndy
und

dyb=Tieo y# — yB=T; dyp—3 = yn ~— Fo—I
fo wird, da y = eine Funfrion von x ift, .
der
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bet DHier ftehende uss gleich derfelben Funftion vop

vrud %, toenn man darvin fir x
allenthalben {ept

yt x + dx

yi! X foade
s s-shodidx

> i x T 4dx

¥ x % ndx

ferner

¥z X — dx

Yix - X — 2dx%x
Y1tz x — 3dx
Yiv X — 3dx
¥u X — ndx

und will man daher dy; dyr; dyuy gymr, dyv 2c. odee
dyrs dyns dymns dysv i dued dx und endlide Grdfien
ausdructen, fo tarf man die Funfiionen fuden, weldse den
Ausdrieben y55 y5 155 96 yi5 yn oy 26 gleidy find,
und Ddarauf mit denfelben nady diefen Sleidungen vers
fabren:

dy ==yl—y; dyt =yft—yls dyn =y —yits g,

dyy =y —¥; dyn=y; —yn; dym==yn —yur i
Uebrigens il aliemal, fo wie in der Yehre von den Difs
ferenjen

y = 4”;\}'1 - Zl‘.}"u 5 &.Yu; 'i"‘ ‘Q‘-Y'W + &}’v 'I’ 0
toar, .auf abnlide At bier,

y=dyrt dyn T dym F dyav F dyv § ¢
€in Sag, decr forvoht bey den Anwenvungen der Diffcrengialz
hed-
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Rednung, ald auch in der Fntegral: Rechnung von der dus
fierften WichrigPeit ifts

e,

Ob bie Differenyialien, woraus Cine gegebene verdn:
derliche ©rbfie befteht, einander gleid) feyn oder nicht 2 1aft
fich, ba man diefeiben nach der befdhriebenen Methode beuts
lich darfcllen Pann, leicht unterfudben, ©8 verhalt fich aber
pamit vdllig, twie mit den Differengen dev vevanderlichen
Gréfien; und da fie alfo nue bey den wenigften veranbderliz
den Grdfien einander gleidh find: fo entfteht die Frage:

Ob es hinlanglich fey, bey derllinterfuchung des Vers
baltniffes der Differenzialien der veranverlichen Grofen,
uberbaupt genommen, blog diejenigen Differensialien 3um
GBrunde 3u legers, weldye man nach den S, 312 f. mitges
theilren Regeln finder?

Gben dicfe Frage Hatte auch fchonin der Lehre von den
Differensen aufgeworfen werden fonnen, toeil fid) die Diffes
cengialien von den Diffevenzen blo§ dacin unterfdyeiden, daf
dicfe ju thren Grofen cin endlided, obgleich unbefanntes,
Berhaltnif haben, dad BVerhaltniff von jenen ju ihren Guds
fien hingegen Eleiner ift, a8 jedes Verhaltnif, das fid ans
geben [aft.  Die Antwort aber ift bejahend und leicht.
€3 find nemlid dic Ausdride, weldhe man nach der ges
todhnlichen Methode fir die Differenyialien der veranderlis
dhen Grdfien findet, nicht blof Nusdricke fiir das nachfte
Differensial, fondern allgemeine Darftellungen aller in jenen
Grdfien enthaltenen Diffevensialien. Denn find die gegebes
nen veranderlichen Grofen vevanderliche Grdfen in engerer
Bedeutung, odet auch von dev Art, daf fic unter die Form
y=az y. dgl. gehdren: fo find alle ihre Diffevensialien
einanber gleich, und rwas alfo von einem gilt, das gilt aud

Rulers Wifferens, Rechn, 1,Th, ¥ pon




322 UnmerFungen und Sufase sum erflen Thrile 2.

pon allen, Sind aber diefelben foldhe Funfionen, daf die
Differensialien ungleich werden: fo enthalt das gebadte
Differensial, aufer dem Differenzinle der veranderliden
Sudfie der Junftion, auch diefe vevanderliche Grofe feldft,
und begreift deswegen alle in Den gegebenen verandertichen
Gudfen enthaltene Differengialien unter fich. €8 fev 3 B,
y =22, und alfo dy = 22dz ¥'dz2, um daffelbe vollitans
oig ausudrucfen. Man fuche dyn = yr+1 - yi =

EFmtD)dz)2 — (z+ndz)2 = 2zdz F2andz? 422,

Da“y 1nd z, fo wic fie, al8 ‘verdndertiche Srofen, thre Eim
Beitén in gleicher Menge enthalten miffen, alfo auch hier blof
durch diefes Kennzeichen gegeben find: fo fana man allemal,
wenn'y in irgend einer Funftion von z gegeben ifty ¢ + ndy
=Y, undz¥+ndz = Z fegen, und dann Y nidt nur ald

"eben ' Die‘Funftion von Z anfehen, tvelde y von z i, fofs

dern ‘aud dy dl8 die Differenzialien von Y, und d z als die
Diffeceniiaiien oonZ betvachten. Yuf diefe Art aber toitd
in dem gegenivattigen Falle Y = Z2, und dY = 22Zdz ¥

‘dz2 = dy"; und feist ‘man hievin Z =1z Fndz, fo wid

2Zdz ¥ dz2 = 22dz § 2ndz2 § dz2. Da tibrigend
Hicraud jugleich erhellet, daf man, mwenn man bep der Un?

‘terfusbung e ‘Verhaltnfies der Differensialien nicht bie

nadfien, odernac Ver &, 312 f. befchricbenen Methode fid)
ergebenden, fondern irgend andere nehmen wollte, doch alles
mal dyv nehmen mifite, roenn man von irgend einer vews
anderitden Gedfe das gleicdyliegende Differensial genommen
batte; und dyf = yn+T — yu fingegen dy = 71 — y it
fo laffen fich audh bie Diffevengialien auf Peine bequemere
et ausdruden, als eben nady der gebachten Methobe.

SWentt man in dem Gefagten fratt ded Worts Differens
dial Den Yusdoud Differeny, und fiatt dy das Seihen Ly
2 it
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it f.f. fet: fo paft die aufaeroorfene Frage und die Beants
wortung detfetban Durcbaud in die Lehre von den Diffcren:
jen; und madve fie Ddafeidft aufgeworfen und beantmwortet
worden, fo witcde man fie durch eine entacaenfichende b=
anderung fur die Differenzial: Rechnung haben einrvidten
fonnen,  Dicfed rithet cbenfalld Her von der vorhin &E. 31,
und &. 321, erwdhnten Uebereinfiimmung aroifdhen den Dif:
ferempen uad den Differengialien, aber nicht daber, teil
man die Differenzialien ang den Diffevengen durdh acnugs
fam fortaefente Verfleinerung diefer legtern erfolten Fonnte,
Dinn man fege die Thetlung ciner Differeny fo weit fort,
alé man iggend will und fonn: fo Hahen die Theile, auf
welde man fommt, ju der Differeny, und alfo eudy ju der
perandectichen Grdfie detfelben,—nodh immer ein endlifes
Rerhaitaip, meldbed bey den Differenzialien nicht fratt finz
bet.  Oter fill man die ThHeilung ber Differenjen ofyne Fnbe
fortfegen? Dann fann man ja felbft {1 Sedanfen das Ende
dicfer heilung nicht erreidben; und wie fHimmt dag mit
einanber tberein, daf die Differemiialien Ffleiner als jede
Gudite, die fidh angeben 1486, fepn, und dod durch eine uns
begrenyte Eheilung follen gefunden werden Fonnen? da jene
Redeasart im GSrunde nidté anders fogt, ald: bdie Diffes
genjtalien find Grdfien, welde man durdy Fene Theilung
irgend eincr @rdfie finden-fann?

Um ben dicfer Gelegenfeit noch einiger anbern BVors
ftellungen von den Differenzialien ju qedenfen, fo tft &8 gar
nicht ungewdhulich, fich diefelben aud, ohne fie exfi von den
Diffevenzen abjuleiren, foaleich ald unbefrimmt Pleine Theile
ihter Grofen ju aedenfen, fo daf.ihr BWerhaltrif ju dicfen
Grdfen gleidbrooh! ein endliched Berhaltnif bleibt, So (17
flavt 3. B, Raymend -Roux in feinen Lecons élémentaires

X2 de
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de Calkeul infinitéfimal dad Differensial auf folgende Nst:
Ea différentielle ou la flixion d'une quantité x fera une par-
tie de x aflez petite-pour devoir s’évanouir en comparaifon
de la quantité dont eile fait partie; ceft 3 dire, que la
fluxion de x n’elt autre chofe que x divifée par I'unité, fui-
vie d'un aflez grand nombre de zeros, paur que le quotient
foit négligeable en comparaifon du dividende, ou fluxion
deix &=~ e fluxion de - -
1OCD ¢vs 3O ICOO .. ..0

tach diefer GrBlarung waven alfo nicht blog Diffecensialion
bey verdndeclichen Guvdfn mbglich, fondern ¢8 Lizhen fidh
bergleichen auch fehr gut bep befiandigen Grdfen gebenfen!
Man braucht nicht mehr, um das Falfdhe derfelben einjufes
Den; allein e8 werben dabep noch jchdnere Debhauptungen
nothwendig.  So findet fih 3. €. in den Sebriften von einis
gén, die eben die Meinung von den Differensialien haben,
ob fie gleidh dabep die Differensen gebrauchen, der Sap, daf
die abgefirsten Diferengial- AusdriicPe nur bepnahe waht
fepn, und denn feifit e8 weiter: Wenn 3wy Grdfen bey:
nabe gleich find, fo find sud ibre Gleichvielfachen, i[jre.
gleichnamigen Theile, ibre gleichvielee Porensen oder YU
3eln 2:¢. beynabe gleich.  Serner: wenn swey Grofien beys
nabe gleich 110, und es werden Grofen da3u addIvE odt
oavon fubteabict, welhe beynabe gleich find, oder fic
. werden mit beynabe gleichen Grofen multiplicier odee
dividirt u, f, fu fo find dic Refultare audh: beynabe gleidy;
fo daf, daidiefe Grundiige durch die gange Differenyials
Rednung aebraudt werden, bie ganje Differengial- Redy
nung ju_einer Leynaberechnung gemadit wird. Nun bez

F, 1‘!

Deute n eine folhe Jabl, daf ;:i nach der gedadvten Mathes

matifer BDegriffe’ ein Differengial von x ausdructe, Dann find
_ ek
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¥ I 1
X = und x, ober x(1 4 -;) md x

bepnahe glefch; folglich, nad dem ecinen von den angeflfr:
ton Grundfagen, beynabe

I e
(K(ITEDH} P $TH{IT'E:]J‘ = X1, :
unb
£ —)ﬂl =

fwad aud m far cine Sahl bedeute. Hatte Luler dag im
Salit 1748 geroufit, algcr feine Cinleitung in die Analpfid
des Wendlichen febried § wittde v wobl im ficdenten Eapitel
bef erfien Duché, §. 119 behaupret haben, vaff (1t ket =
1 % % in den Dafelbft den Buchftaben k, w i, und x bepgelegs
ten Bedeutungen fep 2 Uad roenn von den bepnahe gleichen
Girdfien fibevall eben as bepnahe wabhe feyn foll, wasd vor
den gleichen Grdfen frveng und vollfommen wabhr ift: fo
mafen dody anch die Poteftaten gleicher Brdfen, toenn ibhre
Ggponenten bepnabe gleich find, einander bepnahe gleich
feon. Stun fep Devfiahe m == n, toobey alfo m, twie idh)
Bier annehmen will, fo vict nemlidy, al8 ¢8 tas IPort, Deys
wafie, exlaudt, grdfier fepn fann al§ n, Da
dx = dx
ift, fo muf nach dem angefurhrten Sakse bepnabe
dxm —= dxn :

und chen fo
a a
nx:n dxn

fn;n Man vergleide Hiermit den gsften §. ded erften Theild
Ver Guleriichen Unleitung jur Diferenzial: Redhnung! Endz
lich fiche fidvs walelich nicht, ohne ein Wunder ju Hillfe ju
nehmen, erfldren, wie die Differengials Rechnung die ends

' X 2 lichen
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ficoen Brdfen, welche fie firnden lehrt, aud bepnafie mahren
@réfien genau gufammenfegen fonne, obhne dad B:gaslafs
fere je mieber dagu su nehmen? Das ju evflaren, twie dig
teiche gedacbten durdbausd fallhen Beariff von den Diffes
venjlalien jum Grunbde legen, im Stande gerefen find, aus
diefem falfdben Begriffe fo vicle wahre Lehriine Heruléiten?
ift leicht,  Sic haben nemlich diefe Yehrfane, nicht aus dom
Legriffe, fondern aus und duech Confiructionen gefunden,
und die mathematifchen Confrructionen faffen fih nidht fo
verioirren und verberben, ald fich wohf duedy Worte andge:
Dructe Begriffe vermirren und verderben laffen. Wer gos
nay ibeelegt, mas dx unter den Umtanten, unter welden
wiv e8 brauchen, andeuten fann, und daben das, bey den
Ausdeacken der Differensialien fiberhaupt, ablicye Verfaly
ven gehoria unterfudht, toird in Unfehung ded mwalhren Ve
griff8 von den Diffecengialien nicht jweifethaft bleiben.

90eit fdheinbarer ift die Theorie dever, die behaupten,

pa man durch die Diffecengial - Kormeln und Gieichungen

foeiter nidyts ald die Grenge gewiffer Veshaltnife, und 4,
dy

B. durd) dy =nzn-1dz, oder o 1l blof dle
Z

Grenge des Verhaltniffes ausdruce, weldher fich, wenn y=

2® ift, Das Berhdltniff dy +dz ofne Gnde nabecn fann;

allein genau geprift Fampft fie gleichroohl mit einer doppel

ten UnbequemlichPeit. Die eine ift, dak man daben nidt

fglich vermetden fann, dy und dz in Nidufe 3u pecroan:

: e d % . 4
beln, und dann ecfd den fiie af gefundenen Augdruct alé
- Z

eine aenane Beftimmung ifres Berhaltniffed anjufefyen; die
anbere aber, daf man dabep gejromngen ift, cine Senge
uneigzniliches Redendavten, die einer woeitlauftigen Geflarung

- bedurs
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fobiifen, eingufibren. Jenes thut felbft Hr. Rdftner in
feimen Anfangsgrinden der Analpfis des Unendlichen, S. 1T
in dem Rufape 165 diefes findet man allenthalben. Gleidz
toohl hat diefeEheorie, insbefondere unter den neuern Was
thematiforn, viel Hnhanger gefunden, und vorpliglich haben
fie Hr. Barfien in feiner Abhandlung vom Mathematifchs
tnendlichen, der erften unter den 1786 3u DHalle von ihm
hecaudgegebenen mathematifcden Ybhandlungen, und Hr.
L’ Huilier in et in ¢ben dem Sahre von der hiefigen Ufades
mie der Wiffenfchaften gefronten Dreigfbrift: Expofition
&lémentaire des principes des calculs fuperieurs, vo0 alfen
Rueifeln gu befrenen, und widér alle Ginmiiefe ju fichern
gefucht. (@8 wird daher nicht unjedmafig fepn, bepder
Schriften nodh mit etwad Mehrerm ju gedenten.

Hr. Harften verwirft alfo supdrderft den Culerifdben
Grundfog: Teve Grdfe Eann obne Ende perniehet roers
Doy, (ener pecmcinte Srundfag, fagt ev §i20, ift wenigs
ftend in Ser Allgemeinbeir genonumen, falfch, toic man ihn
Bier anmenbden will, und man fann ihn obne Umftande vers
werfen: denn man ift eben fo gut berechtiget, feftyuiesen,
jede Grope Eonne obne #nde permindert werden., Dats
aus wicde alfo folgen, e8 fey unmoglich, daf eine Grofie
— o erden fonne, denn hiemit bétte ja die Verminderung
ein Ende.  Seiner Meinung nad) enthalten daher unends

tidhe Grofien fiir den Berftand Feinen Widesfprudh, und

awat unendliche Grdfen in der Bedeutung, wobey -5—0- =Q

ift. Sm 29ften und 3often §. erflact er fich ferner tiber dad
unendlich Sleine und aber die Differengialien auf folgende
Aet: , Der Ausdeuct unendlich Elein eiihet oo Der Borftels

fung e, wie permittelft der Bivifion cines Sanjen mit
X 4 etner

b
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einer beftandig wadbfenden Sahl der Quotient der Girdfe o
immet nafier gebracht werden fann.  Sie ift der BVorfels
lung- gan; abnlich, wie veemittelit der Divifion mit einer
veranderfichen befrandig abnehmenden Zahl der Duotient
gedfiee alg jede nod ju beftimmende Gedfe werden Fann, {ie
fep fo grof, als man will,  Sur man wablte fiir dasg Jeis

chen = =0 den Husdruck unendlich Elein, weil man fug

bag Beihen C{' = e den Ausdruc unendlich groff getodhit

batte.  Ghemalige Borfrellungen von der Sade Fonnten
Demr Pefer Bweifel {ibtig laffen; ob man audh Deredhtigt fep,
S deichen -i- fblechterdings mit o fir gleichgileia ans
“punchmen,  Um foldyem Seweifel u begegnen, muf ich an die
febr befannte trigonometrifche Formul i—é—: = cot, « ¢vinz
nern.  AWenn « = goo ift, fest man fec. « = o, alfo
-3;— = cot.9o%, Jlah aller Geftandnif bejeidnet -;;— bas
unendlih Kleine, und nady aller Geftandnif ift cot. 900 =0,

alfo Pann i Bein Mittelding jwifden Nidts und Gimwas

: , P
fepn.  Wenn ich nun voraus fese, daf — nichts mehr und
nichté weniger bedeute als o, fo verfteht es fich von felbf,
i § i § 8 L
daf a e aE ey fep, oder baﬁ; in allen fol

chen Fallen aus ciner Forme! wegfallen mitfie, toenn bic o
jelbft, oDet was viclieicdht damit multipficict ifty toegfallen
mup.  Das it e8, wasd die RNege! fagen wil:

o,
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Dag unendlich Kleine verfchwinde in. BVergleidung mit
pem Endlichen.

Rormals mogte man diefe Regel ndthig Haben, jest
ift fic gany fiberfliffig.  ¥Menn man bey Ynmendung der
Differenzial + Nechnurg auf dier Geometrie obsy anbdere
Sfheile der: Mathematif x f dx =x, y T dy = y
nimmt: fo liegt allemal -die Borausfepung jum BGrunde; Vaf

dx ober dy fo viel al$ é; mithin nidhté anderd ald o fep.

Die ehemaligen Jrweifel dageaen rahren von den gan; uns
Deutlichen Begeiffen Hev, die man (ich bapon madte, wasd
dx, dy eigentlich bedeuten folle.” Man fieht hicraus, daB
Hr. FKarften chen denfelben Begriff von den Differensialien
jum Grunde fegt, der im gegenmwartigen tberfesston Guleris
fchen Weefe angenommen toorden ift, ob ey gleich Die De:
Pauptung verwicft, auf welde man benfelben Hierin gebauet
findet; aber fo bleibt die Duelle, woraus die Scwicrigfeis
gen in Den erfien Grundfasen der Diffevenyial: Rechnung
fliefen, immee nodh unverftopft. Denn einmal (4t fich ausd
dem gebadyten Begriffe nicdht cvflGren, warum die beftandis
gen Grdfen fein Differengial haben. Sum andern giebt
derfelbe Feine fibere Regel an die Hand, totnadh man fich
bey der LWeglaffuny einiger Diffecensials Yusdeucke und der
Bepbehaltung andecer sichten Fonnte, Endlich bleibt dabey
drittens immer die Schwierigfeit juriid, daf man in der
Differengial - Rechnung blofe Nichtfe untecfuche, und, ohne
eine Rerfdicdenheit unter ihnen aus dem Begriffe dets
felben Hevleiten ju Eonmen, fic gleidhwoht verfdicdentlicdh bez
seichne, und bep der Bergleidung als wirflich von einander
vexfchicden behandele, Obbiefer julest gedadten Sdyierigs
feit auf folgende Urt hintanglich begegnet werde? wird jedes
Mneingenommene von felbft fbon beurtheilen: &8 fen
C T 7 ==
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y=ax P bx2 |} cx3 | dx4.+ 3,
fx + gxz 4 hx3 + kx4 + 1.

{o muffen y und z bende o werden, tvenn man x = o fest,
Dagegen ift der Geponent des Berhitniffes y : 2

z

l

y af bx fecx2 4 dx3 + 1.

z  f % gx‘_'i' hx2 + kx3 + 10

= SR | :
und diefer twird L toenn man x == o fekt, in alfen andern

¢ 4 a
Sallen aber ift Do Werth deg Gpponenten % von T Dewe

fbieden.  TBenn nun gleid in dem Falle x = o nicht tweis
tev gefrant merden Pann, wie viclmal z und y enthalten fep?
weil ¢s fich von felbt verftebt, daff alle ¥YTullen cinander
gleich find, und weiter feine Grife haben, die manvergléiz
chen Bdnnfe: fo LRt fidh doch oft durch anbdere Sdlufifolgen

b::mci,fé_n, Daf der-legte MWerth ded Erponenten Ly fitr et
z

befendern Fall x = o dem Erponenten deg Verhaltniffes
giweyer andern SrdBen gegen etnander, roelbed man eigents
tich fuctite, gleidy fepn mirffe.  Gben diefe Grenge des Vers
baltniffes y ¢ z ftefllte man fidh fonfi al@ das Berbaltnif der
dem eingefithrten Spradgebranche gemafh, nun unendlich
Fiein gewordenen Grdfien y @ z vor, und in dicfem Sinne
fonnte man fo veden, qls woeun die cine unendlich Fleine
Grdfe 2 in Der andern y fo und fo vielmal enthalren fey,
ober ald wenn swifdien sweyen unendlich leinen Grofen
jeves endliche Cerbdltnif ftate baben Fonme. . I¥enn
y==axthx2 fex3 f und z = fx % gx2 ¢ hx3 f 0.
ift: fo ift allerdingd y fowoll alg =z fiir x = o chenfallé o,

atbx+exz + 9

¥y IS 2 3 .
w - = ) £ 1] tevaud fur
% £+ gx t hzxz 4 Allein ba b f

I=6
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' 0 s : :
x = o aud g flicht, und alle Nullen einerley feyn

follen, foiffoto=1, und fo muf auch a: f=1, und
affo a == £ fepn;  und rooju afédenn die Deftimmung des
Rerhaltnifics y ¢+ z duech a: €7 ,Aber s 3eige fich s Dot
YTusen von dergleichen Beftinnmungen in fo wiclen Sallen
und fo offenbar, Oaf man darauf das Reche, diefe Dea
ﬂimmuﬂgcn su gebrauchen, grunden fonnge ¥ Giebt man
Grdfien ju, die Fleines find, alf jebe-Girdfie, die fich anges
ben (aft; und dergleichen Grdfen gebraudyt man ja fdbon
in der Glementars Mathematifs fo dndeen fich vorfrehende
@dlirfie in folgende - Wenn y = axt bxx texd ¢ d x4
o6, und z == fx ¥ gx2 b hx3 F kx2 1 ift: fo ift foz
wohl y al8 z fitt x = o ebenfall8 o, und a = f, und es
hoet alfo in diefem Falle alle BVergleidhung der Gubdfen, y
und z, mit einander auf. Alein wenn man x fleiner nimmi,
als jede Gudfie, die fidh angeben laft, und a. b, ¢, d, 2.
£, g, h, k 1 endliche ®rdfen bedeuten, fo tocrden aud) y
und z Gedfen die Pleiner find, als jede ansugebende Grdfen,
aber toeder o, noch nothmendig einander gleidh.  JheBews

‘Daltnif ju einander ift vielmehr alddann

y hafhx%cki-{*dﬂi'zc.
z . £ gx F hx2 4 kx3 4 1.
fo dafy x Bleiner ald jede angugebende Grofie 1ft; und tenn
daber dad Bechdltnif y : z nue o toeit auggedrudt roerden
foll, al8 tiv e duedh endliche Grofen ju thun im Stande
find: fo befommt man '

¥ a i
o

Hier hat man ¢8 nicht mit Nullen, fondern mit Gedfen $u

thun, bdie Eleiner find, alé jedeSrodfe, Die fich angeben 1at;

und wenn man dued Befitmmung und Bergleidund det

Nicptfe
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Nihtfe wicklicd etwod wabres und braucdhbares findet: fo
hat man e8 fider allemal auf die Art gefunden, oaf man
year vou Ylichefens geredet, aber im Grunde immer Grds
fien, die Fleiner find, als 1ede ansugebende Grofe, darunter
geoacht, und feine v orgegeb encen Iichtfe durchaus gls
vergleichen Gedfen bebandele bat,

Diefes vorausaefetit will i gerne jugebert, daf man
mich mit Recht tadeln witede, wenn id behaupter waolite,
Paft die untce dem RNamen der Spbheufiton befannte Mes
thode der Ulten, gehbrig ermeitert; umuldnglich fep, um
Den Grund bev Diffevengial Rechnung feft ju leaen. Dies
fed lengne ich Peinedtoeges felbft und an fich genommen, fone
pern ich veclange nur, daf man die dabep ndthigen unbes
frimmbar- fleinen Srdfen nicht mit Rull veswediels und
wicflichen Nichtfen afeich annehme; und behaupte dabey,
Dafi die gerodhnliche rt, die Griinde der Differenginl Rech
nuig auf die Erhauftions:Methode ju bauen, weitlauftiges
und unbequemer fep, ald e ndthig if. Wo haben ool
die Ulten bey ihren Erhauftionen Grdfen gebraudst, die
Jullen gleich gefesst werden Fonnten? Durch die Einfihrung
folcher Grofen evmweitert man die Crhaufions - IMethode der
Aleen nicht, fondern man entfernt yich gdnglich von b
Hind wie {hwer ift dad mit einander ju vereinigen, oder viels
meht tie unmdglich, dof man einmal durch Feine noch fo
toeit fortgefegte Fheilung ciner endlichen Grdfe je auf Null
fommen Ionne, und denn doch die endlichen Differenzen
burd cine foldbe Theilung su veefdhwindenden Gtofen mas
den foll? Hr. L'Huilier pesmeidet diefe Rlippe, allein tenn
man ein Bepfpiel von der oben gedadyten 2BeittauftigPeit und
HnbequemlickFeit anfiibren roill, braudt man fich auch nue
auf feine Expolition &c. 3u berufen, Damit Diefes Urtheil

nicht
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nicht unbillig fcheine, toill ich die Srflarungen und Lehrfage,
aber chne die himugefigten Eriduterungen und- Deweife,
ertegen, auf melche Hr. L’Huilier die Crfindung dev Diffes
vengialien bauet. Site find felgende:

Erfte Srilarung,

Soit une quantité variable, toujours plus petite ou
toujour plus grande qu'une guantité conflante propofée;
mais qui puiffe différer de cette derniere moins que d’au-
cune quantité propefée plus petite qu'elle: cetts quantité
conftante eft dite'la /imite en grandeur ou en petitelle de
la quantité variable.

Sweyte ErElacung.

Soit un rapport variable toujours plus petit qu'un rap-
port donné, mais qui puiffe étre rendu plus grand qu'au-
cun rapport afligné plus petit que ce dernier: le rappore
donné eft appelé la limire en grandenr du rapport variable.
Item: foit un rapport variable toujours plus grand quun
rapport donné; mais qui puille étre rendu plus petit quau-
cun rapport afligné plus grand que ce dernier: le rappors
donné eft appelé la limire en petiteffe du rapport variable.

Eefter Lehrfan,

Soit une quantité conftante; & foit une quantité va-
riable toujours plas petite ou toujours plus grande que la
premiére , mais qui puille en difiérer moins que d’ancune
quantité a{lignée plus petité qu'elle. Le rapport d'égalité
elt la limite en petitelle ou en grandeur du rapport de la
quantité conftante i la quantité variable., Kt reciprogue-~
nsent, fi le rapport d'égalité eft la limite, foit en grandeur
foit en petitefle, du rapport d’une quantité conflante 2 une

quan-
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quantité variable plus grande ou plus petite quelle, Ia
quantité varinble peut différer de la quantité conflante

= WS sy
moins que d'aucune quantité aﬂ.lgnee.

dweyter Lebhrfag,

Soient deux quantités variables fufcentibles de limites,
Pune & l'autre en grandeur ou P'une & 'autre en petite(le;
& ayant entr’elles un rapport conflant; je dis que leurs

limites font entr'elles dans le méme rapport.

Soient 4 & B deux guantités variables, dont les limi-
tes, 'une & lautre en graudeur ou 'une & Pautre en pe-
titefle, foient 4/ & B8/5 & foit le rapport de @ 4 b le rap-
port conflant des quantités 4 & B, Je dis que aufli
A Bl = az b,

Dritter Lebrfagn,

Soient deux quantités variables d’efpéces différentes
Fufceptibles de limites, l'une & Pautre en grandeur ou
Pune & Tautre en petirelle,  Que les rapports de ces
quantités variables & deux quantitss conftant s ‘oient tou-
jours égaux entreux.  Je'dis due les rapports de leurs lis
mites aux mémes quantités conflantes font aulii égaux

entr’eux.

Soient 4 & ? deux guantités variables, dont les limi-
tes, 'une’& l'autre en grandeur ou Pune & Tautre en pe-
titelfe, foient 4 & 55 & foient @ & b deux quantités
conftantes, refpeflivement, des meémes efpeces qu’elles.
Sion a toujours Ja proportion 4 : g = B : b, je dis qu’on
® aulli 1a proportion 4!: g = 5/ ; ),

Yicr

Y
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Yietter Lebrfas,
g doux rapports variables , fufceptibles de-limites,
font toujours ‘€gaux ‘entreux, ieurs yapports limites font

aufli égaux enir’euX.

Que Tes rapports de A4 7 & de” i D foient toujours
ggaux entrenx. & que les rapports de 4'a 5/ & de C'a D!
foient refpectiv ement leurs limites; je'dis que les Tapports

de A’ 3 ' & de C'-2 D' font aufli égaux entr'eux.

Sunfter Zebrfan.

Le rapport 'tompofé d’un nombre quelconque ‘de rap-
ports fufceptibles ‘de limites 2 pour limite le rapport com-
poié des rapports limites des premiers.

‘Sechster Lebefan,
données; foit » une quantité variable non fufcéptible de
limite en petitefle (ou qui peut étre rendue plus petite
qu'ancune ‘quansiré aflignée); foient R e B o
des expofants ‘donnés qui vont fucceflivement en croiffant.

Soit Q une fonc@ion de « telle que, Q=A% Bad ¥
Cxc F Dad g &e.ws o Lalf Mam f Nao f;

je dis gue le rapport d’égalité eft la Timite du rapport
de £ 4 A, en petitefle ou en grandeur, fuivant que & eft
pofitif ou négatif,

Zebnfed.
Soit Q une guantité variable fufceptible 'da limite , la-
quelle foit Q': je dis que le rapport limite du rapport da Q
i une quantité conftante A eft égal au rapport de Qi a A

Gichen:
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Sicbenter Lebrfan.

Soit 2 un nombre donné; foit 22 un expofant donné;
foit x une quantité variable, ‘dont la variation, que jap-
pellerai changement, {oit z_’lg.f; je dis: que le rapport des
changements {imultanés de a®=Xx & de x 1 peut appro-
cher du rapport de a®-T i nx2-T plus prés que n'en
approche aucun rapport afligné plus petit ou plus grand
que celui-la, fuivant que % eft plus grand ou plus petit

que lunjté.

Achter Lebrefan,

" Soit @ une fondlion de x de la forme 4x2 ¥ Bxb %
Cxc§ Dut o Ex® &5 ai s Et foit Q = Agx2-1 %
Bbab-X f Cexc=r o Ddyd=T FoBexe-X 4 .. . .. 53
je dis que le rapport de 4'a Q' eflla limite du rapport
des changements {imultanés de A'x & de Q, par un méme
changement A x de x En effet, le rapport des changs-
ments {imuitanés de Alx & de Q eft celui de 4/'4 la quan-
tité Q/ augmentée de la fomme des produits de A x & de
ies puillances par des puiflances de » & des fafteurs con-
ftants, Donc, pour une meme valeur de ', le rapport ds
A' 3 Q' eft Tien la limite du rapport de ces changements

{imultanés,

I laffe e8 bep der blofen Mittheilung diefer Eage
mit den Worten ded Verfaffers betwenden, um Raum 3u den
Sbrigen hieher gehdrigen Anmerfungen ju behalten, Hser
piclleiht fallt jemanden Der) Gedanfe ein: »3B0ju fo vid
Bocte aber die Natur der Differensialien? Wig haben o
mansbe unvollfommne Ceflacungen in der Mathematif, ehie
Dabep uber die Cigenfhaften der Gegenftinde decfelben im

§

mindeften ungerwif ju feprr.  MWas 186t 1ich 3, B, felbd 1oce
Dig
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dle Grflarung der geraden finfe und ded geradlinigen Wins
feld fagen, die nidhi@ roeniger alp Definitionen, im fttengen
Ginne genomnien, find; und wie evident find gleidbmwobl die
©age von den gevaden Tinien und Winfeln! Wenn denn
nun audy in dev Befdhreibung der unendlich fleinen Gidfen
nicdt alles gany genau pafit und twortlich verfranden werden
Datf, was fbadetd? Wee fich mit der Diffevensials und n:
tegral: Rechnung felbft befannt madt, fann wegen der
SBaheheit ihree Vorfdbeiften nicht in Ungew Gheit bieiben «
Suvdederft gebe i febr aern ju, daf derienige, det den
Begriff von den Diffevengialien ju bevidtigen und einen un:
begteifelten Grundfag fir die Diffevengial NRecdhning ju
finden fucht, blof ven Unfang ded Weges ju cinem reijen:
den und frudbtbaren Gefilde ebene; allein diefes {dheint mir,
jenes Ginurfd ungeadhtet, nothwendig und wichtia. Denn
baf in ber Glementar 2 Mathematif und alfo auch in der
doen, rvithret dafer, toeil die Clementar: Mathematie die
Grdge unmittelbar in Conficuctionen Letvadhtet, und haufig
toeiter nidts als Defchreibungen ecfordert werben, um viefe
Conftructionen ju madyen. Dabingegen unterfudht die alfz
gemeine Mathematif, wovon die Differensial: Rechnung cip
Lheilift, die Srofe jwar veemiceelft Conftructionen, aber nidht
i denfelben, fondern in Deutlichen Begriffen; und wie Fann
¢in Steom Flar fliefen, enn feine Quelle tritbe ift? Und denn
enthalten die unvollfommencn Eefidrungen der Clementais
Mathematif, von weldhen man fagen fann, daf fie nidt
gedndert ju toecden brauchen, nidhts, moraud etrwag widers
forechendes fidffe. So lange man daher Leinen wabrhaftig
mathematifchen Srundfan hat, der an die Stelle des nendliz
den gefest werden fann, und dennody die Unterfudbungen,
fo durdy diefed Mitte! gefchelyen, weder erfchwert noch veus
ulers Differens, Rechn, 1.TH, = 9 lingeyt:

et
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dngert: fo lange Fommt die ehrenvolle Benennung der vils
fig genanen Biffenfhaft nur dem niebrigften Theile der Maz
thematif ju.  Aber vielleicht ift folgendes, fiir manchen ez
nigftens, widbtiger. €8 roerden nicdht nue durdh die Differens
sialz und Sntegral: Rechnung bicle, aud ohne fie moglidy,
tinterfuchungen in. einem. fehr hofhen Grade exfeidhtert und
abgetiivyt s fondern e$ machen aud) diefe bepde Rechnungen
eine, aemifi eben {o gtofie, Menge von Unterfudhungen ibee
dic Grdfie ccft moglich, und die angetvandte und praltifde
Mathematif fann ded Diffevenzial- und, Fategral- Calculd
bep dem jehigen Suftande der Sachen fdhlechterdings nid
entbehren. Nun grinde man diefen Caleul auf Principien,
twelche pon denen der gemeinen Mathematif, und idy mocdte
fagen, von denen dee geraben BVernunft, wefentlich verfchies
den find; iftd denn Wunder, wenn. dicienigen, die die Jas
thematif tweaen der YUnwendung auf die Gefchafte des L
bensd treiben, fich bdurdh die Dornen abfbrecten laffen,
tpemit er umzaunt ift, und in dem Gebiete der gemeinen
Wathematif verweifen? Man muf von dem, der Theorien
brauchen foll, nidht blof verlangen, daf er fie lexne, fondern
thm auch die Grlernuig decfzlben in ferner Rage mbalid,
und ohne Nadeheil dec Grandlichfeit angenehm und ierdt
machen,

Und nun jur weiter Entoicelnng der Sdhtvierigleis
ten. toomit die Culerifcbe Theorie von dem Unendlichen und
Dem unendlich Kicinen Tampit.

I

3 §. 84 und 8s.

Tan darf in der Mathematif allardingd nicst immet
einerlcn oder gletche Grdfen durdy einerlep oder dicfelbigen
Seichen quédeucten, aber umgefehrt miffen dicfelbigen Reiz
den immer diefelbigen Grdfen bedeuten, oder ¢ muf dad

Gegen-
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Gegentheil, twenn e ftatt finden foll, ansdriactlich angezeigt
werden. €8 ey alfo, toie ELuler verlangt,
y s b .I =00

weil n . o= o ift. Ferner bedeute m eine von n verfdhic:
pene Sahl. Aus eben dem Grunde, aud weldemn.o=o
ift, ift audh m.o=o0, und alfo audh, fotvie n : 1=0;: 0 iff,*

m: L =0 303 folglih

a0 e mat il wnb e aemy

du §. 86.

Wenn dx =0, und auch adx == o ift: fo verhalt fih
FaAX SR =0, 50,

RNun follen .nach dem 8sften § die Nullen jeded Vechaltnif
iU einander Baben Ponnens (inter cyphras ratio quaecun=
que intercedere poteft) alfo ware nicht blof

adx :dx = a i1, forbern auch

adx :dx= A { I : :
foie beri‘ebiebe_:t audh A von a fepn mogte. @ies’burcb foticde
die Moglichfeit adx und dx mit cinander gu vergleidhen
gamlich aufgehoben,

au §. 88.

Gine Hnie ift cine FlaDe, deven Breite = o ift. Ghbe
e8 unter den Nullen vecfhiedene Ordnungen, fo liehe fich
viclleicht audy geometrifd) fdharf darthun, dafi die Breite
von einigen finien in Bergleichung mit der Breite anbderes
unendlich grof fey, obaleich Feine eine Bureite hatte.

du §. go = 95,

So wie ¢8 Grdfen giebt, die Fleinet find ald jede Grdfe,
bie fich angeben [aft, fo giebt e8 aud folche, die grdfer find,
I8, jede_anzuacbende Gurdfe, D. h. beyde Arsén von Groz

1 D 2 fiens
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fien laffen fich oenten. - Fene twerden felbft in der Glenens
tav - Mathematif gebraudht, ju diefen gehdren die Mengen
der Diffevengialien in jeder Grofe. - Warum folite man alfo,
da man jéne duech dx begeichnet, wenn x die gegebene Srofe
ift, nicht auch fiie diefe ein befonderes Reichen, 3. B. »
brauchen,  ber nun ftehen aud) dx und oo einander gegen:
fiber, und fo wie jenes nidt = o ift, fo bedeutet auch oo
Feine unendliche Srodge im metaphy(ifben Verftande. So
toie man duvdh eine, ohne Lnde fortgefente, VerFleinerung
jeder endlicdhen Grdfe fid dem Differenziale derfelben immer
mehe napeet, obe e je ju erreichen, und alfo nod weniger
dadurch ju o gelangt, weil dx nicht == o ift: fo ndhert man
fich auch der durdh oo angejelgten Scdfe durdh eine obme
Ende fortgefente Bermehrung immer mebhr, erveicht fie abee
nie, und gelangt alfo’ aud) nod) toeniger ju dem Unendlichen,
weldhed o gegeniiber gedacht foecden muf.  Jie diefes Un:
endliche will ich dad Seidhen [oc] gebraudben, und dann
wiitde allerdings, wenn man bepm blof Gedenfbaren fiehen
bliebe, nicht nue

X
— =00, D w.dx = x
dx =
fondern aud
%

m:o, und [ec]. o0 = x

fepn.  Wasd indef diefe Gleichung [o0]. 0 = x betrifft, fo
Toied fich weiter hin Gelegenbeit finden, fie genauct ju e
flaven.  Dag Jeichen oo twird aber febr verfchieden ge:
braudt. Go fest man nicht blof

rﬁﬂb d}
— = o0 — SO0 §
d 9 ern au ? 9

audy ift es nicht ungerwdphnlich, die Summen von Reihen
toie folgente:

1t
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1+2F3F4+5+6+72F8+% 0%t

1t 2% 4T 8 F16%32164F128F256%512 F 1.
durdy eben diefes Beichen ausjudrucfen. Sehr haufig ents
fiebt davaus Pein PNachtheil; allein wenn man mehrere durdy
oo audgedrucfte Grofen mit einander vergleichen will, fo ift
auch flar, daff man feine Bebauptungen nidyt auf dad IJets
den oo bauen muffe. Uebrigens ift leicht einjufehen, Daf
wenn oo weiter nichts als eine unbeftimmbar grofie Grofe
bedeuten foll, der Begriff im Srunde nicht verandert werde,
wenn man dafiir oo + 2 oder o — a feit, oder Hberhaupt
diefe Begeichnungen und oo mit einander vertoechfelt, denn
o0 Fa und oo — a jeigen eben fowohl unbeftimmbar grofe
Grdfen an al8 oo, IWas aber dag Jeichen [oo] betrifft, fo
fann man don der dadurcdh audgedruciten GSrofe immer fas
gen, was <haller von der Cmwigleit fagt:

b Haufe ungeheure Sablen
Sebiirge Millionen auf.
b fege Jeit auf Seit und Welt auf Welt ju @auf
Und foenn ich von Der graufen $Hiobh
it Schwindeln wieder nady) dir feh,
St alle Macht der Iahl, vermehrt ju taufend Malew
Noh nicht ein Thell von dir
Seb 3ich fie ab, und du liegft gany vor mit, .

nue mit_dem Unterfchicde, daf man nicht eben dag Recht
bat, die GwigPfeit fo mit den imaginaren Dingen ju vers
aleichen , al8 die durdh [oo] angedeuteten Grofien mit den
imaginaren Grofien jufammengeftellt rorden find. 1nter der
folgenden Nummer roerde ich diefe Begriffe brauden, um uber
vie fogenannten unendlidhen Grogen nody eind und das ane
bere 34 fagen, iest Eehre idh) gu Luleyn guri,

93 - Sm
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Sm g4ften §. wird behauptet, man miffe in der Geos
metric fogar jugeben, taf 008 Protulfr aus einee unends
Tichen Geofe in Joull eine endliche Sudfe feyn Fonne, weil
aus

tang. @ . cot.e = r2
e &« = R ift, 0.0 =12 folge. Yud dem toas Luler
behauptet, flieht diefed allerdings; allein wenn aus ride
tigen Borderfagen durdh ricdtice Schluffe nihts Fab
fdhed muf Herausgebradht toerden Ednnmen, und jene Bes
Bauptung nidt jugegeben werden fann, olne andere audge
machte Wabhrheiten dber den Haufen ju werfen: foift jo
diefelbe ein ficheves Kenngeichen, daf die Sane, worauf fie
gebauet ift, falich find. Wenn 2 =R ift, fo ift tang. a==[x]
und cot. « == o, - Aber toill man aus tang. @ . cot.w =r*
flir « = R den Sap ;
A (0] . o'z £2

Hevleiten, fo ift dabep noch ciniges ju beobadten, twas twek
ter uiten angefihut toerden wicd:

3u §. 95 ¢ 97.

Wenn in der Elementar - Mathematif die Linie durd
eine Lange dhne Breite erPlact oder Defcbricben, bdie Gren
jen der Yinten Punfte genennt, und toeil man eine Linde theis
fen fann, svo man will, in jeder Linte ungahlige Punfte ans
genommeit werden: fo find dag Lovftellungen und Bebany
tungen, totoider fein Menfch etivasd cinwenden Fann; und
wenn man bep den Unterfuchungen, toobep man den Begriff
ber finie gebraudit, meiter nichts fordert : fo Eann allents
Balben dag fellfte Licht herefben.  Alfein man ziehe aus je |
nen Behauptungen die Folge: TJede Linie befiche aus unz
endlich vielen Punfron; und verfbroende dann feine Seit
mit der Beftiimmung det unendlichen Mengen dev Punfte

in
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in derfchicdencn Linten: fo twitd und muf man fich, obgleich
nedh und nacdy, doch immer bald, ausd ver lichtoolliten Ges
gend in dicfe Finfternif vecfept fehen. Tn Der Rictfiche
find jwar die Diffevenzialien von Ten Bunften vevichies

“den, daf fie al8 wirkliche Theile ilyrer Grdfen gedadht twers

den mitfen s alfein fbrigens darf man nur mit thnen fo vere
fahren, al8 nady Dem Worigen mit den Punften, unrin dafs
felbe Sabyrinth su gecathen,  TWenn x iede vevandestiche
Grife bedeutet, fo ift, das Berhaltnif von x : dx anjugeben
Zeine noch fo grofe Sabl hinveidhend. Dies flicht aus dem
Begriffe des Differensiald; und twas fdnnte Die fehre bon
den Diffevengiatien fir SchivierigPeiten haben, wean man
dacin tweiter nichts als diefes fordert. Yllein man folgere

daraus, daf -d% = oo fep, und denfe fich dad oo, Wie gez

todhnlich; und dancben audb dx ald unendlid flein, im ges
twdhnlichen Verftande: fo hat man auf einmaf nicht blofl unz
endlich grofe und unendlich fleine Srdfen; fonbetn audd
utiendlich grofe Grdfien, die unendlidhmal flciner al8 anz
dere unendlich grofe Gedhen, und unendlich fleine, vie unz
endlichmal fleiner alé andere unendlidhy Fleine Srofien find.
Roh mehr! Man hat algdenn fo viele unendlich grofie und
unendlich Eleine al8 endliche Srdfen, ja fogar unendlih
vicle Ordnungen unendlidy grofee und unendlich fleiner
Dinge: ja toenn ein unendlid) grofed fdon et weifi wie
vielial unendlidhe Male auf einander gehauft ift, fo ift e3
doch twieder foviel alg Nichts gegen cin anderesd Unendlides

“qnd foenn ein unendlih Kleines toer weif toie vietmal uns

endliche SRal in Theile getheilt ift, fo ift dod jeder Sheil
noch cin' unendlich grofies gegen andere unendlich Kleine.
Das {ind doch wobl feine roleranter vera, quae explicatione
vigidanrur 2 1IN0 wojn nun diefe gange geheimnifoolle
: - D4 Spras
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Sprache? Bag ift man dadurdh im Stande u finden, wad
man nicht ofne fie viel leichter und bequemer finden fonnte?
Wenn man Dinge an fich su unterfuchen unternimmt,
weld)e blog in Vergleichung mit cinander unterfucht wegs
Oenn Fonnen, und unterfucht su werden braun chen: o
Fann dasienige, tvas nian findet, -qus dem crfien ®runde
nicht-anders als verworren und falich, und aus dem ans
ocen wiche anders als unnilg und unbrauchbar feyn, Daf
34 Diefer Slaffe der Snbalt deg 95. 96 und g7iten-§. gehore,
glaube ich nus nbhig 4u haben, anguzeigen.

- 3- Zinige anderweitige bicher geborige Be:
-. teacheungen.

3§ 102 5 TIL,

#Benn man nady fpeciellen Regeln, die nur-auf eine et

paffen, weil fie blof aug dem Begriffe diefer Yrt abgeleitet

find, auch die fibrigen neben the liegenden, wenn gleidy mit

ibr 3u einem und demfelben Gefcblechte gehdrenden, Ncten
behandelt: fo darf man ficd nicht wundern, wenn man das
durdh auf Refultate gefiihet wied, die micht evlauben, den
angenommenen iu -einaefchranften Gefichtspunte benjube:
balten.  uf diefe Meife aber vethalt 8 fich mit Den indis
piduellen Reiben,  toeldbe der Beef, aus - der allgemeinen
Jormel :
I

T—x - IT 21 x2 23 24 ¢ 2F § x6 4 4¢

hergeleitet hat,  Gg haben Ddiefelben gany und gar Peine
Scbwierigleit, wenn man Dabey por Augen behatt, daft die
Regeln der Divifion bey den pofitiven und neqativen Sabien
bald quf die Borftellung: jede negative Sabl fey weniger
als o5 und bald auf den Begriff gegritndet find, swobep das

JNegos
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Regative ald dem Pofitiven entgeaengefesit, und dad Nofis
tive noch vom Ybfoluten untevfchieden gedacht twird. Wenn
L =1tztat8ti6t32t6st gt
gefent wird; fo mwerden die Regeln der erften Gattung, wenn
aber : 1 = 2 - = — 1 angenomnien titd, die Re-
e = 2
geln der sivepten Gattung befolat. - Man Fann dakher nicht
fagen, dag fhlechterdings und ohne alle weitere Rudfidht -
1t2f4t8t16t3tbtBir=—1
feu, teil forooll —— =1+ 2+4+8 + 16 T,

L2

al8 aud I—--I---; = — % nach richtigen NRegeln gefunden

toerde: denn fo richtig diefe Regeln find, fo liegt dabep
gleichroohl ein doppelter Begeiff von den negativen Jahlen
jum Grunde.  Allein da ohne Einfdranfung ;
1f2tat8t 6t RiGte= —=—=—1
fepn migte, wenn jene Negeln nicdt durch die ey ihnen
angenommenen Geficbtépuntte eingefbrantt waren: fo Lafke
fich aus den vom B. angefihrten Reihen allerdings betvels
fen, daf man fich, wenn die Regeln vom Pofitiven und Res
gativen gany allgemein und ofne alle weitere Ructiicdht ges
braudht werden follen, die negativen Jahlen, aufer auf die
Doppelte vorbin berdhrie Avt, aucd nod ald Jeichen des
mehe ald unendlich Grofen gedenfen muffe. Ehut man dies
fe8, fo wicd jwar die Bedeutung det negativen Jabhlen manz
nigfaltig, und man muf in jedem Falle, wenn man am
@nbde ouf dergleichen Sablen ftdfe, aus andern Umfranden
befiimmen, twag fiic eine Bedeutung fratt habe: allein dhns
fide Jalle giebs ¢ -in der wnbefimmeen Mathematif. in
D 5 Menge,
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Menge, und es entfteht alfo daher Fein Cinurf.  Aber dag
Fonnte widptiger fcheinen, Dafi aisdenn die negativen Qablen |
folche Sahlen vorftellen mifiten, die gedfier waren alg das
Unendlide, weldes id) oben &. 340, durd [oo] su bejritha
nen vorgefcblagen habe. Fndef jugegeben, dag die dusch
Dag Jeichen [oo] ausgedruckien Sablen, und alfo nody mebe .
bic unter die Form [] + m gehdiigen imagindr feyen; |
toiv gebrauchen ja aud forft mit Vortheil imaginire Grdten
im Galcul, 'warum foliten wie diefe f‘htru g vermwecfen?
sumal 04 1em tmaqmarm 4514 uf: % g Be ao; lih‘f-yliﬂf“ﬁhht‘
tel der ansuftellenden Unterfuchungen find. und, wofern
oae Gefuchte nicht unimdalich ift, am Ende aus der Rechz
tung wegfallen; diefe bingegen baufig in Refultaten vors
Fommen, welchewir niche fir unmdalich exBlaren dutfen,
obne die fehonften Regeln der Niathemarit tiber den #au3
fers 3u flofien, lebrigens vertweife ich twegen der Fedeus
tungen, toelche toic den negativen Sahlen beplegen miifien,
auf dag, was ich dacdber in den Jufagen jum acbten Capitel
ved erftent Duché der Einleitung in die Analvfis des Unend:
lichen und in dev folgenden Betradtung, von . 352, an,
gefagt Habe. '

Diefed vorausaefeht Haben die memm, welche Lulee
im [o;ten§ aud der Formel ?
I_x-'—"'-* I} xtx2 ¢ x3 fxé+x5 4 x6 49
ableitet; Eeine Schwierigleit. €8 ift vielmehe gan; natiies
lidy, dab 3 B.

-y 16 ?.32-{'64%26.

ity toeil man diefen SWerth von —— = ——_ durdy die

— —1

Divifion dev 1 mit einev Gedfe, die Hleiner als o gedacht
witd,
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fied, findet, und alfy der Quotient grofier toerden muf ald
[oo], welhes Te==rkrfrtrd1tita ift.  Yup
fann man mit voliems Rechte fagen, daf

i+2tat8t 16276470 =—*I
fey, weil — 1 ja aud) eine Jab! votftellt, die grdfer fepn
foll, alé [o0]; nut muf man nicht daraus ableiten wollen,
daf allemal und ohne Nuckfidht

—1=1%2t41F8%16F 32764720
fen, wovon der Grund ebenfalid in dem Gefagten liegt,
Gben fo natiielid ift ¢8, dof - = :
feinen Wevth nadh der Formet

I

= — &, ftoenn man

ﬁ]:-f-x-}':iz‘f'xi‘l'xq"f-xf'i'xﬁ-'l'ltp

I—X
fubt, mehe gicbt, als man nad ¢ben diefer Formel fue
I
I—2 :
fien, dic grdfer find afé Das [0]2 Untroort: Seichen follen
fie uns feyn, wenn fie in Refuleaten vorfommen, oaf wir
an ibrer Stelle die negativen Groffen 3u nehmen Haben,
ans deren Entwidelung fie exbalten werden Eonnen. Man
evinnere fich Pier an die aus der fehrve von der $Hyperbel,
Bergehbrigen Falle, refdhe Wallifen fo viele Sdhroierigfeis
ten machten, und Varignon juerft erfldrte, und toobey ety
Raum, det nadh den BVorausfepungen, die bepm Galeul an-
genomimen toerden, mefhr als unendlich grof fepn follte, nichts
anbers ald cin negativer ober auf der entgegengefetiten Seite
befindlicher endlicher Raum ift.  Doch aud) hiervon nachher

. 352 f. mehe.

= — % findet, . f f. Uber wag follen ung Beds

9[flein toie verhalt ¢8 fich mit den Reifjen, weldhe §. 104
aud dev Formek o i

1%
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I
(1—x)32

T foaxt 3x2 § 4x3 F 524 40, =

abgeleitet werden? Hieraus findet man

=1t213%t4+%5F 6%

i |
° (1
und da vothin
J ooy

=1~I~1-i-1'{~r-i-1-i~1'i--1-l-tc.'

o 3 Fe 3
rar, und & nady dem Obigen = [co] fepn folf: fo folfte
ja aud ]

1tef3tatstot=1Frtrdotodntn
feprn. Toch mehe! Wenn man in jener Formel fite x die
Bahl — 2 fenst, o befommt man

12)1 Ub 4t 12321 80 e =

IWie farm r=1%4%12%32% 80 2. fepn? ober: Wie
fann, da burd) (1—2)2 dividiren eben fo viel ift, alg dupdh
— 1 Dbipidiren, und ben Duotienten nocdbmals durch — r
theilen, und jene Divifion fdon mehr als das Unendlidye
giebt, folglic) biefe bag Unendliche, unenblxd;'e Eﬁ‘al genom:

I

men, Devvorbringen mufite, = 1 twetben? Ders

I
(1—2)2
gleichen Knoten find leicht gefchiirst, aber in der That nod

I
oder nadh

i : 4 ‘
feichter geldfet. IWenn man G e

der Jovmel:

TooTsttex baxe f4xt § sxs

enttoicfelt: fo bividitt man im erften alle 1 durdy o, und
en ge?unbenet} _Quuttenten toieder durch o; im andern aber
¥ exfi urdy — 1, und davauf den Duotienten nodymals durdy

— T,
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—

3 L I
— 1. 9Benn man hingegen —2) und
bingss L e o (1—2)2

— 1 findet: fo dividirt man im evften Fall 1 durch o, und
im jroepten 1 durch 15 und fo toare e8 doch in der That ju
peroundern, toenn jemand fich roundern wollte, dap einevley
Eiedhe durd verfchicdoene Grofen dividict, verfchiedene Quos
ticnten geben.  Allein vielleidht wendet hier femand ein,
2af man auf diefe vt bep der Antvendung deér Sage von den
Reichen + und — inGefabr fey, fich gu ivcen, wean man dies
felben gany unbedingt befolgte? Fch Fann diefed an meinem
Sheile nidht feugnen, da HeFanntermafen bedinate Sine nie
als unbedingte gebraucht werden divfen; und daf ingbefons
dete dieBehauptung : bep yroenStdfien geben einerlen Seiden
forooblim Produfte ald im Ducttenten +, und verfdicdene—;
feine allgemeine und unbedingte Wahrheit haben, habe idh
in meinen ﬂinfangﬁgrﬁnben ber Buchftabenrechnung und Ak
aebra, BVerlin 1788, im’ erften Abfchnitte §. 9SF genugfam -
gejeigt, und daher audh an diefem Orte jene Dehauptung
anders entwictelt und genauct bcftzmmt, alg ¢8 gembnlub
ju gefdhehen pfiegts

. $Bennt aber die negativen Bahlen bald teniger als o
uid bald mebe ald das [oo] bedeuten: fo ware e8 ja roohl
gut, roenn man bie negativen Sabhlen von jencr Dedeutung
pon denert, wefden diefe sufame, aud) durd die Begeidhs
nungdart unterfcbiede, etroa fo, wie nach dem B. §. 104
fchon mehreve gewollt haben?* Man Eonnte e8 wobl thum,
aliein ¢8 mufte auf eine andeve At gefdhehen, und dDabey
aud noch bie negativen ahlen, wenn man fie als den pofis
tiven entgegengefert gedenft, untevfchieden roerden. Sndef
toogu foll man ed thun, da man die Pebeutung der negatp
ven Sahien jedesmal fo Ian:g.e unbeftimmt [affen Tonn, big

man
LS
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man die Deftimmte Vebeutung derfelben braudt, und es
bann allemal leidht ift, die unter Den dafependen Umftanden
ftatt findende Bedeutung ju erfennen.  Stur muk man fi
bitten, daf rman den Sak: Fn der Multiplication und Diz |
pifion geben einerlep Seicdben -+ und verfhiedene — nidyt ‘
auf Falle ausdebhne, wofir er nict bewiefen worden ift;
dies ift dad €ingige, wad ju Deobadbten tbrig bleibt, was
aber auch fdlechterdings beobadhtet twerden mug.
RNun ein Paar Worte von der Venennung Summe

§. 110, 111, Man hat gar nicht ndthig, fir die Falle, wo
¢8 Luler vorfdlagt, die Bedeutung diefes Wertd ju ver:
andern, e8 ware aud) in der hat nidht gut, twenn man 8
thun mufite, da fich die getvdhnliche Bedeutung dutdh den
fangen und Haufigen Gebraudy gu feft gefest hat, ald daf
man darfiber nod Gefallen gebicten Eonnte, - Dennn wenn
man von den NReihen :

Pt rtad e b P =10

1t2P4t8T167 32464 % 128 % =—1x

It3F9tert8rtaaztraetaugrti=—4%

u. f. .

immer mehe und mehe Glieder ju cinander addict; fo nahert
man fich ja dem Weethe von [«], pon —1, vonr — 4% u.f.f.
die angefiihrte Bedeutung von — 1 und — § vorausgefest,
immer mebr und mehr; und tvenn diefes bep den Rethen
mit abroechfelnden Glicdern nidht ftatt findet, fo befommt
man boch and diefen die Dadurch ausgedructie Srdfie jedess
mal genay, wenn man das in dem 2. enthaltene ju den
wirflid addivten Glicdern hingufent. So ift 3. B.

1
I—IPI—I1Ffr—I%I—1% —r==
T o 1 ‘i‘l_ﬂ ¥

f—IT1—ITI—XIFI—1F I —— =%
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e 64 A
1-21‘4--8'1'5‘5-%'1';:1;-—?
1.....24‘4—8'f'16-—-324' 64 —'-'—Iﬁ:ﬂ;

i 4 da I’fﬂ F3

729
s — —AYh =1
1—3t9—27781 43.”3 x
: T e
I—3T9—27181—243T 729 — e
e |

u. . f.

9Man famn alfo allerdings in jedem Falle oder fur icden
S$Becth von x,

_I__zrfx-{'x?f'i'x?i{'x‘i-f'xf t o
T ik

I 3
e == =X T X2 — x3 § x4 — x5 2
&

fetten, aber untet den einjefn Fallen, bdie unter diefe allges
meine Formel gehdren, giebt ¢8 weldhe, too ed beffer ift, den
I | s : i
gferth von —— oder von — unmittelbar aus diefen
I'—X Irx

lugdriicfen ju entmwideln, a8 denfelben ausd den unendlihen

Reihen gu fuchen, weldye ihnen gleidy find, weil man dasjez

nige, wag man bieraus findet, nidt eher ju Deurtheis

len im Stande ift, ol bié man ¢ mit dem verghien hat,

tad die Auddrucfe TE und —l-, unmittelbar ange:
: 1— X Itx

tvandt, geben, : j

Qum Sdhluffe diefer Betradtung bemerfe i nue nod,
Daff ber ¥nfang bed 1o7ten §. einen mwirflichen Miderfprud
enthalte, wenn man darindas IJeichen » ¢hen fo verfteht, ald
nad) meinee Ynnahme diefes [ - ] gedadt werden mufi, denn

¥ T
i
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X T 320 x5 '5*34%......*1-}:[“3

mu§ nothtvendig allemal T‘E} fepn, ob man gleidh das

[0 Jfte Glich felbft in Gedanfen nie erveidt.

Von Oem fogenannten unendlich Grofien und
unendiich Rleinen der NiachematiFer.

@8 hat Gelelyrte gegeben, die berounderten, toie unfer
endliche Geift unendliche Reihen faffen Fonne, und wohi
gar davin eine Probe feines unendlicdhen Urfprungs fanden,
He. Raftnee ifi fo menfbenfeindlich, diefen Traum g ftds
ren, undin feinen: Besrachtungen ber die Art, wie alige:
micine Degriffe im goeclichen Verftande find, Gditingen
1767 ; u behaupten : das Unendlidhe ; weldbes unfer Geift
bey ven unendlichen Reilyen faffe, fen fo endlict, fo den Qeaf:
ten eines endlidbven Geifted angemeffen, dafi man bep einiger
Uebeelegung fich roundeen mirfe, wie man fich darfiber habe
rundern fonnen. Der Marquis de 'Hopital fagt im Ynfange
devr Voreede ju feiner Analyfe des infiniment petits: L’Ana-
Iyfe qu'on explique dans cet Ouvrage, fuppofe la commu-
nes; mais elle en eft fort difiérente. L’Analyfe ordinaire
ne traite que des grandeurs finies: celle-ci pénérre jusques
dans Uinfini wiéme, Elles compare les différences infiniment
petites des grandeurs finies; elle découvre les rapports de
ces différences, et par-la elle fait connoitre ceux des
grandeurs finies, qui comparées avec ces infinitment pe-
tits font comme autant d'infinis. On penr méme dire que
eesre Anabfe sétend au<dels de Pinfni: car elle ne fe borne
pas aux différences infiniment petites; mais elle découvre
Yes rapports des différences de ces différences, ceux en-
core des différences troifiemes; quatriemes, et ain(i de

fuite,
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fuite, funs trouver jamais de terme qui la puifle arréter.,
De forte qielle wembvaffe pas feulemene Pinfini ; mais Pinfisi de
Pinfini, ou wue infinité dinfinis, « Hict it BVewunderung ju
wenig, ftaunen mu§ man! Denn ift der Geift, der das Un-
eablidie su faffen verntag, fcbon unendlich, fo muf der, wels
cher das lnendliche vom Unendlichen fafit, jum twenighen
unendlichmal unendlidd fepn.  Daju nehme man die Ges
walt , mit weldher unfer Geift to der Hidhern Analyfe Gber
bas Wnendliche herrfdbt. Bor dem Sdhelten Gottes flichen
nur Berge, auf feinen BDefehl entfiehen nur Welten, die
endlich find. Die Hdhere Analpfe winft, fo verfdhmwinden
unendliche Geofien ju Taufeaden; fie befielilt, fo fhivingen
fie fich aud RNichts heeoor und fiehen da. Nur Sehade, daf
blofle JFamen jwar die Dinge aud unferm Sefichtsbreife ents
fernen, aber nidbt ihre Natur verandern fonnen. Schade,
daf alle au,f' die Unendlichfeit ded Segenfrandes der hdhern
Aralpfe gebaute Yobfpride dicfer MWiffenfchaft nody nidht
einmal fo feft gegritndet find, al8 Kavtenhdufer, woran fich
Finder ergopen! Kb Habe nidhts dawider, wenn man mid
Bice an die Ehefurdt erinnetn will, welde man einem
Manne, dev in dem Tahrhunderte Llewtons, Leibnigens,
ver Hernoulli und Huyabens ju den grofien SMathematifern
gehorte, fhuldig ift; ich fenne fie, und hatte desmwegen gerne
vic audgesogene Stelle nicht hergefest.  Allein foll denen,

i welcpe i fcbeeibe, die folgende Unterfudiung tidtig

feon, fo mufte ich ihnen ein Bepfpiel vor Augen fegen, u
wad fiir Behauptungen dber den Segenfrand derfelben felof
Mathematifer vom erften Range fidh haben verfeiten lafen.
Und warem foll man von den BVevircunagen grofier Manner
nicht fren fpredhen, da diefelben, eben toeil fie WVerirrungen
grofer Manner find, mit einem verfibrevifhen Schein ume
gelien find, und fiberdies wahre Srdfe nicht gangliche Frepz

ngluiem Diffevens, Kechn, 1,TH. 3 heit

\
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Heit von Fehlern, fondern nur neben Fehlern grofe und aug:
gebreitete BVerdienfte ecrfordert? Jur Sade!l b. §, jum Bes
tocife des Saged: '

Daff 0ie Niathematit Fein anderes urendlich
Girofic anectenne, als dasicnige, uber welches oder tenfeits
Deffen nichts inebr {tate finder; mir andern Worten: Feln | | 4
pndcees als Oas metaphyfifch Unendliche, odet dasjenige,
welches ich S, 340, dukch [oo] susgidruce habe; 04
fernet das unendlich Bleine, weldhes fie braucht, diefent |
unendlich Grofien iin {treng(ten Verftande degennberfies |
Be, und nichts anders als o fey; daf fie folglich alle :
Yerfchicoenheit fowobl unter michrern unendlidy
groffen als ustendlich Eleinen ®rofien Linee Art, und o
glfo nod mebhe unendliche ®edonungen bey ¢
denfelben, durcdhaus verwerfe; daf ibt uhendlidy
Grofies und by unendlich Bleines, oder ihe [oo] und ihe (
o, daits und garnicht blof der Differensial- und Intedralz |
Rechnung eigentbiimlich {éy, fondern eben {o in anderit i
Thetlen der Niatheimatit gebraudyt werde; 04 folglidhy |
plle Regeln der Diffevensial: und Integrsl= Rechimung gv ;
funden, Dewiefers und gébraucht erden Eonnen, obne jene
Bearific Oabey im gevingfien 3u Hulfe 3u nebmen;
Dap die aus o], 6, und endlichen Grofien willkubelich sus
fammengefenten Grofen in dev dgansehr Ninthemati¥ nidt
ghoets ‘gebraucht werden mufjen, als {dlches datin entwes
dex mit den imagindeen oder duch niit den ivrationalen Gros
Fengefcbieht; und Oag alfo dfe Entfernung, in welder die
Wiathematif Sfters von ihree Schweftcr Ser Philofopbie
bat fteben viniffen; nicht von dee Dénfungsact Oicfer biys
den Schonen felbft, fondern von den Hinderniffen berz
viihre, weldhe ibre Licbhaber denfelben in den Weg gé
fegt Dabaw,

i

) e —
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&8 ift tvabr, ed toird in der Mathematif und insbes
fondere in dev hohern Unalpfe fehe haufig vom Unendlidyen
und unendlich Kleinen gefprochen, ofyne daf man unter jes
nem Dag [oo], und unter diefem o denfen darf: allein alle
dicfe unendlich grofen und unendlich leinen Srdfen gleichen
villia dem Papiergelde, toeldes jwar den RNamen fubhet,
und unter demen, tveldye fich dariber veveiniget haben, die
Stelle Deg Geldes bertritt, aber; an fich betrachtet, dod
Blof; Den TDecth des Papiers Hat.  Um fich davon zu fibers
seugen braudht man nur die unendlichen GSrdfen etvad ngz
Hee und genauer su unterfuchen:

 SBenn foiv uns eine unendliche Grdfie von irgend einer
et vorftellen wollern, fo gehen wir allemal von einer endliz
t‘bbn Grdfe bevfelben vt aug, tnd fefen eptweder ju ihren
Ginheiten in Sedanfen ohne Ende immer cine mehr Hingy,
oder bmtbtren diefeibe fortgeier}t. duech immer Fleinere und
Pleinete Bradhe. Auf jenem TWeae find wir, fogar in Gez
danken, nidt im Stande, das Unendliche ohre das limendliche
du ecreichen, 1d will fagen, ju einer unendlichen Srdfe 0
gelangen, ofyne cine unendliche Menge von Ginheiten ju der
angenommenen endlichen Grofie Himugelesit ju haben: und
¢hen diefes muf von dem andern Ghege behauptet tverden,
Menn man die %rflct)e, womit man dividict, auf die ek
immer Bleiner und Fleinet madt, daf man ihre Nenner enta
weder durdy die AdDition, oder durdy die Muitiplication vers
gedfiert,  SWollen wir ung daber eine unendliche Grdfie fvs
gend einet et toicklich gebenf‘an, fo bleibt Bein anbéred
Mittel ubmq, al8 bon efner endlichen Grbfie bertzﬂaen At
aussuaehen, diefe durdy ivgend eine unbenahnte Jahl s iz
vidiven, den Divifov Outch dic Subteaction immer fleinet
0 madyen, bis er in o verwandelt wird; und hum ben juge
2 2 E}mmm
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Horigen Quotienten unendlich grof anjunchmen. Da fid
jede Sahl duedh fortgefesste Sibtraction einer oder mefrerer |
ihrer Ginheiten in o vermwandeln L3ft, und der Sag: der
Duotient nimmt in eben dem Verhaltniffe u, in weldem |
bep unverdndertem Dividend der Divifor abnimmt, Feine ‘
fusnahme julafit: fo fdwingen wir und auf diefe Art allers
Dings sum Unendlichen auf: allein e ift aud Flor:

1. dafl, da o die Grenge der Berminderung des Diviford
ift, (und die feidet Feinen Wiberfpruch, wofern man |
nicht die Sahilen velativ fich gedenfen, und dadurch alles
ohne Noth verwivven will) der auf dem befcbrichenen

. Iege denkbare Duotient die Grenze der Vermehrung
Der Dividicten Grdfe, oder wenn man diefe = a feit,

a |
3=[w].a ‘

fepn mufe.

2. Daf wir, toenn toir unendliche Gﬁré&en irgend einer et
conftruiven wollen, toeiter nichts thun fdnnen, al§ ends
liche Grdfen derfelben Art fo ju vetzeichnen oder davjw
ftellen, Dafi dabep gugleich der MWeg, auf welchem man
diefélben ofyne Gnde wadhfen laffen Pann, vor Auaen
liege. Diefed finbet fich fehr deutlich bey Folgenbder
Darftellung:

DA s Oy e S o s it G o e ol 8, ) R
Dedgleichen bep der Conftruction der Tangente eined
vechten Winfels, u. dal. :

3. Dafi wir jedesmal, tenn wir ung eine unendlich grofie |
Grdfe vorficllen, ¢in Produfe cus ciner gleichartigen
enbtlichen Grdfe und Der durch [oo] begeidineten unends
lichen Salhl denfen, und daff alio dag Uaenblide det
Grdfen nicht in thren Einbetten, fondera lediglidh in
ihrer ahl agedacht werde,

L P e e R ey e e by ey P,

mien cmmmh _m  —— — -
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4. Dafi, da o und [oc] cinander geaenubetfteben, o in eben
dem Berftande unendlich Elein fen, ald [oo] basd unend:
fich Grofie bedeutet, und daf alfo unendiich flein undo,
deggleichen eine unendlich Fleine ®&rofe und eine ends
liche Grdfic von eben der Art, entroeder mit o multiplis
cict odet durch [oc] Dividivt, einerley fagen wollen.

Diefes vorausgeferit follte man juvdrderft die unendlich
grofien Grdfen nicht blof durd) das Seichen [s0], welches
man beffer allein fie die unendlich grofe Jahl braudte,
fondernt durch diefes Seichen und das Jeicdhen Dev Einbeis,
weldbe die At jener Grdfen beftimmte, 3. V. wenn a diefe
Ginfseit bedeutete, durd) [oo7] . a beseichnen; und die ahnz
lihe Gorm 0. a flie die unendlich Fleinen Grodfen twenigftens
darin gebrauchen, toenn man unmittelbar auf die Begeid=
nungen unendlich grofier und unendlic) Fleiner GSrofen teis
fere Scbliffe bauen wollte.  Auf diefe Act exhiclte man ausd
ber Gleichung tang.« . cot.e = r2, §.94. und &. 324,
menn « = R whicde, nidht fowohl [oc].0=1r2, al8
vielmeht

[]itioire={=n]io:r2 = ¢2
und da das [co] nidhtd anders bedeutet al8 L, und folglich
[w].o = %.0=1 ijt: fo fagte nunmehr die Formel
[0].0. 12 = r2 nichtd toeiter, ald e fep 1.r2 = r2,
Hierwider hat die Geometrie nidts einjutvenden, aber wo
fehet fie aus einer unbegreniten geraden Linie und o ein
Recbteck oder ein Duadrat hecvorbringen? wie ihHr §. 94,
am Gnde bepgelegt wird. Wenn man in [oo] . 0. r2 =12

r

anftatt o . r den gleichbedentenden Yusdrud 5 fest, fo ift

ebenfatis 212 g,

(]

33 Sumt
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Sum anoern fommt 8 nun bep dem Beweife, Daf b
feine verfchiedene unendliche Grdfen Giner Act in dec Mas
il;eniatif aebe, tegen der M. 2. ftehenden Behauptung blof
barauf an, daf dargethan werde, die Mathematit fui:bere :
nic, 3ablen anjunchmen, die grofer alg [0 ] twaren; (twobep |
¢é fich aber von felbfi verfteht, daf abfoture 3ablvn gemeint |
werden, denn fobald velativ gevedet twird, fdnnen Welten
Punfte, und Punfte Welten Heifen.) Diefes ift leicht. Da
nemiich o die Grenge der %ctminﬁmlng ieder Zahl m i_ft§

fo ift auch der 3u %';3 gehorige Duotient die Grenge der Bers |
i
mebrung devfelben,  Aber pielleidht tendet man ein: % ‘

miffe dabey dodh immer grdfier feyn ald -3, foenn m guds

@ec alg n fep,  Diefer Einwurf ift fehr fdbeinbar, fo lange |
man fih die Urt, wic wic die unendlich gqrofie 3abl ung |
Denfen, nicht deutlich porftellt, Denn da 1 = [oo] ift, und |

- N » e T e [ ] I.m
jebe 3ahl m == 1. m ift: fo fcheint natiielich P B

m I«n iy n
=m.feelund - = — =n.fw], und —-— %

=mtn ju feon. Ullein ba o nicht blof die %!Dmerenlje[i: |
der 1, fondern Die Abmefenfieit jeder Fahi andeutet, und boz

1 - m m
beem.o=o=n.oift: fofann man aud = = ==
n 1
ga,nb. — = —— fetien; und da auf diefe zlrt e et

, "h.0 (@) o

mrh fo fallt aduech der gemachte Sebluf ganalich tber
?,H"* ‘Wit-fw Huch bleibt, wenn man fich auf dem S, 335,
befchriebenen Wege von einer endlichen [l gue wnendlichen
&8 Ndwingen will, *‘z": ﬂﬂtingiam endliche Digifor willfihrs

fich
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: ; m I
fich. Man gehe affo vom - aus, fo hat man allemal <

und die unendlich avofe 3ahl oder
(p]=s=r1t1trfrtrtrtatoditaobne
; Ende. '
perwemrFrkr ikt k = [ee] ift,
fo miifen dodh nothoendig die Summen Ot Reihpen
ch 2 ¥ 4 T8 T 16T 42 1 b4 T
143+ 9 Fazt 8t 243 F 729 T 2 b ofne@nde
1+ 4 t16%16at 256 +1024 F 4096 2:._}
nothoendig mebr ald [cc ] bedeuten.™ Dergleichen Reihen
fcfgr'man enttoeder willtdhelich jufammen, und dann find
ihre Summen chimarifde Grdfen; ober man erhalt fie
: ¢ L I I 5
dutrdh die @ntmzct‘e!gng der Bruche: I e =
u. bgl.  Sn diefern Falle bleibt man nicht bey ben abfolutern
Sablen ftefien, denn die pofitiven und negativen Jahlen ges
Poren 3u den rglativen, indem dabey auf den Gang, telden
man im 3ahlen nimmt, Rackiidt genommen toird, IMan
Tege dic Vorftellung jum Srunde, roelche man in meinen 3uz
fagen jum adten Capitel des ecften Budd der Culerifdhen
Ginleitung in die Analpfig des Unendlichen findet: fo fagt
der Ausdruct, mehr als wnendlich arof, bey den Sahlen nichts
anberd als negatip, und es wicd
i1+2% 4% 8% 16 % 32 F 64 FTw
1+3% 9 F37F 8 F 243 F 729 T
I % 4% 16 F 64 % 256 F 1024 T 4096 1 .
i f f
o tie fids nun in Anfehung des Unendiichen bey den3ahs
fen pechalt, eben fo ifts in diefer Nuckficht bep den contis
nuiclichen Gedfien, Swar Fann man fich in jeder endlichen
geraden Rinie stoen von einander entfernte Punkte gedenfer,
3 4 fich

1

1

nou
I
wir e
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fih die Linie nach einer Seite unbegrenst vorfiellen, und fo
atoen unendliche gerade Einien fich cinbilden, welde um die
Entfernung der angenommenen Punfte verfdbieden 3t feon
fcbeinen; ober cine nach bepden Seiten unbegrenjte Rinie,
fo tie audh eine nach allen Seiten unbegrenjte Flache odep
dergleichen orperlichen Raum, in Theile theifen, die jum
Zheil begrenst, zum Theil unbegremjt find, und die Theile
fo tie ibre Grengen unendlich grof nennen: allein hat man
alsdentt unendliche inien, und unendliche Flachen, und Forpers
lidhe Raume, wie fie die Geometrie giebt? Ienn =R
witd, fo foll die Tangente unendlich gro§ fepn.  Sft fie es
etiva nur, weil {ie von der einen, obder mweil fie von Peiner
eite begrenst ift? Gin Keeid, deffen Radiug usiendlidh grof
gedadht toicd, vermandelt fich in eine gerade Linie; eine Kus
gelflache von eben dem Halbmeffer, in eine Ghene, Sft Dies
fes wabr, wenn der Nusdruck unendlich grof nicht im ftrengs
ften Sinne genommen witd? und (35t fich ein groferer Ras
Diug denfen, obne ibn endlich aber negatio zu nebhmen?
2Bir gelangen nicht anders jum Begriffe des Unendlichen,
ais fo, daf toic ung etwas endliches von eben der vt vors
fellen, und durch o dividiren. an nehme alle die Falle,
wo it in der Geometric eben diefes su thun ein Recht fas
ben, und unterfudbe das Unendliche, roju fie fubren. Man
toird allemal finden, dafi man entweder su unendlichen Srofen
Fomme, die unter die Form [eo] . a gehdren, oder daf man
einen Feblfchluf begangen, und Beftimmungen Gberfehen
habe. Dies lente fande 3. B. ftatt, wenn nian aus der Gleis
chung fir die Pavabel, px = y2, betleiten mollte, daf,
fir x=[w], y nothwendig ecin Fleineres Unendliche bedeuten

mitfie.  Denn foll x = [oo] fct)ﬁ, fomuf es ing— ubergehem

Daaber a:y=y:xift, fo fann man flatt x nicht anz
: Devd

e
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bera — fegen, ald twenn man audy L ftatt e cinen y

frbretbt. Allein dann bletbt nidt mef)c, toie bey der Parabel

fepn muf, a: y=y:x, fondecn man hat die Proportion

a:% ——5 8 —2—. Ueberhaupt rufren aﬂe’ pam'boge Bes

hauptungen, toelche man in der WMathematif bey den unends
liden Grofen hat, fo wie aud alle tibrige, aus undeutlis
dhen und vevivorvenen Vorftellungen her, und verfhivinden
indgefammt, fobaIb man an deren Stelle deutliche %cguﬁe
braudt.

Dicfer mftand verleitet mich ju einer Husfbtoeifung,
twegen toelher ich um BVevjeihung bitte, wenn fie wicklich
Ausfbmweifungift; den Gegenftand Decfelben wicd hoffentlich
SRiemand far unwidtia ecflaren,

% habe oben &. 283 f. die Elementar, und allgemeine
Mathematif auf die Uet unterfhicden, daf ih behauptete,
die Glementar: Mathematit betvadte die Grdfen unmittel:
Bar in Gonfivuctionen, die allgemeine hingegen vermittelft
€onfteuctionen in beutlidhen Begriffen. Fn jener werden daher
die Grofen durch die Mesfmale gegeben, roodurch fie fidh vord
aflen andern unterfdheiden, in Ddiefer durch eime bHeFannte
@tdfe von eben der Art, und durcdh das BVerhalinifi, welches
fie ju dicfer Grdfie haben. Hievaus flieft, um nur einiges
au beciifyren, '

. Daf der Gegenftand dev allgemeinen Mathematif vick
allgemeiner ift al$ Der der Clementar: Mathematil,
obgteich auch diefe fich nie mit einzelnen Srdfen; fons
dern mit Den Hrten und den niedrigfien @ef@le@em
ver @rdfen befdpaftiget.

35 2 Vo
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2, bcﬁ bie Conftructionen, weldhein der allgemeinen Mas
~ thematif gebraudyt werben, feine nothroendige, fondern
willfaheliche Conftructionen find, beren Ausdehnung
alfo fediglich von der Bedeutung abhingt, welche wie
den Davin gebraudhten Seichen bepgeleat Haben.

Jue diefed vovausgefent, twer muf nidt ugeben, einmal,

Daf e in ber allgemeinen Mathematif eine Sadpe von der
aufecfren MWichtiafeit fen, den Umfang der gebraudyten Cona
fteuctionen jedesmal aufg genauefte und deutlidhfte ju beftims
men; und groeptens, dap die Refultate der allgemetnen Masz
thematif bep ber Untoendung auf die mweniger allgemeinen
Kalle allemal ecft nac) der Natur diefer Falle modificict wers
den mitfjen, toenn fie durdaus paffend fepn follen. Wenn
man nad) diefen Regeln Ven BVortrag der allgemeinen Mas
thematif einvichten mwill, fo ift e8 freplich uhoermeidlich, manz
che Unterfcheidbungen ju madyen, die dem, welcher pon deg
Nothmendigfeit jener Regeln nidyt lebhaft ubergeugt ift,

uberflifig fcheinen Ednnen, und dann um fo eher in Gefabe

find verwerfen ju weeden, weil ducd) fie die Grlecnung dee
nfangsarinde der allgemeinen Mathematif febwerer su toers
ben febeint.. Allein man itbergehe diefelben, fo toird freplidh
er Anfang des MWeged, tvelchen man feine Schliler fibrt,
ipnen lihtooller und angenchmer fepn, aber dagegen in
per Folge defto mehr* dunfle und dotnige Stellen Haben,
SBieifoll man 3. B. dad erflaven, daf man durc) befannte
-gnb nicht vermwerfliche Eatwicdelungen

-;—.'_:—[-==- LF I E DRI TE LRI TR Eae =3

I

o -

(1—1)2

F=LE213¥415161218%9% =14

I

Fx F 2
(1—2)2
3

= 1P 4 F12132180% 192 F 448 % a0, =1
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findet.  Radh dem, twad idd in meinen Ynfangggrimben bee
Budsftabenrechnung und Algebra uber die Jeiden T und —,
insbefondere &.68 f. §. 98 - 103, gefagt Habe,  fann man
it nue, fondesn man mug feldfe den Iabigr 1, in ven
. : ,

stichen und ————, nicht abfolute, ja na
Q} Eb _(1_[12_ ([_2.11 : f I; ' d}

den Regeln Dex allgemeinen Siuitiplication und Divifion,
auficchem nocd ald ein Prodbult, und alfo entoeder. ald
3 1 % 41, odet al8 — 1x— 1 anfehen. Dicrdyrch toigd
| FrAcEL — I % —1I
— . W , &= —, und
(I—1)%° 0 %0 : OE0 Sy
I i S AL ¢ — I %—T
T — .
(1—2)2 ~ —I¥—I1 — % —1

_0_:; IflfITITI?ITI%tC.;f_ﬂ!giic’i}
: :

=1%2t3Fr4¥s5t6k72t8%xn

Serner i&.?—_—i =1%2¥4F8%16%F 3216471, folglidy

R I o ¢ :

=7 Wi == 1741127 32F%80T 1927 448 T 3G
@ben das findet man, renn man k1 im erfren Fall durdh o,
und den Duotienten nodymals durch o, im groepten abet
ducdh — 1, und den Quotienten nochmals durdh — 1, auf
die et dividict, def mano =1 — 1, D — 1 =12
fest. Nadh cben Den Negeln alfo, nacdh welhen man

I

s IERE BE S & BE B8 B &I ﬁnbaé, ergiebt

2 I
fich.awar aucb 75z = 1E 2138415 ¥61 7184103

; 1
fo wie henfal bey ——~ = 1121418310 83280
: )




364 Anmerfungen und Bufafe sum erften Theile s,

e ,‘;",__'Tn_;' = 1 F4F12%32 % 80F 192 F 2, eciners
tey Negeln gebraucht torden find,  Uber da die Borftellung

I :
telhe ber Drud e giebt, von der, welde der Brudy

e erseugt, gang verfchieden ift, fo muf nothvendig
bey der Entroicdfelung verfchiedened Fommen. &8 ift daher

=5 c— f Mo—T
aud gang naturlid, daf der Brud —?-::-o——- nicht ans

berd den Werth befommt, weldhen man fiie den Brud

-1-1><+
OHO

durch die Entwicelung findet, al8 twenn man ihn

; bl §
guvor in mbzrmanbclt hat, und daf ed fid auf abne
fiche Urt mit dem Bruche E—:—-:—_-E- pechalt, Wenn man

. | : . .
aber aus Jurr nidts weiter al8 1 berleitet, fo handelt

wan daben nach Regeln, welde fich auf die Borftellung von
den negativen Sahlen griinden, bey welder fie, nicht fleiner
al8 o, fondern den abfoluten Sablen entgeaengefest gedacht
toerben, und diefe Vorfiellung ift von der fo eben gedacbten,
fo wentg man fie audy unterfcheidet; fehr verfbieden. OB
man dabec gleich den Bruch L in gewiffen Kuct]'zd)rcn den

I P D — o —
Brichen > i
([':’."ﬂ'i}-s, ox0 2 o %0 f fo t'OlE blﬂfﬂl
E U b —rx—1
3 den Brivhen ———— ; : .
¥ T ST ol

feisenn fann: fo darf man folched doch audd nur in diefen
Hicefichren thun; und da fich diefelben mit den gebrauds
ien Sybfiitutionen andezn: fo muf man nothroendiger Weife
ben
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bep ber Entwicelung auf Refultate fofen, die nidt allaes
mein mit cinander verwedfelt, ober einanber gleich gefest
werden fonnen.  Ginen andern Fall anjufithven, to der
Manael an Genauigleit in den ecften Befrimmungen Schivie:
rigeiten erjengt, die, bep grofever Sorgfalt dabey, fogleid
vecfchroinden: fo ift befanntermafen, toenn « einen fpigigen
IBinfel bedeutet, die Secante pon » pofitio und die Secante”
pon 2R + « negativ, und ded liegen begde Secanten, toenn
man bdic ecften Schenfel der Winfel « und 2R ¥« auf el
ander Tegt, fo, Daf die Vergleichung derfeldon mit einem
SWege, den man Hin und ber maden, und mit einer Treppe,
die man binanf wad hinunter freigen Fann, (Seometcifche
9lbhandlungen, von Abr. Gotth Kafiner, erfre Sammlung,
Gbttingen 1790 S 463 464 ) nicht ju den glictiichen Gleidh-
fiiffen gehdut. A8 Linte betvachtet und volljandig ausges
drucft, iff nemlich jede Secante eined Winfeld y, odev
r2 : r2 ;
fec,y = E_;E‘)-’: alfo fec. s = EEf‘“;' und fec. (2R + &) =
s e 3 folglich fec. « pofitiv, weil cof « pofitip, Und
cof. (2R T &)
fec. (2R 1t @) negativ, weil cofl (2R T «) megativ iif. 9Nuf
Biefe MUet ift fir die Nechnung forwobl alg fliv die Jeidnung
allen Schwierigfeiten felbft die Duelle verfropft, und man
Bat gav nicht ndthia, ju eince doppelten Einfeit, ciner bejahs
ten und einer verneinten, feine Suffucht ju nehmen, fonlein
fann Dicfelbe, woie &8 in der Geometrie fepn muf, entweber
pofitio oder negativ fich denfen, nur daff man die einmal
angenommene Lorausfepung bepbehalte.  Hud fthe i
nidht ein, woju Ghechaupt die doppelte Einfeit Dier viensn
Fonne? Denn da der Sap ~et

rz
fec. m 7= ——, OD¢t fec. ot £ =5 £ & cofiw
cof.w -

in
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ein allgemeiner Saf ift, unb fepn mufs fo odre 561) eitem
doppelartigen Halbmeffer oder Einbeit
fec.a : — r == ¥ r:cofe, und i'ec.-s._.:—r-i;
cofl &

und ree alfo bey dem angefithrten Sape Feine doppelte Gins
Beit ficht, dev iberficht nicht, fondern e nimmt nug nidt
wafyr, was nidt da ift.  Um jur Sadhe felbft juricf ju Pebs
ten, fo fat maa in der allaemeinen Mathematif noc toeit
mefye Hefadhe; fic) vor dunfeln und unvoliftdndigen DBegrifz
fen gu bitten, afé in jeder anbern Wiffenfhaft; weil man
bier die jum Gronde gelegten Begriffe immer vor Augen
behalten mufl, indem man unmittelbar augd denfelben fols
gert, dagegen in der aligemeinen Mathemati? vori den Bes
griffen’ ju Conftructionenr forteilt, und bey Den Operas

tionen, welde man damit vornimmt, die jum Srunde gelegs

ten Begriffe fehr bald qud dem Sefichte verlicrt. Nudh ift
in andern Wiffenfhaften die Perdfung des Gefundenen duvch
Yurendung atf eingelne Falle meiftentheils leichter. Hber wwie
Bt find nicht die Unterfuchungen ver allgemeinen Mathemas
e fo tranfceadent, dag fede Erlduterung durd cingelne alle
eben fo unpaffend fenn wiiebe, al8 wenn man ein Differens
gial mit Der Vevanderung vergleichen wollte, welde bie Hihe
deg Oceans ecfahrt, toenn man eine Sdhiwalbe im Fluge
Daraus ihren Durfk ofcht? Hat man fidh nicht gany genan
mit dem Sinne und der Ausdehnung odet dem Umfange
bet Conftenctionen befannt gemacbt; meldie man braudbt;
oder verfiert man denfelben aus den Augen: fo toird mat‘:
¢in Spiel diefer Conﬁmrtmner und Sfters nah Octen hins
gefchleudert, von welden man Feinen g]{ucfmeg finden fanm;
focll man ben Feg, der 3u denfelben fibet, nicht Fennien 3u
fernen fudbte.  Fcb hoffe, daf 'btéfe%efm&;tung midy vechts
fettigen oerde; wenn ich Gey der Eeflarung deeerften Griinde

det

|
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der Mathematif hie und dalintetfdheidungen made, two dets
gleidien von anbern entweder noh gar nidt gemadht, obder
boch nicht genug vecfolgt worden find. - b hHabe dicfesd in
Riefficht auf die gemeine Hlgebra bevettd fowohl in meinet
Anleitung 3ue Selbftevlernung oce Duchffabenvechnung
und Algebra inBriefen, al8 audy in meinen Anfangsgruis
den dee Buchftabenrechnung und Algebra gethan, und'
ﬁaage ¢§ bier ebenfalld in der hohern Mathematif. Nadh
Den liztheilen, roeldbe niber jene Berfiiche gefalit worden find,
darf ich freplidh boffen, daf man Den gegenmartigen nidht
gams vetivetferr werbe, muf aber audh einigen Ginmwirfen ents
geaen fehen, bic miv hiev ¢in Paar Worte ndthig madyen.
Dt erfte, dah turd) déraleichen Unterfheidungen die Uns
fangsarinde tet Mrathematif ju febt exfhivert werden, iRk
blok fcheinbae ; davon bin ich durdy die damit Gepm lnters
titbte remadien Beefuche Gbetzeugt. Sin anberer ifi: die
Matiematif werde dadurd mit problematifdhen Sagen tibee:
Bauft. . Téan Kenner fid die Wihe geben toollen, meine
Sovidhlaue und Behauptungen gu prifen: fo Eonnen diefels
Ben entwider ther Sen Haufen geworfen, obder 3 Sasen
erhobén wetbes, Oie nidt niehr problematifh find. Deg
Pritie: dop duedh meine Methode gleichooll nicht alle Schivies
rigbeiten achoben toérden, und die Art, wie einige wegge-
gamat teiden, nidt den gehotigen Brad der Peidbtigheit
Baben. Diefen Cinrourt toill 1d getn nidht widerlegen; wenn

iy nut fene Sdwietigfeiten angejeigt und IWinke gegeben

toerben, tote man cinen Hdheren Grad det YeidptigPeit echals
ten Fann. lsberhaupt foll mir jebe "geiindliche Delehrung
fim fo willfommuner fepn, je. ticfer fie eindeingt, und alle
Bitten, dic ich fonft etwa thun Fonite, vereinigen fich dabin,
pen Gefichtépunft nicht aus den Yugen ju verlieven, daf
ich den YOeg sur Eelepnung der Wigthematit Anfangerit

astiv
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gern auf dic Are cben machen mdgte, daf fie swat
vom 2Anfang an angeftrengres Ylachdenten bereifen miif:
ten, aber dodh in Feinem hobern Grade, als jedem mdalich,
und 3ur Lehaltung alles, von demt Studium diejer YVIf:
fenfchaft 3u erwarcenden, fovmellen YTugens; nothwens
dig ift

Um 3u dem Unendlichen jurnct ju febren, fo wicd dag, |
tad ich &.355 bis S.361. gefagt habe, hinceichend feyn |
gum Beweife, daf wiv allerdings im Stande find, und ju |
vem Degriffe einer unendlich grofen Sahl aufiufhwingen, ‘
Daf wiv aber, wenn wie bey den abfoluten Jahlen frehen |
bleiben twollen, auf Feine Weife tiber diefelbe Hinauszugehen
vermogen, und dafi, wenn die Sahlen relativ gedacht wets
den, jwar mehr ald unendlich grofen Sahlen, dem Namen
nady, entftehen fonnen, die aber, fobald jene Nelation meg:
fafit, durchaus alé endliche Sahlen erfheinen.  Ueberlegt
man inédefondere, daf toic bey der Ef)er;leitung oer unenbdliz
chen Jald aus endlichen durdh dic Divifion mit o, die o ald
vad eichen der Ubwefenheit aller Sablen betradbten: fo
‘E'&Ht_ auch die Behaubtung tiber den Haufen, daf verfchiedene
Bablen, durdh o dividirt, doch nothwendig verfbiedene uns
endlich grofe Sablen aeben miffen, und die angefihrten
Sage find toider alle Cinmicfe gefidert. Ullein demunz |
geachtet fonnte Mmandher glauben, ¢8 fepen dadurdh nod
nidht alle Shivieriglfeiten gelioben, weil i doch die un:
endliche Rah!, da fie einen Widerfpruch enthalte, su fid |
felbft fegen, dedgleichen mit jeder endlicdhen Bahl multiplicis ‘
ven und dividiven Fonnten, und fo nothrvendig ju mehreen
der Grdfe nady verfchiedenen unendlich grofien Sahlen ger
langten.  @Gben fo verfelte fiths, fonnte hinjugefiigt werden,
mit allen dbrigen unendligen Grdfen, Wenn [o2]: 4

' irgend
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ivgend eine tnendliche Brofe vovftelle, fo miffe dodk[<]. ma
nothmendig eine von jener verfdiedene unendliche Grdfe
augdrucfen.  Daf toir das Bermdgen befiten, mehrere veelle
Begriffe willbbhelich mit einander gu combiniven, wer fonnte
dag leugnen. Wer wollte einem Maler dasd Bermbgen abfpres
then,cinen Benuéfopf auf einen Bferdehals ju fenen, den Leib
mit Bliedetn von verfchiedenen Thieven mit bunten Federn
ynd mit Flugeln audgufbmicfen, und um aus allen Glemens
ten etwad angubringen dag fdbdne Bilo in einen graufenhafs
ten Fifch fich veclieren gu loffen? nue muf er fid nidht
fomeicheln, nun ein wunderoolled Werf und aufgeftellc ju
Haben. - Auf ahnlidye Avt, was follte und hindern, dag Jeis
den ded reellen Begriffd der unendlich grofen Jahl mit ven
Seidhen der eben fo veellen Begriffe von endlichen Jahlen
oder jeden Grofien, wie twir wollen, ju combiniven? wofeuis
wiv nur wicht vetlangen, daf icde diejer Combinationen
veclle Sablen und Grofen vorfiellen folle.  Wie febhr wic
uns bey willFuhrliden Conjteuctionen betritgen fonnen, wenn
toic Dabep die Bedeutung, weldhe ihnen nadh den Umftdnz
den jufommt, unter welden wir fie gemadit Haben, nicht
beftandig und genau vor Nugen behalten, mag folgendes
Bepipiel geigen.  Wenn « =R ift, fo ift allemal tang. «
eine uitendlich grofe Yinie in dem BVervftande, daf Feine grds
fiere gedacht toecden Fann, denn fie ift von bepden Seiter
unbegrenst. Jtun fey der Nadiud einmal = r und dann
=mr, Da allgemein tang. . cot. & = r2 ift, fo Hatte man
fiir w = R, roenn [20] die unendliche gevade Linie im ftrens
gen Bevftande bedeutete, nidht nue 4
[eo] . 0 = r2, fondetn audh [o0]. 0 = m2r2

i : r2 mara
und folglich nicht nur [oo] = = fonbern audh -E—,_iﬁas

wollen tie hieraus {dliefen? Daf e8 mehrere der Srdfe
$Eulers Differens, Rechn, 1. TH, Aa nad
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nach vecfhiedene unendliche, von bepden Seiten unbegrente,
gerabe Linien gebe? obder, baf das Unendlicdhe feine Ber:
fdbicdenbeit in Der Grdfe julaffe, toenn der Begriff deffel:
ben veell fepn foll? Am beften tvare ¢S unfireitig, da wic
boch das Uinendliche ung nidht anders vorftellen fénnen, alé
nach decYct, toie wir uns daju vom gleichartigen Endlichen
auffhmwingen, wenn man blof diejenigen Ruotienten uns
endlich groff nenntz, welche entfiehen, wenn man jede
Grope durch fidh felbft oder durdh) die Jabl, welche
oie Nenge der in ibr enthaltenen Linbeiten ausdrudt, su
Dividiren anfangt, und dann den Divifor in o uberdehen
136t,  Hievdurd) wirde alle BVerfdiedenheit in der Grdfe
unter den unendlichen Gedfien ciner und derfelben vt unmigs
lich, und die allgemeine Mathematif Hatte Fein anderes reelle
Unendliche alg die Clementar: Mathematif. Nur ein Gins
toucf bliebe noch moglich, und zwar folgender : ,,Man nehme
eine unendliche gerade Yinie, ein unendliches Duadrat, und
einen uneadlichen Cubud, und nenne einen Theil jener Lis
nie a, Died voraudgefest, muf die Linie = [oc] . a, dad
Duadrat [e0]2 . a2, und der Cubus =[]3. a3 fepn,
und biet find. alfo drep rveelle. Ordaungen der unendlichen
Sabl [eo]%  Allein einmal unternimmt man, wenn man
auf Diefe Art fcblieht, das Unendliche durchd Gndliche ju
meflens und ftellt fih eben deswegén das Unendlidce jwey:
tens nicht ald unendlich vor, fondern bildet fih dabep nue
cine feht teit, aber doch immer erveichbare; Grenze ein; und
endlich bliebe drittens brig, mit Bailly in feiner Hiltoire de
I'Aftronomie moderne ju fagen: L’infini eft le goufire, ou
fe perdent nos penfées.

ndek entfteht nun eine doppelte Frage, nemlich: Wie
foll man ¢8 machen, wenn unendliche Grofen unter folden
Umfian: .
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Umftanden vorfommen, daf daben und damit die einfacben
mathematifchen Opevationen ndthia werden? und: Wie
find die§alle ju erflaren, wean bas BVerhaltaif einer Grodfie,
die nicht unendlich grof im abjoluten Verftande ift, ju einer
endlichen Grdfe=1:0gefunden wird? wobin 3. B. derjenige
gehoet, deffen NToncucls im 2ten Theile feiner Hiftoire des
Mathematiques &. 3000gebenft. b beantworte diefe lepte
Grage juecft, weil fie die feichtefte ift.  SNan darf nemlich
in dicfen Fallen nur vor Augen bebalten, daf durdy den ge-
fundenen Duotienten nichts weiter angejeigt treden folle,
alg, der Nenner des gefuchten Verbalmiffes fen eine unents
lich grofe Sabl fen. Dap man dabey, wenn der eine Raum
a und der andere b gefet, und a : b = 1 : o gefunden wird,

; . b BA Y
nicht fdbliefion darf, e8 fep a = = und folglich eine unend:

lih grofie Grdfe im abfoluten Berftande, ruhrt daber, toeil
die o, welche man braudt, unter folchen Umftanden gefuns
ben roicd, dag fie niche ein Yeichen Dder Abmwefenheit aller
Sablen, fondern blof die Ubtwefenheit der 1 anjeigt. IWas
die erfte [Frage betrifft, fo toerden jwar allerdings die Eirds
fen, welbe man aud veellen unendlichen Gedfen durch die
einfachen mathematifdyen Operationen sufammenfest, wenn
fie nicht unter die Formen [oo] und [oo] . a gehbren, eben
fo wobl imaginare Grofien, als die Duadratwursen aud
negativen Sahlen: allein hievin liegt audy jugleich die Ants
wort auf die aufgerworfene Frage. Wahrend des Calculs
mag man fich immerhin der Grofie nad verfchicdene unendz
lih grofle Grdfen ciabilden, und nad Gefallen combiniven
und trennen: dadurdy befommen diefelben Peine Realitds,
fondeen find nur ein BVerflrgungsmittel dev Untetfucyungen.
Dber foll e8 Feine imagindre Grdfie weiter geben, ald die:
geraden Wurgeln aus negativen Grofen? wogu gehorte danm
- Naa abed

L]
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abcd, toenn jeder diefer vier Buchftaben eine gerade Linie r
bedeutet? Aber toenn jene eingebildete unendliche Grdfen
in den leten Refultaten bleiben, fo ift nur ein Fall, bey roel:
hem die aufgeldften Aufgaben mogliche Aufgaben feyn For:
nen, und diefer findet Dann fratt, rwenn die Einbeit, welde |
bep dem Seichen Ded Unendlichen feht, eben diefelben Dis ‘
menfionen Hat, ald dad Seichen des WRendlichen, und mit dies i
fen Dimenfionen wieflich gedacht werden fann., BDedeutet |
3. B, a cine gerade Linie, fo find [oo]2 . a2 und []3.23 |
toenn man dazu durd die mathematifchen Opevationen ges |
langt, beswegen nicht imagindr, fondern den Ausdricken |
[0]: a2 und [eo] . a3 gleihbedeutend , toeil der Ausdrud |
[00]2 . a2 cigentlich nichts anders alé cin Ouadrat, und
diefer, [ec]3 . a3 cigentlich nicht8 anders als einen Cubug,
deren Seiten unendlich groff find, bedeutet. Auf diefe Art
toicd Daber dev Gebrauch ded [oo] in der Mathematif durd
das Bisherige auf Feine Weife eingefchrantt, fondern es ents
halt daffelbe nur die Regeln, ohne reldye man bey bemGez |
braude des Unendlichen dfters ungewif und in Sefahy ift, |
Fehlichuffe su machen, |
b mende midh ju einer andern %’Setrad)tung Q‘Benn
man aud dem Endpunfte eines Halbmefiers eined Kreifed
auf dem Halbmeffer eine fenfrechte Finie ervidhtet: fo hat
diefelbe mit der Pevipherie des Kreifed mweiter Peinen Punkt
gemein al8 denjenigen, in tweldpem fie auf dem Halbmeffer
fenfrecht fteht; alle ifve ubrigePuntte liegen aufechalb des
Sreifed. €8 heifie der gedadyte gemeinfdhaftliche Punft A,
ber in Der Tangente ihm nachfte B, und der in der Periphes
tie ibm nachfie b.  Da B und b wegen ded angefubrten |
Sages nicht jufammen fallen Eonnen, fo muf jwifchen ihnen
eine gerade finte moglich fepn, aber diefe gerade Yinie Ffann
su jeder gegebenen geraden Linie Pfein Berhaltnif haben,
toelches
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toeldhed fich durch irgend eine Sabl, fo grof fie aud) ange:
pommen wird, ausdrucfen fiefe. Hier haben wic alfo ecine
geade finie, die fleiner ift al jede gerade Linie, Die fich
angeben 1a§t, und toeldhe gleichroohl nidht ==o ift, und durd
fie gelangen wit. fehr leicht su Quadraten und Wiefeln von

- ahnlicher Yvt.  Fcb will hier die Realitat der Grofien, die

Fleitice find, als jede gleichartige Grofie, weldye fich angeben
16t, obme daf man fie deswegen =0 feren Ednnte, ihre
Realitde nemlich in der veinen Nigthemarik,
nicht beweifens, fondesn nue durd ein Paar Bepfpiele erlaus
seen: denn ich denfe nicht, baf man Cinmwendungen damwider
madyen wetde.  Aber wie foll man nun dergleichen Srofen
nennen® unendlich fleine Grdfen? dann mifiten fie = o
fepn; oder Diffecengialien? diefe Benennung Fommt ihuen
nicht allgemein, fonbevn nur unter gewiffen Uimfranden ju.
Man eclaube miv daher, fie mit dem Namen Llemente ju
belegen, ofne daf dadurch denfelben Cinfachheit und Untheilz
bacPeit bepgelegt werde, denn diefe Fommt thnen auf feine
IBeife su.  Ferner eclanbe man miv eine jede Grdfe diefer
9rt, toenn die Gattung, ju welder fie gehdrt, dutcd die -
Ginheit a beftimmt woicd, durch & . a ober da ju bejeichuen.
Da bep Diefen BVorausfepungen da nicht = o.aift, fo

Fann aud -E—a; nicht = [oc] fepn, aber eben fo toenig durdh
itgend cine abl, tvie grof man fie aud) annehmen mag,
ausgedbructt twerden, €8 heifie daher die Jahl, twelde —%1

gleich gefesit tverden Fann, unbeftimmbar groff, und ihe
Qeichen fen oo,  Dann ift die durd) oo ausgedructte Jaht
Feine unendliche Saht, und eben fo rwenig coa cine unendlich

; a ma
arofie ®rife. Ferner it — = oo, UMD — = moo;
8 - da Ja :

Aa 3 az
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. = 2, {p mwie s = m®2 4 { W und ef
(2a)2 4 (Pe)=
laffen fich alfo unter den unbefiimmbar grofen Sablen und
Grofien eben die Berfcbicdenbeiten und Drdnungen gedens
fer, welbe unter den endlidhen, oder beftimmbar arofien
Sablen und Grdfen fratt finden, wnd jwar fo, daf alien
Diefen unbeftimmbar grofen Grdfen in der reinen Mathe:
matif die Realitat feblechterdings nicht abgefprodren mets
den fann. . Da abev jugeftanden werben muf, daf nue

—2_ eine unendlidhe Grofe fey, fo werden durdy diefe Vers
O.d

“fbicdenheiten und- Ordnungen unter den unbeftimmbae
grofien Groffen auf feine Weife reelle unendlich arvofe
Grdfen einer Avt, die in dev Grdfie verfdieden waren, in
bie Mathematif, eingeflihrt:  foudern mwenn man dies
fes behauptet hat, fo hat das daher geriihre, toeil man
vag unbeftimmbar Grofie mit dem unendlich Grofien vets
wedbfelte.

3b Pann diefe Gelegenheit nidt vorbey laffen, obne
noch einiges audere theilg fiber die Glemente, oder unbes

ftimmbar fleinen Beftandtheile der Grdfen, theils fber die

unbeftimmbar grofien Grdfen, wnd inébefondere fiber die

Act und den grefien Nupgen thred Gebrauds in dee Wathes

matif ju fagen.

Wenn Za ein Tlement von a bejeidhnet, oder unter ¥a
einc Brife gedacht werden foll, die Fleiner it,.al8 jede Goihe
vie fich angeben L36¢: fo ift audb-m da Fleiner al$ jede anjus
gebende Grdfe, toofern nur m eine beftimmbare Rahl bes
beutet, DerBeweis diefes Sates ift dem S, 308, 309. ahns
lih.  Stellt man fid dalier unter A und a befrimmbare

Grdfen
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Grdfen Siner At vor, fo hat man gae nidt nothig & A und
3a gleidh) anjunehmen, fondern man fann, twenn foldhes ausd

. PR . A
andeen Seiinden nuglidh ift, ¥A : A==7da ! a, odet ==

= e fegen, und folglich dem Beichen oo die Bebeutung
einer stvar unbeftimmbar grofien, aber dabey aleichrwohl
Beftandigen Sahl beplegen.  Thut man diefes, fo ift allemal

I a
—3.r.0; a=2a,®; ud —=7=.1; —,%;
o0 oo

Gerner laffen fidy veelle Berfhiedenheiten in Anfehung ver
Grdfe, fo wie aud veelle Ordnungen, foroohl unter den
Glementen af$ unter den unbeftimmbar grofen Jahlen und
Grdfien denfen, und ihrer Natur gemah beseichnen. Eben
dedroegen find Drittens Hey und mit diefen Grofen alle cinz
fadbe mathematifche Opecationen erlaubt; aber wenn irgend
eine diefer Grdfien twicklich davgeftellt weeden foll, fo Ednuen
wir foldyes nie anders alg auf dem Wege der RNaherung
thun.  Hierin liegen alle Regeln, weldhe man bey dem BGes
brauche dee Glemente und der unbeftimmbar grofen Srdfen
ndthig Hat. Man unterfcheide daher das unendlic) ®rofie
pon dem unbeftimmbae Grofen, da fie durd ihre Natur
pon einander verfdieden find; audy durcdh die Beyeidnung;
und vermedfele folde felbfe dann nicht, wenn davaus dec
Befdafenheit der vovgefesten Abfidht tegen Pein Kehler
entftehen Ednnte.  TWenn man 3 B. aus der befannten Forz
mel fiic die Berechnung der Brenntoeiten bey foharifden
dr
2d—r
Bild cines vor cinem ebenen Spiegel ftehenden Objefts ers
fdbeint, ableiten tonll: fo ift allerdings nicht nue
[eo]d []d

ad—[0] o —[] T

“Ya 4 f=

$Hohlipiegeln £ = die Beftimmung ded Orts, wo das

f =

— d; fondern aud
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d E
f= = = = : = — d
2d — — 0

@. 3415 allein warum wollte man nicht lieber blof f=
il d-w- == — d Drauchen, da auf diefe Act die firengfte
2d . — (%]

abrheit gefunden wird. Eben fo verhalt fihs mit den
Sormeln fie die Erfindung dev natiirlichen Logarithmen

I I # :

la = (a®— e, Nd la = (al*®] — 1)[],
Wenn man unmittelbar nach diefen Fovmeln cechnen il
mag man darunter nach Sefaflen wahlen, man Fann nad
ver einen nicht anders handeln ald nach der anderm  Yllein
will man daraus auf die befannte vt den Sag:

Irdx) = x o= 21x2 § Lx3 — 2x4 4 1xs — 3,
becleitenr, fo befommt derfeibe nicht anders alg ducch den
Gebraud) der tenten Formel firenge Gewifeit, Serner
brauche man das Reichen oo, wenn man unbeftimmbar grofie
Sahlen ober Grdfien deutlidy ausdeucken will , alfemal fo,
Das feine Bedeutung beftandig bleibe, und fese im 3mwepten
Halle die Cinbeit, wodurd dieGattung der Grdfe beftimmt
witd, dajuw. - Hiemit ift vecbunden, daf man vesfehiedene
unbefiimmbar  grofie Sablen und Grdfen, auf eben die Yrt
als oecfcpiedene befrinunbare Sahlen und Gedfen, verfdbies
Dentlich begeichne, und 8 wird diefes nothrendig, roenn
verfdiedene unbefiimmbar grofie Rablen und Gedfen mit
einander verglichen werden follen. ~ Goen fo brauche man
brittens gur Bejeichnung der unbefrimmbar Bleinen Grofen
oder der Elemente ver{chiedene Seichen, und betracte dies
felben, abfolute genommen, nie-alé Nuilen. Feobadtet
man diefe Regeln, und modificict man darnach, too e8 nds
thig ift, dag bep dem Gebraude der falfdlich fogenannten
wnendlich grofen und unendlich Fleinen Grofien ubliche Verr

fahren:
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fahrens fo find die unbefiimmbat: grofen und Eleinen Srdfen
in Der Mathematif von dem groften Rugen.  Wenn diefe
Behauptung noch berviefen ju toerden brauchte, fo divfre
ich nuc Daran erinnern, daf man durd) die genannten
Brofen in den Stand gefetst werde, die Gtdfen von einer
neuen und gang andern Seite ju betvachten, al8 o8 gefchicht,
toenn man fich diefelben blof als Aggregate beftimmter oder
beftimmbarer Sheile gedenkft, und wegen des Daler entfprins
genden BVortheild auf Cavaleri Geometrie ded Untheilbaren
(Geometria indivifibilibus contindorum nova gquadam ra-
tione promota; auctore P. Bonaventura Cavalerio. - Bono-
niae, MDCLIIL) vevtocifen. Durch Unnalme unbefrimmbae
fleiner Gedfen gelangt man nemlich ju alle dem; woju Cas
valeri fein Untheilbaves braudte, vermeidet aber, teil man
diefe Grdfen nidt alé untheilbare oder einfade Gudfen ju
benfen nothig hat, alle die Shmwierigfeiten, worin ihn
die Einfachheit feiner Clemente verwictelte, Kommen ends
lih unbeftimmbave Grdfesin legten Refultaten vor, fo ift
foldyes, wie ebenfalls aus dem Gefagten erhellt, ein Kenns
jeichen, dafi man das Gcfuchte nicht anders als auf dem
Bege der Nabherung befommen Fonne,  So viel hier von
diefem Gegenftande, eine toritece Ausfubhrung gehdet an
ginen andern Ot

S piehe aus dem, twad i, von &.252. an, tber dasd
fogenannte unendlich Grofe und unendlidh Kleine der Mas

thematifer gefagt Hade, folgende Behauptungen.

Die Gudfen, welde in der wlligemeinen Wiathematit
vorfommen, find Dev Jabl nady, wodued fie ausgedrudt
werden, enfroeder beftimmie oder unbeftimmee, und jene
entwoeder endliche oder unendliche, theils unendlidh grofie,

- Has . theils
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theils unendlich fleine, diefe entweder blof unbefiimmte
aber dabep befrimmbare, oder unbeftimmbare, theils unbe:
ftimmbar grofie, theils unbeftimmbar Fleine. Ferner unter:
fucht die allgemeine Mathematif, da ihr Endywed {ft, Verz
bdleniffe 3u exforfchen, nie das Unendliche, weder das
unendlich Grofie noch das unendlidy Rleine, felbft, indem
dabey Feine Verhaltniffe ju evforfdben find; fondern 8 ge-
hoven alle Svdfien, uber welcbe fie fich verbreitet, su den
endlichen; und wenn in ihr unendlid) qrofe und unendlid
Fleine Grofien, oder in den Conftructionen, weldhe fie jum
Grunde legt, die Seicdben {sc]; [oo].2; 0.2 und o vorfom:
wiien; fo befinden fie fich entroeder in den legten RNefultaten,
ober werden blof alé Erleichterungsmittel gebraudyt. Eben
fo wenig unteenimmt fie Oas Verbaltniff unbeftimmbarer
Grdfert ju unterfucben, uhd jtvar ausd eben dem Grunde;
findet aber audd auf eben die Yot dftecd devgleichen Srdfen,
oder bedient fich thver, um defto fbneller ihr Riel ju erveis
chen. ~ Alfo bleiben blog die endfichen GSrdfen, fiic den with
lichen @iegenftand der allgemeinen Mathematif Gbrig; und
da diefe nunmehr nidt wefter al® in beftimmte und in uns
beftimmte, obgleicdh nicht unbeftimmbavre, eingetheilt twerden
fonnent fo hat audy die ganse allgemeine Nlathemarit
nidt mehe alé swey Haupethetle, davon der evfte mit Redt |
den Namen der gemeinen Mathematif fihre. IBas denanz |
bevr Haupttheit oder denjentaen betrifft, welder fich mit dee |
tntecfuchung unbeftimmter Grdfen befchaftiget: fo bedient |
man fidy davin bey der Crfocfebung der Berbaltniffe der aez |
gebenen Grdfen entweder beftimmter oder unbeftimmter
Eonfiructionens in jenen denft man fidh die Grdfen als une )
beftimmte Mengen beftimmter und in jeder Grofe durdaus |
cinander gleider Cinbeiten, in diefen al8 unbeftimmbare,
aber bep allen gleidh grofe, Mengen, bald gleidher bald uns
aleicher
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gleicher Ginfeiten. e Grdfen, woclde durch die erfre Art
der Sonftructionen dargeftellt roerden Fonnen, find allerdings
pecanderliche Bridfien, aber ihre BerdnderlichPeit hat Schean:
fen; Dageaen dicienigen, roelche durch die andare Gattung
ausgedrucht werden, veranderlidhe Grdfen ohne Einfdyran:
fung find.  Hiernacdh [afit fich dev swente Haupteheil der
allgemeinen TRathematif von newem in grwen Theile theiten,
die, mit befannten Namen, unbeftimmee Mathematif, und
hobere Wiathemati¥ genennt twerden Fonnen, wenn man fid
bep dem legtern die Diffevengials und Yntegral-Redbhnung
in ihrem ganzen Umfange gedenft.  Logifdh Deurtheilt ift
alfo die unbeftimmte Mathematif foroohi von der gemeinen
alg von der hohern Mathematif unterfchieden, und fann ald
soifhen bepden mitten inne fiehend angefehen twerden. Um
Bier auch der Elomentar 2 NiathematiE mit ein Paar Wors
ten 3u gedenfen, fo betvachtet diefelbe die Grdfen in foldhen
Sonftructionen, weldhe die unterfcheidenden WerEmale der
Grdfien, nict aber ifjr Berhaltnif zu anbern__.auéb_wcfen,_
und affo Anfhauungen cvzeugen und nicht Begriffe; hbeis
gensd aber bat auch fie e theild mit beftimmten theild mit
unbeftimmten Gedfen ju thun, und theilt fid ferner noch
nach dem Unterfchicde der Gredfien, nad weldjem diefelben
entroeder continuitliche ober Ddifcvete, oder bepded jugleidh
find, in Geometrie, vithmeti€ und Medanif ein, b will
diefen lepten Theil aus getviffen Grinden hier weglaffen,
ob ich gleich fonft Der teinen Medhanif fehr gern eine Stelle
in Dem Gebiete der reinen Mathematif einvdume; und dann
(4Gt fich alfo die gange veine Niathemati auf die Act eins
theilen, tie ¢s folgende Tabelle darfrelit, |

MReine
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MReine Mathematif,

1. Glementar: Mathematif,
a. Beftimmte,
«. Geometrie, :
g. Arithmetif,
v. Bermifchte Seonetrie, |
b. lnbefiimmte.
«. Sogenannte hidhere Geometrie,
8. Unbeftimmte Hnalptif.
7. BVermifchte hdhere Seometrie,
2, Allgemeine Matlhematif,
a, Gemeine Mathematif, g
«. in fo fern fic die GSrofe tberhaupt,
#. in fo fern diefelbe in ihren Hauptarten, oder
aa. die continuirlichen, und
bb. " die difcreten Grofien betrachret. :
b. Unbeftimmte Mathematif, mit ahnlichen Abtheilungen,
e Hohere Mathematif,
«. Hohere Mathematif in mdglichfeer ﬂﬁgcmunf)e:t
aa. Differengial- Rechnung. |
bb. $ntegral: Redhnung. 2%
£, Unwendungen der Diffeeengial: und Sntegrals Redy |
nung,
aa, bep continvitlidhen, und
bb. bep difcreten Gedgen.
Unter vermifchter Geometrie verftehe ich die Anroendungen
der Arithmetif auf die Geometrie, und habe tbrigens dess
twegen alfemal die Theile, weldye fich mit den continuirkichen
Grdfien befdhaftigen, denen, welde die difcrete Grofe um |
Gegenfiande haben, vorgefest, weil fie fich bey der Behands
lung dev Mathematif al§ veine BVernunftrviffenfdaft suerft
datrbicten.

Und
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Und nun ift Flay:

1. Daf die Mathematit Feinanderes unendlich Grofie an:

erFenne, als dasjenige, 1iber weldyes oder jenfeits def-
fen nichts mebe ftase findet, und deffen Seichen [oo]
ift; fo wic auch, 08 das unendlich Kleine, welches
fic braucht, diefem unendlich Grofen im ftrengflen
YVerftande gegenuberfiehe, und nichts anders als o
fey. Denn

a, Pommt in der beftimmten Clementar - Mathematif das
unendlich Grofie und unendlich Kleine entroeder gevade
fo vor, ober 8 find jugleich Bedingungen Hingugefiigt,
weldhe, ben einiger Aufmerffambeit, nicht dberfehen
laffen, daf nicht adbfolut, fondern velativ geredet werde.
Sn diefem Jalle Hat man e8 aber nicht mit dem lns
endlichen, fondetn nue mlt vém unﬁ Unbeftimmbaren
ju thun

b, findet auch in den ubrigen Qﬁulen der veinen Miathes
* matif Bein anderes reelle unendlidh Grofie oder unends
fich Kleine ftatt, Denn toollte man datin von andern
unendlich grofien und unendlich Fleinen Srdfen ausges
ben, fo teiige man diefelben in die Mathematif hinein,
fande fie aber nicht davin. DVraudyt man ferner die
Seichen [oo]und o wahrend der Untecfuchung, als wenn
¢8 Verfchiedenheiten und Ordnungen unter den dadurdh
ausgebructten Grofien gabe: fo hat man dedrvegen ehen
fo toenig teelle unendlich Grofe und unendlich Kleine in
der Mathematif, ald man mogliche unmbaliche, ober
rationale Srrationalz Sablen fHat, roeil manBeichen vom.
unmdglichen und Frrational - Jahlen wie die Seichen
dee veellen und der Rational: Jahlen braudt. Findet
man endlich unendlich grofie oder unendlich fleine Grds
fien durch ‘die mathematifhen Operationen und aus

endlichen
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endlichen Grofien, ofne daf diefelben in der Form [eo]
@, und o.a ecfdpeinen: fo entdecft man bey genauerey
Ucbeclegung, entweder, daf die Aufgabe ju den unmig:
lichen gehore, oder e ift die Abtveichung von der gedady:
ten orm nur fdheinbar.

c. Tag indbefondere die Diffevenyial: und Sntegral RNedy: |
nung betrifft, fo darf man bep der Seftferung ihrer
Hauptregeln nur den Weg cinfhlagen, den id oben |
©. 308 f. gegangen bin, um audy davin auf fein andes |
dered unendlih Gvofie und unendlich Kleine 3u fiofen.
Dody hiervon werde ich noch nachfer veden.

. Dpf die DMiathematit alleVerfchicdenbeir fowobl untet |
mebreen unendlich grofien als unendlich Eleinen Grdfen
Ziner Art, und alfo noch mebr unendliche QOrdnungen
bey denfelben durchaus vevwerfe, - Diefes folgt aus dem
Borhergehenden nothmwendiger Weife, und fo fehe, daf
e$ Demjenigen, Dder die Jatur der willfihrlidhen Conftruc
tionen und der allgemeinen mathematifchen Operationen
nicht Fennt, befrembden Pann, im Galcul die Seichen vers |
fchiedener unendlicher Srofen und felbft Ordnungen derfel- ‘
ben gu ecblicfen. - Man braudit fidh indef nur die foges
nannte Multiplication und Echebung ju Dignitaten ald
Das, was fie witflich {ind, nemlich a8 blofe Combinatios
nert, und die Divijion und Gytraction der Wurgeln alé
Srennung gegebener Combinationen gedenfen, um das
eben fo thunlich und niglich ju finden, alg den Gebraud
der imaginaren Wurzelgrdien,

2. Daf das unendlich Grofe und uniendlich Rleine, im
wabren Sinne genommen, gans und gat niche blof |
oer Differensial » und Integreal : Rechnung eigenthiims
lich fey, fondern eben fo in andern Theilen der Niathes
matit gebraudhe werde,  Hier fese i weiter nichts

daju,

| 7 I
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baju, alg dafl i) unter den anbern Theilen der Mathe:-
matif dicienigen verftehe, welde jufammen die unbeftimmee
allgemeine WMathematif audmadyen.

4. Daf alle Regeln der Diffevensinlz. und Integral - Rechs
nung gefunden, bewiefen und gebraudit werden Fonnen,
obne das Unendliche im eigentlichen Sinne im gering:
ften 3u huife 3u nechmen, Sobald bewiefen ift, daf die
Differengialien an fich genommen, nidt = o gefest wers
den ditefen, fobald fallen auch alle unendlidy grofe Gedien,
von toelhen fo oft in Der Differenzial: und Sntegral:
Redonung geredet toicd, von felbft weg; und daf jenes
nidt eclaubt fep, ift hoffentlich durd) das Obige hinlangs
lich dargethan worden. Ferner fommt e8 bep der Srfins
dung und dem Beweife der NRegeln der Differenyial Redps
nung in Anfehung des Punfts, wovon hier die Rede ift,
nur auf folgende drey Regelm an: do(xt yd2)=dx
dy tdzj d.xy=xdytydx; und d. xm=mxm-1dx;
und dabey braucht man Fein unendlich Kieines und nody
weniger ein unendlih Srofes ju Hiulfe su nehmen; was
aber die Yntegral: Rechnung betrifft, fo ift fie die umges
Eehrte Methode der Differensialien, und alfo in der jepi:
gen Ruckiiht von der Differenjial - Rechnung nidht ver:
fchieden.  Gndlid ware e$ warlidh feine preifwicdige
Art, das Unendliche gu untecfuchen, um das Endliche ju
finden, und e8 fontraftict fehr, wenn man behauptet, die
bohere Analpfe dringe in Das Unendliche, ja felbft in Das
Unendliche vom Unendliden, und doch am Ende dadurd
nichts als das Verhaltnif endliher Srdfen findet,

5. Dag die aus [0 ], 0, und endlichen Grdfen sufammens
gefenten Grofien in der gansen Wiathematif niche an:

. dees gebraucht werden miffen; als folches darin entwes

Oer mit Den imaginaren oder guch mit den iveationalen
' Grofen
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@rofen gefhicht, Dies fliefit aud dem unter den vor:
hergehenden Nummern Sefagten Hinlanglich.

6. Daf alfo dic Entfernung, in weldyer dic NTathamait
Sfters von ibrer Schwefter de Philofopbic bat ftekes |
miffen, nicht von der DenFungsare diefer beyden Schds |
nen felbft, fondern von den hinderniffen berrubre, |
welcdhe ibre Liebbaber denfelben in den YWeg geleat has .
bert, S habe in meinen Gedanken fiber den gegenwirs :
tigen dufiand dcr NiathematiE und die Aet, die Vollz |
Ffommenbeit und Brauchbacfeit Oerfelberr 3u vergeo: l
Gern, Bevlin 1789, &. 137. die Kenntnifp der Formen, |F

I
|

ober die reine BVevnunftfenntnif, eingetheils in mathemas
tifde, in philofophifhe, und in mathematifche durd die
philofovhifde erhohte Kenntnif  Auf diefe legte Stufe ‘
der Formens Kenntnif echebt man {ich durch das Stws |
dium der allgemeinen Mathematif, und man fann alfo !
dabey die Hitlfe dev Philofophie nicht entbehren, twenigs |
ftens infofern nicht, ald man daju efne Fertigfeit, aus Be: |
griffen ju fcblicgen, haben muf.  Wenn die allgemeine |
Mathematit mit der Philofophie, aud nur in Anfehung ;'
|
I
|

des Unendlichen wicklih im Widerfpruche frande, quf
weldhe Seite follte der Bortonef fallen? Sollte die Philos
fophie in dem, wasd die Mathematit von ihr bedarf, irs
tig feyn; toie trautig fande ¢8 dann mit ihv? follte aber
pollends die Mathematif bep gehoriger Unterftirtbung von
Seiten dev Philofopbie, in ihrem Gebicte Widerfpriiche
toiber Den gefunden Berftand ald unwidecleglich sucud
Taffen miffen; was follte man dann fGiberhaupt von dee
Sewifheit unferer Kenntniffe, wenn fie nicht unmittelbar |
auf finnliche Wabhrnehmungen fich fiagen, urtheifen?
Dody es (aft fich alles evfiaren, wenn man annimmt, daf
die Mathematifer bistoeilen die Philofophie ju twenig ges
braudt;
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braudht, und die Philofophen auf der andern Seire die
Nothwendigleit ihrer Wiffenfdaft ju ¢inem vollfomme:
nen. Mathematifer nicdht einleuchtend genug bdargeftellt
haben. Schivefterlich vereint, ecflimmen Mathematif und
Philofophie den hochften Gipfel menfblicher Kenntniffe;
getvennt, find bepde in Gefabr, bald hier bald da ju firau-
deln, und erveichen ihr Jiel nie gang und immer fpat.
Und nun nody ein Paar Worte jur Lrlanterung der
Gadlichfeit der unbefiimmoaren Grdfen. €8 bedeute x iv:
gend etne endliche Grdfe, 3. B. eine gevade Yinte, und dx
ein Glement decfelben, oder eine Gurdfe von eben der Art,
die aber fleiner fey, afs jede gleichartige Srdfe, die geges
ben toerden Fann, und gleigwohl weder o nodh einfach:

4 x 2 .
Datin if =i etne unbefiimmbar grofie Jabl, und x=

oc . dx, Dax eine enblidhe Grdfe ift, fo find oud x2;
x3; x4; x5 ; 1 endlihe Gedfen, und bavusiter, Wenn x gine
gerade finie bedeuter, x2 und x3 reell.  Jtun ift aber, weil
x = oo. dx gefefit toerden Pann, x2 = oo, dx2; tnd
x3 = oo 3dx3; ja wenn x eine abfolute Sabl bedeutet, fo
find auch x4 = c4dx4; x¥ = wdx¥; i reelle end:
liche Gedfen.  Mit was fue einem Nechte Fdante man alfo
behaupten, Daf oo in diefen Bepfpielen eine unendlich grofe
Fabt bedeute, da jebe endliche Erofe, fie mag befiimmbar
oder unbeftimmbar fepn, mit einer unendlichen Jabl multiz
plicict, Feine endliche Grife geben famn? Oder foll dx=0o
fepn? SBem diefes bep dem, was datoider nicht nut von mir,
fondern von fo viclen andern von jecher gefagt worden ift
noch- annehmungsroerth) fdheint, dem ware e8 vergedliche
Mithe, tociter ju widecfprechen, denn Cv fann aug Nidhts
heevorbringen, roas er will,

Lulexs Differens, Rechn, 1,TH, g6 Snhalf




Snbalt

: Des
funften Capitelsd.

Bon der Differengiation der algebraifdien Funftionen
einer beranderlichen Grdfe.

 f QBenn die gegebene algebraifche Funftion die Form xn
baty §. 1527 157.  Hier werden folgende Falle bes
trachtet,

4, 2Benn n unbeftimmt genommen toicd, oder jede Jafl

bedeutet, §. 152. 153,
. Grfindung ded evften Differenzials, §. 152.
#. Crfindung desd jwepten und der ubrigen Differen;ios
lien; §.153.

b. 2Benn n eine pofitive Jahl vorftellt, §.154; wo abe
nur nothig war, von dem wepten und den folgenden
Differenzialien ju reben,

<. Benn n eine negative ahl ift, §. 153,

d. Menn n eine gebrochene abd ift, §. 156. 157,

2. Wenn die gegebene veranderlihe Grdfe ivgend eine als
gebraifdye Funftion ift, §.158 5177,
a. Wenn diefelbe irgend eiue gange vationale Funkbtion ift;
§. 1158 3 168, '

#“, ﬁBEﬂ!‘l
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= Wenn diefelbe die Form pF q Fr¥ s+ 1¢. oder
aptbqter¥fhat § 158
& Wenn darin Potefraten der vevanderlidhen Grofe
vocfommen, §. 159 - 161,
aa. 2Wenndic Erponenten diefer Poteftdten gange und
pofitive Sahlen find, §. 159, 160.
bb. 9Benn dizfelben negative ober gebrodene Sablen
find, §. 161,
v Wenn fie Poteftiten von folHen Funftionen {ind,
_ beren Diffevenglal nady dem Borhergehenden ges
funben werden fann, §. 162,
| J. Wenn fie Produlte aus jwepen oder mehrern Funfs
I tionen ciner peranderlichen Grdfe, und die Diffes
1 rengialien diefer Funftionen defannt find, §.163.
| = Befondere Regeln fir die Falle, wenn Briide in den

b Saftoren vocfommen, §. 164.
| b. Wenn diefelbe irgend ecine gebrohene Funftion ift;
§. 165 - 168. .
l = Allgemeine Reael, §. 165,

“8. Defondere Regeln, §. 166,
. JNod cinige Regeln, um dad Diffevensial beguenter
o ausgudrucfen, §. 167. 168.
: «, enn die gegebene Funltion efn Produft, §.167.
A. wenn diefelbe ein Bruch ift, deren Bahler oder Nens
] net efnen Faftor hat, dev eine Poteftdat ift, §. 168
3 MWenn die gegebene Funftion irgend cine algebraifdhe
Gunftion ift, §. 169 - 177.
2. Gie man die icrationalen Funfiionen durd Reduction
auf rationale unter die vorhergehenden Regeln bringe,
§. 169. :
b. Allgereine Regel der Differengiation feder algebrais
fdben Funftiom, §. 170 - 177.
Bb2 o, miaf:

-
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«. Diefe Regel {elbft, §. 170,

A. Grlauterung decfeiben durch Benfpicle, § 171:173,
aa. Woy =p = qiff, {171
bb. %o y = pq ift, §. 172

ce. Woy = -:j- ift, §. 173. |

c. Nod cinige allgemeine Betvacbtungen, § 174 2 177. |
a. 1tber Die erften, §. 174, 175. |
. uber die gjvepten und ubrigen Differensialicn: aller |

algebraifchen Funftionen, §. 176, 177,

nime




Anmerfungen und guf&ise

jum

finfeten Capitel

@ﬁ witrde eine feht fberfififfige Sache feyn, die Vortrefs
lichFeir Des Ganges, welden Luler in diefem Capitel ges
nommen, und der Art, wie ev darin feinen Gegenftand bez
handelt hat, su vihmen, fie giedt fich. felbft ju empfindere
Gben fo menig bebarf diefes Capitel,. tegen der darin
durcbaug Hecefdbenden grofen Dentficheeit; Erlauterungen;
und idy fepse daher bioh ju 'bem.\xs'zﬁen §. ein Paar Worte
hinju, =5 = :

@ yler fetst Davin den Binomifdhen Lehrfap, oder dag
n{n — 1)
I «2

(@ % b,v = an } nan-Ib g an-2h2 $

" n(n—1)(n—2)
Tin 2.3
fen, in der Allgemeinfeit voraus, wobey n jede gange und
gebrochene, pofitive und negative 3ahl bedeuten fann. St
Batte daju ein Redit, ob. ev gleich felbft die NidptigPeit ded
gedachten Lehrfaged, in dem gedachten Umfange, erft ges
raume Jeit nach der Heraudgabe der Differengial Rechnung
elementacifch bemiefen hat, nemlich im neunjehnten Bande:
ber neuen Commentavien der St. Petersburgifchen Afades
mie der Wiffenfehaften, vom Jahe 1774. (Die Befiger meie
: it fiee.

an-3h3 4 ac
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nee Ueberfegung der Gulerifben Einleitung in bdie Ynalpfis
Des Unendlichen, finden feinen Veroeis in dem Anhange sum

ecften Theile, unter den Sufdgen jum adtern Capitel, &, -

a6o f.) - Will man indel, fo Fann man die Erfindung dev
Differensialien der Funftionen, die unter dieForm xn gehde
ven, von dem Binomifhen Yehrage gang unabhangig- mas
chem, und gwar quf folgende Ak

Wenn x eine peranderliche Grdfie bedeutet, fo ife, une

abhangig von dem Binomijden Lelyrfase,
dix2 == 2xdx; und d.x3 = 3x2dx
seener 1aft fich beroeifen, daf wenn, fiie irgend einen Wertl
fiirn, d.x8 = nxn-1dx ift, aud allemal 4. x0tx =
(nt1)xodxfep. Denn ed ift

' x0T = xn, %3 alfo

d. x0T =5 d,x0.x = (x%fnxt- Tdx)(x § dx) — k045

nxn

X%4T xn J>dx T nxn=Idx2 — otz \

(ndr)xndx,

Run ift abet aud d.x2 == 2xdx, und d.x3 = 3 x2dx
Die Formel d.x2 = nxn-1d x wahr fiir n = 2, und =1
alfo nach dem gefiifirten Vemweife nunmehe aud fiv n = 4;
n=35;0=6; n=7;uff ohneCnde. Hat man auf
Diefe MWeife die Nichtigleit der Formel, d . xo = nxn-1dx,
fir jeden gansen pofitiven MWerth von n dargethan, fo findes
man die Richtiafeit devfelben fiiv die Horigen Werthe nad
der gemwdhnlichen und befannten Victhode ehenfalls, ohne
ben Binomifchen ebyvfag im geringften 3u gebraudpen.

Wenn man dahee den Beweis far die aligemeine Sl
#gbeit Des Binomifden Sehefates mit Hilfe der Differen
glals




Anmerfunges und Jufabe sum erflen Theile e, 391

sial: Rechnung fapren toill: fo ift e8 nidht einmal ndthig, die
Palrheit diefes Sanes fir die ganjen pefitiven Werthe von
n guvor auf andere Art aufee Jroeifel ju fegen. Allein die
Grfindung der grocpten und folgenden Diffevensen von x=
mufi befannt feyn, wenigftens fite den Fall, wenn dx bes
ftandig ift. Jun findet man nach Regeln, Die den Bings
mifchen fehrfag gar nicht vovausfesen, |
d, xh == nxv-Idxy d2 . xh = n(n—1)x8-2dx3]
d3.xn = n(n—1)(n—2)xn-3dx3,
Feener ift lar, Daf jederseit, toenn
g, xh = Axn-mdxoe
ift,
g4t x2 == (n—m)Axn-m-1dxmir
feor mitffe.  Da alfo die Formel dm xr = Axr-mdgxm
roabe ift, tenn man m= 2 und A == n(n—1), degleis
dhen, toenn man m = 3, wnd A = n(n—1)(n—2) fekts
fo muf fie auch wahy feyn, wenn man m =4, Und A =
n(n—1)(n—2)(n—3), dedgleiden, wenn man m =35,
4itd A = n(n—1){n —2)(n—3)(n —4) und iberhaupt
toenn maon, fie jeden MWerth) von my ‘
A=nh—1)n—2)n—3)..... (a—m}D)
fest. Diefes und daff dnt . xm, wenn dx beftandig ift, alles
mal = o fen, vorausgefest, ift der Beweis des Vinomis
fhen Sebrfages mit Hilfe der Diffevenzial: Rechnung fole
gender. €3 fep
(;-I-x'}n —_ I‘i‘AIx']*A’-Ix’-[-M“x3 -I- 5 .!. Atz -l- Amiigmis .i.m
fo.ift
m(rfx)n-Tdx = AWdx } 2AMxdx } 3AMx2dx | &,
und daher '
n(rdx)0-T = A*§ 2 Ak f 3A¥x2 T 1.
@oll nun x jeden Werth haben Eonnen, fo muff diefes alled
audy gelten, toenn man x = o fegt.  Und da hiedurd
- Bb a4 a(1=%)
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n(18-1) == n == A witd, fo crhellet, daf in der angenom:
menen Sleidhung

(1P =1 FAIRFATIK 2 FAIILI 5 | -i‘ﬁnrxmfﬂm-!-xxmﬂ.l.m
A nidyts anders bebeuten fonne ald n. ~ Ferner ift

n(n — (1}t x)p-2dx2 = gAndx2 T 6AMxdx2 4

oder b
n(n — I)([ T x8-2 =2 A o GATI + 3,

und ¢8 fann daber aus dhnlichen Grinden, mwie pothin, Al

nin— )

nicht3 anbders als : bedeuten, Ucberhaupt aber ift

nn—1)(n=2j...(m—=mer)@tx)n-mdxm =
m(m—p)(m=—2) . .. (m—m+ ). Amdxm + y,
oder
Al — D —=2);, .. (0 —m*P1)(1+fx)n-m=
mim—1)(m—2). .. (m—mti), am

und alfo
pan o - o8) o B i
A ! e T 3 LIn— i ..an %

Man hat alfo fir die Werthe von A3; Au; AL e, in-Des
Sovmel (1 F x)n = 1 § ATz  Alig2 4 AMIR3 § 3¢,

Al _=an 2
£ s n(n—r)
- j S
n-(n—HI“J(n-—::’) g
' o)
Wi, n{n—=1)(n-—2)(n—3)
' o258
pre n_(n—I)(n-—-:)(nu—_;;)I.;;(n._m-[.[)

-

Ie2.3v4...(n—1m

R T e

Snbalt




Snbhalt
Des
fedhdten Capiteld

Won . bet Differensiation der tranfcenbenten Funke
tionen,

1 Was fite teanfcendente Funbrionen, Hier betradhtet rers

den follen, und warum? §, 178,
2, Die Diffetengiation der tranfeendenten @réﬁen feloft,
§. 179 z 207, und jwae
“a der logaithmifchen Grdfen, §. 1792 185
«. Borlaufige Anmerfung, §. 170.
8. Die Differensiation der logarithmifchen Grdfen felbft,
§. 1802 185,
1) toenn das ecfte Differengial gefunden werden foll,
§- 180 2 133.
aa. toenn dy fury = 1x gcfud:-t icd, §. 180,
bb. toenn-d.1p gefucht wird, und p.eine fs,un_f.?imn
von x ift, §.181. 182,
ax, Regel, §. 181,
8. Bevfpiele, §. 182,

pq myn
-¢c. enn y=lpgrs, nbu-—l . ober =1——ift,
it
183
Bh s : 2) un
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) tenn die jwepten und folgenden Differensialien
gefudht toerden; §. 184. '
7. Die Differengiation folder Funftionen, welche aug |
algebraifchen und logavithmifchen Gedfen beftehen, |
§. 185.

b. der Grponential 2 Srdfen, §. 186 2 193.
. wenn d.a* gefudht toird, §. 186 2 1888
8. wean y = pd ift, und dy gefudt mied, §. 1897192,
2. menn die Gpponenten cbenfalls Crponential-Grofen
fiad; §. 193,
a: Derjenigen tranfcendenten Gedfen, die aud dem Keeife:
entfpeingen, §.194 2z 207.
«. Bon der Eriindung der erften Diffevengialien diefer
Srofen, §. 194. 200,
1. toenn dicfelben unter die Form A . fin. x, §.194.195.
3, toenn fie unter die Form A.cof.x, §.196;
3. toenn fie unter die Form A tang.x, §.197;
4. tenit fie unter die Formen A.coix, A.fecx
A . cofec. x, gehdren, §.198.
5. Bepjpiele, §. 199
#. BVon der Gefindbung der jwepten und folgenden Difs
fevengialien dev betrachteten Grdfen, §. 200,

d Derjenigen tranfeendenten Grofen, die fich aus der lims
fehrung der vorhergelenden ergeben, §. 201 2 207, r]
«. Bon der Grfindbung der erfien Diffevensialien diefer
Grdfien, § 201 5 205, YA jwar
1. bes fin. x, §. 201
2. be8 cofix, § 202, [
~ 3. Qey tang.x, §. 203 |
4. der cot.x, §. 204, : |
% Do feg. x, und dev cofec. x, § 205,

8 Bon
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. 8. Bon der Eefindung der jwoepten und folgenden Diffes
venzialien diefer Grofien, §. 205, 2c6.
1. der Ginug und Cofinus, §. 205.
2. deg Tangente, §..2006,
¢ aller devienigen Bedfen, in roclhen Sinug und Sofi:
- ~ nué vorfommen, §. 207.

Wegen dew Criauterungen, weldhe der 19cfte und 181fte
§. ndthig Haben, verweife ich auf meine Bufate ju dem fies
benten und achten Gapitel der Culerifchen Cinleitung in die
Analpfis Des Unendlichen, im Anbange gu meiner Ueberfesung,
Red eeften Theils Riefes Werfed.

Snbate




Snhalt
Des

fiebenten Capitels.

Bon der Differensiation der Funftionen swwener obet
mehterer verdnderlidhen Grofen.

l.mugemeim Regel der Diffevengiation der Funftionen
soeper ober mefyeres verandeclicdhen Grofen, § 208
217.
a. Worbereitung daju, §i208 = 212.

b. Bedachte allgemeine Negef felbft, §. 213 2 215.
c. @Grtquterung decfelvoen durcd Depfpiele, §. 216 - 217.

2. Betradbtungen tber die igenfdaften der Differengialien
jweger und mehrever verdnderlihen Grofen, §.218 - 241,
a Borldufige Anmecfung, die NothmendigPeit und Nife
lichFeit diefer Betrachtungen betreffend, §. 2182219,
b. Gedacdte Vetrachtungen felbft, §. 220: 239,
¢, Speciell; oder 1ber homogene Funfiionen, §. 220,225
aa. Junftionen jweper verandetlicher Grdfen, §
220 : 223,
ex. Wenn V eine Funftion von x und y von feis
ner Dithenfion ify, §. 220. 221,
gs. Wenn V' eine Funftion von x und y von o
Dimenfionen ift, §. 223,

bb, Funf:
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bb. Funftionen mehrever vevandeclichen Grdfen,
§s 224. 225
. 8. Allgemetn, §. 226 z 239.
aa., Gunftionen joeper vevanderlichen GSidfen, §.
226 :233. :
ax. Merfoticdige Gtaenfebaft devfelben, §.226+ 228,
gs, Gelauterung diefer Cigenfdaft an Beyfpielen,
§. 220. |
yy. Hnbere %?et[)cbén btefeibe ju Defcbreiben und
anjuseigen, §. 230 : 232
33, lebereinfrimmuiy groifcben diefer und der vot:
BHin von den Homggenen Funftionen bewiefenen
Eigenfcbatt, §. 233. ;
bb, Gunttionen mehreter verandeclichen Grdfen, ~§
234y 241,
wa. MerkrotrdigeEigenfdaft detfelben, §.234.235.
£e. Grund davon, . unb meuece @rtauterung, §
236 7 239.
¢. Gebrauch des %tabengem § 240, 241,

Snbalt




Snhalt
Des

adten Capitels

Bon der fernern Differenziation der Differensial
Sormeln,

1., glnaeige bes Gegenftandes diefes Capitels, § 242.
2. Regeln dev feeneen Differensiation der Differen;ial-Fors
meln, §. 243 - 250.
a. fur die Funftionen einer verdnderlidhen Gréfe, §.24%
245,
b. fir die Funftionen swever verdnderlidher Srdfen, §
246 - 249.
c. fir die Ausdricte, mwelde Differenzjalich enthalten,
§. 250.
3. Betracdhtungen uber die jwepten und folgenden Differens
5i'alienf 9. 251 7 280,
a, Uligemeine Vemerfung datliber, §.251.
b. Befondere Unterfuchungen, §. 252 5 263
. folche Fovmeln betreffend, worin nuc eine verdndet:
lihe Grdfe ift, §. 252. 253. !
8. folde Formeln betveffend, worin jwey verdnderliche
Grofen vorfommen, §. 254 - 263, w0 §. 257 » 262,
audy diejenigen unter diefen Gormeln ertoogen tvers
ven,
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dar, toeldbe, der in ifnen porfommenden jwepten
Diffevengialien ungeadtet, eine gewiffe Bedeutung
Haben.

e. Methode, die jroepten und Hohern Differenzialien wegs
gufcbaifen, nebit cinigen andetn Hicher gehdrigen Uns
tecfudhungen, §. 264 : 280.

Snhalt
pesd

pneunten Capifeld

Bon den Differensial: Gleichungen,

1. anacige des Gegenftandes diefed Capitels, §. 281,

2, Von der Crfindung der Differenial = @Sleid)ungm aué
endlichen, §. 282 - 283.

3. Bon den Beranderungen, toeldhe man mit der suerft ge
fundenen Diffevenial: Gleichung vernehmen fana, §.
286. 287.

4. Bon der Reduction dev Diffecengial - Gleidungen auf
endliche, §. 2388. '

5. Bon der Wegfhaffung beftandiger Srdfen aus endliz
den Bleihungen, vermittelft der Differengiation, §.
289  295.

6. Wie Differengial 2 Gleichungen dag BVerhaltnif iifden
x und.y ausdrucen, §.296 5 300, und warum? §,301-
306, :

7, Bow
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v, Bon den Diffevenial: Sleichungen, welche drey verdn:
' detliche @vdfien enthalten, §. 307 2 326.
a. Von diefen Diffevenzial: GSleicdungen uberhaupt, ¢,
307. 308. -
b, @intheilung derfelben in reelle und imaginare, und Un:
terfuchung dev Kenngeichen bepder Avten,'§ 3092326,
8. Befdlug, § 327,
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