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Sehntes Capitels.
Von den  grofiten -und - Fleinjlen Adertheit e Hews
andetlichen Grofem

§.. 250;

%enn eine Funktion von x fo befcimf‘fc_u ift; Daf. fie 1z
unterbrochen mit x wahft wnd abnimmt, fo hat diefeFunfz
tion feinen grdften oder fleinjten Wepth, -Denn.man mag
einen Ievth diefer Funftion nehmen fwas fir einen man
iill, fo find die folgenden alfemal grofier, und die vorherges
benden Fleiners - Gine foldheFunktion. ift 3. B. x3 ¢ x; wei
der Werth davon allemal; wenivx wachft, grofer; und wen
x abnimmt, fleiner wird: weswegen auch. dDiefe Funftion
nicht anders einen guofiten: LWerth befommen fann, als
wenn x der grdfite, . h. ein unendlicher Werth bepgelegt
wird, und fein Kieinftes gicbt, aufer fvenn man x==— oo
fest. St bingeaen eine Junftion vor det Art, Daf fie nichs
ftets mit x toachit und abnimmt, fo-muf fie tegendwo einern
qubften oder fleinfien Wevth haberr, 0. h. einen folder,
ber grdfer ober Eleiner ift; als die vorhergehenden. e
befommt dle Funftion xx — 2x T 3 den fleinfen Werth,

A 2 fwenir




4 Oritter Sheil.  Zehntes Capitels

et man x = 1 fest, Denn bey jedem andern Werthe ven
x toicd ihr Werth grofer.

§.. 281,

Um aber die Natur der grdfiten und Fleinften MWerthe
deutlicher fennen ju levnen, toollen twir annehmen, dafl y
einte folche Funftion von x fep, Daf fie einen groften Werth
Befomme, wenn man x = f fest; oo alfo in die Augen
fallt, daf wenn x grofier oder Fleiner ald £ angenommen
foied, Der daraud entfpringende Wevtlh von y Fleincr fepn
toerde, alg der, den.x =f giebt. Auf ecine dbnliche vt
mufi, toenn die Funftion y einen Eleinften Werth befomm,
wenn man x = £ fetst, dew Werth bon: y fretd grofer twers
oenn man x Eleiner odet grofier al8 f annimmt; und dies
ift der Begriff, welcdhen man mit den abfoluten grdfiten und
fleinjren Werthen ju verbinden hat.  Auferdem aber fagt
man audhy; daf die Funftion y einen qrdften Werth be:
fomme, tenh man § B, x =F {e6t, toenn nur diefer
Werth gtofer ift, ald die junachft folgenden oder vorher:
gehenden, die fich evgeben, tvenn man x um etivas gevinz
ges gedfer oder Fleincy als fwverden [aft; twenn audygleich
die Gunftion y ben andern Werthen von x ovielleicht einen
grofern Werth exhalt. - Eben fo legt man der Funktion y
bey x = £ einen fleinfien Werth bep, wenn derfelbe nue
fletner ift, al$ dicjenigen, welche man findet, tweitn man
fur x junacdhft qrofere ober Fleinere Werthe als £ fest.
Sn diefer (eptern Vedeutung werben wir nun die Benens
tungen, gedfter und Eleinfrer Werth, gebrauden.

6. 252,
€he wir aber die Art und IBeife erflaren, diefe guof
ten und Fleinfien Werthe ju finden, miffen wir bemerfen,
h’lg
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BVon den groften und fleinften Werthen e, 5

biefe Unterfuchung eigentlich nur bey den Sunftionen von
x ftatt finde, telche wir oben (Ginl. in d. Ynal, d. Unend:
1. B, 1. Cap.) =informige Funftionen. genennt BHaben,
und welche von der Avt find, daf' fie fiir jeden beftimmten
Werth fur x nicht mehr al8 Cinen befrimmien Werth bes
fommen. Stvepformige und. vielformige Junftionen hin
gegen ‘haben toie durch folche evflare, die fir jeden bes
frimmten Werth fur x sroen ober mehrere Werthe erhalten,
dergleichen die Wurzeln der quadratifechen und abrigen hHo-
bern Gleihungen find.  Fft daber y eine folche joen- oder
vielformige Funftion, fo (3t fich nicht etqentlich fagen,
vaf fie, wenn man x == f fefit, cinen gedfiten oder Fleinften
Werth betomme. [ Dénn da fie, wenn man x = £ fefit,
swen oder mehrere Werthe jugleich erhalt, und die vorbhers
gehenden und nadhfolgenden Werthe ebenfalls mehrfach
find: fo 14t fich der grdfte oder Eleinjre’ Werth nicht fo
Teicht Deuvtheilen, es mufite denn fepn, daf von allen dies
fen 2Weethen'nicht imieht als einer reell foare, in welchent
Falle die Junftion afs eine cinfdrmige betrachtet terden
fann,  Wiv wollen alfo juvdederft die dinformigen Funt:
tionen und diejenigen vielfdrmigen betrachten, die als ein-
formige behandelt: twerden Fonnen, und dann jeigen; tie
fih: das. Gefundene auf die abrigen vielformigen Funk
tioner - grwenden Laffe. ’

€3 fep alfo y eine einfdrmige Funftion von x, die daz

bee fir jeden Werth von x einen veellen Werth beFom:
men 1witd ; und dabey bedeute x dew Werth, wobey die
Sunttiony einen grofiten oder Fleinften Weth-evhalt, S
evjten Falle muf, twenn man x faodet x «=w fivx fost,
er-2Berth von y Eleiner , -und im desten Fallé qrofer wer:
bl 2 b':nr




6 Dricter Thetl.  Jehntes Capitel,

Den, ald wenn o =='o'ift.  Da alfo y, wenn man x f @
fur x fest, in
ed e2dd e3ds adday
y T (."n-:)r T .‘.’.dx?vy T 6dx3}? T 24dx4 PR
and toenn marn x — « fivx feiit, in
: ady «2ddy «3d3y _ a4 day
Tiax 2adxz T 6dx3 agdxa
fibevaeht, (Cap.3.§.48. 51.) fo muf, wenn der Werth von
y ein grifter ift,

ady «2ddy i e3d3y

(S s e s 30,

fRaR G Py i 2dxz 6dx3 s
edy w2ddy - #3d3y

TP ToT B ks T R Bl

und twenn dey Werth von y ein Fletnfrer if,
ady uzddy-& «3d3y .
dx' * Tpdxsrh 6dx3 [
ady = uzddy e3d3y

< y— s Bl
AT e e iR
{eym, '

¥ R ded

; ; 8254 ;

D diefes ftatt” finden muf,’ der Werth won « fen o
flein ql8 ey roolle,: fo wollen wiy « fo fléin annehmen, dag
Die hdhernPoteftaten davon aus derAcht gelafien wevden Fonz
new, und dann muf, forohl wwenn Der Werth von yein grife

e

ter ql8. wentt ev cin Fleinfier fepn foll, idd—x. = -0, 4enm,
¢ - - }{ X 3

R it aidy A
Denn mpfg;m nicht % .0 ware, fosfonnte audy dey

S,Ei}cvt() poit "y{' teder!¢ift gidfiter ‘noch ein Fleinfrer fepns
Dicvaus evgiebt fich fiirsdie Crfinduitg forwohl der grdfterr
o8 der Fleinfien SBevthe idie Regels Mot fesie Das-Difz

vie | fevens



Bou dén groften und Heinfren Werthene. o

fevensial Der Funftion y ==o, dann ift der Werth von
x, wobep die Funftion cin Groftes oder ein Kleinftes tird,
die Wurgel diefer Gleichung. Hierdurd) wird indef nodh
nicht entfchieden, ob der gefundene TWerth von y ein grdf:
ter oder ob et ein fleinfrer fep, ja ed fann fich ereiguen,
dafi y toeder ein Gedfites nodh ein Kleinjtes wird, Wi

. dee e : ! - d
paben nemlich blof gefunden, dDafi in bepden Fallen d{: 0

. . d :
ift, aber nicht behauptet, daf allemal, twenn -d—}r = o ift,
X

ein grofter oder ein fleinfter Werth fur-y entfiche.
§, 255,
lm indefs die Falle, two y einen grdften oder einert

Eleinften Werth Hat, ju unterfyden, muf man guporderft
vas Differensial Dev gegebenen Funftion = o fegen, und
- o d . ;
aus der Gleichung -&—E = o alle Werthe von x auffuchen.
#

r

Hat man diefe gefunden, fo muff man ferner evtvagen, ob
y dabey ein-Grofites ober ein Kleinftes oder Feing von beys
Den erde? denn toiv werden jeigen, daf y aud wedet ein

£ = - S s ~ " < E].
Grofites nod) ein Kleinftes fepn Fann, toenn gleich E‘li =0
X
ift. €8 fep £ emer von den Werthen von x, die fich aue

A d
Der Gletchung a-i = o ¢rgeben; und dabey twerde, fwenn

: = cq ddy .d3
man diefen Werth in die Yusdriude -——?; —i; 1. feft,
dxz”  dx3
ddy _ d3y _  day * .
-d-'}-{-; =p, 243 — q, a-—;{-—l“-—- rs-H. @Eg)t nun vie

Sunktion y, wenn man £ filte x fest, in F uiber, fo witd fie,
toenn man £ « fir x fegt, in
A 4 F




8 Dritter Thetl,  Sehntes Capitel.

Ff Za2p T §43q T JHedr T I

und wenn man f— « fur x fest, in
F 'i' %“:'p e 1‘%&311 "I' 173554:' - 1(,

pectoandelts und hievaus evhellef, toenigftens wenm « eine
fepe fletne Grdbe bedeutet, daf, tenn p pofitiv ift, bepde
IBecthe gudfer fepn twerden als F, und dafi folglich der
%Berth von F, den die Junftion y bep x = £ erhalt, ein
fleinfier ift. Wenn aber p negatib ift, fo ift der Werth
bon y bep x == £ ein grdfiter.

§. 256,

it hingegen p= o, fo muf man den MWerth von q

betrachten; und ift decfelbe nidht = o, fo ift der Werth von

y toeder eint grofter noch cin fleinfer. Denn fest man

x=fP«, fo witd F} 223q > F, und fegt man x= f

—a, fo pird F.—Z2a3qg < F, Sft aber g = o, fo muf

man v untevfuchen, und ift diefe Grofe pofitiv, fo ift dey

Werth, den die Junftion F bey x = £ befommt, ein Kieinz

’ ftes, und wenn fie negativ iff, ein@Grdftes. Verfhivindet
! audh r, fo muf man Den folgenden Buchftaben s betrady:
ten, und dabey auf eine abnliche Aet urtheilen als vorhin

bep q.  ft nemlidh s nicht = o, {o ift die Junktion F e

dec ein Kicinftes noch ein Gedftes; ift abet auch s == o, 1o

jeigt Do folgende Budbftabe t, tenn er pofitiy ift, ein

ﬁic.infteﬁ, fo toie, wenn er ficgativ ift, eii Grdftes an.

Wenn aber aud ¢ verfhwindet, fo- muf man, und jwar
' auf cben Ddiefe Avt, noch weiter fortgehen. Nadh Diefer

Methode (3L fich von einey jeden Wurzel der Gleichung

g == o findew, ob dabey die Funftion y ein Grofites oder
el Kleinftes oder Feing von beyben qebe,  und folglich
alfe




on den grofiten und Fleihrften Llerthen e, o

alle grofite und fleinfrc Werthe, toeldhe Die JFunftion y faz
Hen Fann, entdecfen,

'§f 257
enn alfo die Slechung % = o jtoey gleidhe TBuez
seln Hat, fo daf bagQuabdrat (x — £ eint Faftor bon ihe
ift: fo verfchwindet, wenn man x = f fett, auch gg, und

¢s itd p = o, nidht aber q. Fn dicfem Falle hat alfo
die Tunftion webder einen grofiten nodh einen fleinften

[ . . d -
Wert)), Wenn aber die Gleichung EE = o brep gleidhe
X
; dy .. ;
PWurseln hat, oder (x—£)3 ein Sattor bon = ift, fo wird,

dd ;d3 :
" = o, und ——z=o,abes: nicht
. dx3

foenn man x = £ {est
; 1eBt dx2

d4 : :
d—g Xft daher diefes Glied pofitiv, o seigt es ein Rleinz

ftes, ift es aber negatis, ein ®rdfites an. Ueberhaupt alfo

dy .
fommt, toenn a ven Faftor (x — £)n hat, der Funttion
y, bey Der Subititution x =1, gin’ qrofter odet ein flein
fter Werth ju, wenn n eine ungerade Jabl ifts wenn aber
n eine aerade Jahl ift, fo aiebt diefe Subftitution foedet
ein Gubftes noch ein Kleinfies,

§. 258.

Hietnadft fann man fich die Erfindung der qudfitens
and fleinfren Werthe dfters durdy folgende Betradtunger
erfeicbtern. B8 muf in allen Fallen, too Die Sunftion y
sin Groftes odeér ein Kleinftes witd, aud) jedes Bielfade

5.1[ 5 on




10 Oritter Theil, Bebntes Capitel,

pon iht ay, wenn a eine pofitive Sap! ift, Desgleichen y3,
y¥, y7, 1. unb dberhaupt yn, toenn n eine ungerade Rahi
und pofitivift, gleicdhfalls ein Srofites oder ein Kleinftes fepn,
el diefe Formeln o befchaffen find, daf fie mit y wadhfen
und abnehmen.  Ferner muf in allen Fallen, wo y eilr
®rofites odet ein RKleinftes wird, — Y —ay, b—ay,
und iberhaupt b —ayn, wenn m cine ungerade pofitive
abl tft, e umgefehrter Ordnung ein Kleinftes oder ein

56 uf eine ahnliche Aet werden —~ 2 2
Grogtes fepm.  Auf eine abnliche At werden e
und aberhaupt }%1 b, toenn a eine pojitive und n eine

ungerade pofitive 3ahl bedeutet und y ein Grofited oder
eint Kleinftes ift, umgefehrt fleinfre oder ardfite Werthe:
foenn aber a eine negative Jabl ift, fo find dicfe Uusdriicke
ardfte Werthe, wenn y cin Grofites, und Eleinjte Werthe,
wenn y ein Kleinftes ift,

§. 250,

Auf die gevaden Poteftaten [aft fich aber diefe Betrach:
tung nidt anwenden. Denn da die geraden Poteftaten y2,
¥4, 1. pofitiy werben, wenn y negativ fft: fo fann es fichy
ereignen, daf, twenn y einen Fleinften MWevth, nemlich cinen
negativen, echalt, die geraden Poteftaten deffelben arofite
Werthe werden.  Fn Rickficht Hievauf Finnen wi behaupz
ten, DaB, twenn y ein Sroftes oder ein Kleinftes und fein
Werth pofitiv ift, audy feine geraden Poteftaten y2, y4,
2. grofte oder Fleinfte Wevtpe; bingegen, wenn der nega-
tive Werth von y ecin Grdftes ift, das Duadeat yy ein
Rleinftes, und umgefehrt, menn der negative IWerth vou
y ein Kleinftes ift, y2, ya, 1, geofte Werthe fepn toerden.
Wenn die Cpponenten von y gerade negative Sabhlen find,

{0
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Bon den gedfiten und Fleinfien Aerthen e, 11

fo findet das Geaentbheil ftatt. -Ucbrigens gilt das, twad
tie Hier von den geraden und ungeraden Epponenten an:
gemerft baben, nicht blof, toenn diefe Crponenten ganje
Sablen, fondern audh wenn fie Briacde find, deven Nenner
au ungeraden Rahlen gehdren.  Bey der gegenmartigen
interfuchung fann man nemtich Bruche wie 3,3, 4, 3,
2¢. al3 ungerade, und Briche wie 5,4, F, %, S, 10 als ges
vade Sablen anfehen, {

SWenn aber die Nenner gevade Iahlen find, fo [aft
fich, da bep einem ncgativen Werthe von y Ddie Poteftaz

L 1 L4 . L3 f=r ™ -
ten y=;5-y=; i imaginar find, blof dagd behaupten, Ddaf,
oenn dev pofitive Werth von y ein Grofites oder cin Klein:

Je X 3 x i e s P T
ftes ift, audh y=; y2; y*; . gleichfall$ arofte oder Fleinjte

HilH

MWevthe, hingegen y= 23 y_%; y'—%; i, umgefebhre
fleinfte oder grdfite IWerthe fepn twerden, Da uberdem
Diefe Jrrational-Geofien einen doppelten Werth, ecinen
pofitiven und einen negatiqen, Haben, fo giftin Anfehung
ifrer negativen Werthe dad Gegentheil bon dem, was i
in Anfehung ihrer pofitiven IWerthe behauptet Haben,
9Bicd abev Ber negative Werth von y ¢in Groftes oder ein.
Kicinftes, fo fann man die Poteftaten deffelben mit gebroz
chenen Gpponentett, deven RNenner gerade Jabhlen find, weik
fie imaginare Grdfien werden, tweder ju den groften noch
s Den Eleinften Werthen rechnen,  Duvch diefe Betrachz
fungen twitd Sfterd die Untecfuchung der grofiten und Fleins
ften Weethe fehr leicht, wenn diefelbe ohne fie mit vielew
Sdwierigfeiten perfniinft fopn tolfivrde,

§, 261.




12 - Dritter Theil, - Sehntes Capitel,

§. 26r.

Da das Bidherige eigentlich die rvationalen Funftio:
fien Detrifft, indem biefe allein einfdrmig find, fo wollen
it nun guedrderft die ganzen Funftionen betrachten, und
Die groften und Fleinften Werthe, die daben porfommen,
gu finden fudben. Da nun der allgemeine Yusdruck diefer
Sunttionen folgenbder ift:

X0 T AXPSI f Bxi-2 4 Cx0~3 4 Dxn-4 o} 26
fo fallt juerft in die Augen, daf fie Feinen grofern IWerth
beFommen fonnen, af$ wenn x = oo gefent wich. Sept
man x = — oo, fo tird der Werth der angefliprten Kotz
mel = oo, fvenn n eine gerade Jaht i1’t‘, D ="— cen,
toenn n eine ungerabe Jahl bedeutet, und dies ift Daber
unter allen Wevthen der Fleinfte. €8 giebt aber auferdem
oft andere grdfte und Fleinfte Werthe in dem Berftande,
dent foit §. 251, feftgefert haben, und davon wollen wir nuw
einige Crempel anfihren,

Crfies Crempel

Die Werthe von x 3u finden, wobey die Sunktion (x — a)n
ein Brofites oder ein Blcinftes wird,

! Lo
Geht man (x —a)n = ¥, 10 wied aZ =n(x--a)n-¥,
X :

und fest man diefed = o, fo tith x = g, Da nun gﬂ
1 X

den Faftor (x — a)n-x bat, fo evheller aus §.257, daf ¥
fein Grofites oder Kleinftes feyn fann, wofern nicht n—1
tine ungerade oder n efe gerade 3ablift. Daaber, indem

dny
d—x-E::n(n-—l)(n-—z) PP
teitd, diefes eine pofitive BahLift, fo folat, daf der TWetth,

“en



Won den gedfiten und Fleinflen Werthernac. 13

den y durch Ddie Gubftitution x = a erhalt; ein Klenfted
fepn werde, [§.255.].  Aud fallt diefes bald in die Augen,
Denn fest mon x = a, fo witd y = o, und wenn man x
grofer oder Eleiner alé a annimmt, fo beformmt allemal y,
weil n eine gerade Sahl ift, einen pofitiven Werth, der
folglich qrifer al8 o ift.. Bedeutet aber n eine ungerade
2abl, fo hat dig Funftion y = (x — a)n foeder ¢in Grdfs
tes noch ein Kleinftes. Gben diefes findet ftatt, wenn n
eine gebrochene, gevade oder ungerade 3ahl ift, €8 ift
= :

nemlich (x —a)”?, toenn man x==a fet, ein Kleinjtes,
wofern w eine gerade und » eine ungerabe Jahl ift, find
aber Bbende Buchftaben ungerade Jablen, fo finbet dabep
eder ein grofiter nodh ein Fleinfter Werth fratt

Qwentes Erempel

Die Salle su finden, in welchen der YDerth Oer Sormal
xx T 3x T2 ein Grofites oder ein Bleinftes wird,

A s
Sent man xx T 3x T 2= y, fo toitd &—}'-; =R P,

dd
V=1, Macht man- alfo2x 13 =0, v findet fich
2dx2 _
x = — 2; und dabep erfennt man aus dem TWerthe
dd y T
Qd:; = 1, o ber Werth von y dutd Die Subftitution
x = — } ¢in Grdftes oder eim Kleinjtes geben roerde. Iie
: R dd
nemlich auch x befchaffert ift, fo mugy, va zd:: =1 po7

fitiv 1ft, ein Kleinftes me-rben* &8 exhalt aber y durd) die
Subftitution x = — 3 den Werth — 5. Aud erfennet
man aus bet Befchaffenpeit dev Fovmel xx F3x T2 felbft,

Raf




14 DOritter Theil, - Behntes Capitel.

daf bt cin fleinfter Terth sufommen mifie; denn da ihr
Berth wnendlich toird, forwvohl wennt man x =+ oo als
= — oo fefit, fo. muf-fie dureh irgend einen IWWerth von x
ein Kleinftes mwerden.

Derittes Srempel

Die Jalle 31 finden, in weldhen det Ausdrud x3 — ax%
b bx — ¢ eincn grofiten odet Fléinftén Werth bebdmmt.

Sefit man 'y = x3 — axx + bx — ¢, fo wird

gy XX == 2ax+ b ddy : __d3y [
b —— 2 55 & X 5 =3 — 4y ——=Iz
dx 3 Liies, adx2 3 ? 6dx3

MWan mache aljo 3xx — 2ax F b=o0, fo wird x =

aX V(aa — 3b)
i 3

bene Formel, wofern nichtaa & 3bijt, webder einen £lein

ften noch einen grofiten Werth Haben wird. IRenn aber

aa > 3b ift, fo wird fie in jen Fallen cin GrdGtes oder cirt

, und hievaus erhellet, daff die geged

i g s , dd g 3
Sleinftes. €S folat nemlich hievaus _Ei_y =X v (aa — 3b);
2 -

und davaus fieht man, daf, wofern nicht aa = 3bift, dex
a T Vi(aa — 3b)

3
axx ¥'bx — c einen fleinfien, der andere Wevth x =
a — V(aa — 3b) /

3
foerde. - Was aber die Grdfe diefer Werthe von y betrifFt,
fo ift, da

3¥X — 2ax | b & 0, obér x3 — Zaxx { 1bx = o,
y = = fax $3bx = ¢3
8aa  ;.ab

#nd da faxx — s + A ift, fernes

Werth x = Die Formel y = x3 —

aber einen gedfiten SWevth ertheilen,

yﬂ



Bon: den groften und Fleinften Aesthert ic. 15

2a(aa — 3b)

2 ab
= —(3b—aa)x  — — ¢ = —
Al )x 1 -

27
__2(aa—3b)y (aa—3b) . ab 2a3
e T ——C=——
27. 9 27
b 3 k3
T o= E(aa—ab)?
2 > ?( 3b)%,

tvo Das Das obere Seichen fur den Fleinfter und das untere
fir den grofiten Werth gilt. €8 ift alfo noch der Fall
ddy

L) Das fols

tibtig, toent aa = 3bift. Da dabep

: ds : : ;
. gende Blied aber ﬁ;%z Imdt=oaift, o hat die ger
gebene Formel in diefem Falle tweder cinen ardfiten nodh

einen fleinften Werth.

Viertes Erempel.
Pie Salle 3u finden, wo folgende SunFrion von x:
x4 — 8x3 |} 222 — 24x F 12
einen geofiten oder einen Eleinften YWerth beFSmmt,

Seft man y ='x4 — 8x3 + 2252 — 24x + 12, {0
witd

dy _

~ L = gx3 — x> Fogax — 24,
dx

ddy : i

T T 6x2 — 24%x T 22

_ o S

Seit man alfo (—1?};:: 4%3 = 24x2 T 44% ~~ 24 = 0, Odee
%3 — 6x2 § 11% — 6 =0, fo befdmmt man brep reelle
Wevthe fur x;

Lx=1§ ILx=2) Il x = 3

d
L e 4, und alfo y bep

[+ 2 d
ey dem erften Werthe rird
adx2

X=I




16 Dritter Theil.  ehntes Capitel,
x =1 ecin Rleinfred.  Bep dDem gwepten Werthe tvird

.d_éf- = — 2, und folglich y bep x = 2 ¢in Grofites,
2dx=

: ; g T
ey dem dritten Werthe wird T ixy* = *t 4, und folglid
.L -
dic gegebene Juntiion abermal$ cin Kleinftes.

Sunftes Crempel.

#5 ift die SunFrion y = x5 — 5%4 F 5x3 § 1 gegeben;
man foll beftimnien; in weldhen Sallen fie ein Grofites
oder ein Aleinftes wicd,

d : : P s :
D E_}‘: = 5x4 — 20x3 + 15xx ift, {o formite man
X

dic Gleichung: x4 — 4x3 + 3xx=o0, deren Wurjeln

find; FundiL x = o0; Mlox = 1; IV. x = 3// Da-die

Beybden etften Wurgeln gleidh find, fo geben- diefelben weder
ddy

ein Groptes noch ein Kleinftes, denn es wird 555 = 0

' d3y . v ; :
aber FET perfchmindet nicht.  Die dritte Wurjel x =r

X
ey ddy ' .. ddy

¢t atebt, da —— = 10x3 — J0x2 —m
SR ta - = =10x3 = J0R3 TSR iftysrm s s,
und in - diefem Falle-hat alfo die JFunftion eimen groften

ddy
2dx3

pabep ift alfo die gegebene Funftion ein Kleinftes,

= I5, und

iﬁrscvtb. Aus der vierten Wursel fiieht

Sedya-
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Sedystes Erempels

ie §ille 3u finden, wo die Sovrmel:
y = 10x6 — 12x5 1+ 15%x4 — 20x3 T 20
cin Grofires oder cin Hleinfies wird,

@2 ift alfo

,.-—g-z—- = Gox$ — box4 T Gox3 — (ox2, und
X
ddy .

- = A5x4 — t3 X2 == DX,
S 5 483 T 3 x

Sent man nun x5 — x4 Tx3 —xx =0, {o hat bdiefe
Gleichbung, Da fie mit x2(x — 1)(xx T 1) == o einer=
fep ift, sep gleiche Wurjelt x= o, und, auferdem die
Wurgel x =1, und swep aus der GSleihungxx 1 =0
entfpringende imaginare Wurjeln, Da alfo die bepden
aleichen Wurseln x == o, weder ein Grdftes nod ein Kleins
ftes geben, o bleibt blof bie dritte Wurzel, x== 1, ju bes
tradbten fibeig, und da diefelbe F‘T'f; 52 afebt, o0 Feigt
Diefer pofitive Wevth ein Rleinftes am,

§i 262,

&8 hangt alfo die Beftimmung der groften und fleins
ften TWerthe von den Wurseln Dder Differenialz Gleichung
j_i — o ab, und da die HOcfte Poteftat von x in diefer
Gleichung einen Grad niedriger ift, ald in der gegebener
Kunftion y, vorausgefefit, Daf y eine ganie rationale
Gunftion bedeute: fo ift offenbar, daf uberbaupt die grofs
ten. und fleinfien Werthe der Funition

x1 4 Axn=I = Bxn=3 4 Cxn=3 f Dxu=4 | i, 2=y
burch die Wurseln folgender Gleichung beftimmt werden:
Enl Diff. R, 3.LH.00,2.TH, 2, Abtbh, B nxa~x
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nxn- I+ (n—I)Axn-2 T(n—2)Bxn=3 +f (n—3)Cxn-4 1.
el 1 S

3ir toollen annehmen, dafi vie teellen Wurieln diefer Gleiz
dung, nady ihrer Grofie geordnet, «, 8, v, 3, 2¢. und alfo
« Die ardfite Wurgel, 8 fleiner ald «, o Eleiner ald g, 2.
fey. éiﬂb fun jupdrderft alic diefe Wurjeln unter einans
der ungleich, fo erhalt dic_gegebene Funftion bey einer
jeden etnen grofiten oder Fleinften Werth, und e§ hat dem:-
nach die Funfrion y fo viel gedfte oder fleinfte Werthe,

-

dy : SEEN
afs die Gleichung = veelle ungleiche Wurzeln. hat
b3

Wein aber jwey oder mehreve Wurgeln einander gleidh '
find, fo geben goep gleiche S E‘.l sein weder in Grdftes
nodh ein Kleinftes; drep gleiche Wurezeln gelten hier fo viel
alg eine; wnd uberhaupt entfeht aus jeder gevaden Atisabl
gleicher JBurgeln weder ein (”nm,tm noch ein flemftes, und
aus jedet umgeraden Anzahl glm[)cr Wurgeln CinGrdfites
oder Cin Kleinftes,

§: - 263:

Was fur Wargeln grofte vm, was fur tweldhe Fleinfe
$Mevthe geben, 1aft fich ohne Silfe der vorher gegebenen
RNeagel aufi folgende Avt beftimmen,  Da die Funftion v
enn man x =" feist, ebenfalls unendlich wird, und die
Werthe von x, die iwifden eo und « fallen, tveber ein
("Jrufﬁr,_ noch ein Kleinftes qe{)ui fo ift flar, daf dic Wets
the, wefdhe mian fire die Gunktion y findet, wenn man fie
x nad) und nach Die vom e Hi§ ju « lieqenden Werthe
fest, ununterbrodhen abnefhmen muffen; und e8 wird da:
ber Der Aerth x =« bder Funfion y cinen qrdfern
Werth evthetlen, ald x ="z,

Da alfo x = « entweder
ein @rdftes ober ein Kleinfres bevoorhringt, - {0 'muf in
Pefem




w
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diefem Ralle die Funftion y nothivendig ein Kleinftes toers
ben.  Fabrt man dafer fort x ju perandern, obder fefit
man x = = —w; fo wird der ierth ‘won y micder wachs
fen, bis x = & rird, und Died ift die jmwente Wursel der

f l'.{ r ’ ’ 5 R~ . )
Gifeichung o= o, Die enfweder ein” Grdftes oder ein
: L ax

Rleinfies giebt, G¢ witd demnach diefe joepte IWurgel
x = g ein @Grdftes geben, und der MWerth x =8 — w Den
SBerth Dev Funftion y fleincr machen als x = g, bid man

jwx = v fommt; wodurch von neuent einfleinfres erjengt
werden wied.  NRan_ fieht hievaus, daf die erfte, dritte,

£ : Jenits dy . :
finfte Wursel ufo i der Gleicdhung d—} =0 SKleinfte, die

sente, vierte, fechste bingegen u. f. to. Grofite gebeit,
Bugleich erhellet, daff dasd Kleinfre und Grofite, enn 31ep
gleiche Wurzeln da find, sufommenfallen, und alfo wever
ein Gudftes noch cin Kieinftes ftatt finde.

§. " 264,

%ft daber in einer Funftion

y =mixn! A XDSISbaBxA-204 CxO53 04 i
ey hahite Cpponent n eine gerade3abl, fo ift die Gleichung
dy

o= ==ixoR% ok (n —')Axn=2 o 0, =0

eine. Gileichung von eimem  unigeraden (—'I'lrabé, yud hat
folalich entroeder. eine, ober drep, oder fiunf oder fibers
baupt eine ungeradeMenge reeller Wurzeln,  Jft nur eine
SBuriel veell, fo giebt: dicfelbe “ein Kleinftes ; find drep
Burseln veell, fo giebt die grdfte ein Kicinftes, die mits
telftereims@edfted, und die Kleinfie roieder ein Kieinftes;
find funf Wurgeln veell, fo Hat die Funftion y drep fleinfte
und: jepigrofte Weevtpe u, §.f. Deuckt hingegen dev Epr
B 2 ponent
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ponent n eine ungerade Jahl aud, fo ift die Gleidhung

d s : .

o = o cine Gleichung von einem geraden Grade, und

dx

pat besegen entmeder gar feine, ober jmwey, oder vier,

oder fechs reelleRMWuvgeln u. L f - T erften Falle Hat die

Funftion y toeder einen grofiten noch einen fleinften Aerth:

im andern Falle, oder wenn jwep reelle Furzeln da find,
1ebt die grdfere ein Kleinftes, und die fleinere ein Gudfe

4 I e

; . d ;
tes: und Hat die. Gleichung —}; = o vier reelle Wurjeln,
G

fo erseugen Oic erfte (weldhe die grifite ift) und die Dritte
einn Ki¢infted, und Die jroepte und pievte ein Gedfited, Uebers
haupt techfeln, die Anzabl der veellen Wurzeln mag feon
weldhe fie will, die fleinften und grofien Werthe mit eine
ander ab.

§ 265,
Jtun wollen toiv uns ju der andern Gattung der ecine
formigen Funftionen, oder ju den rationalen gebrochencrt

o s P
Funfrionen wendem E8-fep y S und P und Q Funk

tionen oon x. Yegt man Dier der Grdfe x einen folchen
Werth bep, daf Q =o wird, fo it offenbar, daf y in
gine unendliche Grofie ubergeht, roofern nidht auch jugleidh
P verfchioindet, unbd es fdheint daber in viefem Fall ein
Broptes u entjieher.  Gleichmwohl darf man diefes nicht

onnehmen.  Denn da der umgeFehrte Bexch %— in ében

den Fallen ein Kleinftes mird, i weldhen % einten grdften

S Q. : "
Wevth hat: fo mafee aud 7 i Sleinftes werden, wenn

Q
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& verfdymwande,  Allein diefes findet nicht allemal ftatt,
sweil e audy noch Fleinere oder negative Werthe geben fann,
Hierdurd) wird jualeich die borhin gegebene Regel beftds
{i_.;t, daf man die groften und fleinfien Werthe qus der

®leichung ? = o entioicfeln mufle,  Man fuche alfo i
X

bem gegebencn Falle
dy _ Qap — PdQ-
dx. . 1. QQdx

und fesie darauf QdP — PdQ = o; fo werden die Wurz

aein diefer Gleichung det Junftion y entweder einen grife
ten oder einen fleinfen Werth cetheilen, - . Entftebt cin
Broeifel daritber, ob Der gefundene TWerth ein grdfter odee
: ; i dd 7
ein fleinfter fen, fo muf man die Gleichung &—:}: ju Hulfe
i X
nehmen, Sft der Werth Derfelben pofitiv, fo ift dies e
Kenngeichen eines fleinjten Werthes , {o toie Der negative
Werth dapon cin Grdftes anzeigt; und verfchmindet- des

; dd : oot
FBerth von =T f, welched allemal gefchiehet, wenn die Gleis
x-

d o
dhung Ei' = o jwey oder mehreve gleiche Wurseln hat, fo

muf man fich daran evinnern, daf gleiche Wurieln in gez
vader Angabl meder einen grofiten nod) einen Fleinften
Berth geben,

Eefies Crempel,

Pie Salle 3u finden, in welchen die Sunftion
: x

> &
einets groften oder Eleinften YWerth bat.
Hier fallt fogleich in die Augen, daf die gegebeite
Kunftion in drey Fallen, nemlich, wenn man x= o,
B 3 =50,
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x =0, x = — © {eit, perfchoinde, und es muj daz
fer Diefelbe jum toenigiten jrwey grofite ober 3roen fleinjte

- i & x
gerthe Haben. Un dieje ju finden fofie man y == =—3—=;
fo ift

dy I — XX ddy 6x | 2x3

S et DL D R et

dx (et xx)2 dx2 (it xx)3

d
Sernet felie man -d—y =0, twodurd) man 1 —xx =9,
X

alfo enttoeder .x = 1 ober x = — 1 erhalt,  Sm erftert

42

4 und dafher

: . . ddy
Kalle; wo x ="t 1 ift, wtd == ="~

&)

der grofte IWerth von y = + g3 im leften aber, ober

' JgnuLiiddy 4
menn x = ~— 1 genommen ied, 1t St T — und alfo
_y=— &, det fleinfre Werth. Diefes findet man noch letchter,

I ; L
toeftn man Den'Druch umbehrt, oder y= : =z -

febt, ~und Daben vor Augen behalt, daf dic alddanw fich
ergebenden Werthe die entgegenfiehenden amen befoms
mert. ®8 ift némlich algdann
dy
== |

d 3
und alfo, foenn man EZ = o fefit, xx — I = 0j fofglich
X

X=ira pher x=—1, toie ’ODl‘f_)il'L Sft S I o
e b i " Vi) REWT
ird v 2, und y ein Ricinftes, folglich -}; ein Grdfie
: : s P s -
ted; ift abet x = — 1, fo findet man E—E = -2, Und
i X .

v ift cin Grdfies, fo tie — cit Kleinfies.
¥

et



=
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Jmentes Erempel,
Die Sdllc 3u finden, in weldhen die Sormel
g iR PIXX
2 + 23xT xx
ein Grofites ovder cin Rlcinfes giebt.

X% — AX P 2 . ;
2E , o igd

Set man y =
. Y ;
; o, ok AR e

dy = 06x2 12 ddy 7253 f 72x T 72
dx (xxF 3R ) * s dxzo Ex% T axt2)3
und febt man nun 4 = o, {o foitd
; dx
x = % 2, oder x = — V2
ddy 48v°2 f 7

" 12 und alfo pofi
= = < ne aio W1z
dx2 (4 T 3¥2)3

tip, Da Dev Jenner pofitiv ift.  Folalich ift der Fleinfte

ABerth von

4 — 3V 2

a T 3/2

«m lefiten Falle, oder wenn x = — V2 ift, wicd
ddy 482 772 _ 24(3—2Y 2)
822 U (4 =3V2)% 0 (4 =—=3Ve)

und affo, da.der Babler diefes Bruchs pofitip und dex

Nenner negativ ift, negativ,  Folalich ift dev grofte Werth

von

Sm erfren Falle ift

y = = 12y 2 =— 17 = = 0,02043725.

4T 32
T 4— 32
Run ift swat diefer Werth fleiner ald et porhergehende
tleinfte, aber doch in fo fevn ein grdfter TWevth, weil ev
ardfer ift, als die sunadft auf ihn folgenden, twelghe man
befbmmt, wenn man fir x Weethe fest, die nur uim febr
wenia ‘ardfer oder Eleiner find als — vz, Da die V2
D 4 stifchen

y = — 12y 2 — 17 = — 32,97056274.

Y.
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stoifchen 4 und 3 fallt, fo fann man fich biervon leicht durch

¢ ~ folgende Rechnung fiberjengeit.
FBent fo witd
] 2 4
] e= & y == — 5 = == 0,0285
x = V2 y= 12y 2 — 17==—0,0294 ¢in Kleinfics
= 4 y 3 = 55 = — 0,0285
=2 Y=35
= — V2 y= — 33,970, ¢in Groftcs
¥ = =3 y= =35

Drittes Crempel

Diec Salle 3u finden, in welchen die Jormel

xx — x F 1

XX T X = I
eiens grofiten oder ecinen Eleinfien WWerth DHat,

XX — X °F I ;
et man y = ——————, fo toid
Setit man y xxf:{—ffL
dy 2XX == 4% ddy 4x3 F12zxt 4
: — = e Uad —— = -
i dx  (xxTx —1)2 dx2 (xx } % == 1)3

d .
Madt man dabher }i{ = o, fo wird entweder

X == 0 odet x =2,

., dd
Sm erfien Falle it a—;{ = ___—4—1, und alfo y cin Grdfites

: : ., dd 20 :
nd = - 13 im anbertr wird ¥ —, und folalich y
dx3 52 -

ein Rleinftes, und = 3. Dies ift der Wahuheit nach der

obigen Guflarung der grdften und fleinften Werthe vollz

fommen gemag, obgleich § grifier als = x ift. Denn
fegt
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fest man fo wird
X= = x y = — 33
. y = — 1, ein Groftes
x= T I L=y
st Sl ¥ =Sy
X = 2 y = % ¢cin Rleinfred
x=2 T § y = %t

Daf y = 1 und alfo > — 1 wird, wenn man x = 1 febt,
bt dDabher, weil ivifchen die Werthe von x, o und 1 ¢in
Werth fallt, wobey y =0 wird,

Biertes Erempel.

Die Salle 3u finden, in welchen dev Druch
%3 ox
X4 — xx T I
Fleinfte oder grofite YWerthe gicbt.
%3 i
M4 —xxf
dy X6 — 4x4 T 4xx T 1
i eniees R 1)2-. , und
ddy  2x9 } 18%7 —/24x5 — 16x3 T 12%
dxz (x4 — xx T 1)3
Muf diefe At hat man die Glerchung
i X6 T 4X4 — 4XX =~ I =0
twelche fich in
XX =~ I = 0, Hnd. x4 h 5x2 T 1 =0
aufidfer (aft. Die Wurjeln von jener find x = F 1 und
x=—1; und aus der Auflofung von diefer findet man
R EaNGaT :
X2 = — ——— woraus fich feine veelle Wurgel ente

Dy toideln

Setit many = , fo wied
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pickeln [aft. Draudit man alfo die fﬁcubcn acfundenen
Wurgelm, fo giebt x = T 1, den Werth von g-%z = — 8,
und folglich fir y das Grofte = 2; x = — 1 aber
ddy

e + 8, und alfo fir y das Kleinfte = ~ 2.

Finftes Erempel

Die §alle 3u finden, in weldhen der Bruch
X3 —x

: x4 — xx T I
ein Grofites oder ein- Rleinfles gicbt,

x3 — x
4 —xx'F 1
dyeiis X6 2X4 F ox2 —

Sesit many = , fo toird
& K

dx = T (x4 — xx t 1)2
flf_i,l' & 2x9 — 6x7 — 18x% | 20x$
dxz (x4 —_— XX ‘I" 1]3

d.
Macht man alfo d_z}: = 0, {0 ird

X6 — 2%4 — 2x2 + 1 =o0
und dicfe Gleihung, durd)-xx "t 1 dividivt, giebt die
Gileichung '
X4 == 3x2 I =0

toeldhe fich in

XK == X == T =20 M) XX F x = 1 =0
aufldfen lafit, - Hievaus ergeben fich die vecllen Werthe
= v e I —'y5
"'_2_1 y X —'_2"_'

gxz__‘_—.lj'wfs_ < — V5
3¢ b el

I. X =

[
-

Ta

-
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Sa diefe Werthe indgefammt in der Gleichung ¥4 — 3xx
+ 1 = o enthalten find, fo wird, ;Wenn man x4 = 3xx
— 1 fegt, fur aile

ddy = 2¥(o — 20%x )i §CE-—2xx) - 5{1 —-zﬁ?

B

dxz §x6& 2% ¥ T 2x(3%x — 1)

x3 - x X X =T
und y = =

2 XX 2X

e die beajbén erfien Werthe aus dér Gleichung xx==
T 1 aber it

Ay S deTiEy L Sex Bl
i 2x(3x+ 2) 2(5x 13’
und y = i. ;
i A
FNun giebt die crﬁc MWurel x = _ﬁ\"'s

ddy . . 50t ¥5)
; dxz 11 t5V5
und der MWerth von y ift demnach ein grofter.. Die andere

%urgclx-_—f—_‘g—ﬁ" gicbt !
ddy 52 — VAYeR0 5(/5=2)
dxl—_ L —gv", 5{5—:1

wnd foliftalich 'y = z cin gudfiter Werth. - Die, benden
fibrigen Wuvgeln geben fleinfte Werthe fur y, und jvar
Yy=—h
§. . 266.
DBen Crempeln diefer Art: giebt e alfo einem leic

tern $eg jur Veantroortung dee ’gragv Ob ein Grdftes

sber ein Kleinftes ftatt fiube" Denn da d_ = o ift, fo 1aft

fich Der AWerth von g—g, _inbem man auf diefe Sleidhung
Ruds

e A S

P

T

P T Ty T S

PRl Jepr s

|
f

3
if

S
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Racfficht nimmt, einfacher ausdrucfen, €8 fey der Brud
g .
[ ; b 'l @
y =& gegeberti Da

dy = deq”Q”Q, uttd QdP — PdQ = o
fo titd
R d(QdP — PdQ) 2dQ(QdP — PdQ)
Q2 Q3

Allein diefes lefste Gilied verfhwinbdet, mweil QdP — PdQ =0
ift, und fo wird
ddy = (Q4P — R4O), 0QdgR = PddQ
Q= Q2

Da ed alfo auf die Befchaffenheit diefes Tnerthed oder
parauf anfommt, ob Derfeibe pofitiv oder negativ ift, und
der Jtenner Q2 allemal pofitiv witd: fo hat man hier blof
auf den 3abler ju fehen, und befommt allemal ein Kleins
d(Qdp P Ao

dx2 beR

gip, und cin®Groftes, wenn folcdhes negativ ift.- Oder man

ftes, weim QddP — PddQ, oder

dy s R ? :
fuche W toelces bte_gorm a0 faben mwird, und davauf

fldi:. $Hat man diefed gethan, fo wicd die Wurzel, twoben
diefer Ausdruck pofitiv wird, ein Kleinfted, und die, tvo:

Hep er negativ mivd, ein Grdftes geben,

§. 267.
Wenn der Nenrer des gegebenen Bruds jein Quadrat

odet irgend efng hohere Potefidt, und affy y = gﬂ ift, fo
wird ! 156

QdP — nPdQ

and

3

i

W o=
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df - npdQ 7
NnD wenn man — S fegt
; dx -
dy <% ==K
dx B Qn+t+x

Wurzeln der Gleichung R = o ab. Da ferner
ddy QdR! = (n"T 1)R4AQ
dx o Qita
ift, fo wird, wegen R =06
ddy = dR
E— = br.--j-:? \
und der pofitioe MWerth hievon eigt ein Klcinftes, fo wie
der negative ein Grofites an. Da aber, wenn n eine unz
gerade Jabl bedentet, Qutr allemal pofitiv. ift, fo hat man

—ny

et o i ~aRe t r
in diefem Falle nur ndthig T 3 ermwagen, und die Fore
R
Q4R T :
mel s gl brauchen, wenin eine gerade Jahl bedeutet,

Skebmen toft ferner an, daf der _gegebene Brudy g; =y

fen, fo ift -
e (nQdP, — nPdQ)Pm-T
' Qu{_-:

urid ¢8 jeigen alfo, tenn man
mQdP — nPdQ

dx L

fegt, die Wurseln der Gleichung R = o die §alle an, ig

welchen y ein Grdftes oder ein Kleinftes wird, Da alfo
d)’ % Pm=1R

dx Qb+

-3

ift, fo mich

ddy  Pm-2R[(m --1)QdP —(n+1)PdQ] , Pm-:dR
o ax 5% Qutz CQutR

Hne

. =, L

HESEEP ST S seesepy oomecior e 1= et s L TR f =

N
i

-
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: und, tocgen Re=o,
ddy pPm-IdR
| dxz _ Qnitdx
2%

) Y P
gine Fovmel, die auferdem noch durdy jedes Duadvat —
Q.’J

Dividivt werden Fannt,  Ueberdies giebt aud die Gleichung
P — o cin Gedfites ober einfleinfies, toenn m eine gerade
Rabl ift, und auf ahuliche Art witd fich bep der Betrach:

| QR = ) ;
tung der umgefehrten Formel L Groftes ober Kleins

ftes Dey der Ynnabhme von Q = o.ergeben, toenn n eing
gerade Sahl ift [§. 252.]. « Hier nehmen twic inde auf die
baber entfpringenden grofiten oder Eleinften Werthe weiter
feine Rickficht, fondern unterfuchen nur, der Srflarung
Der Methode wegen, diejenigen, toeldhe aus der @leubung
R = oentfpringen.

(Erftes Erempel

I— 8 )m
i - (v T ox)®
| met, in welchem Saﬂc derfelbe ein Grdfites oder
eitt Rleinftes gebe?

L5 ift dex ISrucb gegeben, © Nian foll beftimz

Seht man y .._( T Rl -, fo fallt guodrderft in Die

| (v T 2x)m
i Yugen, daf
fepn foerde tenn ift
Al "- 2 " o
y e X = — —
8
b | ¥

“und pon b:efen begben ’Eauen giebt j ;n.net ¢in Kleinftes und
diefet
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)ie

n
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Diefer ein Grdftes, wenn m-und n gevade Jablen find,
leberdies a[acr ift
dy 5 B}\)m-:
dx (y T 0x ot X

[(m —n)gdx} mgy — nad)

und alfo
R=(m—n)gix T mBy — nad,
und folglich, wenn man R = o {efit,
ned — mBsy
(m — n)g?d

X

dR 5 5
Da ferner sl (m —n)E? ift, fo ouf man unterfue

chen, ob
pPm-1d4R mil‘t—Il;aﬂ"]-I(g;‘ — By \m-n=24R
Qutixdx 5z niH I gm=1I ) FdT;
eine pofitive oder negative Grofe ift? im erften Falle ift
die gegebene Formel ein Kleinftes, im andeen cin Groftes;

m=—1n

(xT3)3 it BRTEIIR 0 ;
Rt 3 By = Ay D) ==
Sit 3. By G o)z fo wird e S,unbauu
Di¢ ~,n1me{ E i ”; ein Kleinftes, wenn'man x =o fegt
(x — 1)m
o 348 5
Sft aber y'= =3 ; fo oird
Pm-IdR mn—I sn — m\N-m}2
Qllfldx o notI ( ) (l‘l‘l—ﬂ)
und x = g{—n; Da gber m und n-alg pofitive Jaklen

betrachtet toeeden, fo muf man nadh der'Formel -
n-m+$ 2 = m
(n — m)(m —n) odet (n~— m)(m—n)
urthetlene = ft demnadh n > m, fo giebt der” Werth

X =

o Z aflemat ein @coftes; ift aber n < m, o fine

vetl

¢
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pet cin Gedftes ftatt, tein m —n eine ungerade, und

ein Sainfies, e m — n eink gerade Sapl ift. So ift

(x— 1)3 . i Dot
m ein Groftes, wenn man x = — 5 1e§ N e
| 63 7 .

= — _HZ foird.

Y= -3
42 2

Qmwentes Srempel
{vshix)?

£ fey dic Sormel: y = m gegeben,
iy o3 ket iy -
Da = = BT xx)3(3 4% — Xx) und
pn-1 dR GEDE, -,
= (2= T 4)

QniI 2 g; Sl ([\ T xx):&
#t, und (@ x)2 und (1% xx)3 alfemal einen pofitiven
gRerth haben, fo braudt ma nuv den Yqusdeud — x — 2
gu betrachten. It derfelbe pofitiv, fo findet ein Kleinftes,
and ift er negativ, ein Groftes jiatt. Nun folgt aus der
Gleichung 3 — 4x — XX =0

x==—2 T V7 ober x =% = 2 — V7
&m erfien Falle DitD = x —2 == — Y77, und fo it et
gegebere Brud ein Grdftes. Sm andern aber witd —x
— o =+ V7, und daber eben diefer Brud ein Kieinftes.

&efit man aber x = — 2 V7, fo wird
11*::::—1"}'1-"7,11@1-1-::::::12—4{?

folglich :
=i A o Dk O )
e (m —4V'7 SE 16
= 16 7

und

L=

L A iy g
-

ey — o g
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und dagegen ift, wenn man x = — 2 — ¥ 7 anaimmt,

17— 7y
— z 1671 7 = =—0,0950.
§. 268

€8 giebt auch irrationale und traﬂcenbentc Sunftios
nert, welche die Eigenfchaft der einfdrmigen Funfrionen
an fich haberr, und Deven grofte und fleinfte Werthe daher
auf abniiche Art gefunden werden Fonnen, €8 {ind neme
lich die Wuezeln der cubifhen und aller hdbhern Gleichun:
gen mit ungevaden Cpponenten nidhts anders als einfie:
mige Funftionen, da fie nicht mehr ais Cinen reellen I0e th
baben; und was dic Duadtatwurieln und Gberbaupt die
Wurseln betrifft, deven Erponenten gerade Jahlen find, §
baben Diefelben, wenn fie veell find, srvar allegeit einen dop-
pelten Berth, einen pofitiven und cinen negativen: allein
man fann jeden befonders betrachten und dann ebenfalls
bie groften und Eleinfren Werthe auffucben, St 5. B. y
itgend eine Funktion von x, fo hat jwar vy einen joiefaz
then MWerth; allein man fann einen jeden befonders erwds
gen, €6 wird nemfich + 'y einen grdften oder Fleinfren
Werth baben, wenn y devaleichen hat und derfelbe pofitiv
ift, benn fonft wird vy imagindr. Umgefehrt wird vy
i ¢ben den Falfen ein Kleinftes ober ein Groftes fepn, wo
Ty cin Groftes oder ein RKicinftes ift- Unter eben den

mn _

Bedingungen ife jede Poteftit yu ein Groftes oder ein
Rleinfted, wenn n eine ungerabe Sahl ift; bedeutet aber n
tine gevade Sabl, fo gelten blof die Kalle, wo y einen pos
fitiven $Werth beFomme, und in venfelben entftehen tegen
bes doppelten Werths auch doppelte Grofite oder Kleinfte,

Bul Diff. R, 3.T5,00,2,T6, 2. 4bth, ¢ §: 269,
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§." 269.
Da die Differenialgleichung, relche man aug der Pos
! ym—l'd}r p e o .
teftat ym crhalt, o ift, und die Wurgeln dies
X
fer Gleichung ugleich die Falle anjeigen, i foelden die
m
Poteftat y? ein Srdfites oder ein Kleinfies ift: fo hat man
sur BVeuetheilung diefer Befchaffenbeit eine doppelte Sleis
" : dy N\ £ -
dung, nemlich ym- = o, und R L fafit fich
in y = o abandern, und giebt dann nur Sedfte odet
Qleinfie, trenn m — 1 eine ungerade, odet m cine gerade
(4
Saphl ift, [§. 257.). TWenn alfo n eine ungerade Jahl, und
m

m ¢ine gerade Sahl bedeutet, fo wird Die Funftion y»,

L]

der y2#+ (37 — L) cinen gudfiten oder einen Fleinften
SBerth befommen, wenn man darin Die Werthe von x

o

9

braucht, die fich aus der Gleichung y = o oder auch aus
. d g :
Diefer &_g == o ergeben. St hingegen m eine ungerade
X

Qabl, fo ift die Funftion yCQ*”' =) (2 — 1) yer

y(’-:“ — 1) 2 nye dann efn Grdftes oder ein Klcinftes,
wenn man darin die erthe von x braucht, die aus der
S d A : |

Gleichung di = o fliefen.  Auch muffen auferdem fm

feten Falle die TWerthe von y pofitio fepn,

. avo,

o B

¥

©o giebt die Formel x3 ecin Kleinfred, wenn man

x = o feft, weil in Diefem Falle x2 cin Rleinfres roird.
Nliein fibrte man x3 nidht auf x2 jurdd, o rodrde die
poLhin

(4 ="

L S o T R

™

<l
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=)

vorhin erflavte Methode folehes auf Feine Meife anzeigen,
Weil, wenn x == o gefent wird , Die Glieder der Reibe,
wornacd geurm it toerden muf,

wwddy w3d3y

2.

o dx S Ygdg T

aufel dem evjten indgefantmt unendlich grof werden, Denn
2 =

fegt man y = x%, o wird

dy 2 ddy =i d¥y . . a4

— e e 530
1 3 ? ? >
dx 3 dx3 gx% dx3. QTX%
o ; . dy 2
und ¢8 gicht mweder die Gleichung o= —3= 0 ben
X —
) 2x3

Werth x = o, nodh seigen die folgenden Glicder die Ves
fhaffenpeit des Grdften und bdes Kleinfien an. Da wie
aber angenommen baben, daf die Neibe

. ody w-ddy wid3y
e G T — % %,
e T 2dx2 T 6dx3

eine convergivende Reibe fen, wenn man » febe Flein ans
nimmit: fo gehdren alle die Falle nicht fie vie ecflarte allz
gemeine Tethode, wo Ddiefe Reibe divergivend wird, und

died ift fie bep y = x3, wenn man x = o annimmt. Sn
Diefen Falien muﬁ man daber ju Der porhin gedrauchten
Reduction ferne Juucht nehmen, und die geqebene Formel
auf eine andere ¢ yorm bringen, die von der r erwabnten Unz
bequemiichEeit frep ift. &8 ereigner fich diefes aber nug
_ 2 e
i fefye toenigen §illen, bie entmebder in der R fotm y2r — I
enthalten tm , over [eicht davauf jurad gefibre merdem
Collen 5. B, die groften oder Eleinften Werthe der Formel
if; : '
7 =1z gefunden werden, wenn z irgend jeine Funftion
€2 PR
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son x-ift: fo unterfuche man die Form p2#22" 1, weil
diefe in cben den Féllen ein Grdftes oder cin Kleinfees ift,
in wvla}cn bie gegebene Formel foldhes wird.

—

(Yo 4

ufer diefem Gbrigens leicht ju bebandelnden Talle
faflen fich die Funftionen, welde irvationale Grdfen entz
Balten, auf eben die Urt, wie die rationalen Sunftionen
e Hehandeln, twenn ihre groften oder Fletnfien Werthe gefunz
_' ‘ dent oerdert folfen, - Dies wollen it nun an cinigen Beys
4 S £ {pielen seigent.

i1

Cefies Srempel

#a ift oie Sormel v (aa + xx) — x gegeben; man foll die
Salle finden, in weldhyen fie ein Groftes oder ecin
Bleinftes woitd.

Gept man y =2 v (aa f xx) — x, fo toied

dy X ddy aa
» — e — [, Und —= =2
- ax — V(e t x0) g (aa 1 xx)%

: |

; Ay ; :
Nimmt man daber d—i’-{ = o, fo wird x = v (aa } xx) und

dd;
dx2

alfo x = o UNd 0

= 0. Yuf abhuliche Act toers

den aud) die folgenden Blicder —; ‘_Y. 1. indgefammt
= =

— o, und ed bleibt Daber ungewif, ob jener IWerth ein
! : Grdftes oder ein Klcinfies fen? Der Grund hiervoit liegt
i : davin, weil x eben wwogi =0 I8 = . ©ehi

. - ; : a4
man indef x = F o, fo wird, weil v'(aa F xx) = x 'i'-*;
2

ift, y = o, und diefer MWerth ift unter allen der Fleinfte.

oeyy
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Swentesd Erempel,
Nian foll die Salle finden, in weldhen die Sormel
v (aa . 2bx F mxx) — nx
ein GBrofites oder cin Aleinfies wird,.
Sept man y=v(aa T 2bx P mxx) — nx} {o oitd
d)r b+t mx
T Y(aa ¥ 2bx mxx)

=i N

d X .
und fest man nun 5% = o, o befommé-man =

bb '} 2mbx T mmxx = nnaa{2nnbx F manxx
pder
be(nn — m) t nnaa — bb
‘mm — mnn
und , folglich :
(nn —m)bX* V' [mnn(m —nn)aa— nn(m — nn‘)bb].
- m(m — nn) '
pder,
b n _.maa — bh

e e

m m m— nn
und bierburch wird. _
b hmx maa — bb
1) i m — nn
Da alfo
ddy | “maa — bb
dxz ~ (aa + 2bx T mxx)g-
? _ ift, o toird _ :
ddy " maa — bb * (m — nn)v'(m —nn)

XX —

Y (as T 2bx ¥ mxic):

dx "'"i{maa o bb)%“ Y (maa s bb)
m — nn
Wofern alfo nicht ..__.___E pofitip.ift, {o giebt e gar

€ 3 Fein
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fein Groftes oder Kleinfted; ift aber diefe Grofe eine pos
fitive, fo afebt Dad obere Jeichen ein Rleinfred, toenn
m = on,und ein Grdtes, wenn m < nn ift; dad Eegens
theil findet ftatt, wenn das unteve Jeichen genommen wied.
Gft daberm =2, n =1 und b = o, fo wird die Formel
V(aa T 2xx) — x ein Ricinjtes, wenn man x = + v 2aa

a ; & 3 -
= und ein Groftes, wenn man x = ——_-fept, Ses

.‘/'
£ a d : a
nes ift = ay"2 St und Ddiefed = ay2 t 7
3%
F: {2"

Dreittes Erempel,
Wian foll die Sdlle finden, in welchen die Sormel

a. 4
V(i F mx8) § V(1 — nx4)
ein Groffres oder cin Kleinftes wird,
Da
d}r e mx3 nx3
dx (1 + mxd.):g; (1 — nx4)%
ift, fo_toird
mx3(r — nx4}% = nx3(1 % mx4)?‘
und alfo
ma{r — nx4)3 — n4(r ¥ mx4)3
ober
n4 — mé + 3mn(n3 + m3)xa + 3m2n2(n3 —m2)x8
t m3n3(nt m)xiz = o,
Wenn alfo diefe Bleichung Feine pofitive Iy el fur x4
bat, fo giebt e$ gar Fein Grifites oder Kleinftes, Da fidh
diefe Gleichung nicht bequem aufldfen fagt, indem

x4 =
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A % 3 3
= {5 St 2
xS T 0 —oberxtzm o (AR i
mn(ym F \/'nj -

witd, fo wellen wir um einen fpeciellen Fall 3u nepmer,
m = 8n fesen. Dann wird
—4095724.513nx4 — 3,63.64n2x849.512n3x12
="0
oder
512n3xX2 — 1344n2x8 1363nx4 ~— 455 = 0.
Man fete §nx4 =z, foift
23 — 2122 T 1712 — 455 = @
und diefe Gleichung hHat den Faftor z — 5, und der anz
dere, welchen man durd) die Divifion mit diefem erhalt,
ift zz— 16z + g1 = o und enthalt lauter imaginare YWurs
seln. @8 ift alfo blog = = 8nx4 — 5, und alfo x=a

a
fs-s—n, i) Wel Bt Dth Ser Hrsooit V(1 gnx4)

T v (1 — nx4) enttweder ein Grdftes ober. ein Kleinftes
witd, U 3u wiffer, welhes von bepden ftatt finden weede,
fudbe man .
ddy =~ S3mye 2 3nxx

dx2 (ot mx4)§ (' — nx4)s

Da aber m = n ift, fo witd, wenn man x4 — Si fest,
n

d
ddy = (24:: 5 3n7)xx= = 3602:;:
dx=z 6% (_3_ F 6%
8

folglich eine negative Grofe, und daper 'f’:'(l + 8nx4)
4 : :

T V(1 — nx4) ein Gedftes, wenn man x = ?‘;E feit,

(] 6]

].
I
it
!
i

T

-
<.
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2
3V'6

a4 4 3
@3 ift aber diefes Grofte’=v6 T v’”—g = Sept

b

marn ftatt nx4 die Grofe u, fo echellet, daf dev %Iuébrucf‘

\"_U T 8u) \/-\l — u) et Grofites toivd, mwenn man

4
§E R M, vy 2V 6
u = = f{eit, und Diefed Gerofte ift = —— =2,347627
8 : 2
Bk L ¢ s :
Nan mag alfo fie o aufer o cinert  2Werth annebhmen,

twelchen man will, fo wird dadurd) alfemal der Musdrud

w"(x T gu) ¥t xf‘(t — u) einert fleinern Werth beFormmen.

§. 272!

OMuf apnliche Art laffen fich die grodfiter und feinften
SBevthe Deftimnien, wenn tranfeendente Grdfien in den ges
gebenen Ausdrucken vorfommen.” Denn ift die Funftion
feine viclformige, fo jeigen die MWurgeln der Differenstal-

gleichung gedfte oder fleinfte Werthe an, aufier wenn fie
5:!».'._‘.-: Wurzeln in gevader Angabl hat.  Diefes oIl an ¢iz
nigen BVepfpielen geseigt rerden.

Erfies Crempel.
Die 3abl 3u finden, weldhe 3u ibhrem Loanrithmen Oaa
Fleinfte Verbaltniff bat.
Daf e ein folches Fleinftes Verhaltnif ii gebe , etz
X

hetiet Dabher, tocil died BVerhaltnif fowohl bey x = 1 afs
bey x=ae uncnb{idp wird. 8§ witd daher audh dev Bruch

12{ . - PR ¢ .
= trgend einmal cinen groften Werth haben, undiymar

in



=
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i eben dem Falle, in dem %{ cinen fleinften IWerth bat.

: : 2 1 ; dy
Um Ddiefen Fall ju findén fege man y = —}:—c,. fo toied ﬁ
I Ix . ;
= — — —. Get man diefen Werth =0, fo twitd
XX XX

dx= 1, und.da wir hier hyperbolifhe Cogarithmen onges
nommen Haben, o iff x = e, wenn man die 3abhl, deren
byperbolifche Pogarithmen = 1 ift, = e feit. - Nan haben

alle Logavithmen gu den hyperbolifhen e geacbenes Verz

bafenif, und es-ift folalichnin jebem logarithmifchen Sz
ftemelfg ein Kleinftes, fo mie —fcm_ Gropted.  Da alfe
im Biggifchen Spfteme le= 0,4342944819 ift, fo ift det

1 e
Brud — aflemal Eleiner als 4342944819
= , 27182818284

47

tungsiveife ;0—5, tnd.c8 giebt Feine Yahi, tweldhesu ihrem Loz

garithmen ein EleineresBVerHaltnif habe al8305247.2af aber

., ober nabez

i aiesidioe NPT et o
= in Diefem Falle ein Grdfites fen, erhellet davaus, toeil

ddy A T G £ K
e T e e  ecemee———— oy n <
dx2 X3 a5y : = Undalfo mega
[ ¥ % dY I — Ix d :
tib foied, indem — = - und 1 — Ix = o ift.

dx XX

Smwented Erempel.
Line Jabl x 3u finden, wobey die Poteftdt xI:x ein
2% Grofites ift,

Daf dicfer Yusdruek einen groften MWerth habe, ere
bellet Daber , tocil man bep der Subftitution der Sablen
fur x findet,

€ 5 11X
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13T = 1,000000

212 == I,414213

313 == I,442250

414 = I,41421I3.
Mo Ix
é 30 4 D OILD — = XTX(— — —
Wain fege daher X 7 f ax <xx %X

und, enn man diefes =o macht, lx=1, uUnd x =g,

dy
porausgefest, daff e =3 2,718281828 fen. Da alfo =

xI:X ddy x Iix xIx

SR e It — = — —I1z)d,—

= (1 — Ix) = lft,i'omu:i)dx3 = F(1—Ix) =5

S5 {i Ix=o0 i {alich ift dedr eine
_-—xl,mcn t—lx=o ift. Folglich 1 e

negative Grofe und xxsx ein Grdftes, tenn x = e g&
nommen witd, Da nun e == 2,718281828, {o hat man
ot ; LA

2ez ° 6e3 ° 24e4
= I,444667861009764.

Diefes Cpempel [afit fidh durch Dad vorhergehende

aufidfen, weil, wenn xT:x ein Guroftes ift, auch der Yoga-

+ 2.

1 p . 3 ;
tithme davon = ein Geofites feyn muf, und {foll diesd ftatt
X i

finden, fo muf, toie toiv gefehen haben, x = e fepn.

Drittes Erempel.

Einen DHogen x 3u findey, deffen Sinus entweder cin
Grofites oder ein Kleinftes fey.

Eod
Seht manx =y, {o wird EE = cof. x und aljo cofix

= o. Hierdurd) befommt man fir x die Werthe: X

1t ©n
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; = —; . Rerner ird
o ) 2 b {? &x?'

die gefundenen Merthe, fir x gefest, den Sinus von x entz
weder = + 1 oder — 1 geben, fo find jene Sinus Srdfre
und diefe Klcinfte Werthe, tie befannt ift.

= — fin.x Da alfo

Biertes @rem'peL

Linen Dogen x 3u finden, wobey das Rechted swifchen
x und finx ein Grdfites werde,

Dafi es bier ein Grofites gebe erhellet Daraus, tweif
as verlangte Rechtect forvohl bey x=o-al3 bey x =1800

: 5 ey
berfchivindet, €3 fey alfo y = x.fin.x; foift .éf = fin.x
X

T x cof. x, und daper tang.x = —x, €$ fey x=go0+}u
fo witd tang.x = — cot.u, und alfo cot, u = 90} u.
Um diefe Gleichung nach der oben erflérten Methode 3
behandel, fese man z = 90 t u — cot.u, und Dabey fen

£ der gefuchte Werth des Bogens. Da dz= du fiﬁ%
ift, fo mird :
du _  fin.u2 ; __2dufin.ucof.u
P& t finz’ P T (17 fin,uz)2
und folglich

dp L 2fin.u3.cof, u
a9 (r f fin,uz)3

ds
P __6dufinuzcofuz — radu.fin.ue
: B (1 + fin,uz)3

alfo
dq 6lin,ud. cofluz —2fin.u6  12fin.us.cefus
& il e 0 Thpas)
6fin.u4 — 140in.u6 ¢ 4fin.us
= (1 T Go,uz)3

Hices
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Hieraus ergiebt fich f=u — pz T Iqzz— Frz3 1},
Man fetgc,' nachdem man durd einige BVerfuche den n&d;:_
ften IWeeth von £ entdect hat, u = 260,157, fo wird go
u = 1169,15, und det Bogen , der ju der Cotangente u
gehout, [aft fih auf folgende vt beftimmen,

Von lcot.u = 10,3070250

jiehe man ab 4,6855749

5,621450L
{0 ift cot.u == 418263,7"

oder cotu = 116°,117,3¢5"¢ -

affo z = 37,5675 = 236,3"¢

{im den Werth von pz ju finden nehme man '
lin,u = 9,6457058

Ifin;u2 = 9,2914116

e rrewean

It fin,u2 = 1,19561

1(x § fin.u2)

|

0,0775895

Ip = 9,2138221
lz = 2,3734627

Ipz = 1,5872858
Alfo pz =38,6221 Secunden
oder pz = 38,739, 43"
abgejogen von u = 26°, 157

f'g mll'b .E — géo; 14." 21”( 20:1:} I?m.'
und ber gefuchte Bogen x = 1169, 14/, 217, 20/, 17/,
fin,u3 cof.u

boch muf noch das dui ied 2 —— O L
och muf nodh das dritte Glied Lqzz T IR T

hingutommen,

Hm
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C. tm diefes su finden, muf man ein z in Sheilen dDed
2 Dalbmeffers ausdructen, auf folgende Avt,

12" = 2,3734637

u avdirt  4,6855749

7:0590386

: fin.uz
abb[l-t lmz B 1158?2353

ey

8/6463244
abdivt 1fin.u = 9,6457058
Icof.u = 9,9527308

8,2447600
fubte, 1(1 ¢ fin.u2)2 = o,1551790

e R ) e e 2 o e
vy oy e = a TS S e b 3 =

T T et

S ro e

adlr

12qzz = §,0895810
Mlfo 1qzz = o,012291
oder lgzz = 44714, ygliit,
et man nut diefes hingu, fo wivd der gefuchte Bogen

b At Iléo, 144” 2,!1’ an"a"df’ OJ’.“!J

]
éi Il
f

i

il

R

unb twennt man grofere fogarvithmen braucht, fo findet man [

D — 1160’ 14;’ 21”; 201;;} SSHHJ' 4?.'”;1' !‘!'

i

I |

i

!

b

B —— 8

I

i

& ii
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Cilftes Capitel.

Mon den grdfiten und Fleinfren Werthen der vielfde:
migen Junfeionen und der JunkFtionen mehrever |
perandetlichen Srofem.

-

§ 273

E&‘gcnny eine vielformige Funftion von x ift, und alfo !
fiir jeden Werth von x mehrere reelle MWerthe befommt: fo f

ftehen die bep der Weranderung von x entfpringénde mef):2
rere TBecthe von y in einer folchen Verbindung unter eine q

ander, Daf fie mehrere Reiben fucceffiver Werthe geben,
Denn betrachtet man y afg die Ypplicate einer Curpe, Deven b
9[bfciffe durch x bejeichnet wird, fo gehorven ju einer und b
Devfelben Abfeiffe x fo viele Schenfel einer und derfelben b
Curve, ald y veelle MWeethe Hat, und man muff daher die J
fuccefiiven Weethe von y, welche einerley Schenfel geben, )
alé ju einanber gehbrig, und dig, reldhe verfchicdene Schens 4
* Fel bilden, al8 von einander getrennt betvaddten.  Man §
hat alfo in diefem Falle fo viele Rethen mit einander vers l¢
bunbener Werthe von y, als daffelbe bey jedem Werthe %
von x reelle Berthe beFomme, und iin jeder diefer Reipen gt
toecden bic‘i‘uertl}u bon y, toenn man x grofier werden g_[
[afit, entroeder Wachfen oder abnefymen, oder tenn fie eine :
|

Jeitfang getwadhien find, wieder abnehmen und umgaefehrt.
SHicraus echellet, daff e in jeder Reibe mit einander pevs
bundener Werthe eben {o grofte ober Fleinfie IWerthe gicht,

alg

J€i
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als dergleidhen bep den einfdemigen Fiinftionen ftats
fanden.

§ o4
Sur Beftimmung diefer groften und Pleinten MWerthe
Fann man fich eben der Meethode Hedienen, welde Das vors
bergehendeCapitel fir die Erfindung der grdfiten und Fleins
fen Werthe der einfdrmigen Funftionen enthalt, "\cm
da die Funftion y, foenn man x um dasd Fncrement w pey
gedfert, alfemal in :
. wdy . #2ddy |, ~3d3y
Pl T Sl
dx 2dx2 6dx3
ubergeht, fo muf, wenn cin grofiter edet ein Fleinfrer MWerth
i X ; & Fr
featt finden foll, das Glied —d—i’ == o fwerden, G35 jeigen

P.
TSy A = dy e i
aljp die Wurzeln der Gleichung ~- = o digjenigen ?Ibcrﬂ
dx

the von x an, weldhen in den Reiben der mit cinander vers
bundenen Werthe von y grofite oder Eleinfte Werthe suges
hven, Auch bleibt nicht jroeifelbaft, in was Fir einer
Rethe der mit einander verbunderen 90 erthe der quofite
odet fleinfie Werth fratt finde, Denn da die Gleichung
g%: = o bepde veranderliche Grofen x und y enthalt, fo
laffen fich die Werthe von x nicht anders beftimmen » alg
wenn vermittelfe einer Gleichung, welde das Veérhaltnif
difchen y und x enthalt, die veranderliche Brife y megs
gefchaft twird. Ehe diefes aber gefciehét, gelangt man ju
eitier ("chtd:-unq, toovin Der WBerth von y durdh eine ras
tionale pder einformige Sunftion von x ausgedrucht wied.
Dat- man hieraus die “‘»Lrtbe oon x gefunden, fo giebt ein
I'-ber einen jugehirigen Werth von y, und diefer ift in der

Neihe

i
':I..
i
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RNeibe der mit einander perbundenen MWerthe, u welder.
or gehdut, entweder el grdpter ober ein Fleinfter.

§. 275.

Db diefe ?’S&ca‘thc g;t' Itu oder Fleinfte IWerthe von y

dd
Man fucht nemlic) den SBerth von d—-—z in endlichen Gr
X

fent, und fest davin nach und nach jeden der gefundenen
oRerthe pon x und jugleich fisr y den IBecth, dev ihm far
jeden EBerth von x jufommt. $Hat man Ddiefes gethan, fo
ddy
dx2
tiven SBerth befommt.  Sm eefien Fall hat man datan ein
Qenngeichen eined hmnfnn, fo fvie an Dem aadern ein

unterfucht man, ob cinen pofitiven oder einen Negas

e S =W : paliieg o ‘ddy
siterfmal eines groften TWerths. Berfchwindet aber ps
X
d;}' oy 1 ol by
fo muf man die Formel —5 Rathe ziehen. Verfchtoine
X3

bot Dicfe nicht, fo giebt es teder ein Gedhites nod) ein
Sfeinftes, verfchioindet aber Diefelbe ebenfalls, fo muf man

e déy . : ;
u der Formel E;); fortgehen , und dabey eben fo perfabys
G -2 ddy , .
ven, al$ bey dev Formel s porgefchrichen worden ift.
X

: d4y

PWeun audh St htwande, fo mufte man ju dem flnfs
ten Differengiale von y fortgehen; man mag aber fortae:
Hen fo tweit man toill, fo mu§ man bep den Differenzialien
der ungeraden Ordnungen eben fo |d;hc}',tn, alg beyp Dev

43
Sormel i gelehret torden ift. Sn Diefen Fallen muf

man
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man nemlich v per Reihe der Formeln -dff,_ g—:{—f, :2
i¢. fo weit fortaehen, bis man ju einer aelangt, die nicht
perfchwindet.  Gebdrt diefe 3u einter ungeraden Ordnung;
fo findet-twedet ein Groftes noch ein Kleinftes ftatt; gebort
fie aber ju etner geraden Ordnung, fo jeigt ihe pofitiver
Werth ein Klemfres, tht negativer Werth aber ein Grofe
fed am

§. 276,

€3 werde die Funftion y aus x duech trgend eine Bhiei:
thung beftimmt.  Diferenziivt man diefe Gleichung, fo ers
balt fie die Form Pdx + Qdy = o, und e8 wird demnach,

dy ; P : : :
wenn man == = oqeft, o o, folglich enttoedet P=o,
X

oder Q =30, Die lete Glcichung Fann nidht fratt finden,
wenn dag BVerbaltnif jwifdben x und y durdy eine aane
rationale Gleichung gegeben ift, mweil entweder x oder y
pbee bepde unéndlich groff werden miften.  © bleibt alfo
biof die Glerchung P = o Gbrig, und die Wuegeln dicfer
Gleichung, oder die IWecthe von x, welde fie befommt,
toenn mittelft dev gegebenen Gleichung y toeggefchaffe ift,
seigen die Falle an, in welchen die Wertbe bon ¥ entveder
Grofite oder/Kieinfre fiud. Um aber ju befittnmen, ob eint

=

Gedftes obev ein Kleinftes fratt finde? fmui§ man die otz

dd 5 _ e ‘it R e
mel -(—l-—-; untetiuchen,  Run giebt die Differensialalets
_‘-\"

dung Pdx + Qdy == o, wenn man fie von ntuem biffe:
vensiivt und dbabep dP = Rdx TSdy, mmddQ = Tdx J
Vdy feit) - und dx afs beftandig betrachtet,

Rdx2  Sdxdy | Tdxdy ¢ Vdyz + Qddy = o.
Eul. Diff. R 3.Th, 00, 2,Th, 2,2Abth, D Da
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ds Vi Sy e R
Da labes d-"’ = o ift, fo witd, wenn man die Gleichung
X

el . Qddy .. ddy
$11 1 ;2 D IR e T BTN A
vurch dx2 dividirt, R 7 S c:), und alfo T

*

R =2 o A s A :
=i Ran differensiive alfo in der Diffevengialgleidhung

Pdx ¢ Qdy=s o biof die Grofie P, und betrachte y alsd
beftandig. Hierdurch erhalt man Rdx, Dann fucdhe man

A e s i
Den SWerth ded BVrud)s 5 Xt diefer IBerth pofitiv, fv
setat ov ein Grdfites, -ift et negativ, ein Kleinfies an,

_ § 297
&8 fen y eine gwepformige Funftion von x, tnd durd
die Bleicdung vy tpy tg=o chcbcn, fo Ddafi p und gq
einformige Funftionen von x bedenten. Differenyiict man,

fo witd '

aydy T pdy + ydp T dq == o, und alfo
Pdx = ydp T dq.

Setit man alfo P=o0, fo witd ydp ¢+ dq =0, und
d

o~

y = — Ecj’ §¢ wird alfo y durd) eine einfdrmige Junfz

tion von x audgedructt, fo daf y fir jeden gefundencn
Werth von x auch nur elnén einjigen beftimmten AWerth
Lefommts  9Bas \v‘ IMegfchaffung von y betrifft, fo ift die
felbe feicht. Denn toenn man in dber Gleidhung yy + py

4 dq ;
1 q = o anftatt y den Wevth — e fest, fo erhalt man
dp

dq2 — pdpdq } qdp2 = o, und diefe Gleichung durd
dx2 divtdirt, ‘giebt bey der Aufldfung alle ju Grofiten oder
Gleinfren gebdrige Fecehe von x.  Died wivd, durdh fole
f Deud alf“T et twerden.

e
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Erftes Erempel,

s ift die Gleichung yy + mxy + aa Thx fFnxx =g
gegeben; man foll die grofiten und Eleinften Werthe.
von y finden.

Durdh die Differenziation befommt man _
2ydy t mxdy | mydx + bdx T 2nxdx = o
und bieraus mwird
P=my+btinx, uiid Q= 2y T mx

Sept man alfo P = o, fo wird

b— 2nz

y =i

m
und diefer MWerth giebt, wenn man ihn in die gegebene
Gleichung fent,
nn nb bb
ﬂ-i;n:xx + ?hm min
—2nxx — bx +t.3a = o
$ nxx ¢ bx

poer
_ 4nbx T bb ¥ mmaa
T §
mmn — 4nn

Hievaus folgt

anb * Vimmnbb + mmn(mm = 4n)aa)

X =5
mmn — 4nn
oDet
SR 20b & m{(n@ﬁj_ﬂym ~—~ 4n)aa)
n(mm'—gn)
und

g o —mb = z-f'{_'ni'db - n(mm — 4n)aa)

. E 5 mom:— 4n
Betrachtet ' man nun blof = al$ verandeckich, fo tird
D 2 dP
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dP = 2ndx, und folglich R'=2n. €8 ift aber Q= 2y

v (nbb f n(mm — 411)aq)’ alfo

hmxe 5

i ann

v (nbb F n(mm — 4n)aa)

und Da der Fabler diefes Bruch8 2nn allemal pojitiv ift,
fo oird y eln Grofites, wenn das obere, und ein Steinftes,
wenn dad unteve eichen gilts  Man bemerfe hierbey noch
folgenbes.

R-——
g =

1, I8enn m =0 ift, fo folat aud der Gleihung P=0o
jogleidh x =-~£, wo alfo nicht eofe y toeggefchaffe ju;ners
pen braucht, @8 gehort aber 3u Diefem IWerthe ein Dopr
pelter Berth vony, weil y = X %v"(nbb —_ 4n.naa)
ift, und davon ift der pofittve ein grdfter, und dev negative
ein fleinfter,

2, §ftn=0, fo witd y = < —:%1-, und_x wadit in-f's
Unendliche; aber y behalt Dabey immer Denfetben SBerth;

und e8 aiebt felglich meder ein Groftes noch ein Kleinftes.

3 Sft mm == 4n, fo twird 4nbz + bb } mmaa =0
ober

bb + mmaa

X = —— und

— mmb"
.___b-——znx ah — mmx
e s s

m 5
2b - bb ¥+ mmaa mmaa — bb
e B =
m mb : mb

bF
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mmaa — bb

mmb

gehort, enttveber ein grofitér ober ein Ffleinfier. Da aber

uin jeneh Weeth von y ju befommen;oin Dem Ausdructe
mb. 5 2 (nbb } nlmm = 4h)agf}

&3 ift demnach diefer IWerth vony, det ju x=—

Y mm —;4n

Das untm n,cui)cu genommen: tverden” muf, fc it diefer
28erth von y ein Fleinfter, , :

G108

Sweptes Erempel
e ift 0ie Gleichung yy — xxy T xo== %3 = o gegeben;
mgn foll die grofiten over Fleinften YWerthe vony
: findens
Durch die Diffevenziation der Glsichung DHefommt
man
2ydy — xxdy —2xyd% {'di=—3x¥dx=0
und Daraus ticd
P ="1r — 3xx ~— 2xy, ud Q == 2y — xx.

=g 2.XX

Segt man demnadh P == o,.fo oivd y == ———— und

2x
folglich durch die Subftitution Diefes Werthes,
I 3 9XX X 3
4—)(;-—“; I =Y T :X,J Tx—x2 =o0
' obets
2 — 6xx | 2x3 F 9gx4 faxs = o 3
Die eine Wurgel diefer Gleicdhung ift x = — 1, und dasu
gehort y = 1. Fimmt man abev yoals beftandig an, fs
toicd
R= —6x — 2y, folglich
_-dd}r 2y T 6x
dx2 Ty — ixx 1
D3 ung

e e e e i Lo e S =

Ty

==

=

A5

A e e B

Lokl
Lkt
I -
2
[+ i
.! !

j ARl )
b
S T

4 i
o SR ') |
.FI ] ".
i |
r * tk. .-
p iy .;
¥ 1 il
bl
i

e e

T s
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antd diefer Husdrud giebt fiir x=—1 ud y = 1I Den
gBerth — 4. @8 ift alfo y = 1 ein Grofites. Furx =
1 aber aehdut aus der Gleidhung yy — y == o'ein dopz
pelter I0ecth juy, mwoven de einie ==0; affo weder eint Grdfe
tes noch ein Sleinftes ift. Dividirt man ;en*‘ Glelchung
des funften Grabes duedy x & 1, fo evgiedt fich cine Gleiz
ching e vierfen Grades, deven Wurjeln ﬁd}. nt;l;t abges
fonbert angeben (affen,

Dritted Spempel,

{5 ift die Gleichung:yy T 2xxy o} 4x — 3= o degeben;
man foll did ‘guofiten over Eleinften Werthe von y
finden.,

DU die Differenyiation  befommt man die Sletz
thung
aydy § 2xxdy Taxydx f4dx =0

. dy R '
Set man alio = & fo witd xy F 1 =="0, und fahee

o i e A g -
ye=— Diteeh dio Subftitution diefos Werths abee
erhalt man aud der geaebenen Gleichung:

I ;
;—23?4:‘:—-_—3:@.—:233——3):::{*1

und die Wurzeln ‘oteret @iewbung finbix =TI x5 13
x=—% Danan -

o = W37 nadsl) S RAEN A
de 70 Ay ke REm 1ans F ToRK
ift, fo toird - |
$dire o 2395
T e ‘y_i' X

uf diefe Art hot man
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A ddy
Tl s v
1 o ; oo
1 - I co
Thy ;
SRR RS e, -;)— fir et Groftes,

sl % ddy. : :
Da bey den gleichen Wurgeln d——%r = oo wird, o bleibht

%2

ein Qleinfred ftate finde.  IBeik aber jugleidh y Txx=o
) grrtaet o : . d e
witd, fo ift tn diefem Falle nicht.etnmal d—i = o, weil in

d; P
dem Brucdhe Y = =, P==o und-Q@=o0, und da
dx Q
affo dag Haupterfordeenif fehit, fo fndet teder ein Grof-
ted noch ¢in Klcinftes fratt.

~

§. 278,

G¢ gieht aber Ley Den bielformigen Funftionen nod)
eine andere Art dev groften und fleinften Werthe, welde
fich nach der bisherigen Methode nicht finden faffen, Deren
Befdbaffenbheit aber aus dev Jatur der stepformigen Funts
tionen (eicht entroicfelt oerden Fanm. &8 fep nemlich y cine
swepformige Funftion von x, fo daf y fur 1eden Blecth
pon x einen jwicfachen Werth Dbefomme, die entieder
bepde reell oder beyde imaginar find,  IWiv oollen anneh:
men, daf die FWerthe von y imaginde werden, wenn x > f
veell hingegen, tenn x < f, und einander gleich und =g,
wenn x = f gefest roied. Da alfo die Sunftion y feinen
veellen Weeth hat, wenn x > £ genommen wied: fo mug,
roenn bep x = £ Bepde TWerthe von y entweder arofier ober
Eleinet werden al8 g, der Werth y = g im exfren Falle etn
D 4 Kleing




56 Dritter Theil, Eilftes Capitel.

Rieinftes, im ywenten ein Grdfted werdew, weil er int jenem
fleiner und in diefem grdfier ift, ald bepde povhergehende,
Es (Gft fich aber diefes Grdfite und Kicinfte nach dev bis:

3 o0 :
perigen Methode nicht finden, toell Hier nidht a—E:omtrb._

G2 find aber auch diefe groften und Fleinfien Werthe von
einer gang andern Art, oie bey der BVergleichung bald in
vic Hugen fallt,

§. 279
G2 findet- aber dag Grivabnte fratt, foenn man cing
Bleichung von der Form
y=3ip £ (= )Vilf = x)q
bat, wobey p und q Juufiionen von x find . toelche fich
dbureh F— x nidht theilen laffen, und q etnen pofitiven
IBerth beformmt, toenn x == f oder um efivas weniges
Fleiner oder grdfev-ift. @8 feyp =g, wenn man x =
fegte fo ift flav, daf in Dem Falie x = €. beude IBertht
pon y in den einen g sufammenfliefen; nimmt man abe
x > f, fo rerden bepde Mevthe imaginar. Mimmt man
daber x um etiwas weniges fleiner ald f, oder x =£f—»
fo geht die Funttion
odp  w2ddp

in g — — 3, und
LR dx Y adx2 L L

. #dq . e2ddq

Ill = * T T &
qing P I i

nber, tvoher in diefeny Falle

: wdp . «2ddp wdg , #2ddq

=g— —— e T2, By (g F =
=8 dx . ndxz s AR dx t odxz .
wird Fft » fo Elein, daft die hHdhern Potefraten deffelben
gegen « verfchwinden, fo micd

- If-j}'

){i
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i wdp

; }’=g—dxim\/—aq

und diefe bepden Werthe von y find fleiner als g, toen
dp
dx
1 ber der doppelte Werth y = g in jenem Falle ein gudfter
1 und in diefem ein fleinfter,

-

pefitio, und gedfer, twenn d—E negatiy ift. - @§ ift da-
" ]

§. 280.

Dicfe grofiten und Feinfren Wertho ribren affb dabhes,
8’ weil, wenn man x = f fegt, beyde Werthe von y einander
aleich, bingtgen bey der Annahme x > f imagingr, und
bep x < £ veell werden, und foeil auferdent, twenn man
5 x=f — o fest, das jweyte irvationale Glied Hdhere Vo-
tefaten von - giebt, al8 -Das rationale, ~ Dies findet

fatt, wenn

m

i y=p % (f— DavV(f — x)g
[;é . foofern nur n eine ganzeJabl und > oift. Da aber nicht
8 blofi die Duadratmwurzel, fondern dberhaupt jede gerade
m | Duyzel beyde Seichen juldt, o ift folhes auch, renn
# bl

Pe=p ot (F-—rx) 2 g

foofeen nur 2n'F 1 5> 2m, und hHieraus fliefit
(y — pam = (€ — x)ans 1g2m,
oDet |
(y — P2 = (f — x)2n¢ 10,
- o oft daber eine Funftion y durch eine foldye Bleichung
G-)i auégedenckt toird, und 20 & > 2m ift, fo ijt auch, wenn
man x = f fest, der Werth von y cin grofter oder ein

el l

—
—

Yoo dp. ;
fleinfter, und jwar das ecfte, wenn bey x==f, EE etne poz
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fitioe, und dasd fefite, fwenn EE efise tegative Brope twoire,
; X

e g dp > ;
®ft aber in diejent Falle — = o, fo tvitd
o dx
Aan+ ¥
m:&d_ ~ATH
y=gi =+ p
2dx2

-~ L i'ﬂ -::-' T » - - : L=
$enn -alio nicht — s 2 ift, fo findet auch Fein grofs
2 m
Y .l [ b f i i e 1 : a -::' e +
tey oder Fleinfier Werih ftatk; ift aber —— 5> 2, fo ijt
2n

W it S nt ddp 4 :
y = g cin Grdfted, renn Toa cinen negativen, und ein
X

et ddp. 7 ; ik
Sleinftes, wen —— einert pofitiven IWerth Hat, Auf dieje

g x=
A ; ddp
Ave hat man aud) ferner ju wurtheilen, wenn f_- peEs
X

fchindet.

§.- - 2871.

Wenn alfo y eine Funftion von x vor dew Defdhriede
nen Avt ift, fo Fann e8 fich eveignen, daf e8 aufer den
groften und Fleinften Werthen, toelche fich nach dev vor-
bergehenden IMethode finden laffer, auch Grofte und
Rleinfre diefer andern Avt hat. Wie man diefe lehtern
nach den eben erfigeeen Regel finden Foune, mdgen fols
gende BVepfpiele evlautern,

Crites Srempel.

Die groften und Fleinften Werthe der SunFiion y 3u bes
ftimmen, welche duech die Gleichung yy = 2xy —
2xx — I [ 3x ¥ x3 = o gegeben 1iff.

Unr Die grdfifen und fleinfren IWerthe der erfien Nt
fu finden diffevensiive man,  Hiedureh wird
aydy
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|
|
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Bon den grofiten und Fleinffen WhertBen 1c. 5%
2ydy — 2xdy — 2ydx — 4xdx } 3dx T 3xxdx = o
d -
und, toenn man 2 T fest,
dx :

3_

3
g 21 —X X,
y =A%

Bringt man diefen i:utf) in bie ecfie Skeichung, Fv be
fommt man
9x4 — 32%3 F gaxx — 24% F 5 =
und diefe Gleidhung (a6t fich in folgende auflbfen,
9xx — I4x T 5= o0, Und xx ~— 2x + 1 = o,

Die lefite gicht jroenpmal x = 1, wobey y = 1 toird, dafer
in dicfem Falle Dev Nenner in dem Bruche

gy o o2y 13 ~7gx — 3xx

dx : Y i 2%
derfchtindet, und alfo rebder ein Groftes nodh ein Klein:

ftes der etftcn At ftatt findet, Die etl‘te @Ie:d}ung

9xx o ¥ I oy i g
glebt x = 1 1Nd x = -(-:-, und pon diefen Werthen bHat dep

erfie. cfacn die 11n£wqueinlid;€eft al8 bdie, porhergehendes,

Sest man aber x = —9—, fo tnub
- 3 I 'f‘ 25 — 23
9 ‘54 27
wdba Sz 2B 34X = 3xx
dx 2y 7 2% _
ddyﬁx 4— 6% ==-.-—-3:§‘f';'.
dx2 2y — 2% Y it

: d
i-ﬂ.bcn} dy == o und dev afler =m0, €3 ift alfo fﬁ% -i"-"-'-'.‘*g

unhd
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und fo*aiebt der Werth x = ; etnn Sleinfted der evfren Avt,
Da fernet (y— )2 = (1 = X)3, fo toird

y =x & (1 —=x)YT—x)
und man echalt alfo qudy, wenn man x=1 fefit, ein
Grdites der groepten ek,  Denn fest man x=1— &,
fo wigd

i —u .o n

wid Bende Werthe {ind fleiner ald 1, reil @ fehr Flein ans
gengmmert Wik,

Ruwentes Erempel.
Dic qrofiten und Eleinfien Werthe dev Sunkrion
y =% — X% f (I — x)3V (L' x)
su finden,
Sk die grofiten und Eleinfren Werthe der ecfren At
differenjiive man die Gileichung, oodurch man

d
SR o tlmens B0 of o GRFGN =
dx 2 :
erhalt, Sesit man diefen Werth =o, 19 findet nian cinmal
dd
x=1;und da R e --v’-l:[ — x), foifty in
o dx2 4 F

diefem Falle ein Budftes der evfren vt und =1. Dividirt
iy d _ ;
man aber die Gleichung .,?: = o durdh 1 — x, fo toird

4 5= 5V (1 — x) == ¢,lobelf 16 ="25 —"25%
un®d hreraus

9 ddy |
= = und -2 X 3
X = WD e Dl |
. L G : 2869
a@enn daher dad obere Jeichen gilt; fotoird y = g-[m-

ein
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: eine Kleinfted; nimmt man abei das untere Seichen, fo
10

821
founte y = gl—m swar ein Grofted fheinen, allein man
J

dacf biof das obm aeid;cn brauchen; da 4 F Sv"(t —X)
' nicht = o fepn fanm, woofern nidt v (1 —x)= T — m
Bon der eeften Avt findet man alfo cin Groftes bey x=
: | 5 o q " L
14 und et Kleinfres bep x = =g bep ienem dft y = 1, und
25
1 286 o - :
bey Diefem ::T;ff-. Bon der andern. vt aber exhalt
ey
man ebenfall8 ein Gudftes, tenn man x = 1 nimmt,
Denn fest man x =1 — &, {0 OILD
ye=1— ww X w2Va
it bepden Fallen £leiner ald 1. [n diefem Falle, tod bey
ot x = 1 die Depden Grdfiten der crften und jwepten At bepz
' ¢infommen, hat man gewiffermafen ein vermifdytes Groftes.

§. - 283.

Nus diefen BVevfpielen erhellet nicht nur die Natut
diefer grdfiten und fleinften Werthe der andern Aet, fons
in dern e8 faffen fich Darnach G?.i-’.»j 11-1Lf) Willtube dergleichen
Funttioneh-jufammen fegen, mwelde Grofite ober Rlcinjte
diefer jwepten vt ertf)altcr. ?‘»m man aber bey jeder
) gegebenen Sunftion erforfdhen fonne, ob fie Grofite ober

Rleinfre dev andern Art Habe obder nicht, folched foll in
“bem folgenden Ub{chnitte gelehret toerden, toeil dabdireh
Die Matur det Curven febr evlauntert wird, Uebrigens et?
Fennt man leicht, dap wenn y eine Funftion vou x iff, wels

al

vt

L che cin Grdftes oder cin Kleinfres der andern Yrt Juldfe,
59 y
575 auch x eine foldye Junfeion von'y fey. Denn da aud det

Cleihung (y — x)2 = (1 — x)3, weun manx = 1 {ehi,

ruE

i
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fir y ein guofiter Werth von dev andevn Avt fich ergicht;
fo giebt, twenn man die veranderlichen Grofen y und x
perechielt, die Gleidhung (x —y)2 = (1—y)3 aud
¢ine folche Gunksion von x, welde ein Groftes der andert
Art hat. Denn fept man x =1, fo Witd (T —y)2 =
(1 — y)3, und daraus jwepmal y=1, und einmal y=o.
Gent man abet x=1+w, fowitd (1 fa—y)2=(1—u)3
und daber, toenn man y=1%1¢ fett, (e—2)2 =(—¢)3
= — 03 und alfo @ negativ. Hun fep y=1—9, {0
tird (» F @)2 = @3, und da, toenn man @ febr flein anz
nimmt, @3 gegen @2 nicht in Vetvachtiing fommt, fo mup
nothroendig » negativ fepn, und ed entfprechen daher dem
gQerthe x = 1 + w gat Feine ‘veelle Werthe von y.  Sept
min aber x=1—& und y=1— 0, {0 itd, toegen
(p— w2503, ¢ =a X avw tndalfo y—ax v/
daher bepde Werthe von y, weldhe ju x=1—» gehoz
ven, fleinee find als y = 1, toelcbe ju x = 1 gehdrt, und
folalich ein grofiter Werth von y ift.

Q.
‘;:I'o 2-_‘;3&

BRis Hieher baben tir blof 3vepfdrmige Sunftionen
Detrachtet, deven Grofte ober Kleinfre nicht fdroer ju uns
tevfuchen find, weil DLepde FWevthe dDurch die Yufldfung
einet quadtatifhen Gleihung gefunden mwerden fonnem
IBenn indefi die Funktion y durdh eine hHohere Gieichung
ausgedructt wied, fo laffen fich die Gedfiten und Kietnfren
der evften Avt nach der exflavten Metliode mit gleichem Grz
folge finden, und twad die der jrwepten Art betrifFt, fo bleibt
die Unterfuchung derfelben dem folgenden Abfdnitie bors
beHalten, SBie die drey: und vielformigen Funitionen bes
pandelt werden muffen, toolien twiv nua an cinigen Beys
fpielen zeigen.

Erfies

s =T
Ik

&
4

m

@
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Crftes Erempel,

Pie Junftion y, deven grofite oder Fleinfie YWerthe pog:
Iange werden, fell durd) die Gleichung
y3 T x3 = 3axy
aegeben feyn.
Durch die Diffevensiation erhalt man aus diefer ot
dung o
3y2dy T 3x2dx == 3axdy | 3aydx
und alfo
ﬂz Ay —'x%

dx yy "= ax
€8 tird daber e¢in Grdftes odet ein Klcinftes geben, wenn

0 e . .
iy ='xx, oder y = — it und diefer Werth giebt, wenn

man ibn in der Gleichung fubftituict,

%6 2 ; 2 :

3 T x3 == 3x3, oDe¢r x6 = 2a3x3
G8 ift alfo drepmal x =o, und in diefem Fallé toitd dop
Nenner yy — axi=o, weill y = -,g—c = o ift. Db alfo
i diefem Galie ein Groftes oder ein Klcinfres fratt finde?
thellet, wenn man x éinen von o fo Wenig ald mdglich
vetfchichenen SBecth Genlegt. €3 fep alfo x=w und y =1,
0 ird, wegen @3  #3 = 3a0¢, entiveder ¢ =« w, oder
P= a2, Sm erjien Falle wird adav s = 3wawy s, und
Wy« = v"za, und daher y = X v 3aw, tenn man x =
febt.  IBenn daher audy gleich » nicht negativ gemommen
metder: Darf, fo ift Do) Der eine von den bepden Werthien
bon - gedfier als o und dee andere Fleiner, und es ift dahir

1= o weder ein Groftes nody ein Kicinftes. Wenn aber
LPss w2 genonimrer 101D ; fo bat mon &3 == 3asw3, und
alfe

';
|
f
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. - 3 ; : :

aljo g = --i-, und ¢ = 22, Man mag dahet in diefem
3a 3a

Zalle x enttoedes 1 » ober = — » nehmen, in Deyden Falz

fen ift y =@ arofier ald o, und folglich y = o in diefem
Zalle ein Kleinfres.  Joch it DCL dritte f?ga ([ aus det Glei-

dhung x3 == 2a3 1brig, welder x = a{z, und y = av"4

qiebr. U ju beftimmen, ob derfe (be ein Grdftes ober ein

Sfeinfted gebe? differensiive man die Gleichung :
dy Sy e X

dx yy.— ax
bon nepem, tvo Mman wegen dy = o und ay — xx ='0,

ddy s 2 2 X
© dx2 yy — ax
erhatt.  Der Werth davon lfi m gegcnmmtwcn Falle
::aw.": 2 : g
— = — —; und Derfelbe jeigt am
3 3 a
232y 2 — aav2

- Ddf y ein Groftes fen,

Qmwentes Crempel
s ift vie Suntrion y durch die Gleichung
y& T x4 f .ay3 +f ax3 = b3x } by
gegeben; man foll ibve gedfiten oder Eleinften Yerthe
finden, s
Da die Differensiation die Gleichung
4y3dy  3ayydy — b3dy == b3dx — Zaxxdx = 4x3df
grebt; fo it
t_i_Y v b3 — J3xx — 4%3

dz T 3.4 Jayy —= b3

L% dy _ o=
wnd filt — == o, b3 =3axx | 4x3. & fommt aff
alled
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alles darauf juruck, daf die grdften-und fleinften Werthe
vet einformigengunition b3 — ax3 — x4 aufaefucht toers
dent, indem diefe sugleich die grdften und Fleinften Serthe
der Funftion y find, E3.fep a =2 und b=3, ober di¢
Gileichung
y4 T x4 7 2y3 } 2x3 = 27x T 27y

gegeben ; fo ift

i e 41-‘—3-, und

i 4 735 Oyy == 27

4%x3 + 6xx — 27 =0,

Dividict man diefe Sleidung durch 2x — 3 =0, {o bes
fommt man

XX T 6x T 9=0
und da die Wurgeln diefer lesten Gleichung imaginar find,
{o- toitd
x :-_-%, und y4 +2y3 _27y=-4i~5g9
und bie Wurgeln diefer Gleichung find entoedet Grofite

dys ey = 0kx — 4x3

) Tleinfte, Da aber — = - =404
bev Rleinfie, Da aber — P e fo ifé
ddy__—-— IR — JTAXR.

dx2 — 4y3 T 6yy — 27
und diefer TWerth zeigt ein Kleinftes an, foenn et bep

X = -2 pofitiv, ein Grofited aber, wenn er dabey negas
tid toird:

- Drittes Erempel
Die grofteis und Eleinfien YUeribe von y 3u beftinimen,
twen
% ym o axn = byrxq ift:
Durch die Differengiation echalt man
ul, Diff. R 3.&h. 00, 2,ED, 2.2btls & dy
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dy - qbyPxa-I-—naxn-x
- dx = mym- T — phyp- i
sy und fest man diefes = o, fo witd e¢inmal x =0, twenn
e - n und q grdfier alg 1 find, und dann auch y=o. Ob e8

in diefem Kalle ein Groftes oder ein Kleinftes gebe, wird
: man finden, twenn man die nacdften Werthe unterfudt,
indem auch der Nenner = o ift, und bey diefer Unterfus
1 dhung fommt e poljuglich auf die Cpponenten an. a%luf:

. ; ; oo, dy :
ferdem gielht aber die Gleichung d—/ =0
X

i P 2 =g
: = . xn=
| Jh Sy
: und fubftituict man diefen 2Berth in der gegebenen Glew

¢hung, und fest babm)P—Z =g, {0 foird
q

m mn — mgq

) na
g x P Taxt = —xn

q
poer
m mn =— mq— np (
. n-—gla
gPx % = _q_(.]l_.

woraus fich
5 3
o A aN\P:(mn-mq-np
i (x fi] ) ( ) . gin_-(mn-mq—njj
q
ergiebt, und jugleich wird dadurch auch y befannt. Dann
muf man untecfuchen, ob dasg joépte Diffevenial

447 o 9(a = Dby? s E < (nee Daxet3

dx2 mynsl — p_byl’"--'f:-;q 2

einen pofitiven dOCL einen negativen Werth befommt. S
crfien Salle bat man e Kleinftes; im andern ein Gdjtes.

WBiertes
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Biettes Srempel,
Die geofeen und Eleinften Wetthe von y 31 beftimmen,
wenn
'}r4 ';'j X4 = 4xy — 3
ift,
Duedh) die Diffevensiation erhalt man
dy- y ~— x3

dx y3 — x
und bieraus
V.= x3,

Solglich ift

x12 == 3x4 ~— A, ober xT2 — 3x4 A\
und diefe Gleichung [aft fich in

. X4 1 =0, UNd x8 F %4 — 3 = 5
und die lestere in
X4 =1 =06 'tlﬁbsc#-l-z:o'

ouf(dfen. € ift demnach stoenmal % = ¥ oder x == s X
und in bepden Fallen derfchoindet auch det Nenner des

@

Bruchs :—y Um alfo 3u brforfd)en; b i bie[‘en Kallen
X

ein Grdfites ober ein Rlcinfted fratt habe; fese man x =3
I—wundy=1—¢:foif

I —40 T1—4w — 448 — 40 =3

T 692 T 602 T 409
EoAPE =y . e
T o9t wt

und alfo
499 =602 T 602 — 403 = 4a3 + 04 i ad
- unb; da wund ¢ febr flein fenn follen, '
488 = 602 + 6wz
ga . &3
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@3 ift alio der FWerth von @ imaainar, man mag « Hofitiv
ober negativ annepmen. Wit anvern Worten, tvenn y
aid x Die Coordinaten eciner Curve bedeuten, fo hat die:
felbe, wenn x=1 und y =1, einen 3u ibr gebhdrigen
QPunft, (punfum conjugatum). E8 fann aber Ddiefer
aRerth toeder fur einen grofiten nod) fur cinen Fleinfien
gebalten werden, weil die porhergehenden und nachfolgen:s
Der S8erthe, mit weldhen ex verglichen toerden muf, imas
ginav find.

Wenn die Gleidhung, wodurd) das BVerhaltnif 3ivi
fhenx ind yausgedructt wivd, fo befchaffen ift, daf eine
Sunftion von y einer Funftion von x, oder Y = X witd,
fo muf man, um die guoften und Fleinften IBerthe devfel
benzu finden, dX =o feien, und es wird demnadh y in
eben Den Fallen-ein Geofites ober einKlcinftes, in welden
X ein folches wivd. Auf abnliche Art twird x, toenn man
x al8 eine Funftion pon y betradhtet, cin Grofites oder ein
Kleinfted, menn dY = o, oder wenn Y ¢in Gudfited oder
ein Kleinftes ift. €8 folgt indefs Hieraus nicht, daf x und
y sugleich) Grofite ober Kieinfte werden, . Denn ift 2ay —
yy = 2bx — xx, {o ift y cin Grofites oder cin Kleinftes,
penn x =b, und dabep witd y=a * v (aa — bb).
Hinaegen witd x ein Groftes oder ein Kieinftes, wenny =a,
und dabep ift x = b X V(bb—aa). €8 wird alfo y fein
Grofites oder Kleinfied, wenn x=bE Vi(bb —ag) ift,
und doch ift in diefem Falle x ein Grofted oder Klcinfes.
Uebrigens hat in diefem Falle, wenn y grdfite oder Fleinfre
S3erehe sufommen, x Dergleithen nidht, denn y fanu fein
Gedftes ober ein Kleinfred toerden, wofern nicht a > b iff,
sber in diefem Falle toird das GSrofte oder Kleinfte von x

a0 inav, §. 283.
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§. 285,

&8 tann {id aber ferner auch erefgnen, daf nicht alfe
Wurseln der Gleihung dX = o gedfite odet Fleinfte Wer-
the von y geben.  Ddan wenn jene Gleichung jrven aleiche
Whivgeln pat, fo findet weder ein Grofted noch ein flein:
fres ftatt, und eben diefes gefchicht, wenn ¢8 irgend cine
gerabe Angahl gleicher Wurjeln gieht. Iare 3. B, -bie
G leichung

by — a)2 = (x — b)3 § 3
gegeben, wo man durd) die Differenziation

2bdy(y — a) = 3dx(s— bh)2
befominen wihrde: fo Hatte die Funfiion y roeder ein
Broftes nod) ein Kleinftes, wenn man x = b nabhme, weil
bier jiwep alciche Wurgeln vorfommen. Wenn Hingegen
x al8 eine Funftion von y betrachtet wivd, fo wird daffelbe
ein Grdftes ober ein Kletnjtes, wenn man y = a fetst, und
swar ift x = b — cein fRinfted. Da endlich in den Gleis
dungen pon der Form Y=X di¢ verdndertichen Gudfen x
und y nicht mit einandey vermifeht weeden, fo find alle
teelle IBevthe von'y, welhe man durd) die Werthe von x
au$ der Gleihung dX = o erhalt, Grofite oder Kleinfte.
Sind in ciner Gleichung die beyden verdnderlichen Gedfen
untet einander vermifcht, fo findet diefes nicht fratts

Was auferdem roch von der Natur der grofiten und
Fleinfren Werthe 3u fagen ift, behalten wir dem folgenden
Abfchnitte vov, toeil folches mitteift Figuren fetchter Dars
geftellt und ecflavt werden fann,  Sebt gehen wir fort ju
ven Funftionen mehrever vevanderlichen Grdfen, und jur
Erforfhung dee Werthe, welcdhe den darin vorfommenden
veranderlichen ®rdfien bepgelegt werden mifen, damit

€3 Dic
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bie Funftion einen groften oder Fleinfren Werth bLefom:
me.  Supdederit fallt dabey in Die Augen, daf die Funf:
tion pon der ovm X b Y, toenn X eine Funftion blof
pon x, und Y einc Funftion blof ven y bedeutet, em(-‘om,,
tes DDcv ein Kleinfied fepn werde, twenn {owobl X als Y
ein Giedfites ober ein Kleinfres ift.  Um alfo den grofiten

erth pon X Y _;:; :,-i'.z?-c';'-. ; nm“ man Oie 2Werthe pon x
fuchen, wobey X ein Grdfted wivd, und dann ferner die
93erthe von vy -[.,;'.‘-[':3, n.’_:r'e;. Y ¢in {_-.-51*0{;:&? ift. - Hat man
Diefe 1-.1;r:=._--.-r:: ,fo geben Gende, 1 die Funftion X Y ge:
bracht, D

nogrdfren Wevths und. cin ahnlicher Weg muf

fite den flei 3“;1,-,‘.1 SBerth von X f Y genomnicn tverden,
Man muf

fich Daber huten, jwep IBecihe von entgegenz
gefenter VefdyaiFenheit mit einander ju verbinden, {o daf
ber eine fur X cin Grdfites und fur ¥ ein Kleinfted gebe,
Sn diefem Falle wirde die Funftion X+ Y tweder cin
Grofites noch ein Kleinfted feon. - Hingegen wird die Funfz
tlon X — Y ein Grofited, wenn X ein Groftes und Y ein

Klecinftesd ift, und ein Kleinftes, wenn X ein Kleinfies 'mb
Y ein Grofites ijt. Wenn man aber von beyden Funitio
fient X und Y zugleich dag Grofte oder Kleinfte mehmen
rollte, fo totede ihr Unterfchied X — Y tweder ein Grofz
ted noch etn Kleinftes fepn. Alles diefes ift ausd dem, was
porhin uber die Natur Dder g,féﬁteu und fleinften IWerthe
gefagt mworden ift, leicht eingufehen.

.'ft‘

§. 287,

Wenn alfo die geofiten odew Fleinften Werthe einer
Funftion jroeper veranderlichen @Lu;,‘rn gefunden werden
follen; fo ift oeit mehr Bovficht ndthig, als wenn in eben
der Abficht cine Fuaftion einer einzigen ucrénberifr:f;;en
Grofe gegeben ift.  Denn man muf dabey nicht blof

R
J:]'k“’_i_
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xalle fovgfaltig beftimmen, in tvelchen ein Grdfites oder
Kleinftes hervorgebracht wied, fondern aufierdem aus diefon
je stoey auf die Avt mit einander verbinden, daf die ges
gebene Junftion cin Groftes oder Kleinftes werde, IBie
wollen diefes durch einige Crempel evldutern.

Crfies Erempel.

Lo ift oie Funbrion  sweyer verdndetlichen Grdfen
y4 —8y3 t 1872 8y g3 — 3xx — 3%
gegeben; man foll die Werthe von x und y finden,
wobey die Juntrion cin Grofites oder Klemnftes
: witrd,

Da fich Diefer Ausdruck in jtoey Theile Y + X theilen
(3t , wovon fjener cine Funftion vony, und diefer eine
sunftiont pon x ijt:, fo fuche man die Falle auf, wo jede
diefer Funftionen ein Grdftes oder ein Klicinftes wivd.
Da alfo

Y'=y4—8y3 1 18y2 — 8y
fo toitd.
dy ;
9 e A 0y — 8
und fest man diefen Yusdrud = o, o witd, nachdem man
durch 4 getheilt hat,
y3 — 632 f 9y —2 =0
und die Wurjeln diefer Gleichung find
y =2 umd y =2 & 3,

ddy : i ;
Da alfo -.‘}._d;; = 3yy — I2y t g ift, fo giebt y = 2 ein

Gréftes, IWag die Gbrigen beyden Wurgeln y = 2 F 3
betvifit, roelche aus der Gleicdhung Yy —4y T E=o0ent:
€ 4 fprins
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. ddyY
fovingen: fo roid Eiﬁ == yy — 4y T 3 = 2, und ¢§

geben daber bepde cinKleinftes. Man bat alfo
e— Y = 8 cin Grofites

=2 — YL — W Hod R s
£ e ~ » cin Kleinftes,
y=2 1 v3|¥=—1]
®a ferner X = x3 — 3xx — 3x ift, fo wird
dX
— == 2X2 — (X —
dx 3 3

und darausd eraicht fich die Gleichung
xx = 2x T I, und alfo x = 1.5 2,
Mun ijt i = x — I =& 2. Folalidh giebt die
6dx=
Burgeb x = 1 F V2 ein Kleinfies, nemlih X =—35
— 4V2, und x =1 — V2 e¢in Grofites, nemlih X =
— 5T 4v72. @3 {ft bemnach die Formek
X f Y=y4—8y3 +18yy — 9y 1'x3 —3xx —3x
ein Orofites, wenn man y =2 und x =1 — V"2 fest,
und wied dabey =3 + 4v 2. Cben Ddiefe Formel twitrd
ein Kleinfies, wenn man ye=2 — V3 0dtry =21 v3
pnd x=1-tv 2 nimmt, und tn diefem Falle ==—6—4v"2,

Jwentes Erempel.
] - e [ [ ! 2
Es ift dic Sunfrion 3weyer verdnderlichen Grdfien
y& —Byditrrgy2 o« 8y:i—x3 { 3xx T 3x
gegeben; man {oll die Salle beftimmen, worin (ic cin
Grofites oder Kleinftes wird,
Braucht man ¥ und X toie vorbhin, fo ift
Y = y4 — 8y3 ¢ 18y2 — 8y, und -
¥ =ixIm X —13% i

und daber die gegebene Funftion = ¥ — X,  Aug det
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potfergehenden Entioidelung erhellet ferner, daf v — X
einen grdfiten IWevth bat, wenn man y =2 und x =1
T2, und ein Kleinfted wird, wenn man y =2 * V'3
und x=1 —y72 feit. In jenem Falle wird fie = 13
T 4V'2 und in diefem =4 — 4v"2.  Uebtigens crFennt
man bey bepden Grempeln leicht, daf die aefundenen Wey-
the tn Vevgleidhung mit allen fbrigen mdglichen weder
grofte noch fleinfte Werthe genennt weeden Eonnen.  Deun
felste man in bepden y = 100 und x = 0, fo befame man
offenbat einen grofern Werth al8 wir vorhin gefunden
baben, und auf ahniiche Avt wiede fich ein Fleinerer ers
geben, toenn man y=o und x = — 100 anndhpme. Man
mui daher die obige Beftimmung der gedften und Fleinfren
Werthe nicht vergeffen, und unter einem grdfiten Werthe

« allemal den verfteben, der gedfer ift, al8 die nadften vov

ihm vorhergehenden und auf ifn folgenden; fo wie wnter
einem Fieinften denjenigen, dev fleiner afg die qunachit oo
ihm votrhergehenden und auf ihn folgenden ift. Go it
5 . Der Wevth von ¥ — X, welchen man findet, toenn
man y ==2und x =1 } v'2 fegt, grofer als diejenigen,
weldpemanbep y =2 Houmdx=1+v2 X o erbalt,
wenn « und @ hinlanglidy Fleine Grdfen bedeuten.

-
>

§. 288.

RNadh diefen Bepfpielen toird e leicht fepn, die Unters
fudung ing Allgemeine su fibren. G8 bedeure alfo U
itgend eine Gunftion jweper veranderlichen Grofen x und
¥, toofiic die Werthe von x und y gefucht werden fols
len, tooben U ein Grdfites oder cin Kleinftes wivd. Da
in diefer ADficht jeder der verdnderlichen ®voflen x und y
ein Defiimmter SBerth bepgolegt mwerden muf: fo nehme
man an, dof der Werth, weldhen y baben muf, wenn U

€ 5 ein
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ein Geoftes oder ein Kleinftes werden foll, {hon gefunden
fen. Sn Ddiefem Falle braucht nue noch dev jugeborige
aBerth pon x gefucht ju werden, und died gefchieht, wenn
mat die Gunftion U fo differensiict, al8 ob blof x vevan:
declich are, und das Differengial = o fegt.  Auf abhnz
liche et findet man den erfordeclichen Werth von y, wenn
man ben SBerth von x als beveits gefunden betradhtet, die
Sunftion U fo differensiict, ald ob blof y veranderlidh
ware, und das Differensial = o fept,  Jft daher das Dif:
ferenyial
dUi= Pdx} Qdy

fo mug P=o und Q=o fepn, und aus diefen benden
Gleichungen laffen fich dann die gefuchten Wevthe von x
und y finden.

Da man aitf diefe Aet die Werthe von x und.y, wos
bey die Sunftion U cin Brofites oder Kieinjtes toird, ohne
Unteefchied findet: fo miffen nun noch die Falle, in wels
chen cin grofiter oder ein Fleinfrer Werth entfteht, von
cinander unterfchicden werden., Soll nemlich die Funftion
U ein Grdfites werben, fo muffen bepde veranderliche Broz
fien die dDagu erfordeclithen Werthe Haben; denn wenn dev
IBerth der einen ein Groftes, und der Werth der andern
ein Kleinfted gebe: fo warde dic Funftion felbft weder e
Groftes nodh ein Kleinfted werden, - Hat man demnach
aus den Gleichungen P = o und. Q = o die Werthe von
x und y gefunden, fo muff man untevfuchen, ob bepbe einen
aroften oder Fleinften 2ecth hervorbringen, und alédann
ecft Depde mit cinander verbinden.  Fft dies gefchehen;
fo [aft fich mit Sicherheit behaupten, aber .audy fo nuy,
Raf Der IWerth der Funftion cin grdfter oder ein Fleinfter

fen.



Bon den grofiten und Fleinfen Werthen 1. 4

fen. @ben dasd gilt vom Kleinfen; es faun die Sunftion
U fein Kleinftes werdem, wenn nidht jugleich bende Werthe

L3

bon x und y ein Kleinftes aeben. 8 eveignet fich indef

bistveifen audh, Dafi die Werthe bepder perandetlichen
Groen aud den Gleichungen P=o0 und Q = o mweder
ein Grdites noch ein Kleinftes geben; und dicfe Galle mif
fen ebenfall8 fogleich alg untauglich permworfen foerden,

§. 290,

Ob aber die Werthe von x und y ein Groftes oder ein
Kleinftes geben; findet man, wenn man jeden befonders
untevfucht, auf ahnliche Art, al wenn nur eine verdn:
derliche Grofie da toave. Um nemlid x su beuttheilen,
betrachte man y al3 kine beftandige Grofe, und da alg:

dUu e : i
dann dU = Pdx, obder o= P ift, fo Diffevensiive man P
i X

bon neuem, obne auch, hiet y alg vevanderlich ju. betrach:
ddU

de : :
ten, um 3 = P ju erhalten, SNun unterfuche man,
Xz ® .

! dp & ¥’
ob Der MWevth von 7 wenn man fire x und y die juvor
x.

gefunbenen Wevthe fest, pofitiv oder negativ feps im etz
ften Falle hat man ein Kleinftes, im andern ein Groftes,
Auf abnliche Avt ift, toenn x alg eine beftandige Grofe
‘ dU ;

angefehen witd, dU = Qdy, obder e Q. Man dif-

y
fevensiive alfo Q bon neuem, indem man bl y alé verander:
e dQ ¥
tidh) behandelt, und unterfuche den Werth von ;o ndeim
) 4

man fiv x und y die augy den Gleichungen P = o und
Crate ot - @ S el Yoo

Q = o gefundenen Werthe fest. Wird 3, Ponitib, fo tjt

1
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diod cin Merfmal cined Sleinjten, wird ed aber negatiy,

¢in Qeichen cines Grdften.  Hievaus crhellet, vaf fen
dP dQ

Grdites oder Kleinfres ftatt finde, wenn o und — i Dutd

diefar xundyaefundene Wevthe Werthe bon entgege *, efehs

tor Befchaffenbeit befommen, daf aber ein Kleinfted ergeugt
i3 dp a0 :

perde, wenn bepde Jormeln = uno AT pojitip, unod e
: % ;

@rdftes, wenn bepde negafiv werden,

§. 291.

L - i dP dQ
Wenn aber eine von den Formefn — und —— ovw
: dx dy

auch bepde bey der Subftitution der gefundenen Werthe
pon x und y verfdwinden, fo mufmanju den folgendel
Diffevensialien Lo und 24 fortgehen.  Berfchtoinden
dxz dy2
diefe nicht, fo findet roeder ein Grdftes nodh ein Kleinfies
fratt; verfdytwinden fie aber, fo muf man nad) den Fow
d3pP

d3Q ; oy
meln —— und o urtheifen, und goar auf abnliche Atk
x5 Y

dP
(§ folches bep den Kormcin - unb —9 gefchieht, Umim
vefl Dcit*hu, ¢ U jeigen, in as ng,a[!s:n diefes gefchiebt, o

dP
fep Det flie x gefundenedBerth) = w, toobep, toenn ; dadutd
X

: dP 12 :
= o titd, Eo: nothwendig emen Faftor x — « [aben
X
muf. - Sft diefer Faftor nub ein einjelner und Fommt Fell
andever ihm gleicher Darin vor, fo ift dies ein Kennjeichen
baf tweder ein ®roftes nod ein Kicinftes ftatt finde. = Ehen
Dicé

| -7 8 - PR 1

n
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Bon den grofiten und Fleinfien Werthen e, ==

iy : dP ; '
ied gefchieht, wenn = den Faftor (x—a)3, (x — a)s
X

1. hat.  Fft Dingegen (x — )2 obder (x=— )4 3¢, ¢in
Saftor, fo wird dadurd jwar ein Gedftes oder Sleinftes
angeseigt, allein man muf auch eeft noch unterfuchen, wie
es fidh mit y verbalte,

§. 292,
Die Art die hohern Diffevensialien in diefon Fallen 3u
finden, (3t fich aber aufgrordentlich evleichtern. Dehn nehz
men toir, um die Sade gan aligemein ju behandeln, an,”

i v : dp
16 fep ax -+ 8 = o gefunden, und die Formel e habe den
X

L
saftor (ax + 8)2, fo baf e (ex T £)2T fen: fo ift,

d3p
dx3
o bat man bey der anjuftellenden Beurtheilung lediglich
auf T 3u fehen, St T pofitiv, fo seigt Dies einen Eleinften,
ift e8 aber negativ, einen groften Werth an. Gben dies
fes Grleichterungsémittel Fann man brauchen, wenn nu
eite einige veranbderliche Grofe da ift, fo Daf man nie
nithig hat; su den bohern Differensialien aufiufteigen.
Sa man Hat nicht einmal ndthig, ju den jwepten Diferens
jlalien fortugehen.  Denn wenn aus der Gleichung P=o
fih ax T g = o ergiebt, fo muf P nothwendig den Faltor

«x T 8 habe. Yuf diefe Art witd P = (ex T AT, und da
dp dif
5 = oT i (ex ‘G)E} ird, fo hat man, inden «x } 4

teil ex + 8 = o,

= 22T, und da 2«2 pofitiy ift,

SR |
&= o ift, e aT; und ed jeigt Dabher der andere Falf

tor
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tor T, je nachdem Der Werth von &T pofitio oder negatip
ift, ein Kfeinftes oder ein Grofites an.

Y. 293.
Srach diefen BVorfchrifien Fann o8 nicht febroer faller;
bew jeder gegebenen Funftion jweper veranderlicher Srds
fen bie Falle gu beftimmen, wo diefelbe ein Grofites oder

ein Sleinftes roird, IWas- auferdem nod) anzumerfern ift,

toicd fich am leichtejten bep Der Cntwicfelung eingelnet
Salle bepbringen laffen; dabet it die gegebenen Regeli
burch etnige Crempel eclautern fwollen.

‘ Eeftes Exempel
g i(t die SunFrion 3weyer verandetlichen Grofen:
U = xx + xy T yy —ax — by
gegeben; man foll die Salle beftimmen; wotin fie
cin Grofites over ecin Kleinftes wird.
Da
dU=2xdx P ydx T xdy —2ydy,— adx = bdy
ift: fo mwird qus der Bergleichung mit der allgemeined
Sorm dU=Pdx + Qdy, ; '
P=2x T'y — a, 1D Q = 2y F x = b
Hievaus ergeben fich die GSleichungen
2x fy —acso,ud 2y T x —b =0
gitd Denen man durd) die Weg{chaffung von y
x— b = 4x — 2a, und alfo
2a — b

3 ; : . 2b — a
X = e, UMD §y & &4 — 2x =

o

€ d!—‘ o P 2
eehalt, Daalfo — = 2; und g = 2 toird, fo jeige
dx d}r

bepde ein RQlcinftes an. Wie fehlichert Hieraus; daf dit

Govmel
i

a0



Bon.ben grdfiten und Heinfren Werthen 1. %9

19 xx T xy T yy —ax— bx

ein ffetnftes werde, wenn man

2a = b ob — a
X = ume y =
3

£ nimmt, und es twid alédann
0z O e o Bauch Fabiesigbb - ivaa’t ab—bb
et 3 3
ift ' und diefer Ierth, als ein eingiges, unter allen der Fleinfte.
I €8 fann alfo nur auf eine At
i xx",r'xy'i"yy-—-ax—b}?=—'.aa f-aiamhb

ecden;, und da e8 nicht Fleiner werden Eann, fo ift die

Gleichung
7 xx T xy P yy — ax == by = aa“:_bh——tc

eine unmgliche Gleiching.

Swentes Crempel.

r Die Salle 3u beftimmen, in welchen die Sormel:
o U = 53 thy3 —guxy
ein Groftes odet ein Kleinfles wird,
Da

dU = 3x2dx | 3y2dy — 3aydx — 3axdy
ift, fo wicd - :
P =3xx — 3ay, umd'Q = 3yy — 3ax
und- daher
Ay = xX UNd ax = yy,

x4 - L
Da alfo yy = — = ax ift, fo bat man x4 — al3x =B,
aa

L und alfo entreder % = o oberx=a, S erften Falle it

A ; : dP ddp :

WE y=o0, imanderi =2, Da nun .= 6x; = 6
dx dxz

it
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and 19 = 6y und 449 — ¢ ift: o entjteht imv erften
dy dy=

Ralle, twennx == o und y = o ift, teder ¢in Grofites nod
ein Rleinfies. Jm andern Falle aber, oenn x=a und
y = a ift entjteht ein Kleinftes, weil a pofitiv ift, und swar
witd U =~ a3, toelcher Werth indef blof fleiner ift, als
Die qunachft vorhergehenden und junachit folgenden; denn
¢6 feidet Feinen Jmweifel, daf U einen toeit fleinern Werth
beformmen £onne, wenn bepde peranderliche Grofen x und
y negativ genommen werder,

Drittes Erempel

Die groften und Fleinfien YOerthe -der Sunkrion:
U.= k3 J.ayy — bxy I ex
3u finden.
Da
dU = 3x3dx T 2aydy — bydx — bxdy T cdx
ift, fo toicd
P=3xx —= byt ecupd Q = 2ay = bx
und wenn man bepde Werthe = o fest,

bx ;
e = und folglich

XX —~— ke eCe= 0, NOekxk == 2ohLER D
s 123
alfo
bb & v (b4 — g8aac)
S 123

Wofern alfo nicht b4 — 482a¢ & o ift, fo hatitveder ein
Broftes nod) ein Riecinftes fratts 8 fep daber
bh(bb — f)

b4 — 48aac = bbf alfo ¢ =
48z2a

L R e A -
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/W o oo
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Bon deh grdfiten unid Hoinfren Athen 1. gi

fo mwigd .
Fbf - bb(b *.f
x:-bb —— b y:-»-—g-b—-—-—..).
12a 24aa
3 dp ; dQ : dp
a Jernet — = 6x, und — = 2a ift, Ird — ==
Da fernet R £; und W 22 ift, fo toird o

li{i;“ﬂ Wofern alfo nidbt 2a und bl‘bi' R
ley Beichen haben), fo findet: toeder ein Grofites noch eirp
Klemftes fratt,  Sind aber Depde entweder pofitin obep
egativ, teldes fratt finden wird, twenn dag Produft
beb £ f) pofitiv ift: fo toied die Sunftion U ein SE’Iciufteé,
fwenn a pofitis, und ein Grdftes, wenn a negativ ift. St

einerz

alfo f= o odet ¢ = ‘;%j-:, fo wird; tveil bb pofitiv ift,
bie Gunftion U ein Rleinftes, wennt a eine pofitipe Brofe
ind x = ;E’; un_b ] ;l;:—a ift; ift bingegen a negatip;
fo gebien eben dieje Subftitutionen cin Grdftes. Sftf<b,
fo entfteht in bepden Fallen ein Groftes vder ein Kleinftes 3
X i B P

und. y =
124 Y

ift aber £ b, fo geben blof x =
bbb + )

—

tin ©rdfites odek ein Kleinftes, j¢ nachdem a
R4aa

negatits oder pofitiv ift. E8fepa =1, bes 3 und f==1;
o dag

U=x3*tyy—3xp+3x
werdel fo ift U ein Sleinftes; weil a pofitip wird, man
Mag x =1 und y = 3, odet x = U0 y=1 fepen, Sm

o CEften Lalle mfgb U=, im letert = vz+  Benn man

ab;‘L‘ flir x negatipe Sablen nimmt, fo ife leicht eingufeber;
Daf man {3t U nod viel Feiners Werthe erbalten Fanm,
Man muf daher U = 5 tn dem Beiftande als eift Kleinz

Lul DIff. K. 3.T0. 00.2.Tb. 2. 2Absh, g fres
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ftes betrachten, Daf damit gefagt werdben foll , T twerde.

einen grdfern TWerth befommen, wenn man x = 2t e
und y = 3t @ fegge, und » und ¢ fleine pofitive oder nes
gative 3ablen find, €s darf aber » dieSGrenze — 4 nidht
fiberfchreiten; denn wenn & < — %, fo fann U Eleiner
werden als .

WViertes Erempel.

Die ardfiten und Eleinften YWerthe der Sunktion:
¥ = x4 T y4 — axxy — axyy T ccxx | ccyy
3u finden,

Differenziict man, fo wird

P 4x3 — 2axy — ayy T 2ccx, und

Q 4y3 — axx — 2axy T -2ccy;
und fest man diefe Werthe = o und siebt fie pon einander
ab, fo toird

4x3 — 4y3 *F axx — ayy | 2¢cex —= 2¢cecy = O.

Da diefe Gleichung durch x — y theilbar ift, fo ift cinmal
x = y, und damn auch ¢x3 — 3axx 7} 2ccx £= O, Hiers

i

—

aus flichit x= o, und 4xx = 3ax — 2cec, odel x =

ax V(gaa -+ 32¢ . '
385 \9 3 c). Nimmt man x = o, {o toird

8
audy y = 6, und fvegen
. ap
e 2%~ 2ay + 2¢ce, und
dQ
e = I2yy — 2ax T 2c¢

die Funftion U ein Kleinftes = o, Sept man x =y =
s )

vV (9aa — 3z2¢c) o
8
P 4XX = 34X — 2¢¢

24

dp

wird, tvenn gaa > 32¢6;.

i

Ay

1
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i 9 I2xX 2ax + 2¢ce ax ce -

—_— s — = —_— - e e

dx dy _ 7 Ae
2123 — 32¢c Z 73V (9aa ~— 32¢¢0)

e
—

3
uith da diefer Thetth:allemal pofitiv ift, feif 32¢c¢ < Qaa,
fo wied U in diefem Galle ein Kleinfted und :
— P 2] I 3 . ;%
& —rtdd P ogade = —ed4 — _ '
056 ‘16 R 2560;Iaa 32¢c)
Dividict man aber die Gleichung | o
4x3°=— 4y3 o} axx - ayy T 2cex — 2Ccy = @
duech x — y, fo witd
4xx T axy t 4yyt ax + ay + 2ec = o,
Yber aus der Gleichung P = o wird
2ccx
yy = —oxy ¢ 2ys4 2063
a a :
und dutch die Subftitution diefes Werths foird
' 16x3 T 4axx } aax + Qcex t 2ace
43X.— ac :
Jun giebt aber die Sleichung
4%3 axx 2CeX,
V- i x il

y = —x =

und ed wird demnadh
16x3 T g4axx t 4cex F 2ace =
(4x — a)V'(gax3 + aaxx 2accx)
ober nad) Wegbringung der Srrationalitst
256x6 + 192axS E 80aax4 'I- 4a3 =3
i 128cc . T gbace

=~ 2a3ce .
T 48aacexz 5 x | 4a2cé
B iaea I 16ac4

Wenn diefe Gleihung peelfe MWurzeln bat, fo jeigen diec
S 2 felben
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felbent guofte ober Fleinfre TWerthe der Funftion U an,

e

: dp d e : :
tndem = und '&'9 @vofen mit einerley Seichert twerden.
_ % y

Sinftes Crempel
Die grofiren und Eleinften Werrbe des Ausdrucks:
x4 t mxxyy Ty T aaxx T naaxytaayy =¥
31 findens

Durch die Differensiation findet man
P = 4x3 T amxyy T 2aax T naay = Q
Q = 4y3 T 2mXxy T 2aay | naax = o,
Hepde Gleichungen zu einandet abddivt und von einandex
fubtrabirt, gebent
(4xx T 4xy T 4yy — 2mxy | 22a —naa)(x—y)=o0
(4xx—4xy ¥ 4yy T 2mxy T 238 F naa)(x £ y)=0
fo foie diefe auf apnliche Avt nach der Divifion dDurch x—y
. und x £ y behandelt
l 4xx T 4yy T 2aa = o, und
4}{'}’ —— zmxy—-—-naa _—0;
us det lefitent eraicbt fich °
naa
2(n — m)x
die erfte aber laft feine reelle Werthe ;1. Wiv haben alfe
drep Falle.

y:ﬂ

b 1. Wenn y = x, fo ift
4x3"f2mx3 T 2aax }Fnaax=o
toraué. entiveder x = o, obdeg 2(2 + m)xx F (2T n)ag

E8fep x = o, foift audh y == o, und wegen

NI L Y

i a0 CY- Tl 2 11T L
L e | wm BAL ‘_- ] L r ?: @y | R4 5




Bon dett ardfiten und fleinften Wlerthen se, §3

—— = I2yy t 2mxx } 22a

dy

in diefem Falle U= o ein Kleinftes, indem der Soefz
ficient aa pofitiv ift. . Der andeve Fall gicht xx = —v
(."_i'_?_?_‘f, twelcbe Gleichung nidht veell feyn Fann, wofern
2(m T 2)

e, B g n ¥t 2
o2 toaft. . E8 fey — - = —_ Kk
1uci)tm+2negax ift. . & fpm'f*g kk, sdet

n = — 2kkm — gkk — 2, fo ift x = * ka und y =
dP
* kay abey S = 12kkaa + 2mkkaa T 222 und
7 )

d

2 = 12kkaa T 2mkkaa + 223. Dg alfo o und
dy dx

dQ , = Gl o ) . :

by einander gleidh find, fo ift U entmweder ein Sleinftes

Y

ober ein Sroftes, je nachdem jene Grofen pofitiv odet nes
gatiy find,

2. Wenn y= —x, {o ift a(m + 2)x3 = (n-—2)aax,
s 2)aa
2(mf 2) "
Wurgel o fahrt auf dag Borhergehende; 0ie leste ift veell,

alfo enttoeder x == o, oder xx = Die erfte

N — 2 a3 . iy € #

wann - _‘)--—— eine pofitive Grdfe ifr; und mwenn
2(m 2) 3

dP dQ

= = ——, (o fommt entiveder ein Grofited oder ein
dx d:{ Y

Kleinfes,

naa 3 mn2ad
o [0 Htgxd o = :
2{2 = m)x D — mj3x

|-

3. Wenn y =

nna4 . . nna4
T 2aaxp T =0, oDet 4x4  2zaxx F
o § s e m\x (

= - iy _.':-—m_i‘-

Eg =0,
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= o. Diefe Gleichung Hat Feine reelle FWurgel, mwofern
fidht aa eine negative Geofe ift,

Sechstes Erempel
Die grdfiten und Eleinften Werthe der Sunftion
U=2&tfy4—xxTxy—yy
3u finden,

Da hiey P == 4x3 — 2x + y =.0, #nd
Q=4y3 — 2yt x=o0
fo 1ft aus dex erfien Gleichung y == 2x — 4x3, und diefes
MWecth giebt in dDie andeve Gleichung gebracht,
250%9 — 384x7 + 1g2x5 — 40x3 T 3x =0
Gine Wurzel dicjer Gleichung it x = o, wodurd) audh
D

: PR Iy di
y = owith. Da in diefem Falle = = I2xx — 2, und
X

dQ y ¥ . 2. . | e
T I2yy — 2 witd, fo tird U ein Groptes = o,

Dividiet man aber die Gleibung durdh x, fo rird
256 x8 — 984x6 ¥ Ig2ax4 — 40%x2 T 3 = o,
und diefe Gleidhung hat den Faftor 4xx — 1, wedwegen
gxx=1umdx= X § und y = X § wird., Ferner wird
dP dQ : 3 A ke
e O =2 1, und 'in bepden Fallen entfpringt alfo

ein Rleinftes = — 7.

Dividirt man die Gleichung durch 4xx — 1, fo bes
Fommit man
64x6 — Box4 } 28xx — 3 = 0
foelche Sleichung ywepmal 4xx — 1 =0 enthalt, fo daf
daber Der vorhergehende Kall entftebt, Unuferdem roird

varaus
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X V3

daraus 4xx — 3 =0, UNd 'x = = und y= "-‘—‘—F—3

-

@8 ift alfo aud Lo = e = =, und U wird ein Kleins
dx dy

fied = — ¢, oben jualeich diefer Werth der Fleinfte uns

tev allen ift, welche U befommen fann, fo daf U= — ¢

— cc allemal unmoglich ift. AYus den Bisherigen (aft fih

die Methode, die groften und fleinfren Werthe der Funke

tionen dreper und nrehrerer veranderlicdher Grofern ju boe

fiimmen, ableiten,

54 Swolf-
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Bor dent Gebraudhe der Differensialien ben ber
Ereforfchung ber reellenn WBurzeln der Gleis
chungen,

§. 294,

@i_e Zheorie der grofiren und Eleinfren Werthe bat ung
den Weg jur Ceforfchung der BVefchaffenbeit der Wureln
ver Gleihungen gebahnt, und et uns in den Stand ju
Deftimmen, ob bdiefe Wurseln veell oder imaginar find,
@3 fey nemlich die allgemeine Gleichung

X0 — Axn-X  Bxn-2 — Cx®=3 7§ Dxv-4 — (,=0
gegeben, und ipre Wureln p, g, r, 5, t2c,, fo Daf p die
fleinfte von allen und q, r, s, ¢ 2¢. in diefer Ordnung im:
mer grofier, alfo g > p, r > q, s > 1, t > s 0. fen,  IWiv
toollen aber annehmen, daf alle MWurgeln diefer Gleichung
reell find, two alfo der hHdchite Gpponent n auch die An:
sabl der Wurgeln p, q, r 2. ift, und jugleid) aller Wurseln
alé ungleich betrachten, Dies {chlieht indeff die gleichen
Wurjeln nicht aus, weil fich diefe als unafeiche mit une
endlich fleinen Unteefchieden anfehen laffen.

§. 295, ;
Da der usdruch xn — Axn=X 4, Bxn=2 — i, nut
dann = o ift, wenn fuv x eineg von den Werthen p, g, ric.
- gefeqt
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gefet toivd, in allen Gbrigen Fallen Hingegen nicht ver:.

fchwindet: fo fep fiberhaupt
R0 — AX0=X f Bx0=2 — Cxn-3 } 3¢, = z

o alfo z ald eine unttion von x angefehen twerden Fann,
ehmen wir nun an, daf fiur x nacdh und nad) beftimmte
IBerthe gefest und dabey von dem Fleinfien x = — o
angefangen und ftufentoeife fortgegangen werde: fo ift
offenbar, Daf z enttveder einen. pofitiven ober einen ez
gativen Werth befommen, und nicht eher verfdwinden
witd, ald bid x == p geworden. Wermehrt man x {iber p,
fo mecben die IBerthe von z wieder pofitiv oder negatio
toerden, bid x = q getworden, o denn toieder z = o ift.
€8 muf folglich z 3wifchen zwepen von feinen Werthen,
Die == o find, einen groften oder einen Eleinften Werth ges
Dabt haben, und jtwar cinen gridften, wenn die Werthe
bon z, indem x jtoifchen p un,b'q fiel, pofitiv, und einen
fleinften, wenn Diefe FWerthe negativ find. = Auf abnliche
Avt wied z einen grdfiten oder Fleinfren Werth erveichen,
wenn x pon q bi$ ¢ vergrofert tpivd, und jwar einen grofs
ten, wenn-es vorhin einen fleinften batte, und umgefehrt,
Denn toir haben oben gefehen, daf die groften und Fleinz
ften Werthe mit einander abwedfeln,

§. 296,

Da alfo die Funftion z allemal durch einen jroifchen
itoey auf einander folgende Wurseln von x fallenden Werth
ein Grdfites oder ein Klcinftes wird, fo ift die Anzabl der
grdfiten oder Fleinften IWerthe, rweldhe der Funftion z jus
fommen, um 1 fleiner alg die Anzabhl der Wurgeln, und
Dabey wedbfeln diefe qrdfite und Fleinfte Werthe auf die.
Avt mit-einander ab, daf jene pofitiv und dicfe negativ
f“lb Dat umgelehrt die Funftion z einen groften obder

S5 roenigs
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eniaftens eirtent pofitlben Werth, wenn x = £ tft, und
dinen fleinften oder wenigjtens negativen Wevth, toenn
x = g ift: fo muf aud jwifchen g und f eine Wuvzel von
x falfen;, weil die Funftion z Ley dem tebergange dev
@roge x von £ 31 g vom Pofitiven sum Regativen abergeht,
und daben nothoendig = o werden muf. Fehlt aber die
Badingung, daf die grofiten und fleinjten Werthe von 2
wechfelSweife pofitiv und negativ find: fo folgt jene Hes
hauptung nicht,  Denn giebt ¢8 Fleinfre Werthe von 3
toefche ebenfall8 pofitiv {ind, fo Fann der Werth von z bom
@Groften jum folgenden Kleinften fbergehen, ohne bey dies
fery Uebergange = o u werben. Uebrigens erhellet aus
dem Gefagterr, daff aud in dem Falle, wenn nidt alle
SBuvgeln der gegebenen Gleichung veell find, joifchen jes
den goepert ein Grofites oder ein Kleinfted liege., Aber
umaefehrt (afit fich diefes nicht behaupten, oder daff iz
fchen jeded Grofte und Kleinfte eine veelle Wuvsel falle.
Dieg findet nur fatt, twenn die Bedingung hinjufommt,
Daf} der eine Weeth von z ein pofitiver und der andere ¢in
negativer ijt.

Da nad) dem Obigen die Werthe von x, twobey die
Junftion .

72 = X" — Axn<I + Bxn-3 — Cxn-3 f Dx0-4 —C,
ein Groftes oder ein Kleinfted wird, die Wuvjeln der
Gleichung

dz

o= nxT — (n—1)Ax8-2 + (n —2)Bxn"3 —

(n — 3)Cxn-4 T30 =20
find: o iftFlar, Daf die Wurieln der Gleicpung T =

inss
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indgefammt veell fepn werden, wenn alle Wurgeln der Gleiz
chung z=o, deren Anzabl = n ift, veell find. Denn da
die Funftion z {o viel grofte oder fleinfte Werthe hat, ald
pie 3ahl n — 1 Einbeiten enthalt, fo muf die Gleichung

dz : : :
ETZ = o nothwendig eben fo viel veelle Wurzeln Haben,

Auch evhellet hieraud jugleich, daf bie Funftion z nicht
mefr grofite ober fleinfte Werthe haben Fonne ald n — 1,
und wiv gelangen auf diefe vt zu dem allgemeinen Sate:
#enn eine Gleichung z = o lauter veelle Wurseln bat, fo

d
hat bie Gleichung -&-E = o c¢benfalls [lauter dergleichen

FWurseln, Hievaus evgiebt fich umgefehrt, daf die Wurz
seln Der Gleichung z = o nicht indgefammt veell fepn ters

: d T
ben, tenn die Wurzeln ey Gleichung d—i folched nicht 118z
gefammt find. :

_ §. 298.
Da fich givifchen jeden zmwepen ceellen Wutjeln det

Gleihung z = o ein Werth befindet, toobey die Funftion
z ein Groftes oder cin Kleinftes wird: {o hat die BGleis

d ;
dung i = o nothmwendig eine reelle Wurzel, mwenn die
Gleichung z = o jtwen devgleichen Hat. Auf aphnliche Avt
e : d
ift die Anzabl der reellen Wurzeln der,Bleichung d—i =0

gemwifs jtoen, wenn die Angah!l eben diefer Wurseln in dev

Gleidung z = o drey ift, und uberhaudt ijt die Angahl

der reclien IWurgeln der Gleichung ? = o getwiff, = m
X

— 1, wenn die Anzabl Dev reelleni®urieln der Gleichung
= In

i gt P S s * 7 s

v e
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' i . d
=m ijt. Hat daher umgefehret die Gleichung &Ti =0

toeniger reelle Wurseln ald m = 1, fo Hat aud) umgeFehrt
ute Gleichung z == o gewiff weniger reelle Wurzeln als m,
Aber umgebehrt gilt diefer Sap nicht. Denn tvenn aud

: dz ; -
pie Wurseln der Gleichung oo = 0 jum Theil oder ing:
X

gefammt veell find, fo folgt daraus doch nicht, daf die Gleiz
chung z = o veelle Wurgeln habe, &8 Fonnen nemlich die
Wurgeln der Gleichung z = o indgefammt imaginar feyn,

SNy ; dz
twenn gleich die Gleichung EZ = olauter veclleBureln hat,

§. 299,
Wenn indefy die obige Bedingung bingufomme, fo
Fann man allerdings aus dev Anzahl der reellen Wurgeln

SR d iy
ber Gleidhung :i;: = o dieAnzahl der recllenFBurseln der
Bleidhung z=o0 mit Gewifheit behaupten, Denn ed fepen
; " d
® 8, v, 3,20 bie reelfen Wurjeln der Gleichung d—: =0

und « davunter die grofte und 3, v, 8, 2¢, in ¢ben der Ords
nung tmmer fleiner. Sekt man diefe Werthe fiur x, fo
befommt die Funftion z wechfeldroeife grofite und Fleinfte
2Werthe. Da alfo die Funftion z = o wird , foenn man
¥ = % annimmt, fo miffen die IWerthe von z ununters
brodhen abnehmen, mwenn die Werthe von x von oo big 3u
« Permindert werden, und affo z, foenn x = «, e¢in Kleins
ftes roerden, Wenn alfo in diefem salle z einen negativen
Werth befommet, fo muf es juvor irgendwo = o getvefen
feon, und auf diefe Art erfennt man', Daf die Gleichung
z = o eine reelle Wurgel x b « Dabe, Wenn aber Ddie

Funkz
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sunttion z ben x = « den pofitiven IWWerth bebalt, fo fann
fie vorher nicht Fleiner gersefen fepn; weil es fonft, wider
die Bovausdfepung audh ein Rlcinftes geben'mafite, ehe x
big ju « vevandert morten, und ¢8 fann Demnady die Glefs
- dung z = o Feine veell¢ Wurgel haben, welche gréfer als
« ware,  RNebmen toiv alfs an; daff z = A werde, wenn
man x = &« fet, fo Fann man auf folgende vt fehlicfion:
Wenn A pofitiv-ift, fo hat die Gleichung 2 == o feine reclle
veelle Wursel, die grdfer als « ware; ift aber U fnegativ;
fo hat die Oleidhung z = o allemal eine veelle Wurjel, die
grofer als « 1ft und nicht mehe,

§. 300 |
Um diefes Uetheil meiter fortsufesen fep
Zrie= N X'= a
=B x= 3
z=€ menn x=g4
2 == X =2
Ll Ko 1
i, s

Da alfo I ein’ Kicinftes war, o wird B ein Grdftes, und
wenn A pofitiv ift, {0 wird auch B pofitio fepn, und jwie
fben die Grengen & und 2 Feine reelle Wurzel der Sleiz
dhung 2=0 fallen. Hat daber diefe Gletchung feine reelle
Whurzel, die qréfer als 4 ift, fo wird fie auch feine baben,
Die grdfer als 8 mére. IWenn aber I negativ ift, in wel:
hem Falle ote Gleichung eine Wuvgel x > = bat: o uns
tevfuche man, ob dor IWerth von B pofitiv oder negativ
it Im erfrenGalle giebt o8 erne Wurgel x > 8, im lepten
aber ift Peine swifchen dent Grengen & und A& enthalten.
Auf abnliche At ift € ein Rleinftes; wenn B ein Grofted
ift; und wenn alfo B einen negativen MWerth Hat, fo muf

um
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un fo mehr @ negativ fey, und es giebt alfo in diefem Salle
feine veelle Wursel jtoifchen den Grengen gund . it
bingegen B pofitiv, fo giebt ed eine reclle Wurjel jvifchen den
Grengen B und ¥, wenn & negativ ity ift aber € pofitiv, fo
gicbt es feine reelle Wuvjel swifden g und »; und-auf ahns
liche vt Eann man dic Veurtheilung weiter fortfegen.
L o'

Die Beurtheilung ju evleichtern, fann folgende Tas
Delfe Dienens
Die Gleichung z Hat cine
eelle IBurgel, welde ent:

halten ift sivifchen den _ wenn it
Grengen '

X .==on N Xisg N ==
=g X = B Y =—und B = ¥
= ud x = ¥ B = und ¢ ===
X = » und x = 3§ € = —und ® = +
Xz o D=y D =T ud € = —

i, oot

Bermwandelt man diefe Behauptungen durch die Umfehs
£O1g (1 verneinende, fo gelten audh diefe in polliget Strene
ge, und es hat demnad
vie Bleichung z=o Feine
veelle Wuvgel, weldhe ents
Balten ware jwifdhen renn nicht ife
ben Grengen

Kiz=ooo D x'== & I = —

% =e U0 xiz=\ig Y = — und B =}

X =g und x =1y He=F und € = —

X = % i x = @i=i— und D =%

=0 uUnd x =xn4 f@:-k-u;:b@:—-—*
10, : p|

; Beys

a

L= Y e
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Bevmittelft diefer Regeln laffen fich aus den Wurgeln dex
Gleichung ;-{-E == o, diefe IMWurzeln als beFannt potausges
feit, nicht blof die Anzabl der reellen Wurieln der Gleis

hung z = o, fondern auch die Grengen finden, zwifchen
welden jene Wurgeln enthalten find,

Erempel

Es ift die Gleichung: x4 — 14xx F 24x — 12 = o

gegeben, man foll beftimmen, ob disfelbe reelle

Wurseln babe und wie viel ?
Die Differensial- Gleichung ift

4%3 — 28x T 204 = o, 0Det x3 — 7+ 6 =10
und die Wurzeln diefer Gleichung 1, 2 und — 3, nad ihres.
. Brofe geordnet,

find und dabher
« = 2 N = — 4
A — 1 W) sty
¥y= —3 € = — 129

Da U negativ ift, fo hat bdie gegebene Gleichung eine
veelle MWuvgel, die > 2 ift, aber weil B negativ ift, Feine
ivifdhen den Grengen 2 und 1 und 1 und — 3. Da aber,
Went man x = — 3 fefit, z= 6 = — 129, und wenn
man x = — oo anpimmt, z =% o witd, fo muf noths
wendig stoifchen Den Grenjen — 3 und — oo eine reelle
Wucgel liegen, 8 hat Demnach die gegebene Gleichung
swey reelle Wurgeln, die eine x > 2 und die andere x <
— 3, wesSwegen bie benden dbrigen Wurzeln imaginge
find. &8 muf daber aug dem fegten Gliede det amcbcnen
Gleichung eben fo geurvtheilt erden, als ausd dem etfren

allein. @met nemlich die gegebcne Gleichung zu einey
gevaden
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géraben Drdnung, o jeigt dag leste Grofte oder Kieinfte
(eé it aber in diefems Falle ein Klcinftes) wenn es negativ
ift, cine teelle, und wenn es pofitiv ift, eine imaginare
SBupsel an,  Was die Gleichung der ungeraden Ordnuns
gen Detrifit, fo jeigt das lefte Grdfte, tweil fir x = —.
audy z = — oo witd, weni ¢8 pofitiv ift, eine rcelle und
dagégen eine imaginare Bursel an, wenn es negativ ift.

§. 302

Diefe Regel jur Detirtheilung der veellen und imagls
naren Mueeln [@Ft fich bequem auf folgenbe Urt ausdrufs
Fen. St eine Gleichung z = o gegében, fo betradhté man
vie Diffevensialgleichung davon, fege die Wurjeln derfels
ben nady threr Gedfie geordnet, &, 8, %, 3, 16, und dabey

ent  x =&, B8 % & gk
z=%, B, C D, & § i

&ind nun die Jetthen — A ~ F = F
fo pat die Gleichung z = o fo viel reelle Wurjeln ald man
Buditaben «; 8, v, 3 1¢. hat, und eine driber. Wenn
abet. ciner von den Buchitaben A, B, €, . nicht das un:
tev ibm ftebende Reichen hat, fo ift dies ein Merfmal
jocher imaginavey Wadeln.  Wenn alfo A dad Feichen
+ hitte, fo gabe e8 feine Wurgel jwifchen den Srenjen oo
und 2 Wenn H das Jeichen — hatte, fo gabe ed Feine
viel jwifchen « und o, und wenn € dasg Jeichen T hatté,
fo gabe e§ Feine Wurgel jtoifchen den Grenzen g und 3,
u. §. f.. Ueberhaupt aber hat dic Gleichung z = o aufies
ben auf diefe Avt angejcigten noch eben fo viel imagingre

o . ; et dz
4Burjeln; als die Bleidhung T =0
> 4

]
)y
ot
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§. -303.
Creignet es fich, daf einer pon den IWerthen A B, 6
D, 1. verfhoindet, fo bat Dafelbft die Gleichuing z=o0 3mwey
gleiche Wurgeln, Nerfbwindet nemiich %, fo Hat fie ey
@ gleiche, und verfdhwindet B, fo bat fie §oep 8 gleiche
Wutgeln, Fn diefem Falle hat nemlich die Gleichung z=o0 .

e 2 dz : ; . ,
mit det Gleidhung — = o eing Wurzel gemein, und mwiy
ax
baben oben gegeigt, bafi dies ein Renngeichen sweper aleis
% 5, ! 75 dz
her Wurzeln tft. Wenn aber die Gleichung 32 =0 Btoep
) X

odet mehr gieiche IBurgeln Hat, fo bat man an der geraz
den Angali dev Wureln ¢in Senngeichen, daf weber cin
Brofites nod ein Kleinfies fratt findei: und man fann da:
ber fiie die gegentoartige Abficht die gleichen Wuigeln in
gerader Anzahl aus der Acht laffen.  Sft bingegen die ns

30Dl Der gleichen TWurieln der Gleichung -E“: = O eine unz

gerade abl, fo hat man bey der Beurtheilung blof auf
eine vorrihnen ju feben, o mafite denn die Sunftion z in
diefem alle feloft verfchwinden. Denn ereigriet fich diefes,
foibat die Bleidhung z = o ebenfalls gleiche WBurseln, und

: W Sk, dz .
sar nod) eine mebr als die Gleichung = =0, St
F ax

B. o= (x — )R, 1o.Daf diefe Gleichung n, ¢ gleiche

Wargeln dat, o Hat audy, wennzben x = verfchmir:
vet, Die Blefhung =z = ©, n I einander und ¢ aleiche
Wureln.
§. 304.
Wir wollen diefe Regeln auf dic einfachern Gleichurs
gen anwenden, und von dep quadtatifden anfangen, 3
£ul. Diff, R, 3{¢[}; 00, 2,Th, 2.2bth, ® fen




———

93 Oritter Theil.  Swolftes Capitel,

fep alfo
. z — %2 —Axt B=o0

foovon die Diffevensialgleichung

dz

dx
ift, toeldye = o gefest,

x = FA,'00¢r « =r1A
giebt. Scht man diefen Werth fur x, fo toird
z = XAA B =3

und bievaus laft fich fblicfen, daff die Gleihung xx —
Ax + B = o jwep reclle Wurzeln haben werde, wenn I
negatip, oder AA 5> 4B ift, und dafy die eine von diefen
IBurjeln grofer, und die andere Fletner ald XA fep. Wenn
hingegen der Werth. von A pofitiv oder AA < 4B ijt, fo
ﬁui\ bepde Wurzeln der Gleichung imaginars  Sft endlich
A==o0, odet AA = 4B, fo bat die Gleicung zroen gleiche
Wurgeln, jede = 1A, Diefe Sake find {hon ausd bdev
Kheorie der quadratifchen Gfeichung befannt, und dienen
Dabet jur BVeftatigung der Richtigleit und Braudbarfeit
der hier evflacten Miethode,

= 2x — A

§. 305.
IBir toollen Daber die cubifchen: Glerchungen auf apw
liche Urt untecfuchen, E3 fey die Gleichung

X3 — Ax2 F Bx — C =z =0
gegeben, deven Differensialgleichung
dz LB
—_—— g ity b
dx i el
ift.  Set man diefe feptere = o, fo witd
2AX — B
> G ]
3

und die Wurgeln diefer Gleichung find entioeder Heybde ima
ginar,



br
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ginar, oder bepde veell, und in diefem Salle entiveder eins
ander gleich odet nicht. Da nun daraus

A X (A2 — 3B)
= 3
wied, fo find bepde Wurjeln imagingr wenn AA < 3B ift,
Jn diefem! Falle hat idie cubifche Gleicbung nothwendig
eine veelle TBurzel, wovon fich aber weiter feine Grengen
al8 oo und — <o angeben faffen;.  Sind beyde Wurseln

X

= 2 A
einander gleic), oder A2 =3B, fo ift x = P Wenn alfo

nicht andh sugicich z = o wicd, fo bat man auf Piefe beps
ven Wueseln meiter feine RUdicht 31 nebaren, und eg bat -
vaher die Gleichung, wie borbin, nur cine einjige veelfe

.

<
o
#

A
r T
D aliney ki

aber bey x == — aud) jugleidh z = o, und
o

%; ]

Wnrgel, ¢

Dies ereignet fith, twenn

— 7543 |} IAB ~—= .C.= 0, bdes
C = ZaB — 2A3, D, b, wenn enfiveder
Bri=

A%, 0der C = LAS
ijt: fo bat die Gicichung drey gleiche Wurseln, fede ==TA;
2Bas den dritten Fall betrife, wo die bepden Wurjeln dep
Diffevenzialgleichung reell und ungleidh find: fo findet degs
felbe ftatt, wenn :
AA > 3B
ift. @ fep daher
AA = 3B + ff, obch::%AA—%&'

und alfo jene Wurseln

. &

X = T

-

Hict wird

# = IA T 1f, Und 8 = 1A = 1,
G 2 Man
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Man fuche die daju gehdrigen Wevthe fur z, oder A und B,
Da jene bepden Wutgelii it der Sleichung
xx == $Ax — 3B
enthalzen find, fo toivd
7 = — 3Axx | 3Bx = C === ZAAx T JAB 1 %Bx — C
und folglich, da B = -;&A — I ift

N = — 2ZA3 P IAR — ZA3f } 35f — C
= ,LA3 — zAf =— 2f3 — C
&B:—{?K + IAB + 2A2f— 2Bf — C
= FFA3 — IAff f 23 —cC
,j'rb maach 5‘[ ne negative GSrdfe, oder
{.‘::»1_&3 — TAff — A3
pder

C=,LA% — sAf— 26 g3

10 hat, tie foir gefehen haben, die cubifche Sleichung eine

vcelle Wurjel, melche grdfer alg IA + € ift. Wie bie

brigen Wurseln {':et‘d)a*"fm fepn roerden, muf man aus

vem Mecthe von B beurtheilen. Nunift P = ;43 —gg;

und ift dicfer Werth pofitiv, fo Gat die Gleichung aufers
" Dem noch 3roey reelle Wurzeln, davon die eine jwifchen dent

Grengen & und g, O, b aroifcsen

AR 18 und FA — 3f

enthalten, bdie anbere aber fleiner al8 TA — 3£ ift. Sift

bingegen gz & 263 ober D negativ, {o hat die E'}Icu{)lmg

3ep imaginare MWurseln, Sft B =o0,-oder 263 = gg;

fo toerden bepde Wurgeln ethander gleidh und == 3A

— 36 Wenn endlich dev IWerth von A pofitiv oder

C< 2343 — XA — ;213

ift: fo bat die Gleichung c,mm) I[N’I]llﬂlﬁ Wurgeln, und

Dicdritte ;fr sul und < A — 65 und ift A = o, fo Hat
ep gletche =-J irgeln = & und bie dritte ebenfalls fleiz
N 16

L]

Faf
§- 3006.
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§.  306.
Wenn alfo die cubifehe Gleichung
%3 — Ax2 ¥ Bx —C = o0
brep reelle Wurseln haben foll, fo mifen folgende drey
Dedingungen fatt finden. Ginmal mup
B < 3AA, oder B == 2AA — Iff
aum andeen
; C > 3743 — FAF— ;2(3
und drittens
C < 5343 — IAT | 5265
. Die benden legten Bedingungen faufen darauf binaus, dag
C jivifchen den Grenjen
z7A3 — SAF — 2265 und ;1A3 — SAM T+ 52 f3
oder
s7(A T £)2(A — 2) und L(A — £)2(A T 2f)
enthalten fep. Wenn ba()et eine von diefen Hedingungen
feblt, fo hat die Gleidung jivey imagindre Wurgeln, St
3 D.A=3, undB=2, fo ift = IAA — B=T1 find
ff—3, und ed fann folglich die Gleidung x3 — 3xx F
2x — C =0 nidt lauter reclle Wurjeln baben, wofern

2yl o~

" " » f"l E g - 3
nicht € stoifchen den GSrengen — ——9—3 und t—2

liegt, Sft

bemnach ¢ < — %:3, oder C < — 0,3849, ober € &

29-‘@ oder € & 0,3849, obér CC & ,%, fo pat die Gleis

hung nue eine veelle Wursel,

§.  307.

Da man qus jeder Bleidhung das iwente Glied tweg:
fcbaffen fann, fo wollen wir A = o fepen, wodurdy rir
Die cubifche Sleichung '

& 3 | x3
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x3 T bx — C=o0
befommen., Wenn diefe Gleichung lauter reelle TWurzeln
paben foll, fo muf suvdrderit B < o obet B eine negative
Grdfe fepnr. €8 fey alfo B = — kk, wodurd) f = 3kk
wird, Fetner muf C jiwifchen dep Grengen

— 23 ynd T 213

g £
29 7

pher
— 2kky3kk und f Fkkyv3kk

enthalten, und aljo C < ;2k6 oder

CC < — 53B3
fepn.  SDan fann alfo alle Bedingungert, welche erfordert
werden, Damit eine cubifche Gleidhung lauter veelle Wues
seln babe, auf die eingige juencEfuhren, daf

4B3 4 27CC
eine negative Grdfic feys indem hievin enthalten ift, daf
B negativ fen, weil fonft 483 nidt negativ werden Fonnte,
IBir behaupten' daher auch allgemein, daf pie cubifehe
Gleichung x3 + bx £ C = o lauter veelfe Wurgeln hat,
wenn 483 } 270C eine negative Grofie ift.  Jft hingegen
4B3 4 27CC cine pofitive Grdfe, fo Fommt jener Glei
chung nue eine veelle MWarsel ju, und ift 4B3 T27CC =0
fo find gwae alfe Wurseln veell, aber aud gioey einanoer
gleidd.

§. 308.
Wir gebetr ju den biquadratifchen Bleichungen fort,

und nehmen auch da an, daf das jweyie Glied feple. €8
fep alfo

x4 + Px2 — Cx + D = a.
I .
et man x = 2 fo foicd

1% Bu2 — Cu3 § Du4 =0

une
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und die Differenzialaleicrng hiervon ift
2Bu — 3Cu2 1 4Du3 = o.
Diefe Gleichung hat eine Wurjel u = o, und auferdem ift
6 C b 4. Hl

un = ———s

> A

und daher

3C £ Y(9CC — 32BD)
e SD T .
Sollen alfo alle pier Wureln veell fepn, fo witd suporderft
erfordect, taf :

u

9QCC & 32BD
fep. it roollen 9CC = 320D F off fegen, too

: 30 03k
{1 G e
)
toied.  Hier fonnen twic C alfeseit pofitio amehmen; tweil
fonft u = — v werden wiirde. Nun weedeir wiv nadher”

betveifer, daf nicht alle Wurgeln veell fepn Ednnen, Woz
fern nicht B eine negative Grofe 1ft. & fep alfo

: B=—2g§g
fo ift
: Crae At
gCe:= off — 32¢gD, Und u = 3—-:}{)—-}—-

Hier find sroep Fille ju evagen, nachdem D entiveder
pofitip oder negativ ift.

1. Sft D pofitiv, fo ift F< €, und die drep Wurzeln
von u find nach ihrer Grofe geordnet |
3C 1 3f
gD
) § kg — o
30 — 3f

—
—

8D
& 4 Braudht




;
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Braudht man dicfe Werthe far u in der Gleichung

Ca3 . Bns= i §
04 — b — } — = 0
D D D
fo giebt diefelbe folgende '?S?-n:rbc
B[ ""'| 1':' ‘}‘ ")3 e— F) ‘I" ¥
S M.g_c-g;(:D.-ﬂ- D
& 1
== =
D
N 7 (o DET (i )'i*
o 4096 D4

davon der erfte und dritte negativ fepn mf;ﬁ‘cn , und bepde

find, toeil C pojitiv. und € < £ift, Fleiner als = €8 muf

alfo
I 27(C + £)3GE— ©)
- < — 7006D4 , UNd
i § 27(f — C)3(C
L e ECRE D
D 4006D4

4096D3 < 27(f ¢ €)3(3f — C) und
4096D3 < 27(f — C)3(C + 3f)

fepn. Aber die crfte Grdfe ift allemal mweit gedfier alg die
andere, und es ift daber ganug, twenn
D ——(F— C £
4096( )3(C T 36)
CC — off |
‘ PR R , und £ C undD > oift, Wenn |

alfo D eine pofitive Brdfe, © pofitiv und B negativ ift, fo
Dafi

und dabey B =

f > C,und Dagq =L rp .
< 25es€ = ©3(C 1 20)

0. b

D«
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D < -I%(E — OV (3f + O

ift: fo at die Sleichung lauter reelle Wurgeln, . Wenn
abet

D > 2 — oVt )
und botb
D <3+ OvaE—0)

ift, fo find stoen Wurgeln recll und jwep imaginar. S
endlich | e

- 3
D > -I%(f'l‘ v (3f— C)
fo find alle vier Wurgeln imaginar.
2. Wenn D eine n;../gatiue Grofe =—F ift, C abet

pofitiv und B negativ bleibt, fo ift, twegen
L oCC —off  9ff ~——9CC

B
32D 32F
Cxf Daalfo '
ce 3023 . . 303l
- ) SF

ift: fo find bdie dren Werthe von v nad ihrer Grofe
geordnet

n=20
S 3C Tl

gF
i e
: 8F

und fie geben Ifolgende IWerthe

@5 |
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I
= — =
%_2?{{:--!“}3(0 T af) 1
T 4096 F4 F
6 = 27(C ¢ £)3(C —=3F) T
4040 F4 F

Da alfo A eine negative Srofe ift, fo hat dic Sleichung
gemwif eine, und folglich auch jmwen veelle Wurjeln. Sollen
aber alle Wureln veell fepn, fo muf B eine pofitive Gudfe,
und folglich
27(C — £)3(C + 36) > 4096F3
fepn.  Ferner ift ndthig, dafp € negativ, oder
27(C F £)3(C — 3f) ‘< 4096F3
werde. Sollen daber alle Wurseln veell feyn, fo muf F3
ifhen die Grengen
27 2P
40—96(0 T B3(C — 3f) und
27
4096

(i=—;£)3(C 1+ 3b
oder 3moifchen

S N

'E(C T £v(C — 3f) und

30 L

36 — BV (C T 36)

fallert, und fenn diefes nidt ift, fo find jtvey Wureln

imaginae,

3. Jwun ey B cine pofitive Grdfe, und audy D pofitiv,
gec — of
e Da f-.L:ch?
e R e T
gD

foiftC>f, weil p=

a

fo
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fo find die Wurzel nach ihrer Srdfe geordnet
. glet B
8D
3(C — £)
8D

un =

n=0o
und Hieraus wid :
gLl HEHOUE 5D T

Y 4996 D4 D
- a7(e ——f)3(C A 3 8)
2 4009604 T D
1
i =
e D

feo, da € eine pofitive Grdfe ift, toenigftens jtven Wues

jeln tmagindr find. Sft indef U negativ, toelhesd fratk

findet, went / |

409683 < 27(C T £)3(3f — C)

ift, fo find die wbrigen bepden LWutseln veell; ift aber
4096 D3 > 27(C T £)3(3f — C)

fo find alle vier Wurzeln imaginar,

4. @8 bleibe B pofitiv, D aber fep negativ, und
g9ff — oCC

=—F DaB= , foift £ €, und da

o = 3¢ ¥ 3f

gF
ift; fo find die Wurseln von u nacy ihrer Grofe geordnet;
3 — Q)

-—1‘—-'-—&—;-—3——-—

=
|

0
£ 3(C } £
QK

9‘:(‘{1’-‘
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Diefe TBerthe geben

of o ARG 3(C o 3F) e of
s 4069F 4 F
B = — 22
. E
o= £ I — !
4096 K4 F
two, da A und € negativ find,; die Gleichung geif 3toen

veelle Wurgeln hat; Ddie Gbrigen bepden find, toeil B nez
gativ ift, imaginar,

§ 3009,
Wenn alfo die Buchftaben B, C, D pofitive Grdfien
bedeuten, {o find foijenbe Jalle 3u beurtheilen, wobensies,

egen f= vy (CC — == D“ auf nachitehended anfommt.,

I, Benn die Gleichung
54 == Bx2 T CX T Do
ift, fo find alle Wurgeln veell, wenn

. 3 32 : . 32,
D < IEW.(CC + E}-BD)-—C)\"Q{(CC T -+-LD) tC)

D < i(v”(cc_i- ?’-3313) - OV Gv(ce 1--—513)——0)

e, Hingegen find nm-—.t} Wurgeln veell und ﬂmcq imagingt,
foenn

D > 3(ree 1 -th) — OV GV(Ce 3‘503 tc)
abet
D < e + 2u) £ &5t yoe 1 20y — 0

it; und mégﬂfammt imaginar, wenn
D<
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D > = (vi(ee %BDJ 'OV GviCee + %”w) —0)
ift.
2, Tenn die Gleichuna
X4 — Bx2 ¥ Ox — D = 5

ift, fo find allemal 3oy Wurgeln reell, und die bepden
ubrigen find folches auch, wenn D swifchen dic Grengen

07 cee +280) +oie—sviee — )
und :
£ e=vice— Ly lce + 3vee i)
fallt; ift Dies nicht, fo find dicfelben imaginar,
3. Wenn die Gleichung
x4 I Bx2 * Cx-I-D—-o

ift, fo find allemal jtvep Wurgeln imagingr, Die ubrigen
bepben find veell, twenn

: 3 E :
D < -I-aw(cc o2 -;B D) + €)Y (3v(CC — %3’50) —0)
und imaginar, toenn "
o 22 . Taage 22 B
> -I-E(W(CC—-—;BDJ T OV 3V (cC— EBD) -0
ift.
4. Wenn die Gleichung
X4 T Bx2 2 Cx~—Dem=bd
ift, fo find aliemat aweg Wurgeln veell und jwep imaginar.

Erfted
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Eeftes Crempel
@5 it die Gleichung x4 — 2xx T 3x [ 4 = 0, 4r4¢
ben, man toLL finden, ob die YOursein derfelben veell
odet inmaginge find,

Da dies Sgempel ju dem erften Falle aehort, fo iff

: E =G 3D =4
B . alfo
22 32. 8 337
cC I —HDi=x '} BRI [ e
9 9 9
und
PR I oy
wf-tcc i '—_-'!"_D) o= vl
: 9 3
Sollen alfo alle Wurzeln reel {cu:n fo muf
3,33 el
4':'{6 34" 2Ly (¥V337-3) -*;C:-'-"-» 337V (V337—3)
- 5
4<'1{> (3371 m-—r V'337—9)V (V'33713)
fepn. Man muf dafer auf d *;3:-:,{: der Nabherung fue
69 2.4
chen, ob e — o 4 < — ret und_da bloff dasd erfte
6 ’ |

ift, fo bat die geacbene @} cui)ung stoep veelle Wurgeln
und wey imagingre,

Swentes Exempel
s ift die Gleichung gegeben®
X4 oEsagRx ol Iax. < g =200
Da diefe Gleichung sum jwenten Falle gehdrt, jo hHat
fie stoen ceelle Wurgeln. IBas die bepden Hbrigen betrifft,
fo ift, foegen
BE=9, C=12und D = 4

an




L =1

@eﬁrdutb ber Differens. ben den Wtrseln 2. 111

i
y(CC — ‘—;—RD) =V(44— 32.4) = 4,
Man muf demnach unterfuchen, ob
2 3
4 bIE.IG.xf'g,b.[).q.b o)

uno
B e 3
4 < o 8v24, 0. b. 4 < 3v73
iit, und ba-bepbdes ftatt findet, fo bat die gegebene Glejs
hung vicr veelfe Wurzeln.

DOrittes Erempel.

s fey die Gleichung gegeben:
X% F xx — 2x ¢ 6 = o,

Da diefe Gleichung jum dritten Falle gehidet, fo paf
fie geiif jiwey imagimave Wurieln, - Dann ift
BP=1,C=2undD=¢:
alfo
Ve (e Cr=s ‘%‘EBD) = V{4 — éﬂ)
9 3
und da dicfes eine imagindre Gedfe ift, fo find' audh die
bepden ubrigen Wureln imaginar.

Viertes Erempel.

Ls ey die Gleichung gegeben
X4 — 4x3 + 8x2 — 16x ¥ 20 = o.

Schafft man das jreyte Glied fveg, indem man x =
y T I fest, fo wird

x4




f14 - ©ritter Theil. Jwdlftes Capitel.

=yttt by T o4yt
— 4xP = —4y? — I2yy — 12y — 4
T 8x? = T By T8y T8
— 16x = ~— 16y — 16
t 20 = | \ + 20

alfo y* + 29y — 8y + 9 = ©
und diefe Gleichung bat, da fie ju dem dritten Falle gee
port; ywen imaginare Wurzeln. Da ferner
I.jl = 2; L%- = 8, D e 9
ift, fo toird

yi(CcC — %ZBD} = V(64 — 64) = O

Man vergleiche alfo D = ¢ mit % . 3=./' — g =— 3

Da D=9 >—3 ift, fo {ind auch die bepden ubrigen
Wurseln imaginay.

Sinfres Crempel
$£5 fey die Gleichung gegeben:
X4 — 4x3 — 7x2 T 34x — 24 =0

Sdafft man das jiwepte Glied durchidie [Subjtitiis
Tion x =y + 1 tweg, fo witd
y4 — R3yy t2yto=o
wo alfo durch die BVevgleichung mit dem jwepten Falle
B=13, =12 und D =o0
poird,  E8imufi demnach, wenn alle Wurgeln veelhnfept

: 3 3
follen, D > 116 . 24+ V. — 24, oder © B — 9y'3 und

D < ofepnn.  Da alfo D nicht guofer als o ift, fo ift dies
ein Wevfmal, Daf Die Gleichung vier veelle Lursein Hak
E:'{".-Iit

e SR BT
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Denn. wenn D= o ijt, o geht die andere Gleichung in
3 16BD

16\ oC
ubers €8 ift gber 27, 144 < 4. 133 pber 36427 <133

3 B 3
D < )'{'40,‘ ooer' T < EE‘!‘A}C, nber:7C0q4BS

§. 310,

€8 urde fehe mibfam und fchmer fepn, bdiefe s
thode augh auf die Hdhern Gleichungen atgiudehnen, weif
Dabep die Wurseln der @iﬁ”erengiai:@Ieid)ungen mciftené
nicdht angegeben werden finnen; fo oft dies miglich ift,
[@ft fich nach dem Gefagten bcﬁimmcir, wie brefveelle wnd
wie viel imaginave 2Wurzeln die geachene Gileichung pat,
Wenn alfo eine Gleidhung. nur qug brey Gliedern bejtebt,
fo faft fich allemal finden, ob thre Wirrseln veell sdev imaz

gmar find, €8 fey die allgemeine Gleichung

XM An ok AxD b B s 9= 5

gegeben, thovon Die L-@-Eﬁcccnjial:@Icid}ung
dz

L (m o n)xm$n=y g nAxn-¥
X :

ift. Sest man diefe'= o, fo ift suodederfe xn-1 =0, nb

wenn affo n eine ungerade aplift,. fo Fitbet feine TWursel
ftatt, twelde ein Grdftes oder ein Ricinftes gdbes ift apep
n eine gerade Rabl, fo Hat man eine ABuriel, nemflich x — o,
worauf Ruckiicdht genommien roerden muB. Dann. ift abey
(m n)xzn"-i- nA = o, und diefe Gleidyung:bat; - twenn m
eine gerade Rahf und A pofitiv ift, Feine veelfe 2Wuyrzel, o
baf fu[gean Salle yu aberlegen find,

L Jft m eine gevabe unbd n eine ungerade Sabi, fo

8ilt die- IButsel x == o nicht, Wemt alfo.a eine pofitive
Grdfie ift, fo bat maniga feine Wurel toelche oin 3vif-
tes oder ein Kletnfics gabe, und eg bat dabes di¢ gegebene

Bul; Diff. R, 3.THi o0, 2,Th, 2, Ubrb, Eh) Bilefs
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Slcichung, toeil mf n eine ungerade 3ahl ift, fur ene
einsige rveelle Wurzel.  Fft aber A cine negative Grofe
= —E, fo it .
E m nE

m T n’
und daher

0 m nE

M- nkE
&:'f'{n-*;—‘f.‘-‘;l ll]lbﬁ-—-"—\f

Diefe Werthe geben
Y = (Gm—E)xn} B = — T ﬂ(m ; n)ﬂ m

und
mE nk n.m
B_-rm'fﬁm‘f'n) (5

$0enn alfo I éine negative Grofe ober

mi nE n:m
L
m T n\\m T

, 10 hat die Gleidhung eine veelle Wuirzel, die > «
J;t ubu demt
mE nE ;o
Bt _ )
m T n\m t n
oder, um bepde Bedingungen jufommen ju fajfen,
(m o-I- n)m{apm < mmpiEmgn
fo hat die Gleichung drey reelle Wurgeln, und wenn diefe
Dedingling nicht fratt finder, nicht mehr als eine. Dics
gilt voit ‘der Gleichung xm+n — Exu + B'= o, twent
m cine ungerabe Sahl ijt. ‘St Davin E negativ, o hat
diefelbe allemal einé veclle Wursel,

2. €4 fepen bepde Rablen m wnd n ungerade, alfo
m-fn cine gévabe Sahl, und eg fomyme Feine WBurel
x= oin Rechnung,  Da

{:m .i. njgl]l
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(m Tn)xm + nA =0
ift, fo roird

m A_
X = — v n,
m 'I' n
und fest man diefe eingige MWurgel = «; fo-toirh
mA . ; mA mA )ﬂ:m
U = e gn o f o O B
: m T oo m } o\m + n T

St diefer MWerth nedativ, fo hat die Gfeichung siey peelle
Wurseln, fonft feine, 68 hat alfo die Gleidhing
: CoXMoph ok Axn 4 B — g
ey reelle IWurseln,. werin -
munBAM t 8 s (1 -{- n)in g nRii,
und feine, fwenn
minpgoAn f 0 < (m I'IJ‘H"}‘“Bm
it

3. €8 fenert beénde Sablert m uitd n, alfo auch m +g
gerade; fo giebt eine Wurgel x = o ¢in Groftes oder ei
fleinftes, und fie ifi eine elngige, toern A eine pofitive
Brofe ift, mwobher, wenn man & = o fefit, A = B tird,
Sft alfo B auch eine pofitlve Grofie, fo hat die Gleichung
Feine véglle Wurgel; ift aber B negativ, fo fnder jtoey teelle
Wurgeln fratt, aber alich nicht mebry, indem A pofitiv ift,
Sest man aber A Hegatip = = E, fo ift

m % n
und man bat dyey @rdfte obet Klefnfte, nemlich
o L

# = &
IL'fm'i'rl

B =0
m mE
m T a

$a Diefe

Y = e
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Diefe Werthe geben fur z = xn+8 — Exn + B =06

of mE nE ‘\n:m
s e
i) = B
mE i\ g .
C = — il b S eB

m T n'm f n

i Sit alfo B éitte négative Gedfe, fo hat die Gleichung nuy
e swey veelle Wurgeln, wetl A und € négativ, und auch
' B = B folches ift. Sft bingegen B pofitiv, {o bat die Sletz
chung vier veelle Wurzeln, twenn

(m ¢ n)m%sB < mitptEmEn
und feine veelle Wuesel, wenn

(m 4 n)mEnpi > mnpnpm
ift,

4. §ft m _eine ungevade und a eine gerade Babl, fo
diebt die Gleichung x = o ein Grdftes odet ein Kieinfiesd,
o auferdem ift

m nA
. m T n
St alfo A eine pofitive Sabl, fo wird
| nA

x::o,_ﬂ:—‘f"_.ﬁ.__.
m T n

K =

und aljo
A =B, und
mA nA ./ \n;o !

L1 dp
m + n\m ¥ n f i

St allo B einte negative Grdfie = — F, und auferdem
mitipnAmgn w (m -t. n)m.}.uFm

{o bat die Gleichung diey reelle Wurgeln, fonft aber nue

eine, 3ft aber A eine negative Grbfe = — E, fo twird

X =
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m nE
i \FFTT’ und Ddaber

¥

m nE
e« =V —— und g = o
m T n ;
alfo
mE ( nEk n:m

., 4B
m f n ¢

—
2{ — .

m  n
B = B.
€ hat Pemnach die Gleidyung drep reelle Wureln, twenn
B eirte pofitive Grofe, und
mmpPEmM4n 5 (ITI -1. [)m-i-n‘lm
ift, und nue eine gingige, tyenn diefe Bedingung nicht ftatt
findet,

§. 311,
2Wenn alle Coefficienten = 1 find, und & und » ganje
Sahlen bedeuten, fo Fann man folgende Gleichungen auf
nadyjtehende vt beurtheilen,
gy i — . ;
xHTD T o 2=T ok 1 — o Bateine eingige veelle
IBurzel,
XAV =T _ 2—1 % 1 — o pat drep veelle Wt
3eln, wenn
(e} ar — 1PETD T o (3)20 (5 — )P
tt, und da dies nie fratt finden fann, fo bat man auch nie
mebr a8 eine veelle Wurgel,
opta s
SEASL R T o il o bat jtoey reelle Wurzeln,

2pF2 ~— - :

x2PT2 2] T 1 = o hat Feine reclle Wurgel,
2p%2 AT

AR e e beills Wursel.

2 2r

XA T2 T © bat stoen reelle Wurzel,

$ 3 x=P
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2T 2HT 4 5% =y = o fat eine veelle Wurgel,

20t G2 oy — o hat eine reelle Wursel.
Da im dritten Falle die (‘Sgpmwttcfz gerabe Sablen find,
fo Fani man die Gleichung dutdh die Subftitution xx=y
auf eine einfachere Sorm bringen, und fo fann diefer Fall
auch weaaelaffen werden. Wenn alfo eine Gleidhung ausd
drep Gliedern befteht, fo fann diefelbe nicht mebr ald drey
veelle Wurseln haben.

Crempel
$Man oIl die Salle beftimmen, in welchen die Gleidhung
X3 HUAyzEt Ber o

drey reelle Yurseln hat.

Da diefe Gleichung sum vierten Falle gehort, fo ift
flar, daft die Grofen A und B entgegengefeste Jeichen has
pen.miuffen. - Findet alfo diefes nicht fratt, fo bat dic Gleis
chung auch nicht mehr afs eine veelle Wurzel, Hat aber
vie Gleichung die Form

x¥ EAx2 T B=o0"
fo muf, wenn fie drey veelle Wurseln haben foll, nothe
roendig

2125
332248 5 5B3 oder AF > 2R3

103
fepr, Sftalfo B =1, fo mug

217
21

e orpido ober 1,960122
168 e S

fepn, €8 fen alfo A = 2, fo hat die Gleichung
S PRI e -1- I — 0 |
drey veelle MWurgeln, und da die cine diefer Wurgeln'x=1
ift, fo folgt, daf die biquadratifche Gleichung
M Tx3I T2 —x =10
atoen
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stoey reelle Wurgeln habe, Mlan evfennt diefesstheils aus
ben tm gegenmwartigen Gapitel gegebenen Vorfchriften,
theil8 ift ¢ daraus flar, weil jede Gleichung von einet
geraben Ordnung, tvenn dasg abfolute Slied negativ ift,
allemal jwep veelle Wurzeln Hat,

[ X
uch Gleichungen von vicy Gliedern laffen fich DHiers
nach beurtheilen, wenn die Erponenten von x in den drep
erften oder Den drep lesten Gliedeen in einer avithmetifchen
Progreffion ftehen.

Criied Erempel.

s fey die Gleichung: x7 — 2x5 |} x3 —a =0

gégeben,
Sept man z = x7 — ax5 tx3 —a, foiff
d
d_z = 7%6 — IOx4 T 3x2
4

und diefe Gleichung =o gefeit, aieht cinmal x2 =0,

mwovauf man-aber, weil ed ein doppelter Werth ift, roeiter

Feine Micfficht ju nehmen hat.  Fevner ift

7%4 — 102 T 3 = O

Siomatd s i P e <k
= wird, und ofer Lerthe von =

fiiefien, telche nach ihrer Grife geordnet, folgende Wers

the fie z geben:

woraus x2 =

o« = I Y = —'a
=t il =43y
74 {343 7
7 343 7
Ye=m — 1 D= —a
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it aljo a eine pofitive Fapl, o ift entrweder
a > i‘g—wf’i‘ odet a < -’-;'qy"—'z-
343 7 3437
Sm evfren Falle hat die Gleichuna, weil die Grofen A, B,
€ und D indgefammt pofitiv {ind, niie eine eingige veelle
Wursel,  Fm andern Falle hingegen bat fie drep rveellp
Wurgeln, die ¢ine > 1, die jtoente jwifchen den Grenzen

'

I und w,f”%, und die dritte itvifchen den Grenzen f—';—.

, 3
IIT!L T \F_t
7

IBenir a efne neqative ®rofie wird, inbem man x =
—y feRt, o ‘wird die Gife thung auf die borige Form gz
bracdt. Sollen affo drey i wegeln veell fepn, fo muf noth:

0eivig a < 0,0916134, oder a < i_ fepn,

Jmwentes Erempel.
s fey die Gleichung gegebens
ax8 — 3%x6 + 10x3 — I2 = o,
Da bier die Epponenten dev vrey leten Glieder in
gine arithmetifchen Progeefiion “ftehen, fo feie  man

|

I ; :
- Dierdureh eehalt man

a = 3y2 | 20y§f — 12§8 == o
Man febe alfo
z:Ins__Igyf-'ugyz—a::o
fo ift die Differensialgfet hung
dz

a;‘:-:{.}ﬁy? — 50y4 'f 6y = o

und hievaus wird subdedetft y = o, und dann



e ——————

S~

4

Gileichung der Differens. bey ben Wurseln ¢, 12%

DOy % indEh s,
yo = ), I T LR e
96 96

alio entmweder
e L ber 2.
\ oder y = v"
R T
Drdnet man diefe drey Wurzeln nach ibrer Groge, fo find
bie jugehdrigen Wetthe von 2

wmx’li 9121}'—-

3 9
oo o e99 2 90 et 580 gNg
ﬁ“‘rm %mﬁf 256 ="_256"{:4‘ %
¥ &= 0 C=—a

3 .
Sft olfo a > x/%, fo bat die gegebene @’:Icid)ung jtoen

ey 3 ¥ . Skl
reefle Burgeln, die etne > w.f‘-c:]—, und die andere = o, Yuf>

ferdem mcvbm the noch ztven veelle Wurseln jufommen,
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wenn B eine pofitive Gedfe, 0. b. 2 < iéxf"%nt TWenn
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Daber a 3tvifdhen den Grengen v — und rt;g V2 ober 3ol

9 6 4 I

fchen o,48075... und o,50694 enthalten ift,  fo hat die

Gleidung vier teelle Wurjeln, * Sest man alfoa = 3, o

bat die/Gleichung

X8 — 6x6 ¢ 20x3 — 24 = ©
3 : ] 516 3
biee veelle Wurzeln jwrfchen den Grengen oo ; \/'-57; V'3,

O — %, und ¢8 find afn davon drey pofitio und eine
negativ,
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Dreysehnted Capitel

Bon dem Kenngeichen det imaginaren YBuezeln.

§. 313

Sn bent porhergehenden Capitel haben twir die Methobde,
dle Befchafenbeit der Wurzeln der Gleichungen zu beftim:
men, ecflact, fo dag darnadh entfchieden toerden fann, ob
und wie vil eine qegebene Bleichung reelle oder imaginare
Burseln habe, Swar ift der Sebrauc) drefer Methode
ofters mit febr gwﬁén Schoierigheiten verfnipft, toeil
die Differensialgleichung haufig fo Lefhaffen ift, daf fich
ifre Wurzeln nicht angeben laffen.  Wenn nun audd aleich
in diefen Fallen eben diefelbe Methode auf die Diffever
sialgleichungen angemandt, und dadurch die Befchaffendeit
threr Murseln beftimmt werden Eonnte, fo wurde doch die
NAvbeit meiftens qufierft mihfam roevden, €3 ift dabher
bier oft genug, RKenngeichen ju haben, woraus man ficher
auf tmaginare Wuvseln in der Gleichung fchliefen Fanh,
obgleich aus der Abwefenbheit diefer Kennzeicdhen nicht auf
die Realitat aller Wurzeln gefchiofien werden darf. Bey
aller Unvollfommenbeit hat die Kenntnif diefer Kennjeichen

* ihren Nusen, uhd e8 follen daher diefelben den Gegew

frand dev Unterfuchung in dem gegentwartigen Capitel aus:
machen,

§. 314
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Bon et Kennjeichen der imaginaren Wurseln. 123

§i: ~igTa
S dem vorheraehenden Capitel haben wit gefehen,
daf die Differensialgleichung
dz

E"=n_’in*1 Ao (ﬂ——- I)Axn_z' -i" Cn—gjﬁxﬂ"; it
X

fn — 3)Cxnr4 + 14, =0

lauter reelle Wureln hat, wenn die Wurgeln der Gleichung

z2 = x — AXn~T f Bx0n~2 — Cx0~3 4 Dxb-4 — jc,

— o)

inggefammt veell find, und jugleich ift. geseigt toorden,
dag aud Der Realitdt aller Wurieln der Differensialgleis
dung nicht fliet, dah auch die Wurseln der Hauptgleis
dung inggefantmt reell fepn, Dagegen fann man, wenn
die Diffevenzialalerchung imaginare Wurseln Bbat, bes
baupten, daf die Gleichung felbft renigftens ebhen fo viel

- imaginare Wurgeln haben werde, ich fage jum wenigfteir,

denn fie fann decaleichen audy mehrere haben, Auf diefe vt
136t fich aus der Differensialgleichung nichts weiter folz
gerit, alg daf die Hauptgleihung, wean die Differenzials
gleidhung imaginave MWurjeln bat, ebenfalls und sum roes
ni'gftfn auch eben fo oiel imaginave Wurzeln haben werde.

§. 315.

Wenn eine gegebene Gleichung durch irgend etne Pos
teftat Der unbefannten Grdfie xm, wo m eine gange pofis
tive Sahl bedeutet, multiplicict wird: fo hat, weil die
neue Gleichung lauter veelle Wurseln hat, wenn die Wure
jeln der gegebenen indgefammt veell find, auch die Differ
remgialgleichung, durch xm-x dipidict, lauter veelle FMues
jeln,  Wenn daber alle Wurieln der Gleichung

X% — AXU-T - Bxu-2 — Cxn-3  Dxn-4 —'3¢, = @
veell find: fo hat audh die Gleichung
(m¥n)




124 Deitter Thel.  Deepgehntes Capitel,

(mfn)xn—(mfa—1)Axe- T (mfFn—2)Bxn=2 —g,
' = 0
fauter rveelle TWurieln.  Auf abnlicdhe Art Hat auch die
Gleihung, teldhe man durch die fernmeve Multiplication
mit xk und abermalige Diffevensiation ethalt, ober
(mfo)k fo)xt—(mftn—1I)(kftn—I1)Ax0-T%
(m"‘n—-::’k*"n-—- 2)Bx0-2 —¢, =0
lauter veelle Wurgeln, und jugleich fann man auf diefem
-5*“--“:.?-* fo weit: fortfabren ald man will. Benn aber eine
folche Gleichung imaginave IWurgeln fat, o fann man bey
der Entdecfung diefer Wurseln ficher behaupten, daf aud
vie gegebene Gletchung jum wenigfien eben {ovicl imagiz
nave Wurgeln Haben werde,
&1 :‘;r-’i

LS
o

Soent die geaebene Glcichurna vov der "“11 veftjiation

mit Peincr Poteftat bon = mult et wird, fo freigt man
iy ; Sy LY v f f " P ¥ K] SAL . } y
bey dev .3-:*.”. peilung von \->;-,r_.~ ju Grad ab. TBenn alfo
vie Gleidhbling

X ARN-X IR gReR L Cxlie 3 h e =ie
fauter veelle TBurscla bat, fo baben aud ihte Diff ereniials

gicv:[)ungcu vor allen Oronungen lauice reelle Wurzeln

€8 jind demnach audh alle Wurgeln foigender Gleichungen

reell.

nxt=¥ — (0 —y)Axn-2 4 (n—2)0x8-3 — (n—3)Cxn-4
s E e o

n(a—0)x172—(n—1)(n—2)Axs- $4(d—2)(n—3)Bxo-4
— o =0

o(n — 1)(n — 2)zn-3 — (n— 1)(n—2)(n — 3)Axn=4
2 )

A(n—1)(n=2)(n-3)x0-4— (n~1)(n—2)(n=3)(n—4 Azt~
ST e o)

p{ 8
und

R e

VL S

=
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Bon den Teanjeichen der {magindren Wurgeln, 125

und diefe Gleldhungen faffen fich - quf folgende” Form
bringeu, :
n— 1\: n— I e
en-1 _(____ Axn=2 -}- ( - )(I‘l 2)Bxﬂ—3 S
n nin— 1)

[ca==iay '/11—“"‘2\:'.1']"_'

¢ ._}L_ﬂ.f_-( “Qcm% T % =0
D(U — ]_,\'J e 2)

2 s 4 (' —2)(n — 3)

AN=D e

n l';(u —_— I)

| —_ 2 —4)
(n 2~ 3)(n Yeoxo=5 F 0 =0
n(n — 1)(n — 2) ;

Bxn-4 —

ER= 3w @_.fﬂﬂxn—q. li' (n ”—g)(ﬂ Ep 4)Bxll—f s
n n(n—1)
(o — 3 — gn—3)

- . Cxn-o6 Ll
n(n — I)(n — 3) T

-4 (_n__:@;aﬁn«-f ;- (n—4)(n — Sjﬁx
i1 n(n o 1)
(4 — )(n — 5)(n — 6)
n{n — 1)(n -~ 2)

0,

L=

Cx"=7 4 3¢, =

: S 317
Auf diefe Art 165t fich die Deurthetlung auf Gleichuns
gen, toelche um Geftimmee Grade niedriger find, als die
gegeberte, ausdepren. it 30 B m trgend efite Fleinere
Bablalé o, fo {ind, mwenn die gegebene Gleichung lauter

veelle Wurgeln bat, audh alle Wurseln faigenhcr@(e:’c@ung
bom Grade m veell,

m mim —=
XM o Aemy _(T._____}.?mewz e
n n(n— I)

m(m — 1)(m — 2)
—— < Mm=3 il 0 06"
; n(n — 1)(n — 2) S G g

Sest mant m = », fo befommt man die Gifeichung
X2




130 - Dritter Sheil.  Drepjehntes Capitel.

die gegebene Sieichung
¥ - Ax0-1 4 Bxt=2 «— Cxf=3 i, = O

lauter reelfe SBurseln bat.  Da aber diefe quadratifde
Gleidbung Feine seelle Wurzeln haben fann, wofern nigdt
AA AT . & e

— s '——"__Bift, fo folgt audy, dah Die gegebene
nn’ - a{h—1) :

@Gleichung nicht [auter teelle Iurjeln Haben toerde, wos

; 2n piks 2n i
fern nicht AA 5> ——B ift, . Wenn alfo AA < —B1ft;
3 nE—k H—1
fo fft-dics eint ficheres Kennseichen, dafi die gegebene Glei

thung jum wenighen jroey imaginare Wurzeln hat,

§, <318

Hier haben iy alfo.cine Cigenfchaft Fennen aeletit,
twelche den Coefficienten der Drep evften Glieder nothtvern
dig jufommen muf, toennt alle Wurzeln: der Gleichung veel
fepnt follen; und diefe Sigenfchaft ift eind von den Kenm:
jerchert, devent wiv im Anfanae diefes Capitels ertvabhnten

. a5
Denn wenn duch aus der Beftimmung AA > n—"_—-;B nichts |
fue die NRealitdt der Wurzeln folgt, fo ift doch diefe
2n

AA < ———B ein. fideres Kennjeichen dev Antwefenfeit |

stoeyer imaginaven Wurgeln,  So muf, tverin man fara |
nach und nach 2, 3, 4, 5 2, fest, wenn alle Wurgeln recl
fepn follen.

Bey
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Bon ben Kenngeidyen der imagindren LWurgeln, 127

bep fepn
X3 — Ax }+Be=o | A2 > 4B
X3 — Ax2 +Bx —C=o0 Az >GB
x4 — Ax3 T Bx2 — Cx + D=o A2 3B

x¥ — Ax4 | Bx3 — Cx2 + Dx —E=o A2 1op
und weni alfo das jwepte Glied feblt, und det Eocfficient
bes Dritten Glicdes odet B pofitiv, d. b. bdie Sleichung
X8} Px-2 — Cxn-% 4 Dxv-4 — 3¢, = o
ift: fo Fonnen nicht alle Wurseln veell, fondern e8 muffen
sum foeniaften jwep imagindr fepu,

§ 310
Dergleichen Kennjeichen laflen fich anch fir die Coefe
ficienten der drbrigen Glieder finden, wenn man errvagt,
daf die Gleichung '
I — Ay T By2 — Cy3 } Dy4 — 3¢, — ¢
ebert fo viel veelle und imagindre utseln hat, afs die gex
gebene.  @s entfteht nemlich Diefe Gleichung aus der ges

gebenén ditrch die Subftitution x = —I~, fo-Daf man durdy
y

die Wurgeln diefer Gleidhung jugleich die Wurzeln vou
jenet fat.  Hat alfo die gegebene Gleichung und alfo audy
folgende,

I — Ay 1 By2 — Cy3 + Dy4 — 3, = o
fauter reelle Wurgelt, fo find audy die Wurgeln der Dif:
fecengialgleichung von diefer,

-—-A;I'QB}'—3C}:1 t 4Dy3 — 6. = o

. o i ; e B
msgefamme veell, Subftituict man nun wiebér x fur—, fo
y

- befommt man bie Gleichung

AXn=I —u apxn~2 -]1'- 3Cxn=3 4Dxn~4 f 3¢, = 0
und die Wurseln diefer Gleiching rwerden indgefammt veel
/}L(.‘I)Il,




128 Dritter Sheil,  Drepsehrites Capitel,

fepn, toenn die Wurgeln der gegebenen Gleichung foldes
find, - Hievaus evhellet {hon, daf fue n = 3 nothiwendig
BB 5 3AC fepn muf.

§v B320.
Differenziivt man aber jene Gleichung toeitér, fo bes
fommt man

11— 2 (= 2)(n — 3
Axn-2 — _._T____.) Ixn=3 3¢ )_\ ,_‘2;};: g -4
n=—iq (0= 1)(n+-2)
0. =270
2(n—3) n— 3)(n — 4)
Axn=3 — T~ dopyncd 4 3( E2 Cxos$
n—I 3 (nmi‘]\n—*..)
— A, = 0O
2(n—4) i — 4)(n — 5)
Axi-4 — = }’!1;};“-5' Fos T T A A R
n—I (ra= 1NN 2)
e | Uil
10
alfo uberpaupt, wenw m eine Fletnere Sahi ald n ift,
2m 2 mam(in == I\'
Ax — — pxm-T L T~ CxM-2—(, =@
n— I (n—1)(n—2)

Sept man nun mo== 2; {o befommt man die Gletchung

Axz — —i---lﬂx Ha 6 =

e m——

n—1 % (n—1p)(p—2)
wo, twenn bie Wuvieln veell feyn follen;
4BB 64C
Er:;—ﬂ )= < f’q‘— 13 11-"j
fFl.m muf. Soll alfo die gegebene Gleichung lauter veelld
SBurzeln Haber, ]u_nu:g;

(n —
BB & 1— !);\ \
2(n —-2)

fevn, St bingegen
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n'-—=1

BB & Si D)
2(n — 2)

fo ift Dieg ein fidheres Kennjeichen, daf die Gleichung jum

fenigften jtoep imaginare Wurgeln hat. It alfo

n = 3 fo hat-man an BB > 3AC

AC 7

P
i — B S DRt S sBBb—g—-n“-'AC
&2
== 862 ¥ g BBb-g—'-iAC
_ o f f
ein Mertmal,
§. 321,

Um diefe Kenngeidhen auf die folgenden Coefficienten
ausjudehnen, wollen wir die vorhin gefundene Differens
sialgleichung : :

— A T 2By — 3Cy2 ¢ 4Dy3 — sEy4 f 10, =
toieder jur Hand nehmen, und fie von newem Differenziiven,
wodurch wie

2B ~~ 6Cy + 12Dy2 — 20Ey3 a6 =0

o R Lol 4
befommen, Geen wir Bierin mieder = fue v, fo wird

Bxn-2 __ 3Cxn=3 T 6Dxr-4 — [6Exn-% B30 2=
und durdh fernere Differenziation diefer Gleichung beFom:
men ig |

ey = 0= Doy 6= 6~

n-— 2 (=2)(n'— 3)
— . =0
und uberhaupt

6m(m — 1)
(n—2)(n—3)
- 0.

ul. Diff. R. 3.T6. 0. 2.5, 2265, §  RNimmt

D xn-§

BxIn —g_nl__cxm—i .i.

Dxin~2 ~— 1,
===
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timmt man m = 2;. fo_entfieht die quadratifde Glei:
chung

.Bx,z___n.g 6.2

n —F;CX T L{n — 2)(n —.3)
peren SBurzeln veell fepn twerden, toenn
ce 6 .28D 4(n — 2)

(niz)i : L(n——-z}{n = odet .CC > 5‘%-;—_-:51:0
ift. Benn alfo die gegebene Gleichung lauter reelle Wuyz
4(n — 2)
3(n — 3)
bies nicht ift, fo hat fie jum wenigften ey imaginare
Wurgelrs ;

D=0

el baben foll, fo muf cC > BD fepn, und twenn

§. 329,
Wenn wir die Gicichung
2B — 6Cy T 12Dy2 — 3¢, = &
pow neuemn differensiiven, o it
— 6C°F 24Dy ~— 60Eyz T 1. = 0
g oDer
C=— 4Dy %} I0Ey2 — 2oFy3 *+it. = o

Sestaman bierin wieder % fiir =, fo erhalt man
Y

Oxn=3° s _'erxﬂ-q. »1- TOR Xn—851-=5 20Fxn-6 -f- L s
Diffevengiivt maw diefe Gleihung von newem, o wird

Cxn-a . 4 — 4) ., 1o(n—4)(n—5)

—= Dxn~§ - Exn-6

(n=—3) Y (n—3)(n—q)
—lGr= 0
n — (n—5)(n=—
4‘E '*‘QDXH-S 571 ACPAS 6)5 xn-=0
A(R=3) (n—3)n—4)
— W= &

P ) 7
A“l_!-:, AR A N ALl o
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Iom(m — 1)

m :
Cxm — ._4‘__Dxm—1 ‘I- Exntz — 0

i (2 =3)(n—4)
= 0,
Sefst man m'== 2, fo find
Cx2 — =—_ 2

. ~TSEE (o >
D 7 . e et e e cmggins —
=3 m = pmEpE =0

und wenn die Wureln diefer Bleidhyung reell fepn foller,
o mug :

4.4

. L B0 [ | '

D ~————=CE, ¢d

E=3% " "= e =g n W
4(n~= g)

feyn,

§.. 223
Dievaus 13t fish fhon das Berbaltnif afler Coeffie
clenten hinlanglich beurtheilen. Solf alfo iiberhaupt die
Olidung
XM . A gn-X ‘f' Bxi=2 —» pgi=3 + b_xn-d. o Bxo-¢
: T =0
Tauter reelle Wurgeln baben, fo muf
AA 5 o——0 B
I(n — 1)
Sl =1
2(n =& 7y
o (e DR
3(n — 3)
DD: i 230 T R)CE'
4(n — 4)
EE ~ 6(“ == 4)
5(n:—="5)
.

(o

3 2 fepn.,

BB =

DG
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fepr.  Jeblt-eirte pon diefen Bedingungen, fo Lat die Gleiz
chung qum toenigfien jwey imaginare Wurzeln.  Wenn
ferner diefe Fennjeichen nicht von einander abhangen, fo
ift auch -feicht eingufehen, daf die Gleichung eben fo viel

Paar'imaginare Wurzeln haben twerde, 4I8 von ihnen nidt

ftatt finden, ~ Dagegen £onnen alle ermwahnte Bedingungen
bep einer Gleichung angetroffen werden, obne daf daraus
eine gangliche Abmefenheit der imagindren Wurzeln ges
{bloffen toerden dicfte; ja ed fann dabep eine Gleichung
lauter imaginave Wurzeln Haben, Man muf daher diefe
Kenngeichen auch nicht toeiter ausdehnen, als fie nad) den
Quellen, woraus fie abgeleitet find, audgedebnt toerden
durfen,

§. 324

San erfennt aber bald, daf nicht ein jedes fehlende
RKeringeichen Des vorhergehenden §. ey imaginare W
jeln anjeigen fonne, Hat nemlich eine Gleichung n Dis
menjiofien, und folglich n f x Glieder; fo giebt jedes das
bon, Das evfte und lehte ausgenommen, und affo alle’n —1
Reningeichen ; aber wenn audy alle fehien, fo fann doch die
Bleichung nicht 2n — 2 imagindre Wurgeln haben, da fié
i allem nut n Haben'Fann, Feblt cing von diefen Kenn
seichen, fo ift man gewif, daf die Gleichung zwep imagis
nate Wuvgeln Hat; da aber anch die Abtvefenheir jioepes
ebenfalls nue gwey imagingre Wivgeln anzeigen fann, fo
mug man dabey unterfuchen, ob fie unmittelbar anf eins
ander folgen oder nidht. . Sm erftenalle wird die Anzahl
ber imaginaven Wuvzeln' nicht grofer, im andern Falle
aber jeigt jeded jrvey imagingre Warzeln an,  Sft dabet
3 . aleich

AA

|
|



Bon den Kenngeichen bder imagindren MWurgeln, 153

B und BB < 3(n I)
2 2(n — 2) 2)

fo folgt doch Daraus nicht nothwendig, daf die Gleichung
bier imaginare Wurgeln habe; aber dagegen bat man
Recht diefes ju £=-ef;=r.mpten, toenn

AA <

AA < Buni:-cc-:d’gnm)
e T | 3(n:—3)
; 3 —1), .
eep BB > e )ﬁ.c it
- §. 325,

Aus jroepen unmittelbar quf cinander folgenden Kenn:
seidhen der imaginaren Wurseln folgt alfo nidht mebrald
aug einem, abev twenn diefe Kenngeichen tn unterbrodener
Drdnung auf einander folgen, fo daf jmwifchen je jroepen
eines oder mehreve fallén ,<fo geigt jeded die Unwefenbeit
iweer imaginaven MWurzeln an. Hierdureh gelanat man
gu folgender Regel. Man fehreibe iber die Glicher bov
gegebenen Gleichung, das evite und leste ausgenommen,
die vorhin gefundenen Coefficienten der Rennmeichen

2n  3m—1) 4(m—2) 5(n—3)
n—iI "2(n=—2) Q(n—-g) 4(n—4)

R0 — Axn<T f Pxur2 o Cx3-3 4 Dxi-4-—j(, =
ofs
i

ALy
* . . . . s . e Wt

Dann unterfudbe man die ﬁuab'a*e ver Coefficienten, und
itbetlege, ob fie grofer oder Eleinet {ind, aid das Produft
aus dem dardber ftehenden Bruche in die angrenjenden
) _@Socnlmcnten, und fa,rewc 1L e )fm L«;pﬂe Dasd i?*mcn 155
im andern aber dag Jetdhen — unter des Glicd, unter
vag erfte und letite aber alleral i Cj.:"r Bies gefcheben, fo
bat die Gleidung wenigfiens ehen 7 viel imagindre Wars

~ el
£ o S
i S v
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seln af8 bep den untergefchricbenen Seichen Abmwechfelun
gen angetroffen werdein

§. 236.

Dies ift die Neael, welche Yewton jur Entdecung
der imaginaren Wurgeln dey Sleichung gegeben Hat; man
muf-adey die Bemerfung dabep nidt aus der Acht fafien,

«Dak etne Gleihung mebr fmaginave IBurseln Hhaben fann,

al8 man ducd) fic ju entdecfen im Stande ift. Diefes Ums
ftanded toegen bat man fich Mibhe gegeben, andere
abnliche aber meiter reichenve Regeln gu erfinden,  Unten
diefen ift voriiglich die vor Campbell merflrdig, weldhe
man Der Audgabe von Ylewtons Arithmetiea univerfali qn:
gehange findet, und auf folgenden Lehnfage beruhts
Wenn , 8, v, %, 5, 21¢, Srdpen bedeuten, ihre Anzaph
= m, und
« T8 tv t¥ b fa =S5, und
el T T B R TR
if: fo ift offenbar v > 0. Da aber audy
§§ — Vv

«f T ay T ad T 8y T A% T 20 =
it, fo wird i

(m — DV >SS — Vv, oder mV » S5,
Denn timmt man die Huadrate dev Diffevenzen 3wifchen

Pt &

1¢ jtoeyen von diefen Grdfen, fo ift ibre Gumnie

—

(=R} (s=)2 £ (a—)2 § (8—7) t (3—)2 116

(m—1)(s2 182 }2 +a=;c.)__z(a,s Faytadd gy 20

5 Ty
(m— 1)V — 2( : V) == mV — 8§.
= .

Da



)

LR T Y

B o)

|
?

Bon den Kennzeichen ber imaginaren FWursehn. 135¢

Da alfo die Summe der Duadrate reeller Grofen allemal
pofitiv ift, fo [t mV — 85 & o, und alfo mv =S8,

§. 327,
Diefen Lehnfap povausgefent, fen die Bleichung
X0 — AXP-I o PBxt-2 — Oxn-3 f Dxp-4 — Exn-¢
T Fxn=6 = ¢, w=ron |

gegebert,  Gind alle MWurseln. diefer Sleichung reell; fo ift
die Anzahl derfelben == n, und wenn man- dic 2Wurseln

‘3, b, ¢, d, e, nennt, nach cinem befannteh Sane aus dee

£efhre ‘von der Natur der Gleichungen
' Sabl dey ®fieder’
=a bt ct:ddle i |n

B=abtactadfbectbdi B(n - B

et
Al A(n o= Y aein
C = abo -+ abd tabe +acd 4 bed 0. 12 1 13\“_ : 2)
D = abed ']L abce 'I" dbde ~I- ¢, ECH;—!)(U*——E)E!‘IMR}
v 203 .4

¢,
Jtimmt man nun von den Glicdern dizfer Reibe die Duas
drate, und fegt dabey
a2z T b2 § c2;fdz Foa
a2b2 + a2c2 | a2d2 bze2 ¥ 1
a2b3c2 4 a2b2d2 fazbzez 4 a2c2d2 g
a2b2c2d2 | azb3c2e2 4 azb2d2ez 7 10

€, -

“wpm

Uuun

0 ift nach der Lehre von den Combinationen

Pr=A2"—. .53 - :
Q = B2 — 24C + 2D 2
R = C2 — 2BD ¢ 24E — »F
8 = D2 — 2CE } 2BF — 24G t+ 2l
2, .
3 4 §. 328.
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§. 328

T:__’_...'f | Nach diefem Lehiifase haben twir
R _ nP 5> AA

n(n — I)(n — 2)
Ll 235
) de ol n(n—I)(n—-:'}fnw—gjs R
s GO R B
F{k

und fegen wie daher fir P, Q, R, 1. die vorhin gefundes
fien Werthe, fo befommen wir folgende Cigenfdaften Deg
geclien Wurjeln

2n
nAA — 2nB > AA, oder AA > :_HEB

R> CC

n{n — 1 g an(n — 1
s et ‘jacf—n%“ “Y5 5

o) o2 §iv'2
il oder
2n(n — 1)

s (AC — B)
g(n-—i) '
I 2
Huf dbnliche Act geben die folgenden Gleichungen

an(n ~—~ 1)(n — 2)

BB >
i) |

| Il iy .
Gades o PR
e
2n(n—1)(n—2)(n-—3)
BD & 234 | (0R—BEtAG—H)
n(a—1)(n—2)(a==3)
AReR 3 T

Hiee
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Hier wird alfo das Quadrat der Coefficienten nicht bloh
mit dem Produfte der angrenzenden Coefficienten vergli-
den, fondern auch mit dem Produfte derjenigen, die auf
bepden Seiten gleid) mweit abftzhen, fo dodh, daf diefe Pro-
dufte wechfelsiveife pofitiv und negativ genommen werden.

§e 2 2208 : ]

Man mufp demnach uber die Glieder der Gleichung,
dag erfte und lepte auggenommen, die Briche fchreiben,
deten Sahler die Coefficienten eines Binomius in derfelben
Dignitat, und die Nenner eben *diefe Coefficienten um
eind permindedt find, Behandelt man auf diefe Art die
quadtatifchen, cubtfchen, biquadratifden Gleihungen 10,3
fo ift .
' fue die quadratifchen Gleidhungen

&4

b o
X2 —AX 9B == 05 A2 %'B
fur die cubifden Gleihungen
[ 6
z z
%3 — Ax2 4 Bx — @ = o

A2 > 3B und B > 3AC,
fir die biquadratifhen Sleichungen
3 s Fhsiet B
x4 — Ax3 | Bx2 — Cx + D=
A% >'iB; B2 > 2(AC—D); C2 > £BD,
_fie die Gleichungen des fanften Grades
'.IU "'CI "‘0 IO
-'lt"—ﬁxﬂn']'fi:«3 -—-Cx?r*[‘Dx-—E'—'o
AA > 35 B2 5 22(AC — D); C3 > 3°(BD — AE)j

D2 & Y°CE,
fut die Gleichungen ded fechsten Grades
rz c 41-) 3-.; 'l >

zﬁ—hx"-beﬂ--—-chz-I-sz-w-m,—‘lww o
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A% 51205 B2 5 33(AC = D)3 C2 > $8(BD—AEHF);
Dz' % 28(CE — PF);" E3 > 23DF,
. i v,
§i 330.

&eblt eind von Ddiefen Kennjeichen, fo erfennt marn
Paran, daf die gegebene Gleichung sum mweniaften  gtoey
Amaginave Wursely Hat, fehlen abes mebheeve, fo mug nan,
Da die Gleichung nidht seomal fo viel imaginave Wurieln
haben fann als es Kennzeichen qaiebt, einen abnlichen MWeg
einfchlagen, als vorhin bep der RNewtonianifchen Methode,
Sit nemlich das Duadrat des Coefficienten ecined Gificdes
atdfer als das Produft ausg dem tber dem Coefficienten
ftehenden Bruche i die Produfte dob anfiegenden und quf
beyden Seiten gleichmeit abftefenden Coefficienten, fo fent
man das Jeidhen +, und im enitgegenftehenden Kalle das
Jeichen — darunter, it Dies gefcheben, fo geigt fede Az
wedhfelung der Seichen cine imaginare Wurgel an. Wenn
vaber diefeRegel anif mehr imaginate Wurgeln fahet als
vie Newtonifdve,. fo Fomme fic Der Wabhrbeit naber; ed
Tann aber die gegebone Gleichung mebr imagindre Wug:
geln baben, ald man nadh bepden Methoden findet.

(e SR

Man wivde fich bemnach ivven, menn man diefe Kenns
~ deichen alg fo. vollfommen beteachten toollte, daf dadurdy
alle veelle und imagingre Wueseln entdeckt werden Fongs
ten, und die Folgen daven tofirben mit dem Grade ber
@Sfcid)ztng-_5une{)z_ncn, BDey der quadratifchen Geichung
find fie vollfommen gureichend, abey jchon die cubifdhe Gileis
chung fann ey imagindee Wurgeln Haben , wenn nran

aleich
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aleich durch fFeine von jenen Methoden davauf gefihrt
wied.  Um diefe Falle fennen ju lernen, fep die Gleichung
: X3 — Ax2 T BX —€.=0 :
gegeben, wo die gedachten Methoden, wenn AA 5 3B und.
BB > 3AC ift, feine imagindre Wursel anzeigen, Nadh.
§.306. muf aber auch, wenn Feine imagindre Wurjel fratt
finden foll, B < 3AA fepn, und eben bdiefes beifchen jene
Wethoden. Sest man alfo B=1aA — i, fo muf ¢
stotfchen Den Srenzen
2743 — IAF — A3 und A3 — A+ 263
enthalten fepn, und die cvtwabnten Methoden fordern

Pt

it BB f4
[ofi, da —, D z5A3 — 22 AT — fen),
blof, BC-::% oder C < 77 TQ?AM

Diefe Bedbingung fann ftatt findenr, foenn gleich .C nicht
sifchen Den angeseigten Grengen liegt,

§ 332
, : . fa ]

Jft nemlich C== ;1A% — JZAf T =% —gg, {0 nimme
man nacy jenen Negeln Feine imaginare Wurieln wabr,
und dennoch werden jwey imaginave Wurseln fratt finden,
wenn

7
B3 o AT - —gg < AV — AR — i3
oder
f4 ' 2
233 — ZAF}-— — gg & LIA3 — IAF | 5363
274 i
o - ff ] Af)2
tit.  Wenn alfo entweder gg &> L—gﬂ—-

Af — £ . | :
g_‘”g_"";v,\): ift, fo hat die cubifche Gleichung jwey imagis

nave Wurgeln, wenan audh feine der befdhriedenen Metho:
oen

oder gg . <
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den Dergletchen anjeigen,  Wir DHaben aber A pofitip an-
genommen, teil dic Gleichung im entgegenfrehenden Falle
burch die Subfritution x = — y fo vermandelt mwerden
Fann, daf A pofitto wicd,  Hiernady laffen fich unzdblige
cubifthe Gletchungen machen, toelche ywey imaginare Wurs
gebn haben, die man nach den befchriebenen Methoden niche
gntdecft.  Denn fest man :

f£h AF)2 .
= Q:qi + bh, fo. toitd
o |
(f— AA)2
C=i- 27A "\J g8 = 37A% — JA -~ ;33 —hh

b fent man

(AP §)a | %
hh th
fo Daf hh < oy ift, fo roicd

C=33A3 — SAR + 523 4 hh, und
B = 3AA — 3ﬁ'i
in-bepden Fallen aber beFommt man eine Gleicdhung mit
awey imaginaten Wurseln, relche fich durid jene Regeln
wicht entdecken laffen. '©8 fep 3. B. A =24, F=1; fo

il : 25 ;
Wit B = 5, und, da hierdurd) gg = E;% T hh wird, C=

== e E — hh, it daher C*: — 1.‘3’ hat

DieGleihung x3 — 432 5% — € = o allemal g,mcu imas
ginave: Wurgeln. - Rimmt man aber go = 3£ — hh, fo
muf hh < 5% fu)n, und e wird C== ¢ — 3L T hh=
2 T hh  G§ fen Bh='3%, fo hat die Gleichung x3 —

4?‘.‘1‘
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4xx1'5x — 32 = o jtoey imaginare Wurjeln, vbgleich die
bfters ermwabnten Regeln auf feine fipren.

§ 333
Sa e8 laffen fich. audh allgemeine Gleichungen madben,
tobep dieftLiethHoden FeineimagindrendBurgeln angeben, 0b
Diejelben gleich dfters swen und mebreve imagingre WBurgein
enthaiten, Dies findet aliemal fratt, wenn in der Gleicbung
{tets ey abnlide Reichenauf einanbder folgen, micin diefem
X =~ AxN=X — Bx0-2 f Cxd~3 4 Dxn-4 — F xn~5 o«
Fxus6 + 3¢, = o
phet
‘xn'{-f\x'ﬁ«'v.'{ — Bxn~2 — Qxn-3 T Dxn-4 t E xo>§ =
lE0,
Daf aber diefe Gleichungen tmagingre Wurzeln haben
Fonnen, ethellet fchon aus dev cubifchen Gleichung
¢ x’i‘h-hxz—ﬁx*fc':o
Welhe aliemal jwey imaginare Wurgeln bat, wenn &=
AA T 3B gefest wird, und — C jwifden den Grenzen
$EA3 S FAR — ;263 und LIA3 — Faf 323
fiegt,  Fndel laffen fich diefe Galle aug_ jenen Regeln abz
letten, wenn man die Gleichung durd) eine Subftitution
auf eine andere Fovm bringt, Denn fest man
x =y Tk, fowid
¥2 1 3kyy t 3kky T k3
=AYy = 28ky = Akk
~= "By’ = Bk
+C
und diefe Gleichung nach den befdhriebenen Methoden it
tecfudht, ift quodederft, rofe fogleich in die Yugen fallt,
(3k — A)2 5 3(kk ~ 3Rk — B)

=10

und wenn

(3kk
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(3kk — oAk — B)= > 3(3k — A)(k3 — Akk — Bk T C)
fepn foll, toie das anbere Kenngeichen mit fidh bringt, fo ijt
nothroendig, daf '

BB + 3AC F (AB — 9C)k + (AA % 3P)kk > 0
fey, was aud k fir einen Bevth habe. Man nehme dems:
nach k fo, daf Diefer Auddruck einen Eleinfren Wevth e
balte, 0. b, man fefe Iz:—v————m-?e i , o e8, toenn diez
; : 2(AA T 3B)
fer Ausdruc noch = o ift, wabhrfdeinlich toid, daf Feine
fmagindre Wuvzel fratt finde. €8 wird abet

(AB — gC)2  (AB — qC)2
BB ”i‘ 3&0 — :*'—'——;"""IL f‘ E"’“:""—'.*'z':)—"' -
2(AA T 3B) 4(8A T 3B)
et

(AB — ¢C)2
4(AA ' 3B).
Do alfo B == 2 — ZAA ift, o toird
4f(5f4 — ZAAfE T 2A4 1 3AC) > (RAff — 3A3-—qC)2
ober _
4f6 — AR2f4 | 4 A4 T 108ACH
iy .
(A2f4 — 2 A4f2 = 54ACH F AG § 54A3C 5§ 729CC
poer .
4f6 & gA2(4 —6A4TT— 162ACH AG +54A3C 4 729CC
und toenn man alfo die Faftoven nimmt, o muf fepn
(263 T A3 — 3Af+ 27C)(af3 — A3 30f—27C) 50
€8 geigen bemnady jene, Negeln imagindre LWurjeln ar
wenn

BB T 3AC >

Cit
C >
C <
€<

(&)

(&}

+ Iaf .f 523, pder
3k EAf — L2f3, und
.hng Pi' %:\f .-I.. ‘_3$f3

¥l
A= =d]= ~i|= A

wi
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ift, und dies find cben die Bedingungen, weldve wir oben
gefunden haben,

W33

Hievaunf 1t fich ateh Der Berveis deg Hacriottifden
Bages grinden, daj jede Gleichung fo viel reelle pofitive
Burseln habe, als in der Gleichung %Ibmec{)'i":lungen, und
fo viel negatipe, al8 darin Solgen gleicher Reichen por:
Fommen, Ungenvmmen nemiich, daf die Gleichung

X0 - A xn~1X -11. Bxn=2 o Cxu-3 -11- Dxn=4 =, I

lauter veelie und pofitine Wurseln babe, fo werden icht

nue auch alfe Wueseln dey Qiﬁeveng,ialgicic{umg
XL (0 ~— 1) Axn=2 TH(n = 2)Bia= 30 typ an g

veell und: pofitio, fondern jualeich die Brenjen der Wups
geln von jeney Gleidung fenn. Ferner bat alsdann auch

oF g el 1 : g,
Oie dutch die Subftitution x — — entftehende Gleichung
7

I =~ Ay T By2 — Cy3 T Dy4 — 3¢ = o
fauter reelle und pofitioe MWurgeln, mweldhe abee die teciz
profen Grdfen von den Wurzeln der Orundgleichung und,
alfo Grdte find, wenn diefe ju den Kleinfen gepdren, und
umgefefrt,  Dies botausgefest differensitre man die aeqes
bene Gleichung, big nan 3u Der einfachen Gleidhung x —
o = O gelangt, o die Wursel pofitiv ift, und der Coefs
ficient Des smwenten Gfiedes negativ, it foir angenoime
men baben.  $Hasrp bingegen diefer Coeficient das Seichent
T, fo wirde folgen, dafi die Gleichung nicht lauter pofitive;
fondern zum wenigfien eine negatipe Wurgel Hatte,

'«
S
(P
Ay
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§. 335
gBenn die gegebene Gleidhung in ihre reciprofe Blei:
chung vermandelt und differengiict, dann aber x toieder
eingeftibrt, und die Differensiation fo lange fortgefest
roird, bie man nad §.320. auf die einfache Gleichung Ax

~

B = o Pommt, o witd aud die Wurgel diefer
n— I /

Gleichung pofitio fepn, wenn die gegedene Gicichung lauz
ter veelfe und pofitive Wurzeln Hat, und das groepte und
dritte Glicd diefer Gleidbung dabher verfchiedene Seichen
haben.  Haben alfo diefe Glieder cinerlen Jeidhen, fo ift
folches ein Rennzeichen von roepigftens einer und jrwar Hon

‘der porigen verfchiedenen negativen Wurgel, fo daf, roenit

dic drep erfien Glieber einevlen Seichen hHaben:, diefes ¢in
Kennzeichen von der Antwefenheit srweper negativen Wuls
geln ift.

§. 336

Gest man auf apnliche At die Verwandiung und
Diferenitation nah §.321. fort, bis man auf die einfacye

Gleichung Bx — n——i-’zc = o fommt, fo muf auch dIt

Bucyel diefer Gleichung pofitiv fepn, menn alle Wurseln
der gegebenen Gleichung folched find; und wenn alfo dasd
dritte und dierte Glied einerfey Jeichen Haben, fo ift biesd
wieder cin Kenmgeichen einer negativen Wurzel, Uebers
baupt ergiebt fidy auf diefe et allemal eine negative Wuus
3el; wentt gwey auf einander folgende Slicder einevlen Jeis
chen Daber, uad es miffew Daber in jeder Gleichung fo viel
negative Wurseln fepn, ald fie Folgen gleicher Jeichen ents
balt. MNahme man an, daf die gegebene Gleichung laws

fer



-
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ter negative Wutzel hatte, fo urden, weil bie Wurseln
aller aus 1hr bergeleiteten @iﬁerettgialgkicbungm ebenfallg
negativ waven, alle Glieder einerlep eidyen haben mifen.
Wenn affo jwep auf einander folgende Glieder vecfdies
dene Seichen hatten, fo wave diefes ein Merfmal von dep
Anroefenpeit einer pofitivern Wurgel, uad auf apnliche Art
mifite man der Gleihung jum wenigften fo viel pofitive
Wurgeln beplegen, als fie Abrechelungen dev Jeichen ents
bielte. Da nun jede Gleichung gerade fo viel Whurjelr
hat, als es barin Folgen bon jwep unmittelbar neben pins-
ander ftependen Sefchen giebt: fo folgt audy, dag jede
Gleichung, deven Wutzeln indgefammt veell find, dacunter
fo viel pofitive haben werde, als fie Abwedbfelungen, und
1o biel negative; als fie Folgen gleicher Jeithen enthart,

Bul Diff. R.3.Th00.2.Th.2.0h,. & Biew
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Won den Differenzialien fiir befonvere Falle,

§. 337

%c;m y 1waend eie Sunftion von x ift, und diefe vews
andecliche Grofe x um den Jumwadhs » permehrt wird
odet x it x - @ ubergeht, fo befommt dadurdy y folgens
Den TWerth: |
,eody . w2ddy | w3d3y . wdddy
e 'é'dxsy LTPTTETI

und alfo y den Jumwacdhs

edy . w«2ddy w3d3y wdday

dx i 2dx2 6dx 3 24dx4 s
tie aug dem Obigen beFannt ift.  Wivd alfo »= dx, oder
x um das Differengial dx vermehrt, fo wird der Jumadhs
pon y ;

dy T 2ddy T $d3y { ;31d4y T 1

und dicyer Slimac[)é ift Das vollftandige Diffevenyial von y.
Da indef jedes Glicd diefor Neihe ju dem folgenden ein
unendliched Berhaltnifi hat, fo verfdhwinden alle folgende
Glieder gegen das erfte, fo 0afi dy das gewobnliche crfte
Differengial von y wied.  Auf abnliche At find die jroeys
ten, Dritten und vierten Differensialien w. f. f. von'y
folgende

dd.y
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1B Bash ey 15 31
ddiy =ddy T =d’y + —diy: d’ déytc
y IEs }‘1"3.4 ”3.4-5 }"1'3_4‘5_6 ¥,

25 603 301 '
— dfy f ———d’y T d7y+Fc,
‘VJ[.4.5.6 4 4.5.6.7 vt

6
d3y —d3y-F —d¢ i-
¥ o n 7 4.5

5 IOER 5565 2 elf s
day =d*y t —dfy T ——d’y -+ d?y ' ac,
15 140
dSy =dSy} —=dby -+ ——d7y + 2c.
y rEZ yfé_? Y1

af
doy '::d“y'['v?—d?y T 2,

und man erhalt diefe Differenialien aus dem s6ften §.
durdh die Subftitution dx, fiv o - Diefe Diffevensialien
find die vollftandigen Differensialien von y, weil darin
aud) bie Glieder bepbehalten find, weldye geaen das erfte
verfehwinden. Man findet aber diefe Glicder eingeln durch
eine fortgefeste Differengiation von y, indent man dx als
beftandig betrachtet, it 3. B, y = ax — xx,' fo find,
well dy = adx — 2xdx, und ddy = — 2dxz mird,
die vollftandigen Diffevenjialien von y
dy = adx — 2xdx — dx2

ddy = — 2dx2

und.die Wbrigen = o.

§. 338

Wenn aber gleich Nberhaupt die folgenden Glicder in
diefen Differensial- Ausbeiicen gegen die evften verfchrins
ven, fo fallt doch in befondern Sallen, wenn dag erfre Glicd
felbft verfchmindet, der Grund davon binweg, und es dits
fen alfo Dann aud die folgenden Glicdet nicht aug dee
Ucht gelaffen werden, = So ift 3 B, in dem vorhergehens
ben_ Falle, 100 y = ax —xx wav, bas Differensial im
Allgemeinen jiwar = (g o 2x)dx; und man Hat nicht nodz
; R 2 thig
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thig — dx2 Depjubehalten; toeil diefes ®lied unendlidy
Feiner ift al8 das ¢rfte; allein e8 liegt dabep die Vorauss
fegung jum Grunde, dafi das crfte Glied felbft nicht ver
f‘d;minbe. gBennt Daber das Differenslal von y=ax —
xx fir den Kall gefucht toird, wo x = #a ift, fo muf man
fagen, ¢é fen == — dx2, weil die Funftion y in dem Falle
x = #a, foenn x um dx fadft, unt dx2z abnimmt. Die
fen eingigen Fall ausgenommen, ift das Differengial der
Sunktion y allemal = (a — 2x)dx,; bdenn, tvenn nidt
x = fa witd, [aft man — dx2 mit Recdht aus der Adt,
Nuch Fann die Bernacdhlafigung des Gliedes dx2 felbft in
 dem Jalle, daf x = #a ijt, ju feinem Frrthume verleiten,
Denn da man die erften Differengialien unter fich ju vers
gleichen pflegt, fo ift e$, weil dy = — dx2 im Falle
x = %a, gegen die evften Differenziale dx verfhwindet,
fleichviel, ob man dy = o, odet dy = — dx2 habe,

5. 339
@6 bedeute 'y irgend eine Junftion von x, und man
ethalte dabep durch eine fortgefeste Diffevensiation
v dy=pdx; dp.=qdx; dg=rdx; de =sdx; .
fo find bie volftandigen Diffevensialien von y, wobey nidts
aus derAcht gelafien wird,
day == pds *t dgdx2 | 2rdx3 T isdx4 20

ddy = qdx? ¥ rdx3 T ;Zsdx4 f Ztdx% T 20

d3y == rdx3 + 3sdx4 t Stdxf 1t 2

d4y = ¢dx4 + 2tdx$ F 10

dsy' = tdx$ + ¢,
Wenn alfo Die erfien Gfieder in) diefen Ansdracten nichs
vivichioinden, fohat man in ihren aflein die Differensias
gien: bon y; wenn abee in fvgend einem: Kalle Das exfte

j
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Blied = o toird, o giebt das folgende das gefudte Diffe
vengial. Berfchmande auch das jwepte Glied, fo wiirde auf
“abnliche Ave Das dritte, und perfchmwande aud das dritte
®lied, fo rourde Dasd vierte Glied diefes Differenzial geben,
u.{. 0. Hievaus folgt, dafi dasd erfre Differenzial einer Funfs
tion pon x eigentlich nie verfchrwinde. Denn wird audyp=o
in oeldhem Falle man dag Differenial von y als vers
jhoindend ju betrachten pfleat, fo mwird diefes Differen:
atal durch eine hohere Poteftdt von dx auggedructt; 3. B.
burd) #qdx2, oder wenn aud) q verfhwindet, durd) frdx
i, f. to,

§.  340. .

Db nun abev gleicd, in diefen Fallen das Differensial
won y in Wergleihung mit andern erften Differensialien
mit Recht aus der Acht gelaffen wicd, fo. ift es dodh gleichs
wohl dfters niplich, den Ausdruck Ddeffelben ju Ferinert,
©o fann man aus dem volftandigen Ausdrucke cines Dif-
fevenzials fogleich beurtheifen, in weldyen Fatlen die qeges
bene Funftion ein Kleinfted oder ein Grifted wird, St
3 B,

d.y = pdx | #qdx2 + Zrdx3 F 16

fo mug, wenn y ein Brdfites oder cin Kleinftes retrden foll,
P=ofeyn, Sn diefem Falle ift-alfo dy =#Zqdx2, und
die Junftion y geht dabey, wenn man fiie x die Grofe
x L dx fest, in y + $qdx2 fiber, und toird daher einen
fleinften Weeth haben, wenn q pofitiv, und einen qrdften,
wenn q negativ ift. IWird aber auh q==o0, o ift dy =
¢rdx3 und die Kunftion y acht durch die Subftitution
x X de fite xiny £ Zrdxs fiber; 8 findet aber in die:
fem Falle weder einGrofites noch ein Kleinfres fratt, IWird
bingegen audy r = o, fo erhalt man, enn man x * dx

: {3 fiie
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fur x feist, y - z2sdx4 fur y, und diefer usdeud giebt
ein Grdftes, wenn s eine negative, und ein Kleinftes,
toenn s eine pofitive Grofe ift.  AndereBepfpicle von der

Nupbarkeit der vollftandigen Diffevengialien twerden unten

porfemnren,

§. 341,

Wie wollen annehmen, p veefdhbivinde, twenn x = a
wird, und dies gejchieht, wenn p = (x — a)P ift. G
entftebt aber ein foldher Werth, wenn y = (x — a)2P + €
ift, o C irgend eine Deftandige Grdfie bedeutet, Denn
Da pdx = (x — a)2dP F 2(x — a)Pdx ift, fo muf noth:
wendig p= o ferden, wenn man x = x fest, Alsdeni
wied folglich, da dpdx = qdx2 = (x — a)2ddP +
4(x —~a)dPdx "} 2Pdx2 ift, d.y'=Pdx2, c8 mifite
dennPhepx=a 1,~e="{-'!vnin’*en welcher Fall nachher betrads
tet werden foll. Dev gegentartige Fannallgemeiner auf fols
gende Yt 'Dm:gcrum werden. - €8 foy 2z = (x—a)2P}C,
und y irgend eine Funftion von z, fo daf dy = Zdx fwerde,
oenn Z irgend eine Funftion von z = (x — a)2P } C bes
veutet,  Alsdann ift alfo

dz = (x — a)2dP J 2(x = a)Pdx, und

pdx = Z(x — a)2dP + 2Z(x — a) Pdx.

Diefes Blied wird = o, wenn x = a wird, und [kt man
in eben diefeom Falle die Glicder mweg, welche den Sattor
X —a enthalten, fo wird qdx2 = 2PZdx2 , und alfo fu
x = a, nadhdem man in PZ allenthalben & fir x gefest
hat, dy = PZdx2, St daber y irgend eine Funftion pon
z = (x — a)2P ¢ C, fo Dafi dy=2Zdx ift, fo ift fiir x=12
pas Differengial dy == PZdx2. &3 wird dabher diefe Junfs
tion y filt x == a ein Grdftes, wenn in eben dicfem Kalle

Die Brofe PZ negatiy, und £in fleinftes, fvenn PZ pofitiv iff.

§. 342.

|
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§. 342.

Wenn p=(x-—2a)2P, fo verfhmwindet fir'x = a
auch q; man findet aber einen folchen Werth fiv'p, renn
y = (x— a)3P f Cift. &8 ift alfo bann

pdx = (x — a)3dP ¥ 3(x — a)2Pdx
qdx2 = (x—a)3ddP } 6(x—a)2dPdx } 6(x—a) Pdx2
und jedes diefer bepden Glieder verfchioindeét, wen x = a
witd; das folgende abet ift
rdx3 =(x—2)3d3 P} g(x—a)2ddPdx F 18(x—a)dPdx2
- T '6Pdx3 = 6Pdx3 2 Hh
wenit x =a ift.  Da alfo p und q fur'x = a verfhwin?
den, fowitd dy = Irdx3 = Pdx3. Auf abnliche At finz
vet man, wenn z = (x — a)3P F C,und y eine Funftion
port z und dy = Zdx ift, toeil al$datin dz = (x — 2)3dP
T 3(x=—2a)2Pdx ift,p=o und g=o, und rdx3 = 6PZdx3;
alfp dy="PZdx3 fiir x=a. Wenn daher gleid fir x—=a,
p=o wird, fo hat dennod) die Funftion y weder cinen
groften noch einen Eleinften Werth,

§. 343

§8 giebt aber einen feichtern Weg dicfe Differenyiaz
liew su finden, weldber jich anf die Natur der Differengiaz
fien felOft gvindet. Denn da man dad Differenzial von y
ethalt, toenn nan y von feinem nachften Werthe oder dem,
toeldhen e durch die Subfiitution x + dx fir x befommt,
abaieht, fo fey, wie im erften Galle, y = (x — a)2P F C.

et man hier x F dx fir x, fo witd

Y = (x—=atdx)2P' f C
wnd  folglich
dy = (x —a T dx)2P/ — (x — a)2P,

Wenn alfo x = a ift, fo witd dy = P/dx2/, und, da P*
und P im Bethaltniffe der Sleichpeit frehen, dy = Pdx2.
K 4 Serne
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geeney fey 2= (x—2a)2P + G, fo wird dz = Pdxs,
Fein alfo y irgend eine Funftion von 2, und dy = zds
tit, fo ricd fir x5 2
dy = PZdxz,
Kt nun 25 (x—a)3P+ G, fowird
2! = (x—a'fdx)3p’ A o)
und daber fiir x = a
z/ == 3 = dy. = PdxA. -
3t demnady y irgend eine Funftion von z und dy = zds,
foift aud) firrx = a das Differensial dy = PZdx3, por:
gusgefesit, baf in den Funftionen P und Z allenthalben
a flr x fubftituivt werde. Da aber in diefem Falle z=0C
und Z eine Funftion von z ift, fo wird Z eine beftandige
Grofe, nemlidy eine folche Funftion von C als & vorbhin
Pon = wat.

§. 344.

Wenrt alfo iberhaupt y = (x — )P + Cift, fo twitd,
well dann yY=(x—a -1~ d_;l)np; E. c mirb, fie 3 e
bag Diffevensial dy = Pdx2; und wenn alfo n > 1, fo
pecidiindet diefes Differemsial in BVergleichung mit an,
veen etften Differensialien, weldhe dx homvgen find. Sun
it aus dem Vorhergehenden Flar, daf die Funttion y fie
x=a ¢in Brofites oder ein Kleinftes witd, wenn n eine aes
rade 3abl, und dabey P fiie x =a eine pofitive, und ein Grofiz
tes, toenn P eine negative Srdfeift. Man findet demnadh auf
biefe Art die gedften und Eleinften Werthe viel leichter al8
nach det obent befdhrichenen Methode, tweif man dabey nicht
nbthig hat, juden bGecn Differenyialion fortyugeper, Wenn
aber' z = (x —a)p T C, und g eine Sunftion von z, und
dy = Zdz ift: fo toied fie x =a dag Diferensial dy =
PZdxe, G4 toird aber{hico n filv eine pofitive 361, odet

1L
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eine folche, die grofier al8 o ift, genommen; denn wenn n
eine negative ahl todre, fo twirde, twenn man x = o
feste, (x — a)» nidhyt verfchwinden, fondern felbft unend:
lich grofi twerben, ‘

§. 345,

Wit haben gefeben, daf auf diefe Art dag Diferen:
sial viel leichter gefunden ird, alé vermittelft der Reibe,
wodurd) toir vorhin das vollftandige Differenzial ausdruds
ten; benn ift n eine ganse 3abl, fo miffen fo viel Glicder
jener Reibe durdhgegangen tocrden ald n Ginbeiten bat,
Aber wenn n cin Brud ift, fo giebt jene Reibe dag tafre

Differengial nicht einmal, €8 fep 3. B, y = (x —2)3
T av'a, wo in Ruackficht auf die Reibe

dy = pdx | 2qdx2 * ¥rdx3 | ;1sdx& ¥ 1,
o
4V (x — a)

und s=

p=3V(xr—a); q=

3 9
e 3 (x—a) v’"(_x-—-a) 16(3_3);'{@_:) p{
- Wenn man alfo x =a fest, fo wird jwar p = o; allein
alle folgenden Glieder q, r, s, ¢, geben ing Unendliche
uber, und eg fann demnad) der Werth ded Differenzials in
diefem Falle gar nicht angegeben werden. Dagegen [afit
Die auf dic Natur der Differensialion felbft gegrandete Me-

thode gar Feinen Jmweifel tbtig. Denn da x = (x — a)?

T avaa ift, fo echalt man durch die Subftitution x 4 dx
fur x

Yimilx~a ']1.'&:;;]"lé T ay'a
und.es ift folglich, mennix = a gefest toird,
dy = dxvdx
®s Diefes




154 Dritter Theil.© Vierjehnees Capicel;

Diefes Diffevenial verfchwindet gegen dx, . abet dagegen
per{chivinden gegen Ddaffelbe die jwenten Diffevenzialien,
weldie dx2 homogen find,

§. 346

Sett toollen wir die Falle ettwad genauer betradten,

oo n eine gebrochene Jabl ift, und
¥ Px,f'(x—-—-a]‘i' C
fefen. Hier wird, wegen y' =PV (x —a 1 dx) T C
dy ="Bvdx

fir x = a, und es hat folglich vi %8 Differensial 3u dx
und allen thm Homogenen Differengialien ein unendbliches
Merhaltnif. Hicraus erhellet audy, toie in diefem: Falle
uber d as Geofite und Kletnfte i uetheilen ift. - Denn da
¥ fenn man x + dx fite x fest, in Py (x — a) +C 4Py dx
ubergeht, fo I}at a dx bepde Seichen julaft, die Funfs
tion y einen doppelten IWerth, den etnen grofer als C,
und den andern. fleiner, fo Daf fie fliiv x = a feder ¢in
Groftes noch el Kleinfies wivd., RNimmt man ferner dx
negativ, fo toird der Werth von y fogar imaginar. Gbhen
Dieg hat man ju mecfen, wenn z= Py (x— a) + C, und
y eine Junftion von z und dy = Zdz ift, indem alédann
dy = PZy dx fur x = a wird,

§. '347.
Wenn die Funfion, deren Differensial fir den Falf
x == a gefucht werden foll,
m
y=(x=—a)"pP}C
ift, fo wird, wie ausd dem Bothergehenden erfannt werden
Fany,

i
dy = Pdx?P
Ment
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Wenn daher m > n ift, fo veridhwindet diefed Diffevensial
: sl ; :

gegen dx, ift aber m < n, fo mwbé unendlich grof, Sit

ferner n eine gerabe Jabl, fo hat Das Differengial dy: einen
poppelten IWertly, einen pofitiven und einen negativen;
und mwenn man daber a f dx fur x fest, fo befommt die
Sunftion y, die bep x =a den Werth C erhalten Haben
wiitde, einen doppelten FWerth, einen der grdfer, und
einen, der Fleiner ift al8 C. Seste man hingegen x = a
— dx, fo tourde y imagindr werden, und alfo in diefem
Salle edbet ein Grofites noch ein Kleinftes feprn. - Nun fep
n eine ungerade Jahl, o denn mentweder gerade vder un:
gerade fepn toitd, €8 fey jubdederft m eine gerade-[abl.
Da alddann dy denfelben Werth behalt, man mag dx pos
fitiv oder negativ nehmen; fo. echellet, daf die Funftion
y flir x = a enttveder ein Grdftes oder ein Kleinftes fepn
werde, je nachdent in diefem Falle P cine negative ober
pofitive Grifie ift. Wann aber forwobl m ald n ungerade
ift, fo gebt das Differengial dx in das entgegengefente tber,
toenn man dx negatiy nimmt; und e hat daber in dics
fent Falle die Funttion y weder einen grdften noch einen
Eleinften SBevth.

. . §. 348.
Wenmw die Funftion y ausd mehrern durch x —a theil:
baven Gliedern befteht, und 3. B.
y ={x—amPt (x—a)rQt.c
ift: fo ift ihe Diffevensial fiv den Fall x =2
dy = Pdxm 4 Qdxn

Jft in diefem Ausdructe n & m, o verfdhwindet bas jwente

Slied gegen das erfte, und man behalt blof dy = Pd=™.

it aber o ein Brud mit einem gecaben Jtenner, fo darf
man -
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man Qdxn, o6 e8 gleich in BVergleichund mit Pdxm pers
fdbmindet, gleichwohlnicht aus der Acht laffen. E8 echellet
nemlich davaus, daf dy negatio wird, roenn man dx negatip
nimmt, weldhes man aus Pdx nidht erfennen fann, Da
alfo, e n ein Bruch mit einem geraden enner ift, dx nidyt
negativ genommen toerden fann, dag Glied Qdx» aber,
woenn nian dx pofitiv nimmt, einen doppelten Werth Hats
fo wicd die Funktion
y = (x—a)mP § (x—a)Q { C
welche fiir x =a der Dbeftandigen Grdfe C gleidh wied,
durch die Subftitution x f dx fiiv x
¥ = CifapdxmiE Qdxn

and da diefe Deyden MWerthe enttoeder grofer odev Fleiner
alg C find, je nachdem P eine pofitive oder negative Grofe
ift: fo bat bic Funftion y im Falle x = a toeder cinen
qrdften noch einen Eleinften Werth, '

§. 349

S diefen Fallen laffen fich alfo die toabren Difjeen
slalienn der GunFtionen nisht nach den gewobhnlichen Regeln
finden, toeil diefe bloff gelten, toenn die dx homogenen
Diffevensialien der Funftionen gefucht werden,  Wenn
bingegen in irgend einem befondern Falle das Differensial
einer Funftion durdy die Poteftat dxn qudgedrucft tird,
fo findet man dafii tach jener Regel o, wenn n grofer
al$ 1, und o, wenn n fleiner als 1 ift, §ft 3 B. y=
V(@ —x) und foll dag Differenial von y firr den Fall

dx
Va—x)

S d ;
i, furx=a, dy= — -Ex-, lnd twollte man die folgen

x =a gefucht werden; o erhalt man, da dy =—

den Differensialien juHilfe nehmen, fo wirden anch diefe,
toeil
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poeil fie einen o gleichen Nenneg hatten, ndgefammt un:
endlich) Grofe fepn.  Wir baben abe gefeben, Daf dy =
v — dx, und alfo fogar imaginar ift. Sest man bingez
gen x — dx fut x, fo wird dy =y dx, und alfo unendlid
gegen dx, o baf dx gegen dy berfdhmindet. €8 leitet Das
ber die gerwdhnliche Methode audy hier su Feinem Frthume,

indem fie den Werth von dy unendlich groff angicbt.

§. 330

Man muf alfo. die gewdbnliche Methode ju differens
yliven veclaffen, fo oft in der Reibhe pdx F Eqdx2  Zedxs
+ 1c. wodurdy das vollftandige Diffevensial der Funftion y
ausgedruckt wird, das erfie Glicd p entrweder = o odek:
= oo twird, und alsdann das Differengial nach den evften
@rundfagen der Differengiation fucben. So oft daher das
Differensial derFunftiony firveinen gewiffenBerth vonx ge
funbden werben foll,wobey p entroeder unendlid) grof oder unz
endlich Fein wird: fo oft mufman juden erften Grinden ber
Differenziation jurickgeben. S allen dbrigen Fallen, wo
toeder p = o fod) p = oo twird; giebt die gerwdhnliche Mes
thode die wabren Werthe pes Differenziald. Doth darf
der Kall §. 348. nicht aus der Acht gelaffen werden, toenn,
y ein Glied (x — a)°Q enthalt, und a einen Vruch mit
etnem gevaden MNennet bedeutet. Denn wenn e in diefem
Salle gleidy niedrigere Differenzialien giebt, gegen tvelche
Qdxn perfebroindet: fo roerden dodh; wenn dx negatip und
alfo Qdxn imaginde ift, dutch dag Blied Qdxn alle ubrige
®lieded imagingr, unbd diefer timftand ift bep den Linien
wichtig. - Devgleichen befondere Falle, wo das wahre Dif
fevemgial nady der gerodhnliden Methode nicht gefundert
werdett Fann, wollen twiv min duvd einige Bepfpicle etz

Kuterr,
Eefted
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Erftes Erempel
Das Diffevensial der Sunktion:
y=a Tx—=V(EzTax — x)}y(2ax — xx)
for den Sall x = a 3u finden,

Daf man das Diffevensial diefer Funftion nicht nach
der gewdhulichen Regel finde, erhellet aus der Differens
siation.  Dadurch befommt fhan
xdx — %adx T Zdxy (2ax — xx)

V(xx T ax — xv (2ax — %%))
(axdx — xxdx) ¥y (2ax 5 xx)

vV (xx F ax — xy (2ax — xx))
and alfo, twenn man x=a feiit,
adx

dyr:::dx-—

dy = dx — —

a
Um affo von den erften Grundfaten der Diffevenziation
augjugeben, fo toitd, wenn man x - dx fue x fdreibt,
y = dt+xtde— v (xxPoxde T dx2 faxfadx—
(x}F dx)v (2ax — xxf 2adx — 2xdx —dx2))
und fwenn man x = a 'fet;
y/=2a t dx— v (2aa | 3adx T dx2—(a t dx) v (aa—dx’))

-

dx=2/, : 2y
Da alfo v (aa — dx2 = a — — 1ft, indem die folgen:
24

den Glieder ficher aus der Acht gelaffen werden Eonnen, fo
wird
y = 2a f dx — v (aa } 2adx  3dx2)
und tenmman die Quadratouriel auszieht,
i dx2 dx2
y' = 2a T dx — (a § dx B — e,
44 4a

Nun ift jaber, wenn x = a- gefesit wird , y = a, alfo da

b &

K . .
= und Hieraus evbhellet jus

o d
y =yt dyift, dy =~

gleich,
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gleich, daf die Funftion y ein GSroftes wird, wenn man
x == a nimmt.

Imentes Crempel

Das Differensial der SunFtion:
y = 2dax — xx ¢ ay/(aa — XX)
fur den Sall x =a 3u finden,

Differensiivt man auf die gerodhnliche At 10 toird
axdx
vV (aa — xx)
und diefer F’Iusbtuc’f‘ witd unendlich grof, renn man x=—a
annimmt, und ift folglich unbravchbar. &3 toerden aber
audy die r‘lﬁemngmnen Der folgenden Ordnungen uiends
lich grofe Grdfien, fo daf man audh qus ihnen rmcf,} der
Reihe pdx | Fqdx2 + Zrdx3 § 20 Das wahre Differen;ial
nicht findet.  Man fege alfo x T dx fir x, {o toird
¥ ="2ax —xx T zadx — 2xdx — dx2
T av(aa — xx — 2xdx — dx=
und wenn man x = a nimmt,
y = aa.— dx2 } ay(— nadx — dx=2)
Jtun 1icd aber in defem Falle aud y = aa; folglich
dy = — dx2 J ay" — 2adx
und da dx2 gegen v — 2adx perfchtvindet,
, dy = av — 2adx:
Wenn demnach dx pofitiv ift, fo wird dy tmaginar; fest -
man aber x — dx fiiv x, fo erhalt man
dy = ay 2adx,
und da diefer Ausdruct einen doppelten SBerth bat, einen
pofitiven nemlich und einen negativen: fo ift die Funftion
in-dem Falle x == a weder ein @roBtes nod ein Kleinftes.

DOrise

dy == 2adx — axdx —
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Drittes Erempel
Das Differensial Oer S:unEtion:
3
y = 3aax —~ 3axx T x3 + (2 =— x)y2y (a3 — x3)
fiic den Sall x = a 3u findem
Da diefe Funftion fich auf die Form bringen laft:
7 3 :
y =123 — (a—=x)3 T (@—=y)iV(aa T ax { xx)
fo wicd, wenn Mman x &= a 't dx fest,
. _ ¥ 3
y = a3 f dx3 — dx3y/ 3aa
and in eben diefem Falle ift y = a3, Demnad) ift
: ; 3
dy = dx3 = dx%f?,a'a
und da dx3 gegen dx* verfdindet, fo toird
dy = — &x%\;égi'a-.
$Benn alfo x = a qenommen witd, fo hat die Funftion y
weber einent grdften nod einen Fleinften IBecth.

Bierted Erempel
Das Differensial dee Sunkrion:
4 i LTy
=z T Vvx3 = (1t ¥z
fir den Sall x = O 3u finden.
Da x=o0 feym foll, und daben y == oflfvicd, {0
fchreibe man blof dx fur x; odurd) man
i : Fiariat
dy = dx? J dx® pbet dy = (1 + Vdx)vdx
befdmmt; woraus juvdrderit exhellet, baf dx nicht negativ
genommen toevdert darf.  Feener Fann auch vdx, ob ¢8
aleich fonft einen doppeltenIWerth; einen pofitiven und einer

o 2 . - 4 b - .
nagativen, bat, wetl vdx borfomme, blof pofitiv genoms
men
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: 4 o
e teeben,  Aber vdx {aft elnen Doppelten Werth su,
und fo wicd

; : -

dy = ¥ dx £ ydx3, und

y’ =0 f vdx E dx3
weil y &= 0ift.  Da alfo bepde Werthe von y* grdfiet find
al8 Det von y, fo ift y fiir x = o einKleinftes. Daf aber

R Nt g st
dieFunftion y=+v"x+v x3 dieFunftion y==—v"x +v'x3
nidht in fich begreife, erhellet, menn man bepde vational
matht.  Vertvandelt man nemlich die erfre it y —~ Vx

= ?‘xs, und erhebt bepde Seiten jum Duadrate, fo wird
y2 = 2yVx ¥+ x = xV'x, odet y2 Fx= (xf 29V«
und quadvirt man bepde Halften Ddiefer Sleihung von
acuem, fo befommt man .
y“i‘- — Qyyx =~ ZXXY 'f‘ XK = %3 = 0.

Dic anbere aber odet ¥ + Vix = 3_33 alebt quadviet
) e Sl S L DA
and ‘enn diefe Gleidung von neuem quadritt wird, fo
findet man
y& = Byyx $ 4%%y T xX == x3 t‘:‘::-o
-*mc Bleidhitng, twelche von der vdrhergehenden verfdies

den ift “ber das andece Glicd Vx3 behalt bas doppelte
Jeichen. @8 it Daher diefer Umftand woh! ju mekfen, daf,
entt aud) gleich Die geraden IBurseln bepde Jeichen T und
=~ sulaffen, Dody Diod das tefte Lepbebhalten toerden Fann,
wenn in eben dem Nusdrucke cher derfelben Wurgeln fers
nere getade Wuvseln vorfomimen, denn diefe toirden fmas
qinat werden, wenn man fene negativ nabme.  Und hievs
aus laffen fid) die gudpren und fleinfren 0erthe dee ans

Euly Diff. R, 3.T 000, 2.Th, ,:31{1;[‘)-, ¢ dern
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bern et erfennen; wenn dergleihen nicht fratt 3u hobmn

fcheinem

Sanfres Erempel
Das Diffevensial der Sunfrion:

y=aTV(—) T x—OV(x—FT(x—F)2v(x—f)
fur oen Sall x = f 5u finden.

. ; o A

Gefep x=f=1r Da alsbant y=a +yt+ e/t

8 ; Ao -
ety wied, fo ift dag Diffeveniial biervon fir den Kall

t = o ju finden, und in diefem Falle alfo y == a, Sent
man affo t - de oder o Fdt fie t: o wird

s

¥ =y hidy == w/‘dt*f‘dc\fdl' dtz\fdt
unb folalich

dy=="y dt T dr:f}*dt T di=2 j"dt
Dier ift juvdrdecft flav, daf das Differeniial dt nicht ne:
gativ genommen wecben Fann, tooferi nicht dy imaginae
werden foll,  Fa es fann nicht blof v di, fonderni nicht

f * 4 F . ¥ o S_' o
einmal v'dt negativ genommen mwerden; mweil fonft v de
imaginav rmeérden wiede, und ed hat daher das Differengial
dy Dief einen doppelten 2Werth, nemlich

= dt 4 d \;}'d't + dezyde
und da {Jeube grofer |’mb alg o, fo folgt, dafi die Funftion
y e Kicinfres dev jwepten vt wevde, wenn man ¢ =o
ober x == f fegt, Benn alfo auch gleich in diefert Fallen

bie Gliedet dtfdt unon dt-‘-v"d: gegent Das evfte v de pers
fibwinden, fo barf marn fie doch nicht ausd der Acht laffen;
wenn die Menge dev Wetthe befrimmt werden foll, fo daf
bie imaginaren Grdfen nidt in Unfchlag Fommen.
Sechér
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Sedstes Erempel
Das Differensial de¢ SunPrion?
y = ax T bxx + (¥ =) } (x==)ngda
fur den §all x = 3u finden,

Wenn man x = fest, fo wird y = af + b, und
fdbreibt man x + dx odev £ dx fir %, fo findet man fie
ben ndchften Werth

y’ = af T bff + adx T 2bfdx + bdx2 } dxv f dxm#4n
“und folglidh
dy & adx T 2bfdx f bdx2 + dxd } dxiny dxn,

Wofern alfo nicht n eine gerade abl ift; fo fann auch dx
nicht negativ genomnren werden. €8 hat aber das lebte
Blied dxmy dxn efn Doppeltes Seichen, und e8 wicd dahet
der Wetth von y* doppelt und grdfer als v, wend a + 2bf
eine pofitive Grdfe, und die Cpponenten n und m + 4n grodz
Ber afs 1 find. ©s wird alfo die Funfrion y fire den all
x=fein Kleinfted, und died gefchieht, n mag eine gange
Bahl oder cin Bruch fevpn, weni nut deg 3abler in blefeﬂ’t
uid die Bahl in jenem nicht gevabe it

§. 351

Borjiiglichen Nunen bHat diefe Methode die Diffevers
sialien nach den eeften Grinden dei Differenziation ju bes
fimuten, in den teanfeendenten Funftionen, wenn in ges
mlﬁeﬂ Sallen bas auf die gewdhnlithe Act: gefundene Dif:
thEmml entieder ju verfdhivinden oder unendiidh qrof ji
werden fdjeint. &8 Fommen aber Hier Arten von unendlich
grofien und unendlich fleinen Grdfen vor, welde bep der
algebraifdhen Gunftionen nie angetroffer wevden,  Bedeuz
tet 5. B i elne unendlich grofie 4, fo ift ywat 1i aud
uiiendlich avof, hat aber doch gegen i, und gegen jebe Poz
QA teftat
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teftat in, fo flein man aud) dert @ypnncnteu n annehmen
mag, ein uneub[xd) fleines BWecrhaltnif, und es ift daher

ver ‘551:1[':1) ; eine unendlich fleine Giroge, und fann nidt
1

eher eine endliche Grofie werden, bis der Epponent n uns
endlich Flein wird, E8ift dabher i homogen i, fenn n

uienditch Flein ift. Nunfepi= —, o Dafi » eine unends
“

T
lo homogen —, woenn

lich fleine Grofie bedeute: o ift
i
n unendlich flein tft, und folglich — — ;)Dmo.un ot 3 folgs

fich — o etn unendlich Klemes, welhes mit dxn pews
X
glichen toerden Fann, wenn n einen unendlich fleinen Brud
: fire Vi A ,
bedeuter, St baber y = — T tft Dad Diffeveniial von
X

y fite ben Fall x =0, =— 17:11“ = dxv, und ¢8 hat folglidh

X

dy 3u dx und jede Poteftat von dx ein unendliched
Berhaltnif, und e8 ver{chminden aegen —1—- afle Pote
}(

faten von dx, fo Elein audd ihre Gpponenten feyn mbgen.

§. 352
Auch baben wiv gejehen, daf ai, tenn a eine Sahl,
die groger ald rift, und i eine unendlich grofe abl bez
Deutet, ein unendlich grofies von einem fo Hohen Grade
ift, Dafi dagegen niche nue i, fondern felbft jede Poteftdt
bon i verfhwindet, und e8 wird nicht cher in homogen aj

7 i e I ¢
al3 bis n unendlich gerovbden ijt. Nun fep i = —, fo dab
Il

W




Bon ben Differensialien fiie befondere Falle. 165

I
&

& ¢ine unendlich fleine Grofe bedente, foift a® Homogen

,I_, foenn n eine uncnbiid;' arofe Sabl ifts und folglich
yﬂ
PSS |

S Lot

a ® oder — cin Unendlich Kleines, tweldhes mit on in
a’ ;

3 i : : I ;
Bergleichung u fegen ifte . Hiernad tft-ﬁ; el unend:
a sLE

fidh RKlcines, toelches aber gegen jede Dignitat von dx vers
fdindet, Da ed dxn homogen ift, tvenn n ecine unendlicdy
grofie Sabl bedeutet.. Bird daher dad. Diffevenzial von.

P a—}: fuc den Fall x =o gefudt, foift, day=o
wied, dy = und alfo unendlichmal fleiner ald jede

aI.’dx
noch fo hohe Poteftat von dx.

§.. 353
it aber a fleiner afd 1, fo ift-i— grofer afs 1, und fo

ticd die Frage auf den vorhergehenden Fall juvircPgefiihet.
I

Hat man nemlich den Ausdeut a ¥, fo feie man a =

o | ~

8

= S _ _
tadurdy manb?® odet s betommt, einen Auédruck,

der, Da b & 1ift, wn fontogen toicd, foenn'n eine unends
fidh grofie Jahi bedeutet.  Dies vorausgefent; Fonnen wic
uns ju folgenden Grempeln twenden.

g3 Erfted
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Crites ESrempel,

; ot I ..
Das Differensial der Juntiion y = xx — = fie den
8 X
gall x = o 3u finden,

Da fiue x=0 aud) y =o wird, fo erhalten wir, wenn
Wir x T dx odet o T dx fie x fesen,

y’;dy;‘;dx?w—i

idx’
) § . . }
Da aber — T bomogen ift dx7, tvenn n eine unendlich

fleine 3abl bedeutet: fo bqrfcbminbe;t_ bagegen dx2, und,
28 wicd
I‘.

ldx

Da ferner die Logarithmen der negativen ablen imaginar
find, fo fann dx nicht negativ genommen twerden, und es
ijt demnach y fiie den Fall x = o ein Kleinfres, welches
abet weder ju der etften noch su der andern Art gehdrt,
Bue erften Art gehdrt e audy nidht, weil y Feine nddfte
vorhergehende Werthe bat, fondern blof fleiner ift, ald
die folgenden, twenn x grdfer al8 o angenommen tird,
Bue andecn Avt aber gehdrt e8 auch nicht, weil die folgens
den Werthe, mit welehen 8 perglichen wied, nidht doppelt
fnd.  Und auf diefe vt entfteht eine dritte Gattung der
grofiten und fleinften Werthe, mwelcdhe blof ben Den lpgas
vithmifdhen und tranfeendenten Funttionen ftatt Hat, bey
ben algebraifdyén aber nie angetroffen toird, und roovon
t Dec Zehre von ben Guvweir oft die Rede ft,

ey
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Smwented Erempel,

| Das Differensial der SunFtion:
| y = (a—zx)2 — xn(la — [x)n
| fur den Sall x = a 3u finden.
Das Diffevenial diefer Funftion fann man, wenn n
eine gange 3abl ift, aus der allgemeinen Formel dy = pdx
T 3qdx= I 2rdx3 f 2c, finden. @8 witd nemlich

pdx = — p(a— x)"=Idx — nx?-Idx(la — 1x)n

nxi-I(la — Ix)i~Idx ?

und diefer Werth verfdyroindet allerdings, twenn man
/ -x = a fent; denn tvenn audh n = 1 ift, fo wird doch pdx
=—dx T dx == o, eben tir alfo tweiter fort, fo ers
balten wir
—1) n(n—I1)

(a—x)n-*dx*— x1=2dx*(la—Ix)n

* -

n('n—.ﬂ

+ —2 dx*(la—l
=2 1 t'l—l-'-
5 X x*(la—lx)n-1j 2

fqdx2 = nga

x0-2dx3(la—~Ix)u~I
BR{R~==1
— _(.__....zxn—.z.dx:..(la_-.h;}ﬂ—z'
I.2 :

. dx2 e
Sft daper @ == 1, fo wird jqdx2 = o foenn man x=a

fest, Auf abnliche Art muf man, wenn n =2 ift, das
Bfied Zrdx3 u, {. v, finden. Lerchter mwird e8 daher im:
mer fepn, twenn twir ju den erften Grunden der Differens
slation gurucffebren, und Da, wenn man x = a feft,
y = o wird, fo befommt man durch die Subftitution x T dx
oder a o dx fur x

Y = (= @08 — (@ fda)(la = e F dOn =y f;
dy = dy
well y = o ift.  Nun ift aber

-

¢ 4 1(adx)
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dx2 dx3

29% 333

d
1(ai-dx)=1a+-§_._

und alfo
dy = (— dx)p —
. n(n—1I) 3 dx  dx2 dx3
(a0t arord STt dna )= Tt — S

n
== ..—.[Z—.- dx)l‘\-}- X,
24

Wenn alfo x = a ift, fo ift bag gefudite Differensiad

wenn
dx2 ; :
n==3 dy == —— wie botbin
. y o, ’ b
4 2dx3
n =2 = e——
)4 28,
dx4
R == 3 dy == 3n
4 4dx¢
n=14q ¥y &= —E;"
th- 2(1.

Wenn daher n eine ungevade Sabt ifi, fo wird die Sunt
tiony in dem Falle x = a ein Kleinftes; ift aber n cine
gerade abl, o ift fic meder ein Grofites nodh ein Kleins
fte8, und eben diefes findet ftatt, wenn n einen Bruch mit
einem ungeraden RNenner Hedeutet. Sft bingegen n eint
Brud) mit einem gevaden Nenner, fo muf dx negatiy ges
fommert werden, damit man feine imagindre Grdfen bes
fomme, und toegen der Sroepdeutigfeit dev Jeichen ift die
Bunttion weder etn Groftes wody ein Kicinftes.

Dl
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Drittes Erempel.

mlm

Das Diffevensial dev Funbrion y = xx {ir den Sall x =

3n finden, wenn e die 3abl bedeuter, deven hypeeboliz
fcher Logarithne = 1 iff.
Da uberhaupt dy = x*dx(Ix + 1) ift, fo verihwindes
i i Pzl ) Sgey
Diefes Diffevenzial in bem Falle x = o, over Ix = — I,
Bergleicht man demnad) diefes Diffevenzial mit Der allges
meinen Formel pdx o 1qdx2 f frdx3 T 2., fo wird
p = x¥1xt 1) und q = ¥(x T 1)2 F x%-%
¥ -
und fenn man x = —, oder Ix == — ¥ annimmt,
e
I—e C==ik
~() T =
E e
Dietnad) tft Dad gefuchte Differensial dy = Fele-1):adxa
und bie Funftion y == x> wird ein Kidinftes, menn man

I
X = — et
e ftE

Bievtes Erempel,
Pas Diffevensial der Sunftion y = xn -+ e-T:X fiir] dew
Sell x =0 3u finden.

Oa bey x = o auch y == o ijt, fo witd, wenn man

3 I
© F dx fig x fetgt‘ g — dy = dx» T m‘, Nun haben

Pl 3 1 8 ,
wiv gefehen, ba,gm Dot Poteftdt dx* pHomogen ift,

und olglich gegen dxm verfchmindet,  Uifo ift dy == dx.

&5 § 354
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§.0 354,

TWas bey den erfren Diffevensialien in getiffen Fallen
fich ereignet, daf fich nemlich diefelben nach der gemwdhn:
fichen Methode nicht finden laffen, das bat auch bey den
swepten und Hobern Differenstalien ftatt, wenn in vem
vollftandigen Differenzial - Ausdruce

dy = pdx | $qdx2 T Frdx3 + Jsdx4 ¥+ 1.
pon den Grofien r, q, s 2. einige entiweder = o pder =
werden, Ta nemlich

dd.y == qdx2 { rdx3 F FHsdx4 + 10
ift: fo toicd in dem Falle, wenn g = o ift, ddy = rdx3,
und oerfcbtoindet alsdann auch r, fo wird ddy = 7 sdx4
uf. f. - 2ird aber q odet r odet s unendlich, fo [aft fidy
vas gwepte Diffevensial aus jener Reibe gar nicht finden,
fondern man mufi 3u den crften Grdanden der Differengias
tion gucncfgehen. Man fest nemlidh x + dx fir X, und
fucht y’, Dann x + 2dx fiie x, um y% zu eebalten. §it Dies
gefcheben, fo ift Der mahre TWerth bdes soepten Diffevens
jialg
ddy &= dy* — dy = y¥ — 25/ $iy;

Auf ahnliche At findet man den wabren Werth desd dritten
Differensiald, wenn man noch xF3dx fie x fest, und
vadurdh) y/ fucht, indem dsy ==y — 3y + 3y’ — ¥
i, w. 1. f. Aud) diefes tollen wir durch einige Beyfpiele
erlautern,

Ceftes Crempel. .
Eﬁfs miﬁerenﬁﬁl der SunFtion y 5= u [ffw‘ des
' 24 xR

Sall x = & 3y finoen.
e 3 g
Sudt man ‘das vollftandige Differenzial von y v

ver Formel
dy
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dy = pdx 1 3qdx2 + Frdx3 | Jhsdx4 + 2,

fo findet man fur p, q, r, 2¢, folgende Werthe:

= 44ax
(e (aa + xx)2’
a5 434 T 12aaxx
% T (aa F xx)3
_ 48adx — 4Raax3
e L e
Da nun ddy = qdx2 f rdx3 + Fsdxa ¥+ 10, {ft, fo with,

: 27V¥3 ",
bafir x= = q=ound r = s ift, Das gefudhte

e "
Differensial

27dx3V/
d_d}f == '—*é“;%——é

Frentes Erempel
24 —— XX
32 F xx
Sall x = a 3u finden. _
Sucht man wie vorhin dag vollftandige Differengial
fo wird, da diy = rdx3 ¥ 3sdx4 ift, mwegen r =
48a%x — 48aax
" (aa T xx)4
muf daber ju dem Ievthe s fortaehen, Diefer ift
4834 — 1a4aaxx  8x(4834%x — 4Baax3)

fiie den

Pas Diffecensial der Sunktion y =

3- &
fue den Fall x==4a, r = o, und man

s =

(aa T xx)4 ; (aa t xx)¥
634 6
Sebt ma ] i - (:]_._...m:._-__.
2Bt man demnach x = 2, fo Witd s = — =% ey
und ¢ ift ot s agdxd
4D e8 1ft alfy fle diefen Fall d3y o= — St

Drit:
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Drittes Erempel.

Das Differensial der in Anfebung des Grades unbeftinms
ten Sunktion: y == ax™ + bxn, fie oen Sall x —o
su finden,

Sett man nadh und nad) x tdx, x F 2dx, x + 3dx,
16 fie x, o erhalt man folgende Werthe fiv v

y =a(xt dOmbx 4 doo
¥/ =alx T 2dx)»  b(x + adx)n
¥ = a(x t 3dx)m f b(x + 3dx)n

1,
et man daber x = o, fo wWitd y=o, und bdie Diffes
renjtalien werden

dy=adxm } bdxn

ddy= (2= — 2)adxm f (28 — 2)bdx»

'y = (3™ —3.2mf3)adxm } (32— 3, 20+ 3)bdxn

d*y = (4m—4,3m}6,2m 4 Jadxm (40 —4.3016,27—g)bdx2

' 2

3t alfo der Epponent n grdfier ald m, fo verfhioinden die
droenten Glieder in diefen Ausdriicfen gegen die erfrem:
Gleichtwodl mug man davauf Rackficht nehmen, menn n
eine gebrochene Japf ift, damit man die Falle, in melchen
Diefe Differenzialien entweder inagingt twerden ober bepde
Beidhen Haben, beftimmen fann. Die teitere Huseinans
Derfesung diefer fetern Falle aber muf det Lebre von den
Curben vorbehalten bleiben.

Sunfe




Sunfiehntes Capitel.

Bon den Werthen der JunFtionen, die in gemiffen
Sallen unbeftimme zu fepn fdeinen,

§. 355
%Benn y trgend cine gebrochene Junftion von x, 3 B

P . '3 e 3
5- ift, deren Sabhler und RNenner, wenn man fur x einen

gewifen 9Berth fest, sualeich verfhwinden: fo wird in

diefem Falle der Brudy 5 telcher den IBeeth von y aus:

bruct, = T:" und faun alsdann eben fomwobl eine enbdliche

al8 eine unendliche, und in diefem Falle eben {orwohl eine
unendlidy grofie al$ unendlich fleine Groge angeigen. Auf
biefe Aet aber 1aft fich Davaus der Werth von y in diefem
Salle gav nicht erfennen , und fheint affo unbefrimmt 3u
feon.  Da inded y in jedem andern Falle einen beftimmien
Werth befommt, twenn man fir x eine beftimmte Gudfe
festz o ijt leicht einufehen, daf auch in dem bofdhriebes
nen Salle feine Unbeftimmtpeit ftatt finden Ednne. Aud

ubersengt man fich; bavon leicht, wenn man y == e

¢
-

febt.  Diefe Junftion afebt aliecdings audy y = 3—, wenn
Q

fran
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man x = a fet; allein da nan J&Hler und Nennet durdh
a — x Divibiven fann, und as$dann y == a + x wird: o
tft fla, daf fur x = a, y= 2a werde, fo dag in diclem

Kalle — = 2a gefept werden mug.
(6]

§. 356,

Da it oben gefeben Haben, dafy dre Nullen Ju efnan:
ver jegliches Weehalthih Baben Fomment fo eefordert das
Berpaltnify, weldhes der Jahler und Nemier in diefeir Fals
fen ju einander haben, eine befondere Unterfuchung. Gleidy
foohl geigen die Rullen an fidh nichts verfchiedenes an, und
man muf daber an ihrer Stelle die unendlich Fletnen Grdz
fen brauden, -Denn foenn biefe Grdfen in ibrer Bedows
tung audy nicht von Null verfchieden find, fo [afit fidh dod
aus ihren Funftionen, relche den Rabler und Nennet
ausmadben, dee ‘?l’i!crtf) bes Bruchs leicht {chliefien. Hat

adx
man 3. B. den Bruch sy, fo ift 3mwat im Grunde bdet

Rabler fotwohl als det Nenner = o¢ allein gleichroobl fallt
in die Anugen, daf der Werth diefes %rud)é beftimmt und

a : Liis adx
i fen. St hingegen dee Brudh M gejeben fo ift

. e adx
fein Werth allecdings Nuil, fo wie det Werth voit bdx2

uftendlich avof. Braudht man dabér Fatt dee Nullen, dié
ofters im Galeul porfommen,. dic unendiidy fleinen Guds
fen, fo genieht man davon den BVortheil, daf man Das
Weehaltnif, weldhes jene PNullen gégen einander haben;
pu erforichen tm Stande ift, und allen Jmweifel wegen det
Bedeutung folcher Ausditeke vemc‘;mm ent fiehts

§. 357

[
[
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§. 357, .
Uim Dies deutlicher ju machen fey y = -g,l'o dafi 3ab:

fer und Nenner verfdhoinden, foenn man x = a fegt. Um
aber diefe Jtullen, weldye fich unter einanbder nicht betgleis
chen laffen rolieden, ju vergleichen; woller: it a + dx fue
x fhreiben, und dies ift im Grunde eben o viel, alg ob
man a fir x fegte; weil d= =oift. Da aljo durch die
Gubftitution x F+dx fir x die Sunftionen P und Q in
P+ dP und Q + dQ fibetgehen: fo wirh die Subftitution
x T dx fir x fdon ner’r{d)te't wenn maf in diefen Yus:
bracfen allenthalben a fuv x fest, und in diefem Ralle ver:
{dmwinden, det Vorausfesung gemaﬁ, P und Q. Auf diefe

At echalt man aus dem Brudhe E dutch die Subftitution
: El g AT o TG G
a tdx fiir x dert Bruch Tey und es drucfr folglich Diefer

& e e
Brud) den Werth der Funftion y = 5 fur denFall xe=4

aus, @3 fann aber diefer Ausdruct nidt weiter unbes
fiimmet fepin, tvent man die mabren Differenalien dee
Sunftionen P und Q ntmmt. Denn thut man dicfes, fo
fonnen die Differenyialien dP und dQ nie verfchwinden,
wetl fie dburdh die Potéftatern von dx ausgedrucht erden,
wenn folches durdh das Differenial dx felbit nicht gefchieht,
Sindet man deimnac) dP == Rdx™ und dQ = Sdxn, fo it

: ; : T :

er Werth ber Funfion y = s fut den Fall x =a
R dxm
Sdxb

bingegent toennt' m % i ift, in det Shat =0, und 5 =
wenn m < n ift

]
—

SR e o R
- und alfo ein enblicher und = e;,nwc:trlmzﬂ,

# 358
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§: 358,

) i P
FRenn daber cine gebrochene Funftion —

Q
deren Sabler und Fenner in einem beftimmten Falle, 3B,
wenn x == a gefest wird, sugleid ver{chwinden: fo findet
man den IBerth dicjes Bruchs fur x == a nach folgendet
Reasl:

YiTan fuche Oie Diffetensialien der C‘réﬁcn P uno Q
foe O Jall x = a, und fene diefelt ben (tatt oo Brdfien
P und Q felbft. . It dies gefcheben, fo drucic der Hrud)

aegeben ifty

P P
% oens gefuchien Yerth Des Bruehs o aug,

Wenn bie Differenzialien dP und dQ, nach der g
wobnlichen Methode gejucht, weder verfdinden nod
gnendlich wewden, wenn man x==a fept, o fann man
Dicfe Methobe bepbehalten: toerden fie abey entrweder bhepde
= o'0bet bepde = 50, o muf man die Methode befolgen;
toeldhe in Dem vorhevaehenden Capitel evflart toorden ift
Oft wird der Calcul betvahtlich abgefirst, wenn man juz
Por x —a ==t od¢r x==a~-—t fegt, damit man einen

P \ \ iy
Brucdh o ethalte, deffenn Sahler und Nenner fur den Fall

t = o perfdwinden. Man findet nemlich algdann die Dif
fevemialien dP und dQ, wenn man allenthalben de fut
t febt

Crftes Srempel
_ 1 _ . okl =it
Den Werth dee Sunftion 2 Y m-j—d A%, Gr de
tt

Sallit == 6 318 finden,

Da in diefem Falle FaHler und Nennet brrf'&;mi:zt‘.em
fo fef man de fuv ¢, wodurch man fiie den gefuchten Werth
A

|
|
!

am
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; ot gl o)
ber gegebenen Junftion Den %Ius“brucf'b ) S:E dt2)
befommt. - Nun ift ¥ (bb— dt2) =b — ‘ifb' i Das
durch vertoandelt fich jener Bruch in e G8

3 I SRR T %
: b = v (bb ==
fat demnach der Bruch \r({t -t_t_), wenn t=o

, I
witd, den 2Werth e

Bweptes Erempel

Den Werth des Bruchs:
v(aa T ax T xx) — V(aa — ax | xx)
V@ T —vE— %
fur oen Sall x = o 3u finden.

{)iér Fann man mwieder dx fir x fegen, und da

Y(aa T adx } dx2) = a T #dx } 3::2
Y(aa — adx + dx2) = a — Fdx T 3;:1
i und
dx
Yia T dx) = va t m
; dx
Vi(a= dx) = ¥ a A
ift: fo tied devRabler = dx, und det Nenner %. Hier:

nadh it der gefuchte wahre Werth des gegevenen Bruchs
= V3, :

£l Diff, K. 3.Th.od.2.Th. 2. Absh. M Drit-
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Drittes Eremopel,

Den Werth des Druchs:
g3 <= gax2 F 7a?2x “= 233 < paRy(2ax =~ aa)

XX — 2ax — az T 22y (2ax — xx)
fiy Den Sall'x =='a 30 finden,

Wenn man dfe Diffecengiatien auf die actodbhnliche
et fucht und an dic Stelfe ded Iahlers und Jennerd
fest, fo befommt man

3xx% == 8ax + 7a2 < 223 'V (2ax — 21)

2x — 2a T 2a(a — x) : Y (2ax — xX)
und dér Sahler wid Menrer dicfed Bruchs verfchoinden
toieder, wenn man x = a fekt.  Man muf daber an thret
Stellevon neuem die Diferenzialien nehmen, woduvrch man

e . 3
6x <~ Ga P 224 (2ax — aa)?

D —nal3 ! (2ax — 5::-:)%
finbet. . Da aber auch bey diefem Bruche dek Sabhier oz
wohlrals der Nenner = o ird, wenn man x = a fel
fo muf man &bermals die Differenzialien fur fie fegem
und findet dadureh

¢ : 5
6 — 6a% : (2ax — xx)

f—a¥ : (2ax — xxp?
6a3(a—x):(2ax— xx)¥  a3(a—x):(2ax—xx)}
Aug gleichem Grunde pruf man ndlich aud) Bier fo vev
fabrem, und gelangt alsdann ju dem Bruche

=

_ 586 :'(2274: - 9'&-1)% _

Set mannun hicr a fiv x, fo beFommt man den Deftimi.
3 S it § 1 gk 5 G
ten Brud) —=——= == < &g, ynbd diefes fft Der Gefuehtv

Werth des gegebenen, Brughs,

%ebicnt
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Bedient man fich por diefer Unterfudhung der Subfits
fution x ==a T t, fo wird dadbued) der gegedene Bruch in
folgenden verivandelt: '

2a3  2a2t —att' T t3 < 232y (aa + 2at)

— 2aa f tt F 2av (aa — tt) .

O % : _
Da devfelle = 5 toitd, tenn maen t = o fet, fo fdreide

man d¢ fur .  Diefe Behandlung giebt
2a3 | 2a2dt — adt2 F dt3 = 242 (aa | 2adf)
— 2aa T dt® T 23v7(az — de2)
Nun verrendele man die Jrrationalgedfen in Reihen,
und fese diefe Reiben fo mweit fort, big die Glieder gegen
die vationalen Giieder in bem Bruche verfdywinden,  Huf
Diefe At finder man

dez . de3 5dt4

o+ aadt) = i 8 TN I e
Y geaad = e dt sa T 2aa Sas
: dcz dt4 -
(aa t2) a = ga3
und durdh den Gebraudy diefer Werthe
5dt4 1 4a

Diefes ift eben der vochin fehon gefundene Werth des gee
gebenen Bruds,

Biertes Erempel
Den Werth des Bruchs:
& + V(2aa = 23%) = If@ax == XX)
B N x‘j‘f{aa.—-xx)
fut den Sall x = a 3u finden.

, Seit man tn die Stelle- deg Jablers und Renners
biefes Beudhs die Differengialien derfelben, fo befommt
M a man




ago  Oritter Theil.  Funfiehnees Capitel,

mair folgenden fur den Foll x = a ihm gleichen
Bendy:

—-a.: V(a2 — 2ax) — (2 — W) 2N (Fax —x%)

=T =% U Vi(an == xx)
deflen abler und tenner fur den Fall x ="a unendlidy

roerden. - Multipliciet man aber bepde mit — v (a— x),
fo befommt man

a:v2at(a—x)2: y(2ax — xx)
Vale——%) Xt/ (2 T x)

welcher Bruch fur den Fall x = a den beftimmien TWerth
a0/ 2a ; 45

———— =1 giebt, und dies ift demnach der ABerth dos
AT
aegebenen Bruchs fur den Fall x = a.

§. 359.
e P 2
Hat mian alfo einen Brud) 5 deffen: .3abler  und

Jrenner fiue den Fall x = a verfchwinden, fo (Gt fich fein
Werth nadh den gewdhnlichen Regeln der Differenziation
angeben, und man Hhat nicht nothig, feine Suflucht ju den
im vorhergehenden Gapitel ecflavten Diffevensialien ju neh?
men.  Braudht man nemlich die Diffevensialien, fo witd

B’ dp .
der Brudh Q fur den Fall x = a dem Brudhe 30 gleich,

und wenn der 3ahler und Neonner diefes Bruchs enbdliche
Werthe haben, fo erfennt man daraus fogleich den Werth
Des gegebenen Bruchd; wivd aber einer davon = o, ins
bem Der andere endlich Oleibt, fo ift der gegebene Brud
enteder = o oder = oo, je nachdem entweder der Sabh
fer ober der Menner =0 wigd,  Werden aber apler
und Nenner zugleich =2 oo, und dies gefchieht, wenn fie

burd

L— B R
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purch Gudfen dividict werdern, die in dem Falle x = a ver:
fchoinden: fo bringt man diefe UnbequemlichFeit dadurch
weg, dafi-man den Jabler und RNenner mit diefon Divifos
ven multiplicivt, mie 3. B. im vorhergehenden Erempel.
Berfchwinden Jahler und RNenner fir den Fafl x = a 3z
gleich, fo mu man, wie vorhin, von neuem die Differen:

S % ddpP ;
slalien nebmen, um den Brudh 5o juerbalten; toelcher

fir x = a dem gegebenen noch gleich feyn wicd. Golite
auch diefer Brud) = o foerden, fo muf man dafir d_slf

o d3Q
nehmen, . f. . bi8 man ju eitem Bruche gelangt, der
einen beftimmten Werth giebt, einen endlichen entroeder
oder einen unendlichen, entmweder unendlich grofien oder’
unendlich fleinen. So mufte man im dritten Crempel

: d4pP . P
big 3u 390 rortgehen, ehe man den Werth des Bruchs ol

beftimmen fonnte,

§+, 360,

Der Rupen diefer Unterfuchung geigt fidh bey der Hes
fiimmung der Summen det Reihen, weldhe wir oben im
swepten Capitel §. 22, gefundén haben, fiv den Fall, renmn
X =1 gefesit with,  Nach dem angeflihreen Orte ift
nemlich. :

‘X — x9FX
X xz 3 &« '8 a n =
¥ Al e I — X
X — x2n4g ¥
XT3 Tx8d ., obxoney—"__ = _
Tx3 fxs ¢ T x2n-: e
x— (nf1)x04 T 4 nxnk2
I'i.zx: x; & - + L] nxn:

M 3 x }
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3‘1‘33{3 .i‘ 5x€ FI* R R R ‘f' (211""” IJXZ“‘I

x F x3 — (2n t 1)x27#1 f (2n — I)x20¢3

-

(1 — xx)2
x F4x2 F9x3 £ .01 2%
x}x3 —(nt1)2x2HI T (200 4 2n — ¥ )x0% 2 —nnxit

-

I — x3

pAE

©ollen nun die Summen diefer Reiben e Den Fall 1ges
funden wevden, roenn x == 1 ift, fo perfdhwinden tn den
ofusdriicfen Dafiiy foronhl Der Fahler ald der Henner, und
¢ laffen fich daber diefe Summen nad deg erflavten Mes
thode finden.  Da fie fchon fonft befannt find, fo. fann man
fie alé Beftatiaungs - Bepfpicle der erwabnten Wiethode
Detrachten.

Feftes Srempel

X — g X

Pen YWerth des Beuchs fir Oen Soll x == %

P — X
3u finden. o giche gber dicfer 2ruch die Summe o
Reibe t F 1% 1+ 1,..F 1, wenn fic aus n Gliedern
beftebt, und ift daber gllemgl =n.

Da fiir x =1 Rabler und Nenner verfchwinden, fo
fene man Ddafur die Differengiglicn, wodurch man
¥ — (n ¢ 1)xn
— I, - :
Befommt, mwelder Uusdeuck fi x == ¥ die abl n giebt,

ey




———— .

Pen Werth des WBruchs

3. b. Wetthen der Junttionen, dbie ik gewiffers 2. 183

8me1)te8 Erempel

+ I
Pen Weeth des brud;ﬁ S e firNen Soll x = ¥

XX
su finven, $Es ift aber derfelbe als die Summe dex Reibe
1 Bif 3 .00 11, wenn Diefelbe bis 3um nten Gliede
: fortgefert wivd, =n,
Dureh die Subftitution der Diffevensiafien befommt
man fratt Des gegeberien Bruché
1 —*(an + 1)x2n
~ —a2an
und der Werth diefes Brudsift n, wenn man x=1 Rimmt,

Deitted Eeempel
x — (nF Dxn$+T fnxng2

= x)d
Jall x = 1 3u finden, g diefer Brud) die Summe der
ReibexT2F 3T 4%, o F nvorfielle, fo ift jener

nn n
Yerth b»tmmtemmﬁen = ——j 2

fiie Ders,

Durch die Subftitution dee Diffevengialien befomme -

man den Bruch
1 — (nf1)2xe Fn(n *F‘.:Jt‘.x"%"i
-— QU - :f

Da indefi bcr Rabler und Nenner diefes Brudhs fir den
Fall x = 1 perfchwinden, fo muf man von neuem dic Dif:
fevensiation nehmen.. Dadutdh befommt wan
n(nf )23 4 n(n £ D0 2)x8

—

2
wlfo fute den Fall x = 3, n(nj 2 = Ei;j

m 4 Biee-
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Biertesd Erempel.

Den Werth des Bruchs:
x + x3 — (20 f 1)x20%Y | (2n — I)xz"'H
: I X2 ' ;
fiir den Sall x=1 3u finden. Dga diefer Wruc) die Sunmme
deeReibe 1 T3+ 5+ 7 F..oc F (2n—1) ausdruds,
fo ift, wie beFannt, jener Werth = nn.

Dureh die Subijtitution der Differensialien befommt
mran den Brud)

1% 3xx — (2n F 1)2x2n % (30— 1)(2n } 3)x274 32

— 4%X(I =~ Xxx)

() .
und da detfelbe, wenn man x = 1 feft, = — wird, fomuf
O

man por neuem die Diffevenzialicn nehmen.  Hievburd
befommt man

6x—2n(2nF1)2x20=1 F (an—1)(2n}2)(2n f 3)x 201
& - 4 “I" [2XX
und diefer Bruch wird, wenn man x = 1 feit,
6 —an(mtns t (a0 —D(emt2)nt3) _
8

nr.

Sﬁnftes Exempel

Den Werth des Brudhs:
x } X2 — (0t 1)2x04T + (2nn T 2n — 1)z0F2 — nnx243
Coveaer :
fir den Sall x = 1 3u finden. Da derfelbe die Sumime
Oer Reibe 1 $4+9+....F nz qusorudt, fo ift ety
wi¢ befgnne, = in3 + inz + in.

Jimmt man die Diffecenyialien des Jahlers und Nens
nerd, fo eehalt man
1§
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5o d 2% o (mipi 1) 330
+ (n F 2)(z2nn f 20 —I)xM4T 3 — 3(f — x)2
— nn(n J 3)x"+32
und da in diefem Bruche Rabler und Renner = o wetden,
twenn man x = 1 fept, fo muf man von neuem die Diffes
venialien nehmen.  Allein der Bruch, weldhen man daz
dureh erhalt, nemlich '
2 — n(nofr1)xr-1
F (n F D)(nb2)@n f2n — Dxn s 61 — x)
— n3(n T 2)(n f3)antr
bat chen die Unbequemiichfeit, und man muf dabher durch
abermalige Subftitution der Diffevengtalien ju dem Bruche
= nfo'= D@ F s
4+ n(n } 1)(n f 2)(2an T 2an — DT 2 —-6
— n2(n } D(n f 2)(n f 3)xn

ju gelangeén fuchen, der durch die Subftitution x = 1 i

— n(n = 1)(np ) 3n(nt Do t2)(an—=n—x))

S =R
n(n f 1)6(::1 S ) e i £

ubergeht, twelches eben der TWerth ift, den man febon auf
andern 2Begen ald den wabhren Werth fennen gelernt hat,

Sedystes Erempel.
i o ym+n
I — X2P
3u findei,
Da Ddiefer Bruch ein Produft aus den bHepden Brir

xl'ﬂ — <0

dhen e

Den Werth des Bruchs fig den Sall x=1

S e tit, und bel; erfte fur. den Fall

x = 1 Den 2Berth & hat: fo braudit man nur den Werth
M 5 Des




186  Oritter Theil.  Funfyehnies Capitel,

bes andern Bruchs fur eben den Fall su fuchen. Da marn
nxn- ¥ n
= — gz

pRACES P
balt, fo ift Der gefudbte Ferth Ded gegebenen Bruds

dafie bepm Gebraud der Diffevengialien

n :
= —, (Gber diefen. Werth, findet man, wenn man uns

ap
mittelbar von dem gegebenen Vruche die Diffevengiation
pimmt.  Daburch exhalt man nemlich
mxP=X — (m °f n)xmin=T

- 2px2 P~ X

’ e f
and diefer Bruch giebt, wenn man x = 1 fefit, s

— 2p

>0 s -
== -~ tie verhin.
2p

§. - 36k,
Gben diefelbe Methode n_mﬁ man befolgen, twenn entiwedet:

p
ber3ahler oderNenner desBrudhs 5 oder bepde franfeens.
dente Grofen find.  Auch diefed mwollen toir an einiges
Beyfpielen ecldutern,

Eeftes Srempel

1 R -
Den YWesth des Bruchs :a ’;x fite Gent Sali x = a 3u
finOett,

Durch die Subiftitution der Diffevensialien erhalt man
fogleid den Bruch — A Sl
e, RIS OR

Deffelben fir x == a ift nan,

== nx*, und der IWerth

Jnoen?
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LSweytes Erempek

Ix
31 Mol = s
Den Yoevth des Deuchs G fir den §all x == ¥

3u finden.

Rimms man die Diffecensialien desd Jablers und Nen
I:x — 2/ (1—x)
; efommt man . o :
nees, fo-Defommt w s oy = :
-und da der Wevth diefes Brud8, twenn man x = 1 fefit,

&= o witd, fo fofgt, daf der Brudh y‘—'_(—[_ix::?i far ben

Sall x == 1 verfdwinde.

Dritted Erempef,

a-—x —ala } alx
et ¥et ¢s Bruchs : : - fii
Den Werih des b R T fiir den Salk
x == a 3u finven, in weldherm der Jabler und Yiennece
== O werden,

Durdy die Subftitution der Diffevensialien in dem
Rabler und RNenner findet man
—I1ta:x __ (a —x)¥"(2ax ~ xx)
— (@=—=%) { V(2ax —xx)  — x(a— x)
Nun wicd gwar aud) der Jabler und Nenner diefes Bruchd
== 0, wenn man x = a fegt; atlein da bepde dutdh a— %

theilbar find, fo echalt man Dafuc durdh) die Divifion mit
S

28— X

% :
unb da der TWeeth diefes Bruchs fiit x =3, = — 1 wird,
fo ift auch fie eben diefen Fall der Werth des gegebenen
Bruhs = — 1.

Wiep
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S.Bt'cttcs @rempef.

Den YWerth des En:ud)s G I‘ At ]
finden,

Dureh dic Subftitution der Differengialien beFommt

man den Brucdh ——?T—-j-, toeldher fiir x = o den Werth
2 giebt.
Tinftes Crempel
eX — 1 — (1 T x).,
Den Werth des Brudhs fur den Sall

XX

X = O 3u finden.

Seit man fratt des 3ahlers und Nenners die Diffes
eX — L : (L F x)
.4

2X

tengialien, fo'ecfalt man den Hrudy

- o P
telcher aber, twenn man x =o fefit, = — twicd;  Man
O

muf alfo duech abermalige Subftitution der Diffevensias

. Fr - -
lien den Brudy e S fuchen, mwelchers far

ey

x=o denBoudy T =y giote. Gbendiefes findet

man, wenn man fogleid) o § dx fir x fest. Da nemlich

e = 1} dx T #dx2 ¢, und1(1 + dx) = dx — Fdx2
T ac dft: fo erhalt man-quf diefem Wege

e — 1 — 1(r % .dx) dx2

dx3 a4

= I.

Sechs:




s3.b. Werthen der Sunktionen, diein gewiffen . 189

Sedystes Erempel

I
Den Werth des Bruchs ;‘— fiic den Sall x = oo 3u finden.
x

Um diefen Bruch auf die Form zu bringen, twobey er

¥ 2 0 = V
in dem angensmmenen Falle in = ubergebt, fchreibe man

; 31 = I
ihn auf diefe Avt ;—-——}i Kecnet fee man x = —,{o-daf
s y
far den FKall x = o, y = o terde. Hiedurch befommt
fhanden Brudh — ——2 fur den Fall y&=16 ju unterfus
¥
d)cn. é]Iimmt man nun die Differenzialien, fo findet man
ly)=2 !

Y(_g) R A F) . Allein diefer Bruch wird = —
nyn-X nyt of
foenn man y == o fefst, und eben diefed fmbet bep den Briw

: (ly)3
T O
%5

i f. f. fratt, welche man
HZYII n

durd) fortgefente Subftitution der Differenzialien erhalts

Um affo gleichroophl den gefuchten TWeeth: ju. finden, fen
1 : - e

$ = — = Y wenn man y =o fegt. Da m Dicjen

Salle auct)s— (Y) wird; fo erhalt mar aus jenér

Gleidhung ss = -—%’l—, und diefe Gleich