UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Universitatsbibliothek Paderborn

Leonhard Euler's Vollstandige Anleitung zur
Differenzial-Rechnung

Euler, Leonhard

Berlin [u.a.], 1793

Eilftes Capitel. Von den grofSten und kleinsten Werthen der vielformigen
Funktionen un der Funktionen mehrerer veranderlichen GrofRen.

urn:nbn:de:hbz:466:1-52934

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.de/urn:nbn:de:hbz:466:1-52934

Cilftes Capitel.

Mon den grdfiten und Fleinfren Werthen der vielfde:
migen Junfeionen und der JunkFtionen mehrever |
perandetlichen Srofem.

-

§ 273

E&‘gcnny eine vielformige Funftion von x ift, und alfo !
fiir jeden Werth von x mehrere reelle MWerthe befommt: fo f

ftehen die bep der Weranderung von x entfpringénde mef):2
rere TBecthe von y in einer folchen Verbindung unter eine q

ander, Daf fie mehrere Reiben fucceffiver Werthe geben,
Denn betrachtet man y afg die Ypplicate einer Curpe, Deven b
9[bfciffe durch x bejeichnet wird, fo gehorven ju einer und b
Devfelben Abfeiffe x fo viele Schenfel einer und derfelben b
Curve, ald y veelle MWeethe Hat, und man muff daher die J
fuccefiiven Weethe von y, welche einerley Schenfel geben, )
alé ju einanber gehbrig, und dig, reldhe verfchicdene Schens 4
* Fel bilden, al8 von einander getrennt betvaddten.  Man §
hat alfo in diefem Falle fo viele Rethen mit einander vers l¢
bunbener Werthe von y, als daffelbe bey jedem Werthe %
von x reelle Berthe beFomme, und iin jeder diefer Reipen gt
toecden bic‘i‘uertl}u bon y, toenn man x grofier werden g_[
[afit, entroeder Wachfen oder abnefymen, oder tenn fie eine :
|

Jeitfang getwadhien find, wieder abnehmen und umgaefehrt.
SHicraus echellet, daff e in jeder Reibe mit einander pevs
bundener Werthe eben {o grofte ober Fleinfie IWerthe gicht,

alg

J€i
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als dergleidhen bep den einfdemigen Fiinftionen ftats
fanden.

§ o4
Sur Beftimmung diefer groften und Pleinten MWerthe
Fann man fich eben der Meethode Hedienen, welde Das vors
bergehendeCapitel fir die Erfindung der grdfiten und Fleins
fen Werthe der einfdrmigen Funftionen enthalt, "\cm
da die Funftion y, foenn man x um dasd Fncrement w pey
gedfert, alfemal in :
. wdy . #2ddy |, ~3d3y
Pl T Sl
dx 2dx2 6dx3
ubergeht, fo muf, wenn cin grofiter edet ein Fleinfrer MWerth
i X ; & Fr
featt finden foll, das Glied —d—i’ == o fwerden, G35 jeigen

P.
TSy A = dy e i
aljp die Wurzeln der Gleichung ~- = o digjenigen ?Ibcrﬂ
dx

the von x an, weldhen in den Reiben der mit cinander vers
bundenen Werthe von y grofite oder Eleinfte Werthe suges
hven, Auch bleibt nicht jroeifelbaft, in was Fir einer
Rethe der mit einander verbunderen 90 erthe der quofite
odet fleinfie Werth fratt finde, Denn da die Gleichung
g%: = o bepde veranderliche Grofen x und y enthalt, fo
laffen fich die Werthe von x nicht anders beftimmen » alg
wenn vermittelfe einer Gleichung, welde das Veérhaltnif
difchen y und x enthalt, die veranderliche Brife y megs
gefchaft twird. Ehe diefes aber gefciehét, gelangt man ju
eitier ("chtd:-unq, toovin Der WBerth von y durdh eine ras
tionale pder einformige Sunftion von x ausgedrucht wied.
Dat- man hieraus die “‘»Lrtbe oon x gefunden, fo giebt ein
I'-ber einen jugehirigen Werth von y, und diefer ift in der

Neihe

i
':I..
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RNeibe der mit einander perbundenen MWerthe, u welder.
or gehdut, entweder el grdpter ober ein Fleinfter.

§. 275.

Db diefe ?’S&ca‘thc g;t' Itu oder Fleinfte IWerthe von y

dd
Man fucht nemlic) den SBerth von d—-—z in endlichen Gr
X

fent, und fest davin nach und nach jeden der gefundenen
oRerthe pon x und jugleich fisr y den IBecth, dev ihm far
jeden EBerth von x jufommt. $Hat man Ddiefes gethan, fo
ddy
dx2
tiven SBerth befommt.  Sm eefien Fall hat man datan ein
Qenngeichen eined hmnfnn, fo fvie an Dem aadern ein

unterfucht man, ob cinen pofitiven oder einen Negas

e S =W : paliieg o ‘ddy
siterfmal eines groften TWerths. Berfchwindet aber ps
X
d;}' oy 1 ol by
fo muf man die Formel —5 Rathe ziehen. Verfchtoine
X3

bot Dicfe nicht, fo giebt es teder ein Gedhites nod) ein
Sfeinftes, verfchioindet aber Diefelbe ebenfalls, fo muf man

e déy . : ;
u der Formel E;); fortgehen , und dabey eben fo perfabys
G -2 ddy , .
ven, al$ bey dev Formel s porgefchrichen worden ift.
X

: d4y

PWeun audh St htwande, fo mufte man ju dem flnfs
ten Differengiale von y fortgehen; man mag aber fortae:
Hen fo tweit man toill, fo mu§ man bep den Differenzialien
der ungeraden Ordnungen eben fo |d;hc}',tn, alg beyp Dev

43
Sormel i gelehret torden ift. Sn Diefen Fallen muf

man
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man nemlich v per Reihe der Formeln -dff,_ g—:{—f, :2
i¢. fo weit fortaehen, bis man ju einer aelangt, die nicht
perfchwindet.  Gebdrt diefe 3u einter ungeraden Ordnung;
fo findet-twedet ein Groftes noch ein Kleinftes ftatt; gebort
fie aber ju etner geraden Ordnung, fo jeigt ihe pofitiver
Werth ein Klemfres, tht negativer Werth aber ein Grofe
fed am

§. 276,

€3 werde die Funftion y aus x duech trgend eine Bhiei:
thung beftimmt.  Diferenziivt man diefe Gleichung, fo ers
balt fie die Form Pdx + Qdy = o, und e8 wird demnach,

dy ; P : : :
wenn man == = oqeft, o o, folglich enttoedet P=o,
X

oder Q =30, Die lete Glcichung Fann nidht fratt finden,
wenn dag BVerbaltnif jwifdben x und y durdy eine aane
rationale Gleichung gegeben ift, mweil entweder x oder y
pbee bepde unéndlich groff werden miften.  © bleibt alfo
biof die Glerchung P = o Gbrig, und die Wuegeln dicfer
Gleichung, oder die IWecthe von x, welde fie befommt,
toenn mittelft dev gegebenen Gleichung y toeggefchaffe ift,
seigen die Falle an, in welchen die Wertbe bon ¥ entveder
Grofite oder/Kieinfre fiud. Um aber ju befittnmen, ob eint

=

Gedftes obev ein Kleinftes fratt finde? fmui§ man die otz

dd 5 _ e ‘it R e
mel -(—l-—-; untetiuchen,  Run giebt die Differensialalets
_‘-\"

dung Pdx + Qdy == o, wenn man fie von ntuem biffe:
vensiivt und dbabep dP = Rdx TSdy, mmddQ = Tdx J
Vdy feit) - und dx afs beftandig betrachtet,

Rdx2  Sdxdy | Tdxdy ¢ Vdyz + Qddy = o.
Eul. Diff. R 3.Th, 00, 2,Th, 2,2Abth, D Da
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ds Vi Sy e R
Da labes d-"’ = o ift, fo witd, wenn man die Gleichung
X

el . Qddy .. ddy
$11 1 ;2 D IR e T BTN A
vurch dx2 dividirt, R 7 S c:), und alfo T

*

R =2 o A s A :
=i Ran differensiive alfo in der Diffevengialgleidhung

Pdx ¢ Qdy=s o biof die Grofie P, und betrachte y alsd
beftandig. Hierdurch erhalt man Rdx, Dann fucdhe man

A e s i
Den SWerth ded BVrud)s 5 Xt diefer IBerth pofitiv, fv
setat ov ein Grdfites, -ift et negativ, ein Kleinfies an,

_ § 297
&8 fen y eine gwepformige Funftion von x, tnd durd
die Bleicdung vy tpy tg=o chcbcn, fo Ddafi p und gq
einformige Funftionen von x bedenten. Differenyiict man,

fo witd '

aydy T pdy + ydp T dq == o, und alfo
Pdx = ydp T dq.

Setit man alfo P=o0, fo witd ydp ¢+ dq =0, und
d

o~

y = — Ecj’ §¢ wird alfo y durd) eine einfdrmige Junfz

tion von x audgedructt, fo daf y fir jeden gefundencn
Werth von x auch nur elnén einjigen beftimmten AWerth
Lefommts  9Bas \v‘ IMegfchaffung von y betrifft, fo ift die
felbe feicht. Denn toenn man in dber Gleidhung yy + py

4 dq ;
1 q = o anftatt y den Wevth — e fest, fo erhalt man
dp

dq2 — pdpdq } qdp2 = o, und diefe Gleichung durd
dx2 divtdirt, ‘giebt bey der Aufldfung alle ju Grofiten oder
Gleinfren gebdrige Fecehe von x.  Died wivd, durdh fole
f Deud alf“T et twerden.

e
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Erftes Erempel,

s ift die Gleichung yy + mxy + aa Thx fFnxx =g
gegeben; man foll die grofiten und Eleinften Werthe.
von y finden.

Durdh die Differenziation befommt man _
2ydy t mxdy | mydx + bdx T 2nxdx = o
und bieraus mwird
P=my+btinx, uiid Q= 2y T mx

Sept man alfo P = o, fo wird

b— 2nz

y =i

m
und diefer MWerth giebt, wenn man ihn in die gegebene
Gleichung fent,
nn nb bb
ﬂ-i;n:xx + ?hm min
—2nxx — bx +t.3a = o
$ nxx ¢ bx

poer
_ 4nbx T bb ¥ mmaa
T §
mmn — 4nn

Hievaus folgt

anb * Vimmnbb + mmn(mm = 4n)aa)

X =5
mmn — 4nn
oDet
SR 20b & m{(n@ﬁj_ﬂym ~—~ 4n)aa)
n(mm'—gn)
und

g o —mb = z-f'{_'ni'db - n(mm — 4n)aa)

. E 5 mom:— 4n
Betrachtet ' man nun blof = al$ verandeckich, fo tird
D 2 dP
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dP = 2ndx, und folglich R'=2n. €8 ift aber Q= 2y

v (nbb f n(mm — 411)aq)’ alfo

hmxe 5

i ann

v (nbb F n(mm — 4n)aa)

und Da der Fabler diefes Bruch8 2nn allemal pojitiv ift,
fo oird y eln Grofites, wenn das obere, und ein Steinftes,
wenn dad unteve eichen gilts  Man bemerfe hierbey noch
folgenbes.

R-——
g =

1, I8enn m =0 ift, fo folat aud der Gleihung P=0o
jogleidh x =-~£, wo alfo nicht eofe y toeggefchaffe ju;ners
pen braucht, @8 gehort aber 3u Diefem IWerthe ein Dopr
pelter Berth vony, weil y = X %v"(nbb —_ 4n.naa)
ift, und davon ift der pofittve ein grdfter, und dev negative
ein fleinfter,

2, §ftn=0, fo witd y = < —:%1-, und_x wadit in-f's
Unendliche; aber y behalt Dabey immer Denfetben SBerth;

und e8 aiebt felglich meder ein Groftes noch ein Kleinftes.

3 Sft mm == 4n, fo twird 4nbz + bb } mmaa =0
ober

bb + mmaa

X = —— und

— mmb"
.___b-——znx ah — mmx
e s s

m 5
2b - bb ¥+ mmaa mmaa — bb
e B =
m mb : mb

bF
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mmaa — bb

mmb

gehort, enttveber ein grofitér ober ein Ffleinfier. Da aber

uin jeneh Weeth von y ju befommen;oin Dem Ausdructe
mb. 5 2 (nbb } nlmm = 4h)agf}

&3 ift demnach diefer IWerth vony, det ju x=—

Y mm —;4n

Das untm n,cui)cu genommen: tverden” muf, fc it diefer
28erth von y ein Fleinfter, , :

G108

Sweptes Erempel
e ift 0ie Gleichung yy — xxy T xo== %3 = o gegeben;
mgn foll die grofiten over Fleinften YWerthe vony
: findens
Durch die Diffevenziation der Glsichung DHefommt
man
2ydy — xxdy —2xyd% {'di=—3x¥dx=0
und Daraus ticd
P ="1r — 3xx ~— 2xy, ud Q == 2y — xx.

=g 2.XX

Segt man demnadh P == o,.fo oivd y == ———— und

2x
folglich durch die Subftitution Diefes Werthes,
I 3 9XX X 3
4—)(;-—“; I =Y T :X,J Tx—x2 =o0
' obets
2 — 6xx | 2x3 F 9gx4 faxs = o 3
Die eine Wurgel diefer Gleicdhung ift x = — 1, und dasu
gehort y = 1. Fimmt man abev yoals beftandig an, fs
toicd
R= —6x — 2y, folglich
_-dd}r 2y T 6x
dx2 Ty — ixx 1
D3 ung

e e e e i Lo e S =

Ty

==

=

A5

A e e B

Lokl
Lkt
I -
2
[+ i
.! !

j ARl )
b
S T

4 i
o SR ') |
.FI ] ".
i |
r * tk. .-
p iy .;
¥ 1 il
bl
i

e e

T s
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antd diefer Husdrud giebt fiir x=—1 ud y = 1I Den
gBerth — 4. @8 ift alfo y = 1 ein Grofites. Furx =
1 aber aehdut aus der Gleidhung yy — y == o'ein dopz
pelter I0ecth juy, mwoven de einie ==0; affo weder eint Grdfe
tes noch ein Sleinftes ift. Dividirt man ;en*‘ Glelchung
des funften Grabes duedy x & 1, fo evgiedt fich cine Gleiz
ching e vierfen Grades, deven Wurjeln ﬁd}. nt;l;t abges
fonbert angeben (affen,

Dritted Spempel,

{5 ift die Gleichung:yy T 2xxy o} 4x — 3= o degeben;
man foll did ‘guofiten over Eleinften Werthe von y
finden.,

DU die Differenyiation  befommt man die Sletz
thung
aydy § 2xxdy Taxydx f4dx =0

. dy R '
Set man alio = & fo witd xy F 1 =="0, und fahee

o i e A g -
ye=— Diteeh dio Subftitution diefos Werths abee
erhalt man aud der geaebenen Gleichung:

I ;
;—23?4:‘:—-_—3:@.—:233——3):::{*1

und die Wurzeln ‘oteret @iewbung finbix =TI x5 13
x=—% Danan -

o = W37 nadsl) S RAEN A
de 70 Ay ke REm 1ans F ToRK
ift, fo toird - |
$dire o 2395
T e ‘y_i' X

uf diefe Art hot man
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A ddy
Tl s v
1 o ; oo
1 - I co
Thy ;
SRR RS e, -;)— fir et Groftes,

sl % ddy. : :
Da bey den gleichen Wurgeln d——%r = oo wird, o bleibht

%2

ein Qleinfred ftate finde.  IBeik aber jugleidh y Txx=o
) grrtaet o : . d e
witd, fo ift tn diefem Falle nicht.etnmal d—i = o, weil in

d; P
dem Brucdhe Y = =, P==o und-Q@=o0, und da
dx Q
affo dag Haupterfordeenif fehit, fo fndet teder ein Grof-
ted noch ¢in Klcinftes fratt.

~

§. 278,

G¢ gieht aber Ley Den bielformigen Funftionen nod)
eine andere Art dev groften und fleinften Werthe, welde
fich nach der bisherigen Methode nicht finden faffen, Deren
Befdbaffenbheit aber aus dev Jatur der stepformigen Funts
tionen (eicht entroicfelt oerden Fanm. &8 fep nemlich y cine
swepformige Funftion von x, fo daf y fur 1eden Blecth
pon x einen jwicfachen Werth Dbefomme, die entieder
bepde reell oder beyde imaginar find,  IWiv oollen anneh:
men, daf die FWerthe von y imaginde werden, wenn x > f
veell hingegen, tenn x < f, und einander gleich und =g,
wenn x = f gefest roied. Da alfo die Sunftion y feinen
veellen Weeth hat, wenn x > £ genommen wied: fo mug,
roenn bep x = £ Bepde TWerthe von y entweder arofier ober
Eleinet werden al8 g, der Werth y = g im exfren Falle etn
D 4 Kleing
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Rieinftes, im ywenten ein Grdfted werdew, weil er int jenem
fleiner und in diefem grdfier ift, ald bepde povhergehende,
Es (Gft fich aber diefes Grdfite und Kicinfte nach dev bis:

3 o0 :
perigen Methode nicht finden, toell Hier nidht a—E:omtrb._

G2 find aber auch diefe groften und Fleinfien Werthe von
einer gang andern Art, oie bey der BVergleichung bald in
vic Hugen fallt,

§. 279
G2 findet- aber dag Grivabnte fratt, foenn man cing
Bleichung von der Form
y=3ip £ (= )Vilf = x)q
bat, wobey p und q Juufiionen von x find . toelche fich
dbureh F— x nidht theilen laffen, und q etnen pofitiven
IBerth beformmt, toenn x == f oder um efivas weniges
Fleiner oder grdfev-ift. @8 feyp =g, wenn man x =
fegte fo ift flav, daf in Dem Falie x = €. beude IBertht
pon y in den einen g sufammenfliefen; nimmt man abe
x > f, fo rerden bepde Mevthe imaginar. Mimmt man
daber x um etiwas weniges fleiner ald f, oder x =£f—»
fo geht die Funttion
odp  w2ddp

in g — — 3, und
LR dx Y adx2 L L

. #dq . e2ddq

Ill = * T T &
qing P I i

nber, tvoher in diefeny Falle

: wdp . «2ddp wdg , #2ddq

=g— —— e T2, By (g F =
=8 dx . ndxz s AR dx t odxz .
wird Fft » fo Elein, daft die hHdhern Potefraten deffelben
gegen « verfchwinden, fo micd

- If-j}'

){i
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i wdp

; }’=g—dxim\/—aq

und diefe bepden Werthe von y find fleiner als g, toen
dp
dx
1 ber der doppelte Werth y = g in jenem Falle ein gudfter
1 und in diefem ein fleinfter,

-

pefitio, und gedfer, twenn d—E negatiy ift. - @§ ift da-
" ]

§. 280.

Dicfe grofiten und Feinfren Wertho ribren affb dabhes,
8’ weil, wenn man x = f fegt, beyde Werthe von y einander
aleich, bingtgen bey der Annahme x > f imagingr, und
bep x < £ veell werden, und foeil auferdent, twenn man
5 x=f — o fest, das jweyte irvationale Glied Hdhere Vo-
tefaten von - giebt, al8 -Das rationale, ~ Dies findet

fatt, wenn

m

i y=p % (f— DavV(f — x)g
[;é . foofern nur n eine ganzeJabl und > oift. Da aber nicht
8 blofi die Duadratmwurzel, fondern dberhaupt jede gerade
m | Duyzel beyde Seichen juldt, o ift folhes auch, renn
# bl

Pe=p ot (F-—rx) 2 g

foofeen nur 2n'F 1 5> 2m, und hHieraus fliefit
(y — pam = (€ — x)ans 1g2m,
oDet |
(y — P2 = (f — x)2n¢ 10,
- o oft daber eine Funftion y durch eine foldye Bleichung
G-)i auégedenckt toird, und 20 & > 2m ift, fo ijt auch, wenn
man x = f fest, der Werth von y cin grofter oder ein

el l

—
—

Yoo dp. ;
fleinfter, und jwar das ecfte, wenn bey x==f, EE etne poz
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fitioe, und dasd fefite, fwenn EE efise tegative Brope twoire,
; X

e g dp > ;
®ft aber in diejent Falle — = o, fo tvitd
o dx
Aan+ ¥
m:&d_ ~ATH
y=gi =+ p
2dx2

-~ L i'ﬂ -::-' T » - - : L=
$enn -alio nicht — s 2 ift, fo findet auch Fein grofs
2 m
Y .l [ b f i i e 1 : a -::' e +
tey oder Fleinfier Werih ftatk; ift aber —— 5> 2, fo ijt
2n

W it S nt ddp 4 :
y = g cin Grdfted, renn Toa cinen negativen, und ein
X

et ddp. 7 ; ik
Sleinftes, wen —— einert pofitiven IWerth Hat, Auf dieje

g x=
A ; ddp
Ave hat man aud) ferner ju wurtheilen, wenn f_- peEs
X

fchindet.

§.- - 2871.

Wenn alfo y eine Funftion von x vor dew Defdhriede
nen Avt ift, fo Fann e8 fich eveignen, daf e8 aufer den
groften und Fleinften Werthen, toelche fich nach dev vor-
bergehenden IMethode finden laffer, auch Grofte und
Rleinfre diefer andern Avt hat. Wie man diefe lehtern
nach den eben erfigeeen Regel finden Foune, mdgen fols
gende BVepfpiele evlautern,

Crites Srempel.

Die groften und Fleinften Werthe der SunFiion y 3u bes
ftimmen, welche duech die Gleichung yy = 2xy —
2xx — I [ 3x ¥ x3 = o gegeben 1iff.

Unr Die grdfifen und fleinfren IWerthe der erfien Nt
fu finden diffevensiive man,  Hiedureh wird
aydy
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Bon den grofiten und Fleinffen WhertBen 1c. 5%
2ydy — 2xdy — 2ydx — 4xdx } 3dx T 3xxdx = o
d -
und, toenn man 2 T fest,
dx :

3_

3
g 21 —X X,
y =A%

Bringt man diefen i:utf) in bie ecfie Skeichung, Fv be
fommt man
9x4 — 32%3 F gaxx — 24% F 5 =
und diefe Gleidhung (a6t fich in folgende auflbfen,
9xx — I4x T 5= o0, Und xx ~— 2x + 1 = o,

Die lefite gicht jroenpmal x = 1, wobey y = 1 toird, dafer
in dicfem Falle Dev Nenner in dem Bruche

gy o o2y 13 ~7gx — 3xx

dx : Y i 2%
derfchtindet, und alfo rebder ein Groftes nodh ein Klein:

ftes der etftcn At ftatt findet, Die etl‘te @Ie:d}ung

9xx o ¥ I oy i g
glebt x = 1 1Nd x = -(-:-, und pon diefen Werthen bHat dep

erfie. cfacn die 11n£wqueinlid;€eft al8 bdie, porhergehendes,

Sest man aber x = —9—, fo tnub
- 3 I 'f‘ 25 — 23
9 ‘54 27
wdba Sz 2B 34X = 3xx
dx 2y 7 2% _
ddyﬁx 4— 6% ==-.-—-3:§‘f';'.
dx2 2y — 2% Y it

: d
i-ﬂ.bcn} dy == o und dev afler =m0, €3 ift alfo fﬁ% -i"-"-'-'.‘*g

unhd
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und fo*aiebt der Werth x = ; etnn Sleinfted der evfren Avt,
Da fernet (y— )2 = (1 = X)3, fo toird

y =x & (1 —=x)YT—x)
und man echalt alfo qudy, wenn man x=1 fefit, ein
Grdites der groepten ek,  Denn fest man x=1— &,
fo wigd

i —u .o n

wid Bende Werthe {ind fleiner ald 1, reil @ fehr Flein ans
gengmmert Wik,

Ruwentes Erempel.
Dic qrofiten und Eleinfien Werthe dev Sunkrion
y =% — X% f (I — x)3V (L' x)
su finden,
Sk die grofiten und Eleinfren Werthe der ecfren At
differenjiive man die Gileichung, oodurch man

d
SR o tlmens B0 of o GRFGN =
dx 2 :
erhalt, Sesit man diefen Werth =o, 19 findet nian cinmal
dd
x=1;und da R e --v’-l:[ — x), foifty in
o dx2 4 F

diefem Falle ein Budftes der evfren vt und =1. Dividirt
iy d _ ;
man aber die Gleichung .,?: = o durdh 1 — x, fo toird

4 5= 5V (1 — x) == ¢,lobelf 16 ="25 —"25%
un®d hreraus

9 ddy |
= = und -2 X 3
X = WD e Dl |
. L G : 2869
a@enn daher dad obere Jeichen gilt; fotoird y = g-[m-

ein
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: eine Kleinfted; nimmt man abei das untere Seichen, fo
10

821
founte y = gl—m swar ein Grofted fheinen, allein man
J

dacf biof das obm aeid;cn brauchen; da 4 F Sv"(t —X)
' nicht = o fepn fanm, woofern nidt v (1 —x)= T — m
Bon der eeften Avt findet man alfo cin Groftes bey x=
: | 5 o q " L
14 und et Kleinfres bep x = =g bep ienem dft y = 1, und
25
1 286 o - :
bey Diefem ::T;ff-. Bon der andern. vt aber exhalt
ey
man ebenfall8 ein Gudftes, tenn man x = 1 nimmt,
Denn fest man x =1 — &, {0 OILD
ye=1— ww X w2Va
it bepden Fallen £leiner ald 1. [n diefem Falle, tod bey
ot x = 1 die Depden Grdfiten der crften und jwepten At bepz
' ¢infommen, hat man gewiffermafen ein vermifdytes Groftes.

§. - 283.

Nus diefen BVevfpielen erhellet nicht nur die Natut
diefer grdfiten und fleinften Werthe der andern Aet, fons
in dern e8 faffen fich Darnach G?.i-’.»j 11-1Lf) Willtube dergleichen
Funttioneh-jufammen fegen, mwelde Grofite ober Rlcinjte
diefer jwepten vt ertf)altcr. ?‘»m man aber bey jeder
) gegebenen Sunftion erforfdhen fonne, ob fie Grofite ober

Rleinfre dev andern Art Habe obder nicht, folched foll in
“bem folgenden Ub{chnitte gelehret toerden, toeil dabdireh
Die Matur det Curven febr evlauntert wird, Uebrigens et?
Fennt man leicht, dap wenn y eine Funftion vou x iff, wels

al

vt

L che cin Grdftes oder cin Kleinfres der andern Yrt Juldfe,
59 y
575 auch x eine foldye Junfeion von'y fey. Denn da aud det

Cleihung (y — x)2 = (1 — x)3, weun manx = 1 {ehi,

ruE

i
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fir y ein guofiter Werth von dev andevn Avt fich ergicht;
fo giebt, twenn man die veranderlichen Grofen y und x
perechielt, die Gleidhung (x —y)2 = (1—y)3 aud
¢ine folche Gunksion von x, welde ein Groftes der andert
Art hat. Denn fept man x =1, fo Witd (T —y)2 =
(1 — y)3, und daraus jwepmal y=1, und einmal y=o.
Gent man abet x=1+w, fowitd (1 fa—y)2=(1—u)3
und daber, toenn man y=1%1¢ fett, (e—2)2 =(—¢)3
= — 03 und alfo @ negativ. Hun fep y=1—9, {0
tird (» F @)2 = @3, und da, toenn man @ febr flein anz
nimmt, @3 gegen @2 nicht in Vetvachtiing fommt, fo mup
nothroendig » negativ fepn, und ed entfprechen daher dem
gQerthe x = 1 + w gat Feine ‘veelle Werthe von y.  Sept
min aber x=1—& und y=1— 0, {0 itd, toegen
(p— w2503, ¢ =a X avw tndalfo y—ax v/
daher bepde Werthe von y, weldhe ju x=1—» gehoz
ven, fleinee find als y = 1, toelcbe ju x = 1 gehdrt, und
folalich ein grofiter Werth von y ift.

Q.
‘;:I'o 2-_‘;3&

BRis Hieher baben tir blof 3vepfdrmige Sunftionen
Detrachtet, deven Grofte ober Kleinfre nicht fdroer ju uns
tevfuchen find, weil DLepde FWevthe dDurch die Yufldfung
einet quadtatifhen Gleihung gefunden mwerden fonnem
IBenn indefi die Funktion y durdh eine hHohere Gieichung
ausgedructt wied, fo laffen fich die Gedfiten und Kietnfren
der evften Avt nach der exflavten Metliode mit gleichem Grz
folge finden, und twad die der jrwepten Art betrifFt, fo bleibt
die Unterfuchung derfelben dem folgenden Abfdnitie bors
beHalten, SBie die drey: und vielformigen Funitionen bes
pandelt werden muffen, toolien twiv nua an cinigen Beys
fpielen zeigen.

Erfies

s =T
Ik

&
4

m

@
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Crftes Erempel,

Pie Junftion y, deven grofite oder Fleinfie YWerthe pog:
Iange werden, fell durd) die Gleichung
y3 T x3 = 3axy
aegeben feyn.
Durch die Diffevensiation erhalt man aus diefer ot
dung o
3y2dy T 3x2dx == 3axdy | 3aydx
und alfo
ﬂz Ay —'x%

dx yy "= ax
€8 tird daber e¢in Grdftes odet ein Klcinftes geben, wenn

0 e . .
iy ='xx, oder y = — it und diefer Werth giebt, wenn

man ibn in der Gleichung fubftituict,

%6 2 ; 2 :

3 T x3 == 3x3, oDe¢r x6 = 2a3x3
G8 ift alfo drepmal x =o, und in diefem Fallé toitd dop
Nenner yy — axi=o, weill y = -,g—c = o ift. Db alfo
i diefem Galie ein Groftes oder ein Klcinfres fratt finde?
thellet, wenn man x éinen von o fo Wenig ald mdglich
vetfchichenen SBecth Genlegt. €3 fep alfo x=w und y =1,
0 ird, wegen @3  #3 = 3a0¢, entiveder ¢ =« w, oder
P= a2, Sm erjien Falle wird adav s = 3wawy s, und
Wy« = v"za, und daher y = X v 3aw, tenn man x =
febt.  IBenn daher audy gleich » nicht negativ gemommen
metder: Darf, fo ift Do) Der eine von den bepden Werthien
bon - gedfier als o und dee andere Fleiner, und es ift dahir

1= o weder ein Groftes nody ein Kicinftes. Wenn aber
LPss w2 genonimrer 101D ; fo bat mon &3 == 3asw3, und
alfe

';
|
f
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. - 3 ; : :

aljo g = --i-, und ¢ = 22, Man mag dahet in diefem
3a 3a

Zalle x enttoedes 1 » ober = — » nehmen, in Deyden Falz

fen ift y =@ arofier ald o, und folglich y = o in diefem
Zalle ein Kleinfres.  Joch it DCL dritte f?ga ([ aus det Glei-

dhung x3 == 2a3 1brig, welder x = a{z, und y = av"4

qiebr. U ju beftimmen, ob derfe (be ein Grdftes ober ein

Sfeinfted gebe? differensiive man die Gleichung :
dy Sy e X

dx yy.— ax
bon nepem, tvo Mman wegen dy = o und ay — xx ='0,

ddy s 2 2 X
© dx2 yy — ax
erhatt.  Der Werth davon lfi m gegcnmmtwcn Falle
::aw.": 2 : g
— = — —; und Derfelbe jeigt am
3 3 a
232y 2 — aav2

- Ddf y ein Groftes fen,

Qmwentes Crempel
s ift vie Suntrion y durch die Gleichung
y& T x4 f .ay3 +f ax3 = b3x } by
gegeben; man foll ibve gedfiten oder Eleinften Yerthe
finden, s
Da die Differensiation die Gleichung
4y3dy  3ayydy — b3dy == b3dx — Zaxxdx = 4x3df
grebt; fo it
t_i_Y v b3 — J3xx — 4%3

dz T 3.4 Jayy —= b3

L% dy _ o=
wnd filt — == o, b3 =3axx | 4x3. & fommt aff
alled



1%
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alles darauf juruck, daf die grdften-und fleinften Werthe
vet einformigengunition b3 — ax3 — x4 aufaefucht toers
dent, indem diefe sugleich die grdften und Fleinften Serthe
der Funftion y find, E3.fep a =2 und b=3, ober di¢
Gileichung
y4 T x4 7 2y3 } 2x3 = 27x T 27y

gegeben ; fo ift

i e 41-‘—3-, und

i 4 735 Oyy == 27

4%x3 + 6xx — 27 =0,

Dividict man diefe Sleidung durch 2x — 3 =0, {o bes
fommt man

XX T 6x T 9=0
und da die Wurgeln diefer lesten Gleichung imaginar find,
{o- toitd
x :-_-%, und y4 +2y3 _27y=-4i~5g9
und bie Wurgeln diefer Gleichung find entoedet Grofite

dys ey = 0kx — 4x3

) Tleinfte, Da aber — = - =404
bev Rleinfie, Da aber — P e fo ifé
ddy__—-— IR — JTAXR.

dx2 — 4y3 T 6yy — 27
und diefer TWerth zeigt ein Kleinftes an, foenn et bep

X = -2 pofitiv, ein Grofited aber, wenn er dabey negas
tid toird:

- Drittes Erempel
Die grofteis und Eleinfien YUeribe von y 3u beftinimen,
twen
% ym o axn = byrxq ift:
Durch die Differengiation echalt man
ul, Diff. R 3.&h. 00, 2,ED, 2.2btls & dy
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dy - qbyPxa-I-—naxn-x
- dx = mym- T — phyp- i
sy und fest man diefes = o, fo witd e¢inmal x =0, twenn
e - n und q grdfier alg 1 find, und dann auch y=o. Ob e8

in diefem Kalle ein Groftes oder ein Kleinftes gebe, wird
: man finden, twenn man die nacdften Werthe unterfudt,
indem auch der Nenner = o ift, und bey diefer Unterfus
1 dhung fommt e poljuglich auf die Cpponenten an. a%luf:

. ; ; oo, dy :
ferdem gielht aber die Gleichung d—/ =0
X

i P 2 =g
: = . xn=
| Jh Sy
: und fubftituict man diefen 2Berth in der gegebenen Glew

¢hung, und fest babm)P—Z =g, {0 foird
q

m mn — mgq

) na
g x P Taxt = —xn

q
poer
m mn =— mq— np (
. n-—gla
gPx % = _q_(.]l_.

woraus fich
5 3
o A aN\P:(mn-mq-np
i (x fi] ) ( ) . gin_-(mn-mq—njj
q
ergiebt, und jugleich wird dadurch auch y befannt. Dann
muf man untecfuchen, ob dasg joépte Diffevenial

447 o 9(a = Dby? s E < (nee Daxet3

dx2 mynsl — p_byl’"--'f:-;q 2

einen pofitiven dOCL einen negativen Werth befommt. S
crfien Salle bat man e Kleinftes; im andern ein Gdjtes.

WBiertes
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Biettes Srempel,
Die geofeen und Eleinften Wetthe von y 31 beftimmen,
wenn
'}r4 ';'j X4 = 4xy — 3
ift,
Duedh) die Diffevensiation erhalt man
dy- y ~— x3

dx y3 — x
und bieraus
V.= x3,

Solglich ift

x12 == 3x4 ~— A, ober xT2 — 3x4 A\
und diefe Gleichung [aft fich in

. X4 1 =0, UNd x8 F %4 — 3 = 5
und die lestere in
X4 =1 =06 'tlﬁbsc#-l-z:o'

ouf(dfen. € ift demnach stoenmal % = ¥ oder x == s X
und in bepden Fallen derfchoindet auch det Nenner des

@

Bruchs :—y Um alfo 3u brforfd)en; b i bie[‘en Kallen
X

ein Grdfites ober ein Rlcinfted fratt habe; fese man x =3
I—wundy=1—¢:foif

I —40 T1—4w — 448 — 40 =3

T 692 T 602 T 409
EoAPE =y . e
T o9t wt

und alfo
499 =602 T 602 — 403 = 4a3 + 04 i ad
- unb; da wund ¢ febr flein fenn follen, '
488 = 602 + 6wz
ga . &3
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@3 ift alio der FWerth von @ imaainar, man mag « Hofitiv
ober negativ annepmen. Wit anvern Worten, tvenn y
aid x Die Coordinaten eciner Curve bedeuten, fo hat die:
felbe, wenn x=1 und y =1, einen 3u ibr gebhdrigen
QPunft, (punfum conjugatum). E8 fann aber Ddiefer
aRerth toeder fur einen grofiten nod) fur cinen Fleinfien
gebalten werden, weil die porhergehenden und nachfolgen:s
Der S8erthe, mit weldhen ex verglichen toerden muf, imas
ginav find.

Wenn die Gleidhung, wodurd) das BVerhaltnif 3ivi
fhenx ind yausgedructt wivd, fo befchaffen ift, daf eine
Sunftion von y einer Funftion von x, oder Y = X witd,
fo muf man, um die guoften und Fleinften IBerthe devfel
benzu finden, dX =o feien, und es wird demnadh y in
eben Den Fallen-ein Geofites ober einKlcinftes, in welden
X ein folches wivd. Auf abnliche Art twird x, toenn man
x al8 eine Funftion pon y betradhtet, cin Grofites oder ein
Kleinfted, menn dY = o, oder wenn Y ¢in Gudfited oder
ein Kleinftes ift. €8 folgt indefs Hieraus nicht, daf x und
y sugleich) Grofite ober Kieinfte werden, . Denn ift 2ay —
yy = 2bx — xx, {o ift y cin Grofites oder cin Kleinftes,
penn x =b, und dabep witd y=a * v (aa — bb).
Hinaegen witd x ein Groftes oder ein Kieinftes, wenny =a,
und dabep ift x = b X V(bb—aa). €8 wird alfo y fein
Grofites oder Kleinfied, wenn x=bE Vi(bb —ag) ift,
und doch ift in diefem Falle x ein Grofted oder Klcinfes.
Uebrigens hat in diefem Falle, wenn y grdfite oder Fleinfre
S3erehe sufommen, x Dergleithen nidht, denn y fanu fein
Gedftes ober ein Kleinfred toerden, wofern nicht a > b iff,
sber in diefem Falle toird das GSrofte oder Kleinfte von x

a0 inav, §. 283.
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§. 285,

&8 tann {id aber ferner auch erefgnen, daf nicht alfe
Wurseln der Gleihung dX = o gedfite odet Fleinfte Wer-
the von y geben.  Ddan wenn jene Gleichung jrven aleiche
Whivgeln pat, fo findet weder ein Grofted noch ein flein:
fres ftatt, und eben diefes gefchicht, wenn ¢8 irgend cine
gerabe Angahl gleicher Wurjeln gieht. Iare 3. B, -bie
G leichung

by — a)2 = (x — b)3 § 3
gegeben, wo man durd) die Differenziation

2bdy(y — a) = 3dx(s— bh)2
befominen wihrde: fo Hatte die Funfiion y roeder ein
Broftes nod) ein Kleinftes, wenn man x = b nabhme, weil
bier jiwep alciche Wurgeln vorfommen. Wenn Hingegen
x al8 eine Funftion von y betrachtet wivd, fo wird daffelbe
ein Grdftes ober ein Kletnjtes, wenn man y = a fetst, und
swar ift x = b — cein fRinfted. Da endlich in den Gleis
dungen pon der Form Y=X di¢ verdndertichen Gudfen x
und y nicht mit einandey vermifeht weeden, fo find alle
teelle IBevthe von'y, welhe man durd) die Werthe von x
au$ der Gleihung dX = o erhalt, Grofite oder Kleinfte.
Sind in ciner Gleichung die beyden verdnderlichen Gedfen
untet einander vermifcht, fo findet diefes nicht fratts

Was auferdem roch von der Natur der grofiten und
Fleinfren Werthe 3u fagen ift, behalten wir dem folgenden
Abfchnitte vov, toeil folches mitteift Figuren fetchter Dars
geftellt und ecflavt werden fann,  Sebt gehen wir fort ju
ven Funftionen mehrever vevanderlichen Grdfen, und jur
Erforfhung dee Werthe, welcdhe den darin vorfommenden
veranderlichen ®rdfien bepgelegt werden mifen, damit

€3 Dic
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bie Funftion einen groften oder Fleinfren Werth bLefom:
me.  Supdederit fallt dabey in Die Augen, daf die Funf:
tion pon der ovm X b Y, toenn X eine Funftion blof
pon x, und Y einc Funftion blof ven y bedeutet, em(-‘om,,
tes DDcv ein Kleinfied fepn werde, twenn {owobl X als Y
ein Giedfites ober ein Kleinfres ift.  Um alfo den grofiten

erth pon X Y _;:; :,-i'.z?-c';'-. ; nm“ man Oie 2Werthe pon x
fuchen, wobey X ein Grdfted wivd, und dann ferner die
93erthe von vy -[.,;'.‘-[':3, n.’_:r'e;. Y ¢in {_-.-51*0{;:&? ift. - Hat man
Diefe 1-.1;r:=._--.-r:: ,fo geben Gende, 1 die Funftion X Y ge:
bracht, D

nogrdfren Wevths und. cin ahnlicher Weg muf

fite den flei 3“;1,-,‘.1 SBerth von X f Y genomnicn tverden,
Man muf

fich Daber huten, jwep IBecihe von entgegenz
gefenter VefdyaiFenheit mit einander ju verbinden, {o daf
ber eine fur X cin Grdfites und fur ¥ ein Kleinfted gebe,
Sn diefem Falle wirde die Funftion X+ Y tweder cin
Grofites noch ein Kleinfted feon. - Hingegen wird die Funfz
tlon X — Y ein Grofited, wenn X ein Groftes und Y ein

Klecinftesd ift, und ein Kleinftes, wenn X ein Kleinfies 'mb
Y ein Grofites ijt. Wenn man aber von beyden Funitio
fient X und Y zugleich dag Grofte oder Kleinfte mehmen
rollte, fo totede ihr Unterfchied X — Y tweder ein Grofz
ted noch etn Kleinftes fepn. Alles diefes ift ausd dem, was
porhin uber die Natur Dder g,féﬁteu und fleinften IWerthe
gefagt mworden ift, leicht eingufehen.

.'ft‘

§. 287,

Wenn alfo die geofiten odew Fleinften Werthe einer
Funftion jroeper veranderlichen @Lu;,‘rn gefunden werden
follen; fo ift oeit mehr Bovficht ndthig, als wenn in eben
der Abficht cine Fuaftion einer einzigen ucrénberifr:f;;en
Grofe gegeben ift.  Denn man muf dabey nicht blof

R
J:]'k“’_i_
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xalle fovgfaltig beftimmen, in tvelchen ein Grdfites oder
Kleinftes hervorgebracht wied, fondern aufierdem aus diefon
je stoey auf die Avt mit einander verbinden, daf die ges
gebene Junftion cin Groftes oder Kleinftes werde, IBie
wollen diefes durch einige Crempel evldutern.

Crfies Erempel.

Lo ift oie Funbrion  sweyer verdndetlichen Grdfen
y4 —8y3 t 1872 8y g3 — 3xx — 3%
gegeben; man foll die Werthe von x und y finden,
wobey die Juntrion cin Grofites oder Klemnftes
: witrd,

Da fich Diefer Ausdruck in jtoey Theile Y + X theilen
(3t , wovon fjener cine Funftion vony, und diefer eine
sunftiont pon x ijt:, fo fuche man die Falle auf, wo jede
diefer Funftionen ein Grdftes oder ein Klicinftes wivd.
Da alfo

Y'=y4—8y3 1 18y2 — 8y
fo toitd.
dy ;
9 e A 0y — 8
und fest man diefen Yusdrud = o, o witd, nachdem man
durch 4 getheilt hat,
y3 — 632 f 9y —2 =0
und die Wurjeln diefer Gleichung find
y =2 umd y =2 & 3,

ddy : i ;
Da alfo -.‘}._d;; = 3yy — I2y t g ift, fo giebt y = 2 ein

Gréftes, IWag die Gbrigen beyden Wurgeln y = 2 F 3
betvifit, roelche aus der Gleicdhung Yy —4y T E=o0ent:
€ 4 fprins
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. ddyY
fovingen: fo roid Eiﬁ == yy — 4y T 3 = 2, und ¢§

geben daber bepde cinKleinftes. Man bat alfo
e— Y = 8 cin Grofites

=2 — YL — W Hod R s
£ e ~ » cin Kleinftes,
y=2 1 v3|¥=—1]
®a ferner X = x3 — 3xx — 3x ift, fo wird
dX
— == 2X2 — (X —
dx 3 3

und darausd eraicht fich die Gleichung
xx = 2x T I, und alfo x = 1.5 2,
Mun ijt i = x — I =& 2. Folalidh giebt die
6dx=
Burgeb x = 1 F V2 ein Kleinfies, nemlih X =—35
— 4V2, und x =1 — V2 e¢in Grofites, nemlih X =
— 5T 4v72. @3 {ft bemnach die Formek
X f Y=y4—8y3 +18yy — 9y 1'x3 —3xx —3x
ein Orofites, wenn man y =2 und x =1 — V"2 fest,
und wied dabey =3 + 4v 2. Cben Ddiefe Formel twitrd
ein Kleinfies, wenn man ye=2 — V3 0dtry =21 v3
pnd x=1-tv 2 nimmt, und tn diefem Falle ==—6—4v"2,

Jwentes Erempel.
] - e [ [ ! 2
Es ift dic Sunfrion 3weyer verdnderlichen Grdfien
y& —Byditrrgy2 o« 8y:i—x3 { 3xx T 3x
gegeben; man {oll die Salle beftimmen, worin (ic cin
Grofites oder Kleinftes wird,
Braucht man ¥ und X toie vorbhin, fo ift
Y = y4 — 8y3 ¢ 18y2 — 8y, und -
¥ =ixIm X —13% i

und daber die gegebene Funftion = ¥ — X,  Aug det
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potfergehenden Entioidelung erhellet ferner, daf v — X
einen grdfiten IWevth bat, wenn man y =2 und x =1
T2, und ein Kleinfted wird, wenn man y =2 * V'3
und x=1 —y72 feit. In jenem Falle wird fie = 13
T 4V'2 und in diefem =4 — 4v"2.  Uebtigens crFennt
man bey bepden Grempeln leicht, daf die aefundenen Wey-
the tn Vevgleidhung mit allen fbrigen mdglichen weder
grofte noch fleinfte Werthe genennt weeden Eonnen.  Deun
felste man in bepden y = 100 und x = 0, fo befame man
offenbat einen grofern Werth al8 wir vorhin gefunden
baben, und auf ahniiche Avt wiede fich ein Fleinerer ers
geben, toenn man y=o und x = — 100 anndhpme. Man
mui daher die obige Beftimmung der gedften und Fleinfren
Werthe nicht vergeffen, und unter einem grdfiten Werthe

« allemal den verfteben, der gedfer ift, al8 die nadften vov

ihm vorhergehenden und auf ifn folgenden; fo wie wnter
einem Fieinften denjenigen, dev fleiner afg die qunachit oo
ihm votrhergehenden und auf ihn folgenden ift. Go it
5 . Der Wevth von ¥ — X, welchen man findet, toenn
man y ==2und x =1 } v'2 fegt, grofer als diejenigen,
weldpemanbep y =2 Houmdx=1+v2 X o erbalt,
wenn « und @ hinlanglidy Fleine Grdfen bedeuten.

-
>

§. 288.

RNadh diefen Bepfpielen toird e leicht fepn, die Unters
fudung ing Allgemeine su fibren. G8 bedeure alfo U
itgend eine Gunftion jweper veranderlichen Grofen x und
¥, toofiic die Werthe von x und y gefucht werden fols
len, tooben U ein Grdfites oder cin Kleinftes wivd. Da
in diefer ADficht jeder der verdnderlichen ®voflen x und y
ein Defiimmter SBerth bepgolegt mwerden muf: fo nehme
man an, dof der Werth, weldhen y baben muf, wenn U

€ 5 ein
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ein Geoftes oder ein Kleinftes werden foll, {hon gefunden
fen. Sn Ddiefem Falle braucht nue noch dev jugeborige
aBerth pon x gefucht ju werden, und died gefchieht, wenn
mat die Gunftion U fo differensiict, al8 ob blof x vevan:
declich are, und das Differengial = o fegt.  Auf abhnz
liche et findet man den erfordeclichen Werth von y, wenn
man ben SBerth von x als beveits gefunden betradhtet, die
Sunftion U fo differensiict, ald ob blof y veranderlidh
ware, und das Differensial = o fept,  Jft daher das Dif:
ferenyial
dUi= Pdx} Qdy

fo mug P=o und Q=o fepn, und aus diefen benden
Gleichungen laffen fich dann die gefuchten Wevthe von x
und y finden.

Da man aitf diefe Aet die Werthe von x und.y, wos
bey die Sunftion U cin Brofites oder Kieinjtes toird, ohne
Unteefchied findet: fo miffen nun noch die Falle, in wels
chen cin grofiter oder ein Fleinfrer Werth entfteht, von
cinander unterfchicden werden., Soll nemlich die Funftion
U ein Grdfites werben, fo muffen bepde veranderliche Broz
fien die dDagu erfordeclithen Werthe Haben; denn wenn dev
IBerth der einen ein Groftes, und der Werth der andern
ein Kleinfted gebe: fo warde dic Funftion felbft weder e
Groftes nodh ein Kleinfted werden, - Hat man demnach
aus den Gleichungen P = o und. Q = o die Werthe von
x und y gefunden, fo muff man untevfuchen, ob bepbe einen
aroften oder Fleinften 2ecth hervorbringen, und alédann
ecft Depde mit cinander verbinden.  Fft dies gefchehen;
fo [aft fich mit Sicherheit behaupten, aber .audy fo nuy,
Raf Der IWerth der Funftion cin grdfter oder ein Fleinfter

fen.



Bon den grofiten und Fleinfen Werthen 1. 4

fen. @ben dasd gilt vom Kleinfen; es faun die Sunftion
U fein Kleinftes werdem, wenn nidht jugleich bende Werthe

L3

bon x und y ein Kleinftes aeben. 8 eveignet fich indef

bistveifen audh, Dafi die Werthe bepder perandetlichen
Groen aud den Gleichungen P=o0 und Q = o mweder
ein Grdites noch ein Kleinftes geben; und dicfe Galle mif
fen ebenfall8 fogleich alg untauglich permworfen foerden,

§. 290,

Ob aber die Werthe von x und y ein Groftes oder ein
Kleinftes geben; findet man, wenn man jeden befonders
untevfucht, auf ahnliche Art, al wenn nur eine verdn:
derliche Grofie da toave. Um nemlid x su beuttheilen,
betrachte man y al3 kine beftandige Grofe, und da alg:

dUu e : i
dann dU = Pdx, obder o= P ift, fo Diffevensiive man P
i X

bon neuem, obne auch, hiet y alg vevanderlich ju. betrach:
ddU

de : :
ten, um 3 = P ju erhalten, SNun unterfuche man,
Xz ® .

! dp & ¥’
ob Der MWevth von 7 wenn man fire x und y die juvor
x.

gefunbenen Wevthe fest, pofitiv oder negativ feps im etz
ften Falle hat man ein Kleinftes, im andern ein Groftes,
Auf abnliche Avt ift, toenn x alg eine beftandige Grofe
‘ dU ;

angefehen witd, dU = Qdy, obder e Q. Man dif-

y
fevensiive alfo Q bon neuem, indem man bl y alé verander:
e dQ ¥
tidh) behandelt, und unterfuche den Werth von ;o ndeim
) 4

man fiv x und y die augy den Gleichungen P = o und
Crate ot - @ S el Yoo

Q = o gefundenen Werthe fest. Wird 3, Ponitib, fo tjt

1
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diod cin Merfmal cined Sleinjten, wird ed aber negatiy,

¢in Qeichen cines Grdften.  Hievaus crhellet, vaf fen
dP dQ

Grdites oder Kleinfres ftatt finde, wenn o und — i Dutd

diefar xundyaefundene Wevthe Werthe bon entgege *, efehs

tor Befchaffenbeit befommen, daf aber ein Kleinfted ergeugt
i3 dp a0 :

perde, wenn bepde Jormeln = uno AT pojitip, unod e
: % ;

@rdftes, wenn bepde negafiv werden,

§. 291.

L - i dP dQ
Wenn aber eine von den Formefn — und —— ovw
: dx dy

auch bepde bey der Subftitution der gefundenen Werthe
pon x und y verfdwinden, fo mufmanju den folgendel
Diffevensialien Lo und 24 fortgehen.  Berfchtoinden
dxz dy2
diefe nicht, fo findet roeder ein Grdftes nodh ein Kleinfies
fratt; verfdytwinden fie aber, fo muf man nad) den Fow
d3pP

d3Q ; oy
meln —— und o urtheifen, und goar auf abnliche Atk
x5 Y

dP
(§ folches bep den Kormcin - unb —9 gefchieht, Umim
vefl Dcit*hu, ¢ U jeigen, in as ng,a[!s:n diefes gefchiebt, o

dP
fep Det flie x gefundenedBerth) = w, toobep, toenn ; dadutd
X

: dP 12 :
= o titd, Eo: nothwendig emen Faftor x — « [aben
X
muf. - Sft diefer Faftor nub ein einjelner und Fommt Fell
andever ihm gleicher Darin vor, fo ift dies ein Kennjeichen
baf tweder ein ®roftes nod ein Kicinftes ftatt finde. = Ehen
Dicé

| -7 8 - PR 1

n
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Bon den grofiten und Fleinfien Werthen e, ==

iy : dP ; '
ied gefchieht, wenn = den Faftor (x—a)3, (x — a)s
X

1. hat.  Fft Dingegen (x — )2 obder (x=— )4 3¢, ¢in
Saftor, fo wird dadurd jwar ein Gedftes oder Sleinftes
angeseigt, allein man muf auch eeft noch unterfuchen, wie
es fidh mit y verbalte,

§. 292,
Die Art die hohern Diffevensialien in diefon Fallen 3u
finden, (3t fich aber aufgrordentlich evleichtern. Dehn nehz
men toir, um die Sade gan aligemein ju behandeln, an,”

i v : dp
16 fep ax -+ 8 = o gefunden, und die Formel e habe den
X

L
saftor (ax + 8)2, fo baf e (ex T £)2T fen: fo ift,

d3p
dx3
o bat man bey der anjuftellenden Beurtheilung lediglich
auf T 3u fehen, St T pofitiv, fo seigt Dies einen Eleinften,
ift e8 aber negativ, einen groften Werth an. Gben dies
fes Grleichterungsémittel Fann man brauchen, wenn nu
eite einige veranbderliche Grofe da ift, fo Daf man nie
nithig hat; su den bohern Differensialien aufiufteigen.
Sa man Hat nicht einmal ndthig, ju den jwepten Diferens
jlalien fortugehen.  Denn wenn aus der Gleichung P=o
fih ax T g = o ergiebt, fo muf P nothwendig den Faltor

«x T 8 habe. Yuf diefe Art witd P = (ex T AT, und da
dp dif
5 = oT i (ex ‘G)E} ird, fo hat man, inden «x } 4

teil ex + 8 = o,

= 22T, und da 2«2 pofitiy ift,

SR |
&= o ift, e aT; und ed jeigt Dabher der andere Falf

tor




gy
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tor T, je nachdem Der Werth von &T pofitio oder negatip
ift, ein Kfeinftes oder ein Grofites an.

Y. 293.
Srach diefen BVorfchrifien Fann o8 nicht febroer faller;
bew jeder gegebenen Funftion jweper veranderlicher Srds
fen bie Falle gu beftimmen, wo diefelbe ein Grofites oder

ein Sleinftes roird, IWas- auferdem nod) anzumerfern ift,

toicd fich am leichtejten bep Der Cntwicfelung eingelnet
Salle bepbringen laffen; dabet it die gegebenen Regeli
burch etnige Crempel eclautern fwollen.

‘ Eeftes Exempel
g i(t die SunFrion 3weyer verandetlichen Grofen:
U = xx + xy T yy —ax — by
gegeben; man foll die Salle beftimmen; wotin fie
cin Grofites over ecin Kleinftes wird.
Da
dU=2xdx P ydx T xdy —2ydy,— adx = bdy
ift: fo mwird qus der Bergleichung mit der allgemeined
Sorm dU=Pdx + Qdy, ; '
P=2x T'y — a, 1D Q = 2y F x = b
Hievaus ergeben fich die GSleichungen
2x fy —acso,ud 2y T x —b =0
gitd Denen man durd) die Weg{chaffung von y
x— b = 4x — 2a, und alfo
2a — b

3 ; : . 2b — a
X = e, UMD §y & &4 — 2x =

o

€ d!—‘ o P 2
eehalt, Daalfo — = 2; und g = 2 toird, fo jeige
dx d}r

bepde ein RQlcinftes an. Wie fehlichert Hieraus; daf dit

Govmel
i

a0



Bon.ben grdfiten und Heinfren Werthen 1. %9

19 xx T xy T yy —ax— bx

ein ffetnftes werde, wenn man

2a = b ob — a
X = ume y =
3

£ nimmt, und es twid alédann
0z O e o Bauch Fabiesigbb - ivaa’t ab—bb
et 3 3
ift ' und diefer Ierth, als ein eingiges, unter allen der Fleinfte.
I €8 fann alfo nur auf eine At
i xx",r'xy'i"yy-—-ax—b}?=—'.aa f-aiamhb

ecden;, und da e8 nicht Fleiner werden Eann, fo ift die

Gleichung
7 xx T xy P yy — ax == by = aa“:_bh——tc

eine unmgliche Gleiching.

Swentes Crempel.

r Die Salle 3u beftimmen, in welchen die Sormel:
o U = 53 thy3 —guxy
ein Groftes odet ein Kleinfles wird,
Da

dU = 3x2dx | 3y2dy — 3aydx — 3axdy
ift, fo wicd - :
P =3xx — 3ay, umd'Q = 3yy — 3ax
und- daher
Ay = xX UNd ax = yy,

x4 - L
Da alfo yy = — = ax ift, fo bat man x4 — al3x =B,
aa

L und alfo entreder % = o oberx=a, S erften Falle it

A ; : dP ddp :

WE y=o0, imanderi =2, Da nun .= 6x; = 6
dx dxz

it
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and 19 = 6y und 449 — ¢ ift: o entjteht imv erften
dy dy=

Ralle, twennx == o und y = o ift, teder ¢in Grofites nod
ein Rleinfies. Jm andern Falle aber, oenn x=a und
y = a ift entjteht ein Kleinftes, weil a pofitiv ift, und swar
witd U =~ a3, toelcher Werth indef blof fleiner ift, als
Die qunachft vorhergehenden und junachit folgenden; denn
¢6 feidet Feinen Jmweifel, daf U einen toeit fleinern Werth
beformmen £onne, wenn bepde peranderliche Grofen x und
y negativ genommen werder,

Drittes Erempel

Die groften und Fleinfien YOerthe -der Sunkrion:
U.= k3 J.ayy — bxy I ex
3u finden.
Da
dU = 3x3dx T 2aydy — bydx — bxdy T cdx
ift, fo toicd
P=3xx —= byt ecupd Q = 2ay = bx
und wenn man bepde Werthe = o fest,

bx ;
e = und folglich

XX —~— ke eCe= 0, NOekxk == 2ohLER D
s 123
alfo
bb & v (b4 — g8aac)
S 123

Wofern alfo nicht b4 — 482a¢ & o ift, fo hatitveder ein
Broftes nod) ein Riecinftes fratts 8 fep daber
bh(bb — f)

b4 — 48aac = bbf alfo ¢ =
48z2a

L R e A -



b=

/W o oo

i

Bon deh grdfiten unid Hoinfren Athen 1. gi

fo mwigd .
Fbf - bb(b *.f
x:-bb —— b y:-»-—g-b—-—-—..).
12a 24aa
3 dp ; dQ : dp
a Jernet — = 6x, und — = 2a ift, Ird — ==
Da fernet R £; und W 22 ift, fo toird o

li{i;“ﬂ Wofern alfo nidbt 2a und bl‘bi' R
ley Beichen haben), fo findet: toeder ein Grofites noch eirp
Klemftes fratt,  Sind aber Depde entweder pofitin obep
egativ, teldes fratt finden wird, twenn dag Produft
beb £ f) pofitiv ift: fo toied die Sunftion U ein SE’Iciufteé,
fwenn a pofitis, und ein Grdftes, wenn a negativ ift. St

einerz

alfo f= o odet ¢ = ‘;%j-:, fo wird; tveil bb pofitiv ift,
bie Gunftion U ein Rleinftes, wennt a eine pofitipe Brofe
ind x = ;E’; un_b ] ;l;:—a ift; ift bingegen a negatip;
fo gebien eben dieje Subftitutionen cin Grdftes. Sftf<b,
fo entfteht in bepden Fallen ein Groftes vder ein Kleinftes 3
X i B P

und. y =
124 Y

ift aber £ b, fo geben blof x =
bbb + )

—

tin ©rdfites odek ein Kleinftes, j¢ nachdem a
R4aa

negatits oder pofitiv ift. E8fepa =1, bes 3 und f==1;
o dag

U=x3*tyy—3xp+3x
werdel fo ift U ein Sleinftes; weil a pofitip wird, man
Mag x =1 und y = 3, odet x = U0 y=1 fepen, Sm

o CEften Lalle mfgb U=, im letert = vz+  Benn man

ab;‘L‘ flir x negatipe Sablen nimmt, fo ife leicht eingufeber;
Daf man {3t U nod viel Feiners Werthe erbalten Fanm,
Man muf daher U = 5 tn dem Beiftande als eift Kleinz

Lul DIff. K. 3.T0. 00.2.Tb. 2. 2Absh, g fres
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ftes betrachten, Daf damit gefagt werdben foll , T twerde.

einen grdfern TWerth befommen, wenn man x = 2t e
und y = 3t @ fegge, und » und ¢ fleine pofitive oder nes
gative 3ablen find, €s darf aber » dieSGrenze — 4 nidht
fiberfchreiten; denn wenn & < — %, fo fann U Eleiner
werden als .

WViertes Erempel.

Die ardfiten und Eleinften YWerthe der Sunktion:
¥ = x4 T y4 — axxy — axyy T ccxx | ccyy
3u finden,

Differenziict man, fo wird

P 4x3 — 2axy — ayy T 2ccx, und

Q 4y3 — axx — 2axy T -2ccy;
und fest man diefe Werthe = o und siebt fie pon einander
ab, fo toird

4x3 — 4y3 *F axx — ayy | 2¢cex —= 2¢cecy = O.

Da diefe Gleichung durch x — y theilbar ift, fo ift cinmal
x = y, und damn auch ¢x3 — 3axx 7} 2ccx £= O, Hiers

i

—

aus flichit x= o, und 4xx = 3ax — 2cec, odel x =

ax V(gaa -+ 32¢ . '
385 \9 3 c). Nimmt man x = o, {o toird

8
audy y = 6, und fvegen
. ap
e 2%~ 2ay + 2¢ce, und
dQ
e = I2yy — 2ax T 2c¢

die Funftion U ein Kleinftes = o, Sept man x =y =
s )

vV (9aa — 3z2¢c) o
8
P 4XX = 34X — 2¢¢

24

dp

wird, tvenn gaa > 32¢6;.

i

Ay

1
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i 9 I2xX 2ax + 2¢ce ax ce -

—_— s — = —_— - e e

dx dy _ 7 Ae
2123 — 32¢c Z 73V (9aa ~— 32¢¢0)

e
—

3
uith da diefer Thetth:allemal pofitiv ift, feif 32¢c¢ < Qaa,
fo wied U in diefem Galle ein Kleinfted und :
— P 2] I 3 . ;%
& —rtdd P ogade = —ed4 — _ '
056 ‘16 R 2560;Iaa 32¢c)
Dividict man aber die Gleichung | o
4x3°=— 4y3 o} axx - ayy T 2cex — 2Ccy = @
duech x — y, fo witd
4xx T axy t 4yyt ax + ay + 2ec = o,
Yber aus der Gleichung P = o wird
2ccx
yy = —oxy ¢ 2ys4 2063
a a :
und dutch die Subftitution diefes Werths foird
' 16x3 T 4axx } aax + Qcex t 2ace
43X.— ac :
Jun giebt aber die Sleichung
4%3 axx 2CeX,
V- i x il

y = —x =

und ed wird demnadh
16x3 T g4axx t 4cex F 2ace =
(4x — a)V'(gax3 + aaxx 2accx)
ober nad) Wegbringung der Srrationalitst
256x6 + 192axS E 80aax4 'I- 4a3 =3
i 128cc . T gbace

=~ 2a3ce .
T 48aacexz 5 x | 4a2cé
B iaea I 16ac4

Wenn diefe Gleihung peelfe MWurzeln bat, fo jeigen diec
S 2 felben
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felbent guofte ober Fleinfre TWerthe der Funftion U an,

e

: dp d e : :
tndem = und '&'9 @vofen mit einerley Seichert twerden.
_ % y

Sinftes Crempel
Die grofiren und Eleinften Werrbe des Ausdrucks:
x4 t mxxyy Ty T aaxx T naaxytaayy =¥
31 findens

Durch die Differensiation findet man
P = 4x3 T amxyy T 2aax T naay = Q
Q = 4y3 T 2mXxy T 2aay | naax = o,
Hepde Gleichungen zu einandet abddivt und von einandex
fubtrabirt, gebent
(4xx T 4xy T 4yy — 2mxy | 22a —naa)(x—y)=o0
(4xx—4xy ¥ 4yy T 2mxy T 238 F naa)(x £ y)=0
fo foie diefe auf apnliche Avt nach der Divifion dDurch x—y
. und x £ y behandelt
l 4xx T 4yy T 2aa = o, und
4}{'}’ —— zmxy—-—-naa _—0;
us det lefitent eraicbt fich °
naa
2(n — m)x
die erfte aber laft feine reelle Werthe ;1. Wiv haben alfe
drep Falle.

y:ﬂ

b 1. Wenn y = x, fo ift
4x3"f2mx3 T 2aax }Fnaax=o
toraué. entiveder x = o, obdeg 2(2 + m)xx F (2T n)ag

E8fep x = o, foift audh y == o, und wegen

NI L Y

i a0 CY- Tl 2 11T L
L e | wm BAL ‘_- ] L r ?: @y | R4 5




Bon dett ardfiten und fleinften Wlerthen se, §3

—— = I2yy t 2mxx } 22a

dy

in diefem Falle U= o ein Kleinftes, indem der Soefz
ficient aa pofitiv ift. . Der andeve Fall gicht xx = —v
(."_i'_?_?_‘f, twelcbe Gleichung nidht veell feyn Fann, wofern
2(m T 2)

e, B g n ¥t 2
o2 toaft. . E8 fey — - = —_ Kk
1uci)tm+2negax ift. . & fpm'f*g kk, sdet

n = — 2kkm — gkk — 2, fo ift x = * ka und y =
dP
* kay abey S = 12kkaa + 2mkkaa T 222 und
7 )

d

2 = 12kkaa T 2mkkaa + 223. Dg alfo o und
dy dx

dQ , = Gl o ) . :

by einander gleidh find, fo ift U entmweder ein Sleinftes

Y

ober ein Sroftes, je nachdem jene Grofen pofitiv odet nes
gatiy find,

2. Wenn y= —x, {o ift a(m + 2)x3 = (n-—2)aax,
s 2)aa
2(mf 2) "
Wurgel o fahrt auf dag Borhergehende; 0ie leste ift veell,

alfo enttoeder x == o, oder xx = Die erfte

N — 2 a3 . iy € #

wann - _‘)--—— eine pofitive Grdfe ifr; und mwenn
2(m 2) 3

dP dQ

= = ——, (o fommt entiveder ein Grofited oder ein
dx d:{ Y

Kleinfes,

naa 3 mn2ad
o [0 Htgxd o = :
2{2 = m)x D — mj3x

|-

3. Wenn y =

nna4 . . nna4
T 2aaxp T =0, oDet 4x4  2zaxx F
o § s e m\x (

= - iy _.':-—m_i‘-

Eg =0,
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= o. Diefe Gleichung Hat Feine reelle FWurgel, mwofern
fidht aa eine negative Geofe ift,

Sechstes Erempel
Die grdfiten und Eleinften Werthe der Sunftion
U=2&tfy4—xxTxy—yy
3u finden,

Da hiey P == 4x3 — 2x + y =.0, #nd
Q=4y3 — 2yt x=o0
fo 1ft aus dex erfien Gleichung y == 2x — 4x3, und diefes
MWecth giebt in dDie andeve Gleichung gebracht,
250%9 — 384x7 + 1g2x5 — 40x3 T 3x =0
Gine Wurzel dicjer Gleichung it x = o, wodurd) audh
D

: PR Iy di
y = owith. Da in diefem Falle = = I2xx — 2, und
X

dQ y ¥ . 2. . | e
T I2yy — 2 witd, fo tird U ein Groptes = o,

Dividiet man aber die Gleibung durdh x, fo rird
256 x8 — 984x6 ¥ Ig2ax4 — 40%x2 T 3 = o,
und diefe Gleidhung hat den Faftor 4xx — 1, wedwegen
gxx=1umdx= X § und y = X § wird., Ferner wird
dP dQ : 3 A ke
e O =2 1, und 'in bepden Fallen entfpringt alfo

ein Rleinftes = — 7.

Dividirt man die Gleichung durch 4xx — 1, fo bes
Fommit man
64x6 — Box4 } 28xx — 3 = 0
foelche Sleichung ywepmal 4xx — 1 =0 enthalt, fo daf
daber Der vorhergehende Kall entftebt, Unuferdem roird

varaus
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X V3

daraus 4xx — 3 =0, UNd 'x = = und y= "-‘—‘—F—3

-

@8 ift alfo aud Lo = e = =, und U wird ein Kleins
dx dy

fied = — ¢, oben jualeich diefer Werth der Fleinfte uns

tev allen ift, welche U befommen fann, fo daf U= — ¢

— cc allemal unmoglich ift. AYus den Bisherigen (aft fih

die Methode, die groften und fleinfren Werthe der Funke

tionen dreper und nrehrerer veranderlicdher Grofern ju boe

fiimmen, ableiten,

54 Swolf-
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