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“Biersehnted Capitel

Won den Differenzialien fiir befonvere Falle,

§. 337

%c;m y 1waend eie Sunftion von x ift, und diefe vews
andecliche Grofe x um den Jumwadhs » permehrt wird
odet x it x - @ ubergeht, fo befommt dadurdy y folgens
Den TWerth: |
,eody . w2ddy | w3d3y . wdddy
e 'é'dxsy LTPTTETI

und alfo y den Jumwacdhs

edy . w«2ddy w3d3y wdday

dx i 2dx2 6dx 3 24dx4 s
tie aug dem Obigen beFannt ift.  Wivd alfo »= dx, oder
x um das Differengial dx vermehrt, fo wird der Jumadhs
pon y ;

dy T 2ddy T $d3y { ;31d4y T 1

und dicyer Slimac[)é ift Das vollftandige Diffevenyial von y.
Da indef jedes Glicd diefor Neihe ju dem folgenden ein
unendliched Berhaltnifi hat, fo verfdhwinden alle folgende
Glieder gegen das erfte, fo 0afi dy das gewobnliche crfte
Differengial von y wied.  Auf abnliche At find die jroeys
ten, Dritten und vierten Differensialien w. f. f. von'y
folgende

dd.y
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af
doy '::d“y'['v?—d?y T 2,

und man erhalt diefe Differenialien aus dem s6ften §.
durdh die Subftitution dx, fiv o - Diefe Diffevensialien
find die vollftandigen Differensialien von y, weil darin
aud) bie Glieder bepbehalten find, weldye geaen das erfte
verfehwinden. Man findet aber diefe Glicder eingeln durch
eine fortgefeste Differengiation von y, indent man dx als
beftandig betrachtet, it 3. B, y = ax — xx,' fo find,
well dy = adx — 2xdx, und ddy = — 2dxz mird,
die vollftandigen Diffevenjialien von y
dy = adx — 2xdx — dx2

ddy = — 2dx2

und.die Wbrigen = o.

§. 338

Wenn aber gleich Nberhaupt die folgenden Glicder in
diefen Differensial- Ausbeiicen gegen die evften verfchrins
ven, fo fallt doch in befondern Sallen, wenn dag erfre Glicd
felbft verfchmindet, der Grund davon binweg, und es dits
fen alfo Dann aud die folgenden Glicdet nicht aug dee
Ucht gelaffen werden, = So ift 3 B, in dem vorhergehens
ben_ Falle, 100 y = ax —xx wav, bas Differensial im
Allgemeinen jiwar = (g o 2x)dx; und man Hat nicht nodz
; R 2 thig
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thig — dx2 Depjubehalten; toeil diefes ®lied unendlidy
Feiner ift al8 das ¢rfte; allein e8 liegt dabep die Vorauss
fegung jum Grunde, dafi das crfte Glied felbft nicht ver
f‘d;minbe. gBennt Daber das Differenslal von y=ax —
xx fir den Kall gefucht toird, wo x = #a ift, fo muf man
fagen, ¢é fen == — dx2, weil die Funftion y in dem Falle
x = #a, foenn x um dx fadft, unt dx2z abnimmt. Die
fen eingigen Fall ausgenommen, ift das Differengial der
Sunktion y allemal = (a — 2x)dx,; bdenn, tvenn nidt
x = fa witd, [aft man — dx2 mit Recdht aus der Adt,
Nuch Fann die Bernacdhlafigung des Gliedes dx2 felbft in
 dem Jalle, daf x = #a ijt, ju feinem Frrthume verleiten,
Denn da man die erften Differengialien unter fich ju vers
gleichen pflegt, fo ift e$, weil dy = — dx2 im Falle
x = %a, gegen die evften Differenziale dx verfhwindet,
fleichviel, ob man dy = o, odet dy = — dx2 habe,

5. 339
@6 bedeute 'y irgend eine Junftion von x, und man
ethalte dabep durch eine fortgefeste Diffevensiation
v dy=pdx; dp.=qdx; dg=rdx; de =sdx; .
fo find bie volftandigen Diffevensialien von y, wobey nidts
aus derAcht gelafien wird,
day == pds *t dgdx2 | 2rdx3 T isdx4 20

ddy = qdx? ¥ rdx3 T ;Zsdx4 f Ztdx% T 20

d3y == rdx3 + 3sdx4 t Stdxf 1t 2

d4y = ¢dx4 + 2tdx$ F 10

dsy' = tdx$ + ¢,
Wenn alfo Die erfien Gfieder in) diefen Ansdracten nichs
vivichioinden, fohat man in ihren aflein die Differensias
gien: bon y; wenn abee in fvgend einem: Kalle Das exfte

j
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Blied = o toird, o giebt das folgende das gefudte Diffe
vengial. Berfchmande auch das jwepte Glied, fo wiirde auf
“abnliche Ave Das dritte, und perfchmwande aud das dritte
®lied, fo rourde Dasd vierte Glied diefes Differenzial geben,
u.{. 0. Hievaus folgt, dafi dasd erfre Differenzial einer Funfs
tion pon x eigentlich nie verfchrwinde. Denn wird audyp=o
in oeldhem Falle man dag Differenial von y als vers
jhoindend ju betrachten pfleat, fo mwird diefes Differen:
atal durch eine hohere Poteftdt von dx auggedructt; 3. B.
burd) #qdx2, oder wenn aud) q verfhwindet, durd) frdx
i, f. to,

§.  340. .

Db nun abev gleicd, in diefen Fallen das Differensial
won y in Wergleihung mit andern erften Differensialien
mit Recht aus der Acht gelaffen wicd, fo. ift es dodh gleichs
wohl dfters niplich, den Ausdruck Ddeffelben ju Ferinert,
©o fann man aus dem volftandigen Ausdrucke cines Dif-
fevenzials fogleich beurtheifen, in weldyen Fatlen die qeges
bene Funftion ein Kleinfted oder ein Grifted wird, St
3 B,

d.y = pdx | #qdx2 + Zrdx3 F 16

fo mug, wenn y ein Brdfites oder cin Kleinftes retrden foll,
P=ofeyn, Sn diefem Falle ift-alfo dy =#Zqdx2, und
die Junftion y geht dabey, wenn man fiie x die Grofe
x L dx fest, in y + $qdx2 fiber, und toird daher einen
fleinften Weeth haben, wenn q pofitiv, und einen qrdften,
wenn q negativ ift. IWird aber auh q==o0, o ift dy =
¢rdx3 und die Kunftion y acht durch die Subftitution
x X de fite xiny £ Zrdxs fiber; 8 findet aber in die:
fem Falle weder einGrofites noch ein Kleinfres fratt, IWird
bingegen audy r = o, fo erhalt man, enn man x * dx

: {3 fiie
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fur x feist, y - z2sdx4 fur y, und diefer usdeud giebt
ein Grdftes, wenn s eine negative, und ein Kleinftes,
toenn s eine pofitive Grofe ift.  AndereBepfpicle von der

Nupbarkeit der vollftandigen Diffevengialien twerden unten

porfemnren,

§. 341,

Wie wollen annehmen, p veefdhbivinde, twenn x = a
wird, und dies gejchieht, wenn p = (x — a)P ift. G
entftebt aber ein foldher Werth, wenn y = (x — a)2P + €
ift, o C irgend eine Deftandige Grdfie bedeutet, Denn
Da pdx = (x — a)2dP F 2(x — a)Pdx ift, fo muf noth:
wendig p= o ferden, wenn man x = x fest, Alsdeni
wied folglich, da dpdx = qdx2 = (x — a)2ddP +
4(x —~a)dPdx "} 2Pdx2 ift, d.y'=Pdx2, c8 mifite
dennPhepx=a 1,~e="{-'!vnin’*en welcher Fall nachher betrads
tet werden foll. Dev gegentartige Fannallgemeiner auf fols
gende Yt 'Dm:gcrum werden. - €8 foy 2z = (x—a)2P}C,
und y irgend eine Funftion von z, fo daf dy = Zdx fwerde,
oenn Z irgend eine Funftion von z = (x — a)2P } C bes
veutet,  Alsdann ift alfo

dz = (x — a)2dP J 2(x = a)Pdx, und

pdx = Z(x — a)2dP + 2Z(x — a) Pdx.

Diefes Blied wird = o, wenn x = a wird, und [kt man
in eben diefeom Falle die Glicder mweg, welche den Sattor
X —a enthalten, fo wird qdx2 = 2PZdx2 , und alfo fu
x = a, nadhdem man in PZ allenthalben & fir x gefest
hat, dy = PZdx2, St daber y irgend eine Funftion pon
z = (x — a)2P ¢ C, fo Dafi dy=2Zdx ift, fo ift fiir x=12
pas Differengial dy == PZdx2. &3 wird dabher diefe Junfs
tion y filt x == a ein Grdftes, wenn in eben dicfem Kalle

Die Brofe PZ negatiy, und £in fleinftes, fvenn PZ pofitiv iff.

§. 342.

|



Bon den Differensialien fir befondere Falle. I5%

§. 342.

Wenn p=(x-—2a)2P, fo verfhmwindet fir'x = a
auch q; man findet aber einen folchen Werth fiv'p, renn
y = (x— a)3P f Cift. &8 ift alfo bann

pdx = (x — a)3dP ¥ 3(x — a)2Pdx
qdx2 = (x—a)3ddP } 6(x—a)2dPdx } 6(x—a) Pdx2
und jedes diefer bepden Glieder verfchioindeét, wen x = a
witd; das folgende abet ift
rdx3 =(x—2)3d3 P} g(x—a)2ddPdx F 18(x—a)dPdx2
- T '6Pdx3 = 6Pdx3 2 Hh
wenit x =a ift.  Da alfo p und q fur'x = a verfhwin?
den, fowitd dy = Irdx3 = Pdx3. Auf abnliche At finz
vet man, wenn z = (x — a)3P F C,und y eine Funftion
port z und dy = Zdx ift, toeil al$datin dz = (x — 2)3dP
T 3(x=—2a)2Pdx ift,p=o und g=o, und rdx3 = 6PZdx3;
alfp dy="PZdx3 fiir x=a. Wenn daher gleid fir x—=a,
p=o wird, fo hat dennod) die Funftion y weder cinen
groften noch einen Eleinften Werth,

§. 343

§8 giebt aber einen feichtern Weg dicfe Differenyiaz
liew su finden, weldber jich anf die Natur der Differengiaz
fien felOft gvindet. Denn da man dad Differenzial von y
ethalt, toenn nan y von feinem nachften Werthe oder dem,
toeldhen e durch die Subfiitution x + dx fir x befommt,
abaieht, fo fey, wie im erften Galle, y = (x — a)2P F C.

et man hier x F dx fir x, fo witd

Y = (x—=atdx)2P' f C
wnd  folglich
dy = (x —a T dx)2P/ — (x — a)2P,

Wenn alfo x = a ift, fo witd dy = P/dx2/, und, da P*
und P im Bethaltniffe der Sleichpeit frehen, dy = Pdx2.
K 4 Serne
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geeney fey 2= (x—2a)2P + G, fo wird dz = Pdxs,
Fein alfo y irgend eine Funftion von 2, und dy = zds
tit, fo ricd fir x5 2
dy = PZdxz,
Kt nun 25 (x—a)3P+ G, fowird
2! = (x—a'fdx)3p’ A o)
und daber fiir x = a
z/ == 3 = dy. = PdxA. -
3t demnady y irgend eine Funftion von z und dy = zds,
foift aud) firrx = a das Differensial dy = PZdx3, por:
gusgefesit, baf in den Funftionen P und Z allenthalben
a flr x fubftituivt werde. Da aber in diefem Falle z=0C
und Z eine Funftion von z ift, fo wird Z eine beftandige
Grofe, nemlidy eine folche Funftion von C als & vorbhin
Pon = wat.

§. 344.

Wenrt alfo iberhaupt y = (x — )P + Cift, fo twitd,
well dann yY=(x—a -1~ d_;l)np; E. c mirb, fie 3 e
bag Diffevensial dy = Pdx2; und wenn alfo n > 1, fo
pecidiindet diefes Differemsial in BVergleichung mit an,
veen etften Differensialien, weldhe dx homvgen find. Sun
it aus dem Vorhergehenden Flar, daf die Funttion y fie
x=a ¢in Brofites oder ein Kleinftes witd, wenn n eine aes
rade 3abl, und dabey P fiie x =a eine pofitive, und ein Grofiz
tes, toenn P eine negative Srdfeift. Man findet demnadh auf
biefe Art die gedften und Eleinften Werthe viel leichter al8
nach det obent befdhrichenen Methode, tweif man dabey nicht
nbthig hat, juden bGecn Differenyialion fortyugeper, Wenn
aber' z = (x —a)p T C, und g eine Sunftion von z, und
dy = Zdz ift: fo toied fie x =a dag Diferensial dy =
PZdxe, G4 toird aber{hico n filv eine pofitive 361, odet

1L
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eine folche, die grofier al8 o ift, genommen; denn wenn n
eine negative ahl todre, fo twirde, twenn man x = o
feste, (x — a)» nidhyt verfchwinden, fondern felbft unend:
lich grofi twerben, ‘

§. 345,

Wit haben gefeben, daf auf diefe Art dag Diferen:
sial viel leichter gefunden ird, alé vermittelft der Reibe,
wodurd) toir vorhin das vollftandige Differenzial ausdruds
ten; benn ift n eine ganse 3abl, fo miffen fo viel Glicder
jener Reibe durdhgegangen tocrden ald n Ginbeiten bat,
Aber wenn n cin Brud ift, fo giebt jene Reibe dag tafre

Differengial nicht einmal, €8 fep 3. B, y = (x —2)3
T av'a, wo in Ruackficht auf die Reibe

dy = pdx | 2qdx2 * ¥rdx3 | ;1sdx& ¥ 1,
o
4V (x — a)

und s=

p=3V(xr—a); q=

3 9
e 3 (x—a) v’"(_x-—-a) 16(3_3);'{@_:) p{
- Wenn man alfo x =a fest, fo wird jwar p = o; allein
alle folgenden Glieder q, r, s, ¢, geben ing Unendliche
uber, und eg fann demnad) der Werth ded Differenzials in
diefem Falle gar nicht angegeben werden. Dagegen [afit
Die auf dic Natur der Differensialion felbft gegrandete Me-

thode gar Feinen Jmweifel tbtig. Denn da x = (x — a)?

T avaa ift, fo echalt man durch die Subftitution x 4 dx
fur x

Yimilx~a ']1.'&:;;]"lé T ay'a
und.es ift folglich, mennix = a gefest toird,
dy = dxvdx
®s Diefes
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Diefes Diffevenial verfchwindet gegen dx, . abet dagegen
per{chivinden gegen Ddaffelbe die jwenten Diffevenzialien,
weldie dx2 homogen find,

§. 346

Sett toollen wir die Falle ettwad genauer betradten,

oo n eine gebrochene Jabl ift, und
¥ Px,f'(x—-—-a]‘i' C
fefen. Hier wird, wegen y' =PV (x —a 1 dx) T C
dy ="Bvdx

fir x = a, und es hat folglich vi %8 Differensial 3u dx
und allen thm Homogenen Differengialien ein unendbliches
Merhaltnif. Hicraus erhellet audy, toie in diefem: Falle
uber d as Geofite und Kletnfte i uetheilen ift. - Denn da
¥ fenn man x + dx fite x fest, in Py (x — a) +C 4Py dx
ubergeht, fo I}at a dx bepde Seichen julaft, die Funfs
tion y einen doppelten IWerth, den etnen grofer als C,
und den andern. fleiner, fo Daf fie fliiv x = a feder ¢in
Groftes noch el Kleinfies wivd., RNimmt man ferner dx
negativ, fo toird der Werth von y fogar imaginar. Gbhen
Dieg hat man ju mecfen, wenn z= Py (x— a) + C, und
y eine Junftion von z und dy = Zdz ift, indem alédann
dy = PZy dx fur x = a wird,

§. '347.
Wenn die Funfion, deren Differensial fir den Falf
x == a gefucht werden foll,
m
y=(x=—a)"pP}C
ift, fo wird, wie ausd dem Bothergehenden erfannt werden
Fany,

i
dy = Pdx?P
Ment
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Wenn daher m > n ift, fo veridhwindet diefed Diffevensial
: sl ; :

gegen dx, ift aber m < n, fo mwbé unendlich grof, Sit

ferner n eine gerabe Jabl, fo hat Das Differengial dy: einen
poppelten IWertly, einen pofitiven und einen negativen;
und mwenn man daber a f dx fur x fest, fo befommt die
Sunftion y, die bep x =a den Werth C erhalten Haben
wiitde, einen doppelten FWerth, einen der grdfer, und
einen, der Fleiner ift al8 C. Seste man hingegen x = a
— dx, fo tourde y imagindr werden, und alfo in diefem
Salle edbet ein Grofites noch ein Kleinftes feprn. - Nun fep
n eine ungerade Jahl, o denn mentweder gerade vder un:
gerade fepn toitd, €8 fey jubdederft m eine gerade-[abl.
Da alddann dy denfelben Werth behalt, man mag dx pos
fitiv oder negativ nehmen; fo. echellet, daf die Funftion
y flir x = a enttveder ein Grdftes oder ein Kleinftes fepn
werde, je nachdent in diefem Falle P cine negative ober
pofitive Grifie ift. Wann aber forwobl m ald n ungerade
ift, fo gebt das Differengial dx in das entgegengefente tber,
toenn man dx negatiy nimmt; und e hat daber in dics
fent Falle die Funttion y weder einen grdften noch einen
Eleinften SBevth.

. . §. 348.
Wenmw die Funftion y ausd mehrern durch x —a theil:
baven Gliedern befteht, und 3. B.
y ={x—amPt (x—a)rQt.c
ift: fo ift ihe Diffevensial fiv den Fall x =2
dy = Pdxm 4 Qdxn

Jft in diefem Ausdructe n & m, o verfdhwindet bas jwente

Slied gegen das erfte, und man behalt blof dy = Pd=™.

it aber o ein Brud mit einem gecaben Jtenner, fo darf
man -
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man Qdxn, o6 e8 gleich in BVergleichund mit Pdxm pers
fdbmindet, gleichwohlnicht aus der Acht laffen. E8 echellet
nemlich davaus, daf dy negatio wird, roenn man dx negatip
nimmt, weldhes man aus Pdx nidht erfennen fann, Da
alfo, e n ein Bruch mit einem geraden enner ift, dx nidyt
negativ genommen toerden fann, dag Glied Qdx» aber,
woenn nian dx pofitiv nimmt, einen doppelten Werth Hats
fo wicd die Funktion
y = (x—a)mP § (x—a)Q { C
welche fiir x =a der Dbeftandigen Grdfe C gleidh wied,
durch die Subftitution x f dx fiiv x
¥ = CifapdxmiE Qdxn

and da diefe Deyden MWerthe enttoeder grofer odev Fleiner
alg C find, je nachdem P eine pofitive oder negative Grofe
ift: fo bat bic Funftion y im Falle x = a toeder cinen
qrdften noch einen Eleinften Werth, '

§. 349

S diefen Fallen laffen fich alfo die toabren Difjeen
slalienn der GunFtionen nisht nach den gewobhnlichen Regeln
finden, toeil diefe bloff gelten, toenn die dx homogenen
Diffevensialien der Funftionen gefucht werden,  Wenn
bingegen in irgend einem befondern Falle das Differensial
einer Funftion durdy die Poteftat dxn qudgedrucft tird,
fo findet man dafii tach jener Regel o, wenn n grofer
al$ 1, und o, wenn n fleiner als 1 ift, §ft 3 B. y=
V(@ —x) und foll dag Differenial von y firr den Fall

dx
Va—x)

S d ;
i, furx=a, dy= — -Ex-, lnd twollte man die folgen

x =a gefucht werden; o erhalt man, da dy =—

den Differensialien juHilfe nehmen, fo wirden anch diefe,
toeil
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poeil fie einen o gleichen Nenneg hatten, ndgefammt un:
endlich) Grofe fepn.  Wir baben abe gefeben, Daf dy =
v — dx, und alfo fogar imaginar ift. Sest man bingez
gen x — dx fut x, fo wird dy =y dx, und alfo unendlid
gegen dx, o baf dx gegen dy berfdhmindet. €8 leitet Das
ber die gerwdhnliche Methode audy hier su Feinem Frthume,

indem fie den Werth von dy unendlich groff angicbt.

§. 330

Man muf alfo. die gewdbnliche Methode ju differens
yliven veclaffen, fo oft in der Reibhe pdx F Eqdx2  Zedxs
+ 1c. wodurdy das vollftandige Diffevensial der Funftion y
ausgedruckt wird, das erfie Glicd p entrweder = o odek:
= oo twird, und alsdann das Differengial nach den evften
@rundfagen der Differengiation fucben. So oft daher das
Differensial derFunftiony firveinen gewiffenBerth vonx ge
funbden werben foll,wobey p entroeder unendlid) grof oder unz
endlich Fein wird: fo oft mufman juden erften Grinden ber
Differenziation jurickgeben. S allen dbrigen Fallen, wo
toeder p = o fod) p = oo twird; giebt die gerwdhnliche Mes
thode die wabren Werthe pes Differenziald. Doth darf
der Kall §. 348. nicht aus der Acht gelaffen werden, toenn,
y ein Glied (x — a)°Q enthalt, und a einen Vruch mit
etnem gevaden MNennet bedeutet. Denn wenn e in diefem
Salle gleidy niedrigere Differenzialien giebt, gegen tvelche
Qdxn perfebroindet: fo roerden dodh; wenn dx negatip und
alfo Qdxn imaginde ift, dutch dag Blied Qdxn alle ubrige
®lieded imagingr, unbd diefer timftand ift bep den Linien
wichtig. - Devgleichen befondere Falle, wo das wahre Dif
fevemgial nady der gerodhnliden Methode nicht gefundert
werdett Fann, wollen twiv min duvd einige Bepfpicle etz

Kuterr,
Eefted
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Erftes Erempel
Das Diffevensial der Sunktion:
y=a Tx—=V(EzTax — x)}y(2ax — xx)
for den Sall x = a 3u finden,

Daf man das Diffevensial diefer Funftion nicht nach
der gewdhulichen Regel finde, erhellet aus der Differens
siation.  Dadurch befommt fhan
xdx — %adx T Zdxy (2ax — xx)

V(xx T ax — xv (2ax — %%))
(axdx — xxdx) ¥y (2ax 5 xx)

vV (xx F ax — xy (2ax — xx))
and alfo, twenn man x=a feiit,
adx

dyr:::dx-—

dy = dx — —

a
Um affo von den erften Grundfaten der Diffevenziation
augjugeben, fo toitd, wenn man x - dx fue x fdreibt,
y = dt+xtde— v (xxPoxde T dx2 faxfadx—
(x}F dx)v (2ax — xxf 2adx — 2xdx —dx2))
und fwenn man x = a 'fet;
y/=2a t dx— v (2aa | 3adx T dx2—(a t dx) v (aa—dx’))

-

dx=2/, : 2y
Da alfo v (aa — dx2 = a — — 1ft, indem die folgen:
24

den Glieder ficher aus der Acht gelaffen werden Eonnen, fo
wird
y = 2a f dx — v (aa } 2adx  3dx2)
und tenmman die Quadratouriel auszieht,
i dx2 dx2
y' = 2a T dx — (a § dx B — e,
44 4a

Nun ift jaber, wenn x = a- gefesit wird , y = a, alfo da

b &

K . .
= und Hieraus evbhellet jus

o d
y =yt dyift, dy =~

gleich,
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gleich, daf die Funftion y ein GSroftes wird, wenn man
x == a nimmt.

Imentes Crempel

Das Differensial der SunFtion:
y = 2dax — xx ¢ ay/(aa — XX)
fur den Sall x =a 3u finden,

Differensiivt man auf die gerodhnliche At 10 toird
axdx
vV (aa — xx)
und diefer F’Iusbtuc’f‘ witd unendlich grof, renn man x=—a
annimmt, und ift folglich unbravchbar. &3 toerden aber
audy die r‘lﬁemngmnen Der folgenden Ordnungen uiends
lich grofe Grdfien, fo daf man audh qus ihnen rmcf,} der
Reihe pdx | Fqdx2 + Zrdx3 § 20 Das wahre Differen;ial
nicht findet.  Man fege alfo x T dx fir x, {o toird
¥ ="2ax —xx T zadx — 2xdx — dx2
T av(aa — xx — 2xdx — dx=
und wenn man x = a nimmt,
y = aa.— dx2 } ay(— nadx — dx=2)
Jtun 1icd aber in defem Falle aud y = aa; folglich
dy = — dx2 J ay" — 2adx
und da dx2 gegen v — 2adx perfchtvindet,
, dy = av — 2adx:
Wenn demnach dx pofitiv ift, fo wird dy tmaginar; fest -
man aber x — dx fiiv x, fo erhalt man
dy = ay 2adx,
und da diefer Ausdruct einen doppelten SBerth bat, einen
pofitiven nemlich und einen negativen: fo ift die Funftion
in-dem Falle x == a weder ein @roBtes nod ein Kleinftes.

DOrise

dy == 2adx — axdx —
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Drittes Erempel
Das Differensial Oer S:unEtion:
3
y = 3aax —~ 3axx T x3 + (2 =— x)y2y (a3 — x3)
fiic den Sall x = a 3u findem
Da diefe Funftion fich auf die Form bringen laft:
7 3 :
y =123 — (a—=x)3 T (@—=y)iV(aa T ax { xx)
fo wicd, wenn Mman x &= a 't dx fest,
. _ ¥ 3
y = a3 f dx3 — dx3y/ 3aa
and in eben diefem Falle ift y = a3, Demnad) ift
: ; 3
dy = dx3 = dx%f?,a'a
und da dx3 gegen dx* verfdindet, fo toird
dy = — &x%\;égi'a-.
$Benn alfo x = a qenommen witd, fo hat die Funftion y
weber einent grdften nod einen Fleinften IBecth.

Bierted Erempel
Das Differensial dee Sunkrion:
4 i LTy
=z T Vvx3 = (1t ¥z
fir den Sall x = O 3u finden.
Da x=o0 feym foll, und daben y == oflfvicd, {0
fchreibe man blof dx fur x; odurd) man
i : Fiariat
dy = dx? J dx® pbet dy = (1 + Vdx)vdx
befdmmt; woraus juvdrderit exhellet, baf dx nicht negativ
genommen toevdert darf.  Feener Fann auch vdx, ob ¢8
aleich fonft einen doppeltenIWerth; einen pofitiven und einer

o 2 . - 4 b - .
nagativen, bat, wetl vdx borfomme, blof pofitiv genoms
men
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: 4 o
e teeben,  Aber vdx {aft elnen Doppelten Werth su,
und fo wicd

; : -

dy = ¥ dx £ ydx3, und

y’ =0 f vdx E dx3
weil y &= 0ift.  Da alfo bepde Werthe von y* grdfiet find
al8 Det von y, fo ift y fiir x = o einKleinftes. Daf aber

R Nt g st
dieFunftion y=+v"x+v x3 dieFunftion y==—v"x +v'x3
nidht in fich begreife, erhellet, menn man bepde vational
matht.  Vertvandelt man nemlich die erfre it y —~ Vx

= ?‘xs, und erhebt bepde Seiten jum Duadrate, fo wird
y2 = 2yVx ¥+ x = xV'x, odet y2 Fx= (xf 29V«
und quadvirt man bepde Halften Ddiefer Sleihung von
acuem, fo befommt man .
y“i‘- — Qyyx =~ ZXXY 'f‘ XK = %3 = 0.

Dic anbere aber odet ¥ + Vix = 3_33 alebt quadviet
) e Sl S L DA
and ‘enn diefe Gleidung von neuem quadritt wird, fo
findet man
y& = Byyx $ 4%%y T xX == x3 t‘:‘::-o
-*mc Bleidhitng, twelche von der vdrhergehenden verfdies

den ift “ber das andece Glicd Vx3 behalt bas doppelte
Jeichen. @8 it Daher diefer Umftand woh! ju mekfen, daf,
entt aud) gleich Die geraden IBurseln bepde Jeichen T und
=~ sulaffen, Dody Diod das tefte Lepbebhalten toerden Fann,
wenn in eben dem Nusdrucke cher derfelben Wurgeln fers
nere getade Wuvseln vorfomimen, denn diefe toirden fmas
qinat werden, wenn man fene negativ nabme.  Und hievs
aus laffen fid) die gudpren und fleinfren 0erthe dee ans

Euly Diff. R, 3.T 000, 2.Th, ,:31{1;[‘)-, ¢ dern




162 eritter Theil. ~ Bierzehntes Capitel.

bern et erfennen; wenn dergleihen nicht fratt 3u hobmn

fcheinem

Sanfres Erempel
Das Diffevensial der Sunfrion:

y=aTV(—) T x—OV(x—FT(x—F)2v(x—f)
fur oen Sall x = f 5u finden.

. ; o A

Gefep x=f=1r Da alsbant y=a +yt+ e/t

8 ; Ao -
ety wied, fo ift dag Diffeveniial biervon fir den Kall

t = o ju finden, und in diefem Falle alfo y == a, Sent
man affo t - de oder o Fdt fie t: o wird

s

¥ =y hidy == w/‘dt*f‘dc\fdl' dtz\fdt
unb folalich

dy=="y dt T dr:f}*dt T di=2 j"dt
Dier ift juvdrdecft flav, daf das Differeniial dt nicht ne:
gativ genommen wecben Fann, tooferi nicht dy imaginae
werden foll,  Fa es fann nicht blof v di, fonderni nicht

f * 4 F . ¥ o S_' o
einmal v'dt negativ genommen mwerden; mweil fonft v de
imaginav rmeérden wiede, und ed hat daher das Differengial
dy Dief einen doppelten 2Werth, nemlich

= dt 4 d \;}'d't + dezyde
und da {Jeube grofer |’mb alg o, fo folgt, dafi die Funftion
y e Kicinfres dev jwepten vt wevde, wenn man ¢ =o
ober x == f fegt, Benn alfo auch gleich in diefert Fallen

bie Gliedet dtfdt unon dt-‘-v"d: gegent Das evfte v de pers
fibwinden, fo barf marn fie doch nicht ausd der Acht laffen;
wenn die Menge dev Wetthe befrimmt werden foll, fo daf
bie imaginaren Grdfen nidt in Unfchlag Fommen.
Sechér
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Sedstes Erempel
Das Differensial de¢ SunPrion?
y = ax T bxx + (¥ =) } (x==)ngda
fur den §all x = 3u finden,

Wenn man x = fest, fo wird y = af + b, und
fdbreibt man x + dx odev £ dx fir %, fo findet man fie
ben ndchften Werth

y’ = af T bff + adx T 2bfdx + bdx2 } dxv f dxm#4n
“und folglidh
dy & adx T 2bfdx f bdx2 + dxd } dxiny dxn,

Wofern alfo nicht n eine gerade abl ift; fo fann auch dx
nicht negativ genomnren werden. €8 hat aber das lebte
Blied dxmy dxn efn Doppeltes Seichen, und e8 wicd dahet
der Wetth von y* doppelt und grdfer als v, wend a + 2bf
eine pofitive Grdfe, und die Cpponenten n und m + 4n grodz
Ber afs 1 find. ©s wird alfo die Funfrion y fire den all
x=fein Kleinfted, und died gefchieht, n mag eine gange
Bahl oder cin Bruch fevpn, weni nut deg 3abler in blefeﬂ’t
uid die Bahl in jenem nicht gevabe it

§. 351

Borjiiglichen Nunen bHat diefe Methode die Diffevers
sialien nach den eeften Grinden dei Differenziation ju bes
fimuten, in den teanfeendenten Funftionen, wenn in ges
mlﬁeﬂ Sallen bas auf die gewdhnlithe Act: gefundene Dif:
thEmml entieder ju verfdhivinden oder unendiidh qrof ji
werden fdjeint. &8 Fommen aber Hier Arten von unendlich
grofien und unendlich fleinen Grdfen vor, welde bep der
algebraifdhen Gunftionen nie angetroffer wevden,  Bedeuz
tet 5. B i elne unendlich grofie 4, fo ift ywat 1i aud
uiiendlich avof, hat aber doch gegen i, und gegen jebe Poz
QA teftat




164 - Dritter Thetl,  Biergehnees Capitel,

teftat in, fo flein man aud) dert @ypnncnteu n annehmen
mag, ein uneub[xd) fleines BWecrhaltnif, und es ift daher

ver ‘551:1[':1) ; eine unendlich fleine Giroge, und fann nidt
1

eher eine endliche Grofie werden, bis der Epponent n uns
endlich Flein wird, E8ift dabher i homogen i, fenn n

uienditch Flein ift. Nunfepi= —, o Dafi » eine unends
“

T
lo homogen —, woenn

lich fleine Grofie bedeute: o ift
i
n unendlich flein tft, und folglich — — ;)Dmo.un ot 3 folgs

fich — o etn unendlich Klemes, welhes mit dxn pews
X
glichen toerden Fann, wenn n einen unendlich fleinen Brud
: fire Vi A ,
bedeuter, St baber y = — T tft Dad Diffeveniial von
X

y fite ben Fall x =0, =— 17:11“ = dxv, und ¢8 hat folglidh

X

dy 3u dx und jede Poteftat von dx ein unendliched
Berhaltnif, und e8 ver{chminden aegen —1—- afle Pote
}(

faten von dx, fo Elein audd ihre Gpponenten feyn mbgen.

§. 352
Auch baben wiv gejehen, daf ai, tenn a eine Sahl,
die groger ald rift, und i eine unendlich grofe abl bez
Deutet, ein unendlich grofies von einem fo Hohen Grade
ift, Dafi dagegen niche nue i, fondern felbft jede Poteftdt
bon i verfhwindet, und e8 wird nicht cher in homogen aj

7 i e I ¢
al3 bis n unendlich gerovbden ijt. Nun fep i = —, fo dab
Il

W




Bon ben Differensialien fiie befondere Falle. 165

I
&

& ¢ine unendlich fleine Grofe bedente, foift a® Homogen

,I_, foenn n eine uncnbiid;' arofe Sabl ifts und folglich
yﬂ
PSS |

S Lot

a ® oder — cin Unendlich Kleines, tweldhes mit on in
a’ ;

3 i : : I ;
Bergleichung u fegen ifte . Hiernad tft-ﬁ; el unend:
a sLE

fidh RKlcines, toelches aber gegen jede Dignitat von dx vers
fdindet, Da ed dxn homogen ift, tvenn n ecine unendlicdy
grofie Sabl bedeutet.. Bird daher dad. Diffevenzial von.

P a—}: fuc den Fall x =o gefudt, foift, day=o
wied, dy = und alfo unendlichmal fleiner ald jede

aI.’dx
noch fo hohe Poteftat von dx.

§.. 353
it aber a fleiner afd 1, fo ift-i— grofer afs 1, und fo

ticd die Frage auf den vorhergehenden Fall juvircPgefiihet.
I

Hat man nemlich den Ausdeut a ¥, fo feie man a =

o | ~

8

= S _ _
tadurdy manb?® odet s betommt, einen Auédruck,

der, Da b & 1ift, wn fontogen toicd, foenn'n eine unends
fidh grofie Jahi bedeutet.  Dies vorausgefent; Fonnen wic
uns ju folgenden Grempeln twenden.

g3 Erfted
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Crites ESrempel,

; ot I ..
Das Differensial der Juntiion y = xx — = fie den
8 X
gall x = o 3u finden,

Da fiue x=0 aud) y =o wird, fo erhalten wir, wenn
Wir x T dx odet o T dx fie x fesen,

y’;dy;‘;dx?w—i

idx’
) § . . }
Da aber — T bomogen ift dx7, tvenn n eine unendlich

fleine 3abl bedeutet: fo bqrfcbminbe;t_ bagegen dx2, und,
28 wicd
I‘.

ldx

Da ferner die Logarithmen der negativen ablen imaginar
find, fo fann dx nicht negativ genommen twerden, und es
ijt demnach y fiie den Fall x = o ein Kleinfres, welches
abet weder ju der etften noch su der andern Art gehdrt,
Bue erften Art gehdrt e audy nidht, weil y Feine nddfte
vorhergehende Werthe bat, fondern blof fleiner ift, ald
die folgenden, twenn x grdfer al8 o angenommen tird,
Bue andecn Avt aber gehdrt e8 auch nicht, weil die folgens
den Werthe, mit welehen 8 perglichen wied, nidht doppelt
fnd.  Und auf diefe vt entfteht eine dritte Gattung der
grofiten und fleinften Werthe, mwelcdhe blof ben Den lpgas
vithmifdhen und tranfeendenten Funttionen ftatt Hat, bey
ben algebraifdyén aber nie angetroffen toird, und roovon
t Dec Zehre von ben Guvweir oft die Rede ft,

ey
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Smwented Erempel,

| Das Differensial der SunFtion:
| y = (a—zx)2 — xn(la — [x)n
| fur den Sall x = a 3u finden.
Das Diffevenial diefer Funftion fann man, wenn n
eine gange 3abl ift, aus der allgemeinen Formel dy = pdx
T 3qdx= I 2rdx3 f 2c, finden. @8 witd nemlich

pdx = — p(a— x)"=Idx — nx?-Idx(la — 1x)n

nxi-I(la — Ix)i~Idx ?

und diefer Werth verfdyroindet allerdings, twenn man
/ -x = a fent; denn tvenn audh n = 1 ift, fo wird doch pdx
=—dx T dx == o, eben tir alfo tweiter fort, fo ers
balten wir
—1) n(n—I1)

(a—x)n-*dx*— x1=2dx*(la—Ix)n

* -

n('n—.ﬂ

+ —2 dx*(la—l
=2 1 t'l—l-'-
5 X x*(la—lx)n-1j 2

fqdx2 = nga

x0-2dx3(la—~Ix)u~I
BR{R~==1
— _(.__....zxn—.z.dx:..(la_-.h;}ﬂ—z'
I.2 :

. dx2 e
Sft daper @ == 1, fo wird jqdx2 = o foenn man x=a

fest, Auf abnliche Art muf man, wenn n =2 ift, das
Bfied Zrdx3 u, {. v, finden. Lerchter mwird e8 daher im:
mer fepn, twenn twir ju den erften Grunden der Differens
slation gurucffebren, und Da, wenn man x = a feft,
y = o wird, fo befommt man durch die Subftitution x T dx
oder a o dx fur x

Y = (= @08 — (@ fda)(la = e F dOn =y f;
dy = dy
well y = o ift.  Nun ift aber

-

¢ 4 1(adx)
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dx2 dx3

29% 333

d
1(ai-dx)=1a+-§_._

und alfo
dy = (— dx)p —
. n(n—1I) 3 dx  dx2 dx3
(a0t arord STt dna )= Tt — S

n
== ..—.[Z—.- dx)l‘\-}- X,
24

Wenn alfo x = a ift, fo ift bag gefudite Differensiad

wenn
dx2 ; :
n==3 dy == —— wie botbin
. y o, ’ b
4 2dx3
n =2 = e——
)4 28,
dx4
R == 3 dy == 3n
4 4dx¢
n=14q ¥y &= —E;"
th- 2(1.

Wenn daher n eine ungevade Sabt ifi, fo wird die Sunt
tiony in dem Falle x = a ein Kleinftes; ift aber n cine
gerade abl, o ift fic meder ein Grofites nodh ein Kleins
fte8, und eben diefes findet ftatt, wenn n einen Bruch mit
einem ungeraden RNenner Hedeutet. Sft bingegen n eint
Brud) mit einem gevaden Nenner, fo muf dx negatiy ges
fommert werden, damit man feine imagindre Grdfen bes
fomme, und toegen der Sroepdeutigfeit dev Jeichen ift die
Bunttion weder etn Groftes wody ein Kicinftes.

Dl
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Drittes Erempel.

mlm

Das Diffevensial dev Funbrion y = xx {ir den Sall x =

3n finden, wenn e die 3abl bedeuter, deven hypeeboliz
fcher Logarithne = 1 iff.
Da uberhaupt dy = x*dx(Ix + 1) ift, fo verihwindes
i i Pzl ) Sgey
Diefes Diffevenzial in bem Falle x = o, over Ix = — I,
Bergleicht man demnad) diefes Diffevenzial mit Der allges
meinen Formel pdx o 1qdx2 f frdx3 T 2., fo wird
p = x¥1xt 1) und q = ¥(x T 1)2 F x%-%
¥ -
und fenn man x = —, oder Ix == — ¥ annimmt,
e
I—e C==ik
~() T =
E e
Dietnad) tft Dad gefuchte Differensial dy = Fele-1):adxa
und bie Funftion y == x> wird ein Kidinftes, menn man

I
X = — et
e ftE

Bievtes Erempel,
Pas Diffevensial der Sunftion y = xn -+ e-T:X fiir] dew
Sell x =0 3u finden.

Oa bey x = o auch y == o ijt, fo witd, wenn man

3 I
© F dx fig x fetgt‘ g — dy = dx» T m‘, Nun haben

Pl 3 1 8 ,
wiv gefehen, ba,gm Dot Poteftdt dx* pHomogen ift,

und olglich gegen dxm verfchmindet,  Uifo ift dy == dx.

&5 § 354
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§.0 354,

TWas bey den erfren Diffevensialien in getiffen Fallen
fich ereignet, daf fich nemlich diefelben nach der gemwdhn:
fichen Methode nicht finden laffen, das bat auch bey den
swepten und Hobern Differenstalien ftatt, wenn in vem
vollftandigen Differenzial - Ausdruce

dy = pdx | $qdx2 T Frdx3 + Jsdx4 ¥+ 1.
pon den Grofien r, q, s 2. einige entiweder = o pder =
werden, Ta nemlich

dd.y == qdx2 { rdx3 F FHsdx4 + 10
ift: fo toicd in dem Falle, wenn g = o ift, ddy = rdx3,
und oerfcbtoindet alsdann auch r, fo wird ddy = 7 sdx4
uf. f. - 2ird aber q odet r odet s unendlich, fo [aft fidy
vas gwepte Diffevensial aus jener Reibe gar nicht finden,
fondern man mufi 3u den crften Grdanden der Differengias
tion gucncfgehen. Man fest nemlidh x + dx fir X, und
fucht y’, Dann x + 2dx fiie x, um y% zu eebalten. §it Dies
gefcheben, fo ift Der mahre TWerth bdes soepten Diffevens
jialg
ddy &= dy* — dy = y¥ — 25/ $iy;

Auf ahnliche At findet man den wabren Werth desd dritten
Differensiald, wenn man noch xF3dx fie x fest, und
vadurdh) y/ fucht, indem dsy ==y — 3y + 3y’ — ¥
i, w. 1. f. Aud) diefes tollen wir durch einige Beyfpiele
erlautern,

Ceftes Crempel. .
Eﬁfs miﬁerenﬁﬁl der SunFtion y 5= u [ffw‘ des
' 24 xR

Sall x = & 3y finoen.
e 3 g
Sudt man ‘das vollftandige Differenzial von y v

ver Formel
dy
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dy = pdx 1 3qdx2 + Frdx3 | Jhsdx4 + 2,

fo findet man fur p, q, r, 2¢, folgende Werthe:

= 44ax
(e (aa + xx)2’
a5 434 T 12aaxx
% T (aa F xx)3
_ 48adx — 4Raax3
e L e
Da nun ddy = qdx2 f rdx3 + Fsdxa ¥+ 10, {ft, fo with,

: 27V¥3 ",
bafir x= = q=ound r = s ift, Das gefudhte

e "
Differensial

27dx3V/
d_d}f == '—*é“;%——é

Frentes Erempel
24 —— XX
32 F xx
Sall x = a 3u finden. _
Sucht man wie vorhin dag vollftandige Differengial
fo wird, da diy = rdx3 ¥ 3sdx4 ift, mwegen r =
48a%x — 48aax
" (aa T xx)4
muf daber ju dem Ievthe s fortaehen, Diefer ift
4834 — 1a4aaxx  8x(4834%x — 4Baax3)

fiie den

Pas Diffecensial der Sunktion y =

3- &
fue den Fall x==4a, r = o, und man

s =

(aa T xx)4 ; (aa t xx)¥
634 6
Sebt ma ] i - (:]_._...m:._-__.
2Bt man demnach x = 2, fo Witd s = — =% ey
und ¢ ift ot s agdxd
4D e8 1ft alfy fle diefen Fall d3y o= — St

Drit:
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Drittes Erempel.

Das Differensial der in Anfebung des Grades unbeftinms
ten Sunktion: y == ax™ + bxn, fie oen Sall x —o
su finden,

Sett man nadh und nad) x tdx, x F 2dx, x + 3dx,
16 fie x, o erhalt man folgende Werthe fiv v

y =a(xt dOmbx 4 doo
¥/ =alx T 2dx)»  b(x + adx)n
¥ = a(x t 3dx)m f b(x + 3dx)n

1,
et man daber x = o, fo wWitd y=o, und bdie Diffes
renjtalien werden

dy=adxm } bdxn

ddy= (2= — 2)adxm f (28 — 2)bdx»

'y = (3™ —3.2mf3)adxm } (32— 3, 20+ 3)bdxn

d*y = (4m—4,3m}6,2m 4 Jadxm (40 —4.3016,27—g)bdx2

' 2

3t alfo der Epponent n grdfier ald m, fo verfhioinden die
droenten Glieder in diefen Ausdriicfen gegen die erfrem:
Gleichtwodl mug man davauf Rackficht nehmen, menn n
eine gebrochene Japf ift, damit man die Falle, in melchen
Diefe Differenzialien entweder inagingt twerden ober bepde
Beidhen Haben, beftimmen fann. Die teitere Huseinans
Derfesung diefer fetern Falle aber muf det Lebre von den
Curben vorbehalten bleiben.

Sunfe
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