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7. Auf Ddiefe Weife hoffe ich, Ddie Lehre von den
inepplifabeln Junftionen, weldhe in der Differenzialz
vechnung nicht genau, und deutlich genung auéeinan:
dergefent morden, faft ganzlich erfebdpft su Haben, fo
Daf man nicht? roeiter verlangen wird; weldhes um fo
ndthiger fchien, da dies Argument bisher, noch von
niemanden abgehanbdelt worden war, und von dufer:
ftec 2Wichtigfeit, ~bep Interpolierning der Reiben ift,
auch hieraus die Spmptome der frummen Linien 3u
erforfchen waren, deven Applifate, durcdh inepplicable
Sunktionen, ausgedrucht werden.

Anmerfungen,

Unmerfung * nach  Cap, IL  Lheil 1.
1,
€¢ fep die Differenzialgleihung dy+y Xdx—=27d x
geaeben, in welcher X u. Z jede Funftion, der vers
andetlichen x quédricfen, fo ift befannt, daff man
die Jntegration diefer Gleichung, erhalten Fann, wenn
man y = uz fest, woraududztzdutuzXdx
= Zdx entftehet, und wodurdh einen gefchicten MWerth,
der Grdfie u, oder z, jwen Glieder gleich Null gefest
werden Fonnen. Wi wollen daher zdutuzX d x
= 0 gnnehmen, fo wird durcdh die Divifion mitz, du
€2 TR
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1 Caodit
FuXdx=o wetden , folglich 2y = — Xdx; nimmt

man Hiecrven Das Sntegral - fo fomme Lu = —/Xdx,

FES N B ol :
. jl.u=z¢e J \, wenn nehmlich e, gleid ver Boe

fid der hypetrbolifchen Qogavithmen, angenommen witd,
agénn dies gefchehen, fo wicd die gegebene Bleichung
Zdx

1!

in udz = Zd= umgefehrt, und man-erhalt dz =

—

- e " ‘:’:dl: ‘/‘ .j.x dxr
and duechs Sntegriven ¢ = g fire Zds,
Ll

fo wie¢ endlidh y = u 2 =0 :
5 JXdx

A, 98enn diefe Methode , fleiig crivogen toird, o
wird daraus deutlich erhellen, daf man diefelbe mit
alhflichem Sriolge, auf jene Differengialgleichungen
ubertragen fonne, welche eben Diefe Form, als bows
hergehende Gleichung haben , porausgefent, bdaj fie
mit endlichen Differenjen, gegeben doerden.

G¢ fop folgende Gleichung Oy T Myl = NAY
ober Ay + My = N (tenit nehmlic) Ax far die G
Beit genommen wird) in welder Die GrdGen Mund,
die - Gunftivhen jeder bevanderlichen bejeichnen.
&4 fep juetft y = uz, fo witd nadh diefer HPY
thefe endlicher Diffevengen, a}':l1£}.z—fz,z'_\_11+&-,1a;
feps und daber gehet diefe Gleichung wber in:

1Az 4 z0u T AvAz T Muz = N. "
Geferit daf vor ywep Gliedern zAu T Muz = o fo
ey

r. " &U
entftehet Au F Mu = o, pber —. = — M, e
i

Die
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die Sntegtation diefer Gleidhung, nach bdiefer Hypo-
thefe det endlichen Diffevens A u, nehme ichlu=et, {o

erhalte ich uf Au= 0 E‘&t, und Au= el -—-I>,

‘&u INE At v
worans — =—e¢  — 1=— Mobere =1—Mtoitd;
i
permittelft der Cogarithmen A t == 1 (1 — M) und

Bievauf erfolgter Snfegration, Defommen wic

t = Ti(1 — M), @8 ift aber, twit ausd der Ana-
fofis befannt, das Aggregat aus den Cogarithmen
meheerer Sahlen, gleidh dem @ogarithmus des Pro-
pufts, affer diefer Zahhlen; toenn wit. alfo durch
= (1 — M) das ftetige Produft, ealler in diefer Fors
melr — M enthaltenen Grofen, ausdructen, fo ent:
ftehet't = la (1 — M) und deshalb u = ef = =
(1 — M), Durdh den bereits genannten bepden, in
MNichts nbergehenden Gficdern, wird die obeve Gilei-
Hung in vz F Aulz == N pecandert, und man

- N
crhalt Az = ————, fo mwie durch ad Fntegriren
) R, fi : snteg

N 3
z =% ———. Da abet bereitd u = = (r — M)
ut Au
ind foenn das nach M nadftfolgende Glicd, durd) M’

£
bejeichnet wird’, fofommt ut Au = » 0 — My

N
alfo auh z = B —————=, nd weil y = 2zu, fo
1 ! ’( s :\‘_1{)! 4 ! 'L
wird
3
Noom o (= M) v =

FIL— M)
ober fwenn irgend eine beftandige Grofie A, avdivet
wird, fo erhalten ivir:
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N’
y = x(1 — M) (A "]:' z *—-—+);

= (]_ -_— L‘ﬂlr)

Benfpiele,

&3 fen bie Gleihung v T 'x 1 1) Aytalzxtr)
== o gegeben, man foll den befondbern Werth |
von y figben.

Diefe Gleichung auf die allgemeine Form
Ayt My = N reducirct, giebt

I a(2x *+ 1)
Ayt ——y = — 2%
> i o s Rl
folglich befommen wic
’
M= —=—; =Ha:x ——-—-+ 1f);I-—-_"\aiz—-x—;
0 O X I X1

vemnach wird das Produft aller Werthe der Fouml

x F ' ]
—, Di¢ man erhalt, mwenn in derfelben {at ¥
A e
nadh und nach x -1, x — 2, ... 03, 2, 1T ‘Wi

: : Moo T O e ;
tuiret toerden; nehmlich S B ves

X A P e T

Tl
fepn, alfo ird das durch> (1—M) bejeichnete, = ;;nntf

1 hingegen durdh =(x — M) ausgedrucfte, = _1-1-
X7
solglidy befommt man, durd) diefe fubftituicit

Werthe , in der Gleichung

y = =(1 Ki)(.& +z N
— o] B I P ——
a(1 — M)
b A = b)) |
y=— [A —2a (2 x ¥ B gL g,
X i X X

G
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*%m §. 6o. aber foard gefunden
D= T X, HND i3 X = F X e X

S s A :
alfo wird y = — — ax feyn.

) | 3. RNun fep die Gleihung y’ = Ry F T gegeben,
th i in tefcher y/ ein Glied begeichnet, welches n der
Reihe der Grofen y junachft auf y folget: folglich weil
yi=y + A y, fo gehet die Gleichung uber in
Ayt — Ry = T. Bird diefe Gleihung, mis
der vorhergehenden verglichen, fo Fommt
=R = MpT =N,
Man erhalt demnacdh fiir den Werth der Groge y, fol
genden Husdruc :

! R(ﬁu{-z T )
— V. —_—
| 7 xR’

MWenn R eine beftandige Grodfe ift, fo crhellet, daf
die Grofien =R und xR’, nidhts anders, als die Po-

Hi tenjen von R ‘find, deren Gpponent mit der, in die

fer Reihe y, den Ort oder Fndep bejeichnenden Jahl,
i der Gfieder y und y’, aquiret wird, 63 fep alfo m

diefe Sahl, oder Der [Fnder Des von y befesten Oris,
L fo daf ym eben fo viel a8 y’ fen, fo_cehalt man die

: : T e

Sleihung ym = R (A TE —— ) 3T beftan:
fen ' , T 1

big, fo witd = ~——— = TE ———, toofelbft die

m T I 3 i
R R
I s

durch g vavgeftellten Glieder, eine geometri
1
€ fhe Progreflion ausmaden, deren Summe foaleich
R

gefun




iy R W e o e TN

40  nm. 3u Culers Differensialrechnung.

: . & ¥ leas ;
aefunben toird; diefe Summe bon -ﬁanrangcnb,‘mlrb
S genannt; nepmlich

S P
s Pt ‘if:,;E-r

multiplizict man mit R, fo ethalt man:
I l T ¥
* — doo i f———=R=STI——
b gt ) eympoe: F1~cm
Aus diefer Gleichung entftehet
Rm — ¥

o ———

Rm (R ~— I)

und alsdann

RM — 1:
}rm,_T Rin (A'}‘T . mg—'_—‘m , oDer

Rm —— 1
ym g ARM -k- j e x

R =-"1
Damit wir nun auch jeigen, daf durch den gefunde
nen Werth von y, allen Vedingungen Dder gegebenen

m x

Gileichung y’ = Ry | T, oder y 5 = Rym $ T
Genuge geleiftet wird, fo ift nichtd weiter nothig,
alé bdie gefundene Fovmel, durch R ju multiplijiven,
und die Grofe T ju adbiven, wodurd) man din
Yusdruck

m
meTT R
AR B I T
1 s =t
befommt, welcher auf
m i I
m‘r 1 R i
% 3
T R —1

aebracht toird, und diefer it in der That der Werth,
el
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’ ] ~ g al Py g i ml iy
welcher die alfgemeine Formel, furdas Glied y T ge

wabhret.

4. Nacdhy der nunmehr Ddargefteliten Methode

jede Differenjialgleichung, Ddie aus endlidhen Diffe:
vengen Dbeftefet, ju integriven, toeldbe unter der allge:
meinen Form A y FMy = N begriffen ift, ift blog
noch 0brig, daf ir big jur [ntegration anderver
Gleidhungen, die von eben Dderfelben abhangen, fort-
fbreiten. @8 Dat aber bereitd D’ Alembert, in den
Memoiven der berlinifchen Afademie bemwiefen, baf
alle Diffevensialgleichungen, die aus den unendlich
Fleinen Differenjen dicfer Fovm beftehen:
Ady , Bddy , Gdly
dx L dx? ¥ dx
twp A, B, C 1. beftandige Grofen find, und X eine
jede” Hunftion; von ' x ift, auf diefe einfachere Glei-
chung,

(A) vy T T 6. = X,

3

Hdz e
Z L h(-i: =Y,
o H Deftandig, und V ¢ine Sunftion von x ift, ge-
bracht und vermwandelt twerden fonnen, Diefe Gleiz
cung ift in der That, mit jener ecinerley, elde fojp
ebenfalld unter vorausgefesten, endlichen mﬁffﬁ‘”mb
au integriven gelehret haben. IWenn alfo die ' U [em:
bectfdhe Methode aud) auf bdie Gleidbungen enpfi-
der Diffevenzen , angemwendet ferden fann, fo ift e
gleichfalls erlaubt, jede Gleichung, unter epen diefer
Hopothefe endlicher Differenzen, ju integritven , qfg.
Y‘f’:"\{;)' '?B&AY%C&:}I'["Q.szr
und, folglich auch die Gleicbung dicfer Torm s
ViR Pyt vl kit

twelche
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weldhe mit Necht, fur eine allgemeine Formel, bew
wiederfehrenden Reihen , gehalten werden Fann,
Diefe finnreiche ' Aiembertfche Methode , die man bdie
Methobde der. unbeftimmeen Coeffizienten
nennt, ift in diefer enthalten: man nimmt nehmlich:

g%:p;ggx = q. g%:r;zc.
fo entftehen die Gleichungen:
dy d:.:l 'ﬂl’]
P_'E_;j:D;qH E;=0§1' e 05t

Algdann twerden diefe eingelnen Gleichungen, auf une
beftimmte Coeffizienten a, b, ¢, 1. gebracht, damit
davaus entftehe: :

ap ——% = 0 ;bq— %dg =03 tr — E;g"—o;if.
Diefe fepstern bhingegen, werden jur Gleichung (A)
abbirt, die, tenn fie nicht ubec die Differenzen; dit
Bevanderlichen y hinausgehet, nady erfolgten Subs
ftitutionen, in folgende verwandelt wird;

®)...y+ATa)p T @Tbq— ajj—bjj’ i (;:‘ L
Auf der erfren Seite diefer Gleihung, toollen nit

jetst den einen Theil

y T+ T Ap T (Bt bg
untet a gebracht annehmen, und ihn alé ein Muly
plum des Jntegrals , des andern Theils ady - bdp
—~ Cdq betradbten, odet weldhes eden fo viel ift, al

bd |
dy$(Ada)dp+ (B+D)dqe=dy oub — 224 ;
da a

daher entfpringen ausd der BVevgleichung , der einan
der entfprechenden Glicder, die Gleichheiten

A
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b : c
A'I'a:-a-;Bﬂ_‘b=-—a-,
Bieraug erhalten wir:
C 3 %
b=-———B=Aata’, unda’+Aa”+Ba}Cc=o,
a

Die Wurjeln diefer Sleichung a’+ Aa® + Ba} C=o,

geben drep verfchiedene Werthe von a, welde den er:

fordeclichen Bebingungen, gleidbfalls Genitge Ieiften.

Jun fep I
Yok (Ask aY pr B IREY ¢i="%

alébenn verandere man die gefundene Gleichung (B) in

adz zdx Xdx
7 — =X, oder dz — =
dx d a

fo twerben it nach gefchehener BVevgleichung , der
Bleidhung §. 1. dy T yPdx = Zd x (w0 jur Bers
meidung der Weitfdmeifigfeit, X in P veranbdert wird),
ethalten :

1 X
}*:z;P=—-——;Z=———; Edex=
a a
dx X
[= — — fooraus algédann folgt
e ommem Al
X
B — X d x
— a
Eets
48

Jtun benenne ich a‘, a”, a’, als dren unterfchiedene
Werthe vow a, und b’ b, b, al$ andere Werthe

von b, mwelde mit den erftern gleidhnahmig® find ;

endlidh 27, 2, Z die Werthe Dder beranderlichen
Grofe z, welde durd die Stellen a’, a?, av umfaf:
fet werden,  Hieraus fliefen folgende drep Gleichungen;

) B 1
}-u
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sr@tad)pt GBIV )g=Z
y T (AT P i e bl g 2,
}, “:r’ (h i.. ﬁ.”‘) P -i. U; .{ buf) q — Zn.‘

?ﬁlt‘w'bfiz hierauf aus diefen drep Gleichungen, Die
fen 'p und q eliminitt , fo findet man den
;f) pon y, ber in folg gender Gleichung Davgeftelit

vitd ¢
¥ - FFI .Ii G7Z! E HZ‘W

o ¥, G, Hi, beftandige Grofen find, Die von jench

A, B, a‘, a’, w. abhangen.

5. ug der bisher ertogenen Methode, erhel
peutlich, Ddafi jede, aus tveit mefrern. Gliedern o
wachfene Gleichung, als -1:-1c1111wf~:1'rtqc:

Ady . Bddy cdly . Dd'y 5 Ed’y

YL*{E?‘ dax* Tm-{.d\ dx

aleichfalls aufgeldft, und davaus erhalten fveLdin

e = T e = = e
= e R A R ¥ " : - 3 T
=

it

i
|
|

fonnen:
¥ — FZ/ ..1 C7H .I. HZ,”‘r .+. ]Z.”” ,1, }\7;111:
o die Grdgen Z4, 27, 1. foldhe FunEtionen von XU X
find, fo daf
X — X d' x

b X

-*
de .-

wenn fig a die funf Wurseln a’, a¥, a’, a
folgenter Gleidhung fubftituivet fworden:
a* 4'Ag* §Ba” 7 Ca® § DatE=

Alletn n:“t ui;{icfm und vortheilhafter ift ¢8, toeni
piefe Methode , auch auf Gleihungen angeweny Dt
wivd; die aus endlichen Differengen beftehen.

i
HJ’-" q Y

6 (%a
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6. G fep alfo folgende, 'eine endliche Differens
siafafeichung det fanften Ordnung, ald
yEAAy TBAYYTCA'y DAY TEA Yy =X
man fefie
Ay =p; Ap=q; Aqg=1; Ar=s,
damit die Gleichhetten
p—Ay=o0;:q—Ap=0; t—=Aq=0; s—Ar=o
herausFommen.
Diefe mit Den unbeftimmeen Coeffiyienten a, b, ¢, 4,

multiplizict, giebt

ap—aldy=oj; bq—blAp=o; cr—cAq=o;

ds—dANt= 0.

Su Ddiefer vorgegebenen Gileichung, mwerden nadh Sub:
ftituirung , der fur die Differenien von y, angenom:
wienen MWerthe, diejest gefundenen Gleichheiten ad-
Divet ;- wenn Dies gq.ﬁ;‘f;m, jo entfiehet die Gileichung
ytP@ATa) pT BFD) aT @) rT DtDs

— a A\ }"—b &p-— C&q—d& I'TE-&SEX.
diefen Theil der Gletchung

yt@ta) pt BHb) ef (Cte)rd (DEd)s
fehe man gleich dem andern Dtrrew;:,}mr, Sheile

SEACT G T AN I A R e A R S
toenn man Ddiefen duvch — a Dividiret, o wird
AytataApt@BiDAgiCtIArTD}d) As =

b ( d A\r . ;
AFYE Ap TCAI ; A _I.Zl\.s

a d d i
daher fommen bdurch Wergleihung der Lomologen
Gilieder, diefe Gleichheiten:

b c . d :
L lelaat ek e E.,
‘ i a

aus Denen, bvermoge der qvmfwf}mw{gm Gliminicung,
Die Gleichung beg finften Grads entfpringt;

4
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a® 1 Aa* § Ba’ '} Ca* $ Da + E = o;
Diefe’ Wurzeln , geben finf unterfdhiedene Werthe
von a
a’, a’, a’’, a’v, a¥. FRNun nehme man
ytAtapt @1b) qf (Cto) ri D fd) s=2
Deggleichen
A=Ayt CATaJ &UT(BTb)Aql (Cle) Art(Did)As=

d E
T — ¢ — Ar— — §
Lyt f_\p x s = A
woraus die (ﬁSIm‘I_)ung:
z X
z —aldz=X, 08t A 2 — == —
d a

und jtwar von eben der Form A y + My = N
die: borhergehende entftehet, (§.2.) wo aus der Ve
_gleidhung der Homologen Glicder,

I X . j 1
M= — —; N=—-;;—,unbrolglacb I—Me= 2

a

hergeleitet wird. Weshalp 2 = & (I T R) mal

( Cont. ‘f E 1 sl a)) ecfolat.

Und toeil a beftandig :ft,. fo wird gefunden

X gm
Lta\e f Conft, — = —— —
Zm = | —— mT 1
a (1ta)

Hier begeichnet m, mie vorher den Sndey des Orts,
welder von dem Gliede z, in der Reihe der G
Ben z, befept ift. Wenn X eine beftandige Grbfe
ift, fo erhalten tic durch den Yusdrucdk der Summe,
der geometrifden Progreffion.
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aln

=

(1ta)

in

+a)= Fin-

2m = [I T a]m Gonft. ~ X < ‘,.1 b -
a (_]-_ T ;1) in

Da aber a funf verfhiedene MWerthe a’,a”, a’,a’v, av
befigt, - fo entfiehen, toenn diefe Werthe, in dev gefun-
denen Formel, an deren Stelle gefest werden, chen
fo viele Werthe, von Zm, tweldhe fammtlich hinveichen :
vermoge diefes durdy 24, Z2, Z4, z'v, 7v begeichnes
ten, erhalten wiv folgende funf Gleichungen :

yi(ata’ Dpt(BEb Jqf(Cic! Ir(Dfd Ys=2z
yt(@ta“)pt Bt )qt(Cte”)rf(DFd? )s=z"
yrATa)pt BT )gt(€tc’)rd(DFd¥) szt
yTAta)pt@EbY) T (CEcMri(Dtdv)s=2
yt@ta)ptBtbv)qt(Ctcey)r+(D+dv)s=2zv
Jlsbann terden hievaus , nacdh den befannten SKe-
geln, die Grdken p, q, r, s eliminivt, worauf man
ju Der Gleichung diefer Form

y = FZ’ + GZ ¢ HZ" } JZ'v'4 Kzv
gelangt, in welder ¥, G, H, J, K beftandige Grd:
gen find, welde von den befannten Grdfen, bdiefer
Gleichungen abhangen,

7. @8 fep folgende Gleidhung gegeben ;

Rl By P BUL Oy v DR R
bey weldher y/, ¥, ¥, . Glieder begeichnen , ~ die
auf einander in der Reihe der Grdgen ¥, jundcit
folgen, foift flar, dag

mT I

4

b
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gt =y TAY

y =yt 1Ay Sy TAY TAY TAY) =y T2 8y
Ay

gyt Aytey 2 Ay T AT TA G T24Y

T &)

s Vit 18 B A TAS i

gnd fo fermer von den dibrigen.  Hieraus ergiedt fig,
daf man dic gegebene Gleicdhung, auf die Form de
rer, toelche toir vorhin unterfucht haben, suriitbring
gen fonme. lUm aber befto [eichter, und gefdhwindey
diefe Gleichung auf die wiederfehrenden Reibhen, an
umwenden, fo ift es vortheilhaft, die Glieder y’, ¥
w4, 1c, in verfehrter Ordnung su betrachten , pamit
mqn'erf)airc },u A A — '3 },m AN },m ) }_.u; }.xu
FA yv =y, . und dieEpponenten LI 1 )
vie Gntfernung jedes beliebigen Glicdes, vom [ehiin
v! begeichnen mogen.  Man fege y” = p’, {0 witd
g = p feyn; ¢s fey ferner p” = q’, p = ¢
g’ = r/, alfo auch q = " = s Hieraus entfie:
hen die Bleichheiten y = p’5 v = q';
yv = '3 y¥ = s, Wenn nun die ?*Butf;u., in b
vorgegebenen Gleichung, an deren Stelle gefest et
den, fo achet felbige in diefe ubet:

CA) s ooy TAP IBq TCriFDs' TES" = X,

Wenn nun die Gleihungen

P -——}*”'—0 q —p”—"'o' lf,,_,(iu_o gf =1
mit den unbeftimmeen Coeffizienten a, b, ¢, d, ¢
aeln multiplicivet, und diefe dem. Sebrauch nach, jub
Gleichung (A) hingu addivet twerden, fo findet man
folgende;
(Ata) pfi(B D) q“: (Ctorlt (DTa) s'=X

2 B 2L

.‘ Vv op— rf ;

J’J‘,_..IJ

_a}'”-—"bp "‘"'Ci]

Bey
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Bep dem erfren Theil diefer Gleichung
yt@tap't@BTbg t(Ctar'+Mtd)s’,
gehen die abwedbfelnden Glieder, in die nachft vors

Hergehenden iiber, {o daf
ytata)p’ T BTbIg"t (Cte) e+ Dt d)s”
toicd; ydiefe Grdfie fese man, gleidh dem andern
Theile, durch a dividivt, obder
b c d E

YAl F =G
fo ethalt man nadh) aquirten, Homologen Coefficienten,
die Gleichungen :
AtE=1{Bfb=";Cte="; Dfd==

4 a4 g
au$ benen, mwie in Der bovigen vom finften Grade,
die Gletchung:

diseAa erBat hiCat . DatE Eie= o
ferauggebracht wird; deren Wurzeln duech a’, a, 2w,
a’v, av, begeicdhnet twerden. Nimmt man nun

s=y (AT P @R ¢ (CTe) (D td)ss,
fo gehet Die vorgegebene Gleichung, in Diefe fber:
z* — az’* =X, mweldhe (egen 2° = 2" T A 2*) Az
(1—a) z" =X wird. BVergleiht man nun diefe, mit
der Gleichung §.73. fo entjtehet
y=z"R=a, T=X,
folglich foird fie toegen
X
Z0 = am (@onft. T2 mix
o m Dden Ort bejeichnet, der von dem Sliede 2m,
in Der Reihe derfelben z eingenommen ward, Da
aber anftatt a, duvch Stellbevtvetungen, die eingelnen
D Wyr-
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Wurseln a’, a* 2¢., fubftituivet tverden fonnen, fo
folgt hicraus, daf funf verfchiedene IWerthe der Grj:
fe zm, elche durch 2/, 2%, 2, Z'v, ZV audaedridy
find, entfpringen, und alsdbann folgende funf Gleis
chungen, hervorgebracht toerden:

-y ~d Sl “ued el
g =] = = =
e e R SR SR
N ) o o,
o - S e PR
o—!—- .—I " - I—- — !_, ,_..i'_,.
T T S LR

: - ::_ =
N (o) ' L s
- e = g S =
E g 5 = =
}- ot —fe efe [
F N F e ¥, e
&= oo w s e o)
1 —1e Lo ol wefe
(= (< g o o c*
< - - - L
= - -~
N, Y e s e
e = N = R - |
= = = = =
wfe e e -k s
e F i, (S | ¥ i | P
T a0 B G P S e e
._I_. lr—i-i & ‘I“ n-! . .+
7] ] o
ST Tk O Y
o e
L N Bt L i
3 = 5 = %
t—-I—- '+ l"'!"' -—In ._I_,
iy ¥ T £ (T, ~
EE e S B )
e o i S
I = ' = L cl
3 - = = ~
0:‘._ tn n in e
& = =3 5 =
| SR [
JINE L BB N ]

L8

|
o |
-

e
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Werden ferner die Grdfen pm, qm, rm, s aug Hen
felben eliminirt, {o befommt man die Sovmel:
ym o= FZ/ 4 GZ! 4 HZ/' + JZ'/v + KZ¥, twotinnen
F, G, H 1. beftandige find ; twelche durch Berglei-
chung, eben o vieler Glieder Der Reihe Dderfelben v,
beftimmt tverden muffen.
8. Wenn|X eine beftandige Grofe ift, fo toitd die
(§. 7.) durd
gate
> mTI
auggedructte Summe,

qin —_
» L= 1—

e am (a— ;j"
und toenn die durch L benannte befiandige Gedfe, dew
Jntegration, hinzu gefugtiwict, fo erlangen wirendlich

s l_ﬂl“__-]:
£=Lalhi‘hT—HT'

woraus fogleich die Werthe 2/, 27, Z/7, 1¢. erhalten
werden, twenn jum wenigften ftaft a, die gefunde:
nen urseln a‘, a?, a’’*, 1. fubftituivet twerden,

g.. Yus dem Digher gefagten , mwird folgender,
allgemeiner ¥ehrfah abgeleitet:
Sn der Gleidhung
ym .J'[. Aym == % *-i' Bymt == = ‘f’ Gyh== oy ‘f‘ =X,
wo dDie Eyponenteny derfelben, Die von y
befetten Oerter begeidhnen, {fo twie durd
die gefunbenen Wutgeln, a’, a’, a"" i, ded
@Ictd>u11g

a0 § Aan-* J Bai=? % i¢, = o,

erhalt man ubechaupt:

D A i

Lo
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ym = Fa‘ m(?i‘ﬁ*——-—-—)f&a"'m(i"}‘}: )
X lTIiI

€

X : X
ol ¢35 ——" \fJam 7=
g e G (e g
a.

i
Wenn X eine beftdndige Grife war, fo ergict fig
die Gleichung:
]rm -_ ¥ (FE’L”" .-I- Ca’/m -i- th‘:‘m —I- _]'.1‘”"’“ ,f, Kavin _1. If,}

; H.ﬁ'l]l e : {”rll'l_,...'r o :jf“{]l'l.._'[ :\!,a.‘_m__l
¥ P10 i )

-
¥ i * :
a’—1 Q4 Y a'v—j

nVIH — [ {
K — 1,
=
av—T

ar Hingeaen X = o, f{o fonnte die beftandige ¥,
unterdrickt twerden, und wir beFommen die cinfadece
Gleichung
ym = Fa’m -} Ga’/m§ Ha'/m 1 Ja fvm £ Kavm o,

foelche Das allgemeine Glied dev Reibe deverfelben y
giebt, nehmiich ber Rethe ;

ym J Aym=7 § Bym-* ¢ Cym-7 § Dym<tye =,
die in der That, nichts anders, als eine toiederkih
venbe Reihe, deren Bejiehungs - Scale

— A=—B—C—D—E—1, if.

T

10. Dies ift alfo die Theorie der mwiederfehron
pen Neihen, n Bejiehung auf die Fundbamente, duv
Differenzialvechnung, welde aus den rveinfren Grund
jagen, geradeju bergenonmmen ijt, indem fie vovhes
auf ganglich indiveften Methoden, und frembden Noz
tionen, berufjete, Die von weitem her abgeleitet was
ren,

Dies
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Diefe gani vortreflidhe Yehre, wollen ir wegen
ihres arofen Nugens, und Gebraudd in der gefamm:
ten Analpfis, durd einige Bepfpicle erlautern, und
pen Fabigfeiten der Unfanger angemeffen, datftellen, -

Crites Beyfpiel

Cs foll dag alfgemeine Glied einet wies
becrfehrenden Reihe, derymweiten ODrdnung,
Ttan®tauwt6n*t 1cu’ T 220" F 420’ +860° T
gefunden terden, welcdhe laus der Snttoiz
dFelung des Rationalbrucdes

I — u

iI—u—2u, enti{pringt.
Mug der Benennung des allgemeinen Glieded dutdh
y'’, der Sabhlenreihe T, o, 2, 2, 6, 10 1. und den
aoeny Gliedern y/, y, welde demfelben y/ nadhit vor=
hergehen, ethalt man y“ = y* + 2 y, wenn nem:
lich 1 + 2 ald8 Bejiehungs 2 Scale vorhanden
ift. Nun wird wegen y =y + Ay, und y” = y
2 Ayt A%y, die Blidung y* =y ¥ 2 y,
ih diefe, y T2 Ay T A y=3y+ A y umge:
fehrt , tooraus
(A) y — (A y — 3 A%y = o entftehet.

9f(gdann nehme man & y = p, und nach erfolgter
Multiplifation, mit dem unbeftimmten Coeffizienten ag
verbinde man Ddie Gleidheit a p — a A y = o,
viefe addire man jur Gleichung (A) wenn p ftatt
A yund Q& p ftatt A% y fubftituivet worden, fo be-

Ffommt man hieraus, die Gleichung

(8) yt@—Dp—aldy—: Ap=o,

&




54 Anm. 0 Culers Differenzialrechung,

&3 fey ferner, der Theil diefer Gleidung y T (@ — Iy,

gleich  dem: Sntegral bes andern Theils — a Ay

— I d.p, durd —-a pividitt, 0asd ift, 8 fep
g P
iy ammll s - —
y T ) P oL =54
daber erfolgt aug der Bergleichung der Glicder

I
X — -—rw-
K —

] =7 ’
24
nemlich
~ a = N 7 i T
At — — — = o, ferner a’ = 1, 3" = 5

2
@ept man nun z = y F (a — 3) p, fo gehet die

- Z
Gleichung (B)inz—alz =0, 0det A z —ﬁzzn,

nber, die, toennfiemitjener (§. 3.) Ay T (1 —R) y=T,
perglichen wird,

a

. : f ko :
Te==0; 1 —R=— —, odét R= ——, 3 = zgichh,

a a
Folglich ift

2T
2 =-RM (A Tz TF) ( f\:gnu"l

und hinwiederum

d
Y =— —.._] B = (.__. _1}111 B,
d

@8 it aber zm = ym o (af — D p=ymfip
und ferner W e=m ym ¢ (@Y — ) p==ym —p
Alfo toenn Die groey gefundenen Werthe, fiiy zm fubs
frituivet werden, fo entftehen j3wep Gleichungen

2m A = ym -1—- p, (__. I) mp = ym o— p,
aug . denet,  tognn p ¢liminivt toivd ,  Diefe erfolgt:

}-Iil
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MY
2 ¥ AT (G 1) urs

3
Nsdann beftimme man, je jwep willfahrlich beftans
dige Grofen A, B, und jwar, daf nady der Hppos
thefe m=o, y =1 und der Hypothefe m =1, y=o
wird, fo eclangen mir jwep Gleichungen
2 ATB A =B

I = ———; 0=

3 I -
Dicfe geben A = %, B = 2. Mithin dad verlangte
allgemeine ®licd
n m -+ n {'_.__ 1) m

;‘ um fepn wid.

Da die Aufgaben, mwelhe jur Analpfe der Glicksfalle
oder sur Berechnung der Wabhricheinlichfeit , bep
Spielen gehdren, aus der Theovie diefer endlichen
Differenzialgleidhungen, flieken und divefte Aufidfunz
gen erhalten, fo wollen wit nur ey Bepfpiele vorz
tragen, welde aus dem BDrettfpicle Hergenommen
find.

yl“ —]

P e ——

Sweyted Bepfpiel.

A fpielet mit B, dbad von den Franjofen
fogenannte a Croix ou pile (im Deutfdhen:
Ming oder Flach, weldhes vermittelft ciner,
in Die Hohe geworfenen Miinge gefchiehet,
wobon Diéeine Scite derfelben croix, die
andere aber pile heifit.) unter folgenden
Bedingungen: daff menn A bepm erften
Wurf, croix hat, derfelbe von B yenp Gul.
den empfangt; fallt aber auf den andern

Wurf
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MWurf croix, fo befommet ev bon B4 Gulden,
benm dritten 83 Depm xten aber 2 X Gyl
pen. €8 fragt fidh alfo, welche Crmwartyng
A habe, . i. wie pi¢l A an B, pot Dem Spiw
fe geben muffe, wenn bepder Glad gleid
feo.

Es beseichne yx Die Angahl der Gulden’, el
de A voraus bejahlen follte, fo ivie x die Sahl de
Wurfe. Wenn x um die Cinbeit vermehret witd, fo
baff das von A, vor Dem Gpiel ju begahlende Geld,
oder die Erivartung von A, durch y RS ausgedtudt

k

wird ,  fo ift flar, daf das Geld y L, oum der Sl

X I : g
ver Gulben 2 T nach Dder Wabhrfcheinlidlen
I

il o 4

dafielbe nach dem (x T 1) ten Wiefe ju gevins
neft, vermehet werden muf, Wit befommen dafir W |
Gleichung:

i
I
eI R — =Y xf1 |
XTI X J'LTI 1 |

[ ]

diefe au integriren, nebhmen wir die Formel y' =
Ry & T, fo befammt man durch dic Berbindun |
vet Glieder:

‘J"=Y_, _i_I;}'=}'K;R..'—‘—I;T:I.

Daher das verlangte Jntearal, gefunden wird;

_ /4 T _
—— — R. J‘L E — f * A' L
y b 4 & ] k T W—R) ATEZ 1= t

~ Die willFuhelich beftandige Grdfe A, mwitd W
frimme, wenn x = ¥ gefest wird, woraus mo
at g
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augenfcheinlich, die Grivartung y o eehalt und
affo ift A+ 1 =1 0der A=o. Folglich ift y =

nemlich dic Rahl der von A ju bezahlenden Gulden
= % 98. 3. € 9. n bdiefem weit berithmten Pro
blem, Haben die grdften Mathematifer unferes Seitz
alters , ein Daniel Bernoulli, la Fontaine,
D Alembert, La Place, um die Wette gearbeitet
welche aué den hieraus abgeleiteten, finnreichen
Gpefulationen , die Beredhnung der Wahricheinlichz
Feiten, bewundernswurdig erlautevt haben.

Drittes Veyfpiel.

G§ greift jemand aud ecinem Haufen
Mungen, oder fleiner Brettfieindhen, des
ven Anzabhl x ift, eine unbefannte Wenge
perfelben; e8 fragt fid alfo wie hod) die
aRahrfdeinlidfeit fep, ob diefegegriffene
Menge, gerade oder ungerade wat,

Man nenne y die Summe der Falle, unter tvelz
dGen die gegriffene -Menge gerade, und z die Sum:
me dec Talle, unter dDenen fie ungerade fepn fonue.
Gefent der Haufen x, terde um die Cinheit vermeh:-
get, fo giebt y/, die Summe der getaden Falle, und
das witd y = y T z fepn, Dbid daf jeder ungerade
Kall , mit einer neuen ahl verbunden, einen gerar
den Jall angiebt, Ferner 2’ bedeute die Summe der
ungeraden Falle,  und ‘weil jeder gerade Fall, vers
punden mit der hinjugefugten Iahl, ungevade twird,
auch die Dazu addivte €inbeit ungevade ift, fo twitd

3 d
F R
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¢ =z Ty T1 fepn. Die erfte Gleihung aber, if
nichté anbers, ald Ay = z, Ddie jweite nicdhts an:
bers, als A 2z = y T 1. Folglih A% y = 1 1 odet
y =yt by = ylox, alfoy =2 y/ % 1, ober
welches auf eing hinauslauft y = 2 y + 1. g
der Bergleihung diefer Gleichung , mit der allge:
meinen .y’ = R y 3 T, wird R=12, T = 1 gefuns
den, Daber man

y:}.}LN{-l%h;E:A:\i*: —I=(A¥}1)2X—]
erhalten mwird.

Da nun x = g {o wird y = o. ?II[U 2A =1

— 2, und A =—3; und Ddaher Itend y = 2x-T—j,
igng 2 = Ay = y* — y = 2% = 7 — ax - ' ¢
I = 2% (T — %) = 2% =7 Mithin die Summe
aller ‘wapridheinlichen Falle, y +z = 2x = * — 14
ax = *= 2% —1, alfo wird bieraus die mwahrfdein
[ichEeit der geraden Falle

b4 X = — T
y Tz S B
fie die ungraden abet
) S

T
gefunden. 98, ;. €. 2.

Die Prafung diefes Problems, weldhe Maitrau
in der Gefchidhte der Pavifer Afademie, vom Faht
1728 angeftellt hat, tft jwar auferft fein und finns
veich, allein in Der aenauern lUnterfuchung deffelben,
hat dicfer fonft gelehrie Mann, * nicht forgfaltig aes
ning vecfahren.

11, Hufer
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rr. Mufier det bisher dargeftellten Methode, bdie
fehre der toiederfehrenden Reiben, auf die Jntegraz
tion der lineatifchen Gleichungen, die aus endlichen
Diffevenzen beftehen, uructzufubren, hHat ber fdhurf:
finnige Geometer, de Ia Grange in den Memoiren der
berlinifchen AFademie, fur dasg Fabr 1775, eine weit
etnfacbere und vortreflichere angeqeben, mwelde unter
allen PMethoden, in der That die bequemite und ges
fchoindefte ift, Defonders in dDen BVepfpielen, in welchen
pie Wurzeln der Gleichung, unbeftimmten Coeffizien:
ten, al8 gleich gefunden werden, die teh Furslich hiee
porjutragen, am gelegentlichften evachte,
Solgendes fep die wiederfehrende gencrifche Reifhe*
Yor Yzr Yar Yir v o0 }’Kf y}:.;z. ' }'_\L -+ gl e Y:«: g t;

beven allgemeines ®lied v« ift. S nehme an, daf
die fincarifche Beziehungsd 2 Gleichung jwifchen den
fuccefliven Gliedern t T 1, diefe fey:

(A) ,*"L)'x'i'ﬁy TC}':{_i‘_Q. o Ry

und jtvar, daff t die Ordnung der wiederFehrenden
Reihe, fep, und A, B, C ... K, bingegen, fede
beftandige Coeffizienten bedeuten. Hiermit ift beveits,
pie Sade fo weit abgemadt, daf diefe lincarifde;
endlidhe Diffevensialgleichung, integrivet, oder welz
ches eben fo viel ift, Dafy der analptifche Werth, des
alfgemeinen Gliedes vx, in der gegeébenen Reihe ges
geben toerden fann,

: s
e th—I+Yx*ft .

Um dies ju ecreichen, fey ¥x == az¥, o 4,z tinz
beftimmte, beftandige Grdfen find; folglich mird

> ¢ :
— AL T i = k't‘.’.?.

- S 3 3-‘)‘m:'i'::, 2 36

b

woraug
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woraus alsdenn, nad erfolgten Subftitutionen, pie
Gleichung umgefehret wird in

. Py st (M XT3
Aaz 7 Baz T + Caz T

oder (vermittelft der Dibifion durcdh azx) in
e R (e R O (LS, AT

P — 1
i + az b0

=0,

ST L Az

Hus Ddiefer Gleichung ift Flar, Itens daf der
Goeffizient. a, twelcher in derfelben vevlangt foith
willEabelich fep.

Iitens dafi fie fo biele beftimmte SWevthe, vonz
befige, alé Cinheiten der Sndey t hat.  Diefe Werthe
z, oder Die FWurzeln Der Gletchung, Dbejeichne if
durch «, €, ¥ w.; terden nun auch unterfdic
pene, willfuhrliche Coeffizienten a, b, ¢ 2c. genom:
men, fo entfiehen ebenfoviel, untecfchicdene Werthe
von Yx, nehmlidh) ae*, b6x, cyX, 2¢., toelche fonohf
ecingeln fur fih, al8 alle jufammen, der linearifden
Gleichung (A) Gentige [eiften. Man echalt aljoin
allem

Yx = aaX % bex § coXx ¥ 2.

Und toeil Hier Der TWerth der Grofie vx, die beftan
dbigen toillfahrlichen a, b ¢ 2. unter der Bahl ¢ um
fafit, fo wicd decfelbe daher, das vollftandige Fnte
A geal ,  ver endlichen Differengialgleichung (A) femn
welche jur Ordnung t gehdret. Die Werthe biefir
beftandigen Grdfen a, b, c . hingegen, merden g
funden, wenn man der veranderlichen x, die (nad
und nach folgende Werthe o, 1, 2, 3, 4. 10 giebt;
und fie mit dem angenomnienen Ausdruct, des allges
meinen Gliebes Yx, nach den Hypothefen von x, mit
den erfren Glicdern dev Reihe, die ftets befannt fepn
mitfjen
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miffen, pergleicht.  Aus diefen Bergleichungen , ‘entz
fpringen alédann, eben fo oviele Gleichungen, als
beftandbige @rdfen, a, b, c . find, welde auf
diefe Art, Odurd die Junftionen y., y., y., 1. 0nd

=1

durch die Wurgeln «, 6, v 2¢. ju finden find.

12, §n der Hopothefe t = 1, darf nur eine
Wurgel der Beglehungs - Gleidung, (B) fepn, {o
it a8 allgemeine ©licd , fur Ddiefe Hypothefe
Yx = aeX, -Dafer, fvenn x = o genommen ticd,

7. = ae° = a, und alfo ¥x = y,«* herausfommt.

Sn der Hoypothefe t = 2, wird wegen der bep-
e Wurseln Der Gleichung «, € ¥, = a=x § bEX,
Weghalb wenn x = o, und x = 1 genommen wird,
sioey’ Gleiddungen yo=a ¥ b y, = ua I b& erfol:
gen, aus denen die Werthe der unbefiimmten Grd:
fen 3, b, auf folgende Weife gefunden werben:
===Ya'1}zb e 8 DL

@« — & 7 £ — =
@8 fep t = 3, Ddem in der Hopothefe das allgemei:
ne Glied Yx = aeX T bE* *} cpX entfpricht. Mimmt
wman nun qucceflic x = o0, x = 1, x = 2, o erhalt
man drep Gleichungen:

yo=atbte;y,=aatbetcy;y.=ae®T b6 fcr’;
aud denen nach Den befannten Regeln der AUlgebra,
endlich

== WGyy e (6 ling) yad ¥ =i vy —(a7y)y: Tya

— ,1_.. - LA

d

(¢ — 6) (¢ — %) (E—a) (6— o)’
abyo — (¢ T €) ys } ya
(¥ — ) (v — €)
hergeleitet toich.  Auf gleihe Weife, wenn t = 4;
¢ Die
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3 die vierte Wurgel, der Beziehungs - Gleichung ()
und £ eine willfuhrlicy befrandige Srdfe ift, fo wirh
vent. allgemeineén Gliede entfprechend,

¥ = aax T bEX I eyx I fI%,
witd nun fuccefjiv
X=0,x=1I,x=2, x=3
genommen, fo erhalten i 4 Gleichungen
RO G R e

v, = as’' F be . cy T 3
AR Rl (B O .
Yi-==.ae’ J bE* J.cp’ P £,

Aus diefen toerden ferner die twillfihelich, beftandy |
i@ gen ©rdfen a, b, ¢, f, toie folget, gefunden. |
— Cdy, t Gy e+ ad) y. — Chwtd) vty |
(2 — €) (&2 — %) (& — 3)
b 2o b (e tadted) yoo byt DN |
(e —a) (6 — 2).(6.— ) |
RS "‘2'5‘._'1"-:-'}' {qé‘{r‘f;}\‘f‘u;} i Hg (“‘i’g%'}) }il_
(¥ = W)y = v )
e povYel (a6 Tay Tiv) iy (e To 1 0l

(0 — &) (& —6) (& -— %)

i =

i

13. Die Rechnung, fur die Veftimmaung der Wy
. the , der willfabhrlich, beftdndigen Srdfen a, b, ¢, fi6
au bermeiden, dient folgendes: s fop:

{:CJ zt-i-pzf_i.i.qztnz'l.,i,ﬂ:.i.gz.}.{i:c

_ die Eleichung der ungleichen Wurjeln: «, €, 5, 3, o0f
- | toefche Deifer andere
| i f (z—a) (2—6€)(z —9)(z—...(z—¢)=0

gleich ifts Dag [esterer Glied K aquice man, mit
bem Produft diefer Wurzeln, negativ genommen
R
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Gt K =(—a) (— ... (=0 fo wicd das
Produbt pofitiv fepn, mwenn Ddie Zahl der Wurseln
gevade, negativ, wenf fie ungevade ift. Wird Hinge:
gen dies Produft, durch einen diefer Faftoren — a
~— & c. ¢8 fen welder e8 wolle, dDividirt, fo entjteht
ein pofitiver Quotient, wenn die Jahl der Wurzeln
ungerad toar, -ein negativer, twenn fie gerade ift,
Nach erwagung der Coeffizienten Des Gliedes y,, in
dem Werth von a, findet man fur die verfchiedenen
Hopothefen, ded Jnder t, die Sadhe nach folgenden
Schema: '
Sndices, Coeffisienten ded Gliedes y.,

it =1 I
L = 7 — G
A Cy
it =4 — Ey2
i o 1C.

Dechalb wird der Coeffizient von y., nach dem Werth
der millfubhelich, beftandigen Grofe a, im Algemei:

R . :
nen —— fepn, und twegen der Aehnlichfeit ded Coef-
—

fisienten, von ye, nach dem folgenden Werthe, ber
ubrigen beftdndigen Grofen b, ¢, £ 2c. wird der Eoef:

; k : _
fisient felbft, im Werth von b durdy —; im Werth

k‘ - g 6 ¢ .
pon ¢ durd) — audgedrudt. Man aquict nehmlich
e
vemfelben, mit dem Produft aller Murzeln der Gleis
dhung (C), negativ genommen, mit Weglaffung jener,
bie durd) Den gu finbenden Coeffizienten, multipligict
wied.

14, Die
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14. Die oben angefuhreen Benfpiele, etgen die Ne:
gel, deven bie Cocffizienten der Glieder y,, ya) v 2.0
ftandig untertootfen find. Und smwar treten die Jeichen,
edfelsweife hervor, fo daff wenn der Coeffizient des
Gliedes yo, pofitiv, er negatid in y. wird ; Ddaher
per pofitive in y. 2c. wicder juriicEfehre; Ddas G
gentheil aber erfolgt; mwo Dder Goeffisgient Des Glicdes
y, alg negativ egiftict, Gefesst ¢8 warve 3. D. Dt
Gocffizient des Glicded yo, eir Produft von drey
Saftoven — 6, — ¥, — 5 im Werth der beftandigen
Grofe a, fo wird der Coeffizient des GSlieded y. M5
Nggregat je jwen und jwey, tyelche aus Diefen drey Fakter
ven entjtehen fonnen, und der Goeffizient des Glicdes
y., toitd dag Aggregat der @-;arwi*ut — 6, — =0
und endlich wicd die Ginheit, der Coeffizienten b
festern Ofiedes, y; feon.  Huf diefe TWeife, ird
nadh die in der Gleihung (€) angenommenen, firf

ungleichen Wurseln «, 6, v, 2, ¢ Dot Goeffizient b
Gliedes yo Eyds, Der Coeffizient des Gliedes

jie
eys T Ede T ¥34)

~—
o
3
o7

Yz o
ver Coeffizient des Gliedesd

ya == €y T CF §°G¢ T o s T Juj
ber Coeffizient ded8 Gliedes

ys == E 1ty T2
endlich aber Der Coeffizient des [lefitern

ya = 1
fepn.  @ben fo gverden toiv, bdie Coeffizienten Der
Gliehet yo, ¥y ¥a 2¢. fur die Werthe bder ubrigeh
beftandigen Gedfen b, ¢, Fac. beftimmen. Wasg hirs
gegen die MNenner der Werthe a, b, ¢ ¢, betwifit, P
foItD

——

=—
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wird alsbald echelfen, Ddaf man den Nenner von a
ethalte, tenn in der Gleichung (C) oder
z—a(@z—6)(z—9%) (y— 3)”.(}"-*—@):0
der Faftor z — « unterdractt und 2z =« gefent wicd,
fo Dafs

(62— €) (& — %) (ﬁ——E‘).+.(m-—¢)
hervorfomme, twelches der verlangte RNenner fepn
toird, Desgleichen fur den Jenner von b, muf eben
Das gange Produft, durdy z — € dividirt, und jum
Quotienten z =3 €, gefdyrieben werden, und ed tird
der Nenner von
b= =0 E—9E— ... — g
werden.  Diefes trifit auch bep Den Nennern, Hep
ubrigen beftandigen Grofen ¢, £ . ju.

15, Diefe vovtreflidhe Methode, foll durd folgen:
ve wep BVepfpiele, erlautert werden.

Grited Beyfpiel,
€3 fey bie Desiehungs - Seale 1 1 2

Die Sndiced O o i A TR e ey
vie twiederfefhrende Reihe o,u,u? 3u% 5u%, IIu’,,, yxu*
bie endliche Diffevenzialgleichung

Yx = ¥Yx==x ~ I T 2yx-=2, ODet

(a) YR TYXmmz T2 Xmmn =20
man nehme. yx = azx; nach déffen Cuftitution in

(A) entftefjet Die Bejiehungs « Gleichung

I'_'_"“""‘—’"=O ﬁblfl:zz--z—_"i:oj

veven Wurjeln w =2, C=— 1 find, @3 ift alfo das
vollftandige Sntearal, nehmlich das allgemeine Glied
& ¥
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vx = auX | bex = a.2*% T b (= 1)¥
ite Hypothefe. x =oj3at b=oja=}
Ite Hopothefe. x = 1;2a—b=1;b = —{
MNach deven Crfindung, cnt]’*winqt :
* ye = 3 [ = (— D43
alfo ift das al[;emunc @lied Der "Ju.u}c
a2 =—(=1)*) g

. 3. Crfinden toar.

Qmentes Benfpicl
s fen die BDejiehungs : SealeoT7 —6
Ynbdices
(o (5T e PR T S 6 ” D A
die toiedecfehrende NReibe
o,u,u’, ?uq! un*‘-;ﬁ”:—.ﬂ*}ﬁ“ 2954 f'503uq' . Yxu¥
die endliche Differen; 2 Gleichung

2 S i R A L
D 10} i Y P 6y =g
XT3 bl i X

ed terde ¥x == azx, und Die vorhergehende Bler
chung, vevandere man in die Begiehunags - Gleidung
2} 4 — g7z T 6 = o, beven drey Wurjel
R T A DR )
Hiecburch echalt man, das vollftandige Fntegral I
4 Diffevenzial z Gleichung:
Yx = aa* P bex f co* = a f b, 2%} ¢ ( — 3"
tfie Hopothefe x =o0;at b t c=o
I;ataob—3gc=1
;at 4b T ge =1
Aud diefen drey Gleichungen , findet man dureh
befannten, algebraifchen Regeln:

S AR TR R N 31 3
F —— ‘15b=?]c"""’_"i?7

-

(e o
k2

[l

ofe Eit x

B

o4 SIS R o —

and
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und endlich
Yy = — it dox— X% (= 3%
Mithin wird dad allgemeine Glied yx ux =
(30 2% — FH (= 3= 3) ux. W3, erf. 1.

16. Bisher ward von uns , ftillfhweigend Dieje-
nige Bedingung angenommen, nach welcher alfe Wy
geln «, €, ¥ 1, unter fich ungleich find. Wenn aber
etliche Wurgeln, als gleiche angenommen wotden , fo
werden einige, Dder willfuhrlich beftandigen ®Grogen
a, b, e 1. unendlich.  Fft nun wicklich ¢ = 3, o
finben toir ie oben, §. 12,

evyo— (€T %) ¥x 772 (o WY — Gt )yt
— , — __H___.-.;___"__"
(+=6) (o — %) ST T
rz':}r-——(x &) Yo +y
C.= :
(y— =) /—b)

Deshalb werden, ned angenommenen bepden, gleix

hen Wurgeln « und €, die Grdfien a und b unend-

lich; die dritte c aber bleibt endiich. Gben dies wird
auch, in andern Hopothefen bon ¢ aeseigt, o einis
ge Wurgeln unter fidh gleidh waren.

Bep diefer. UnbequemlichFeit, mweldhe febe oft fich
guteagt, pfiegt folgended - Hilfsmittel angetendet ;i
werden. €8 wird nemlich, in dem affgemeinen Glies
ve¢, der wiederfehrenden Reihe asx | bex + cpx Gt
wenn 6 = «, dafur € = « } de gefest, fo dag die
Differens jwifdien bepden Wurgeln, unendlich flein
ift. 3. B. in der wiederfehrenden NReihe der drits
ten Drdnung, deven allgemeines Glied, eine trinos
mifde Grofe, awx § bEx 4 cpx ift, fo gebt ver:
moge der Subftitution , der yweptheiligen Grofe »
T d 2 flatt €, dag allgemeine Glied in Diefen anz

€2 Slicd
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@lied in diefen andern fiber, aax T b (« Td a)x Floyt

welcher unentlich penig vont wahren, unterfchieden ift,

Hievaufiverwandle man, nachder Neutonfchen Forr

mel, Daé Binomium (1t d «)*ineine Reihe, foentfreher
x(x—1)

de? w%X=? 11,

(vhda)=a*txda, a*=" y

Daher ift das allgermeine Glied
1 -, bx(x—1I) . g
(D) (atb)axfey*ibxde.ax-"f ———— da . aX= T

]
e

MWir fanben oben
el ayyo == (« L,;,\ Y + v.
(68— a) (6 — 7)
dasift, wenndeftatt € — « fubftituivet toorden, {o foird
ayy.—(atv)yaty: o evy,— (&t 9yl
da(e— %) ig iy d e (« ¥)
folalich

!

b=

wyYo = (@t %) y= T ve
/

bdeae =

i~
nunmebe ift, die Grdfie endlidh. Jjt hingegen b d#
cine endliche Grdfe, fo wird, bde?, noch vielmelr
aber b d «F unendlich Elein fepn 2. Daber vit
dag allgemeine Glied (D) =
(E) (a+ b) «* + bxde, «x=* § ¢ ¢%
Und roeil
6¥Yo — (¢ ¥ 7:} Y T Vi
a—6) (¢—1) 3
fo entfeehet durch die Subftitution von — de, Fiew=—"
 Gyye = (€19 vs s

“ e—

i

— da (& — %) 4
melcdhe ebenfalls ecine unendliche Grdfe ift. e

aber die ymep Werthe, der unendlichen Gedfen a und
by
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b, sugleich mit einander verbunden twerden, fo enf:
foringt nach Anmwendung ihrer allgemeinen Yusdrucke,
etin endliches Aggregat. Und jwar:
Cryo=Ctn)ystys  #vyo (219 ye T ¥a
(¢—6) (e —2) (¢ —€) (2 — %)
werden die Bridhe auf eiderlen Denennung gebracht,
fo findbet man
at bz{ftn" — 6" —a’y F uy®)yst (af —C7)y,—(6—2)y«
(o=, 1605 (Wi 90 lCoryi®)
und durch die Divifion mit « — €, fomms
(v = ay — Cy) Yo + (eFE) ys—7a
(o —0) (B— %)
hetpor, tvelcher Ausdruct, von den Unendlichen frey
ift. Mithin wenn € = a gemacht wird, fo Hefoms
men wit endlich , : :
a_fb=(?’—ﬁxy\))rﬂ+2my,h—yé
ey )
Pen dem allgemeinen Glicde (E) erhalt man die Coef-
figienten Der Grofen aX und xax-7, weldhe bepde end:
fich find, nebft ven epiftivenden Coeffizicnten b d &7,
b d &', 1c. ber Glieder
X (x=—=T) i =2 x(x— 1) (x—2) =
2 o B, 3
weldhe dieferwegen weggelaffen worden. TWenn daher
a T b = a’y; bde = b’ fejtgefesst wird fo cehalt das
allgemeine Glied die Form:
Yo = a’ «* T b/ xa%x - * f ¢ oX
17, Sch fbreite nun ‘3u jenen ticherfehrenden
Reihen, Dbep denen die Bejichungs - Glkidung
orep gleiche Wurgeln hat, und nehme alé allgemeined
Glied Der NReihe

ath =

gfib ==

-

X =T a0
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Ve o= duX 0 bEX fcyx X

att, in weldhen « = € = . Damit aber die Gleidy:
heit Diefer Wurzeln , obne Frethum aus der Mitte
teggetiommen toerde, {o beobadhte id) eine unendlice
fleine aﬁmtrrn-. untes ifjnen; indem ich € = e tdx; |
y = « td € fene; fo wird dasd allgemeine Glied

szaux'i"b(m Fd a)* e (o] dE)xFfax
Durch Anwendung der Neutonfchen Formel, und
durch die Unwahme dreper Glieder fir jedes Binw
niun, echalten tore
(B)yx=(a ‘f bfec)axt (bda T cdb)xax=" t(bds't

X (X=T
\

C\i'ﬂh )

a* =3 '; fgx
"

3m §. 12. haben wir gefunden
= Cldy, T (Cr+ 2T y. — (BT ¥ T 3 vt

!

d—= - = ; % P
(6—6) («—) (+—3)
e avdy, T (28 T ay ¥ 99 y. — (e + v T 8 y. 1y
Ex 6 —=) (E—v)(E—23)
N ey &2y, T (a5 F P2 ‘1‘ ey e (n T ": Moy, kp
£ 7 LA L'}“"'"ﬂ 7 'd)
o TGy (o8 ey £ 6 i ( F EH) vt
e (8 —a) @=¢) (@—%)
-

58 toerden daher mwegen o= 6 = ¥, bdie TWeetht
ver Goeffizienten 2, b, ¢, unendliche, bder jheni
Oronung; nur der Werth des lentern f, ift Olof e
lich. Obgleich die einjelnen Werthe a, b, c, €
unendliche Grofe, der jwenten Otdnung ausmadil
fo ird doch thr Agqregat, als endlich genommen;
benn nadh gefdehener Reduction Der drep Werth
auf einetfep Renner, und vermittelft der Divifion
vurdd,

(o=
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7%

(&2 — &) (& — %) (6 — %) wird endlich gefunben

hat

- P R L & 1 - .-
(a3 + uyd e Cod— ad? — 32— TNy (y t o€ T e yit (4 F Et ) Y.—7s

FORIRT C—) 0= C—)

i T e an - =
SR e b = g v o = e e~ -~ e e~
— = ' Sl | el | - ._ = ﬂ e e b iy — — L

— - T

Die
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die augenfcheinlich eine endliche Grofie ift; fubftituiz
ret man «, ftatt € und o, fo entfteht eben diefelbe

Summe:

e
Desgleichen in den Werthen der Coeffizienten b, ¢
fubftituire man e f d « fur €, und « + d & fur 4,
fodann multipliire man b mit de, und ¢ mit dey
twenn Dies gefchehen, fo findet man

Lz o
u o T
oy e
~ Pt
3 i
(¥
i R
_+ (3]
® o
Qg
g F
e ﬁy
| o B
- ahy
e
# <
8 5
Ty i ol Lrore, | ;
?.. —1a E—- R.} |
x (8]
a 0 B |
e =3 |
Ll 2
SRR |
~ g =
bl B -1 sy ,_‘_\ !
f‘g‘ —x= 1 |
= i
e
o li®, 2| es
% SR
Bl s
b= ._i- 2 |~
B [
13
-~ ~
Tr 12
e 8
—1a af
j= = —
& =N
4 L"h
o —
L ~
' 1]
| ~f
< ~
s b

I1r
Dies
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Diefe Werthe bringe man, unter gemeinfchaftliche
Benennung, und nehme deren Summe , welde nad
gefchehener Divifion, durch de — d€, mit Auslaffung
ver Glieder, die durch die BVergleichung verfhmwinden,
folgende ift:

; (207> — 3y, — (267 263 — D)y, F 20y, 7v,
(« — 3
twelde gleichfallé eine endliche Srofe ift.

bdafcds=

Julest multiplizive man bde, mit de und cdg
mit d&; die hieraus ecfolgenden-bepden Werthe, brinz
ge man unter gleiche Benennung, und nehme deren
Summe, die nach gefchehener Divifion, mit (de—de)
(e — 2) und Yuslaffung der unendlich fleinen Giliez
Dér, fepn toied:

= e — @y, T (P 2Dy, — (22 D)y, F,
bde? + cd6? = g T ( )y £ yaty,

“« — &
und 3war gleich einer endlichen Srofe.

Wenn man alfo in dem allgemeinen Glicde (F)
atbfc=id;bdatecdC=0b;bda*tcd=c
nimme¢, die 3iwar alle nach dem bisher erwiefenen,
endliche Grofen find, fo erhalten toir das allgemeine
Glied
x(x — 1)

Yx=a'eXf xblwx=17F

claX =3 o £3x

Sm borhevgehendem Calcul der Neutonfchen RNegef,
nehmen tir drep Glieder , in jedem Vinonium an,
fo Daf bie davauf folgenden Glieder, unenblich Fleine,
obet perfdhoipdende find, alfo toirde dad vierte
£ oo X (%17 (%--2)
(bde’ § ¢d6") ——r : @l

fepn s
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fenit: twobep twegen'b, ¢, al8 unendlichen Grdfen ber
stwepten Ordnung, der Coeffisient (b'd 2’ Ted6?) e
unendlich Fleines der erfien Ordnung toird, o8 fanp
alfo das vierte Glied, noch fichrer aber das funfte
und alle fibrigen folgenden, wegbletben.

8. Durch gleiche Avt ju fchliefren, findet man
das aflgemeine Glied, ber wiederfehrenden Reihe
Yo == aeX T bEX T cyx T fo% T bex T 2.
tofelbft vier Wurgeln: gleih find, als
el =l S
folgendermaafen audgedriicft:
Ye=(athtctf)axt(bdacdé T fdy) keXx- *+ (bds'

x(x—=1)ax-"’

% ¢d6? +fdv?) = + (bde® T cdé’® T fdr)
2 D O et
2.3
o nicht allein Det Coeffizient
atbfectsh

alg abfofut endlich gejeiat wird, -fondern cud bt
fibrigen endlichen, Srimonialcoeffisienten, dargethal
erden; als

bdatcdS+ fdy , bdafcdC® +fdy?, bde® +cd6’ tfdr)
obaleich die Avt det unendlich Fleinen Grofen, faljd:
lidh angegeben toird.

Bey der Hypothefe der vier gleichen Toutsel
witd nicht Hber das. vievte Glied der Jeutonfde
NRegel fortaefchritten, fo dafi das ste, vorjuglid abee
das 6te und alle folgenden Glicder, ihrer unendly
den Kleinheit wegen, verfhwinden. G Eann dahet
Des GlieDes «x Coeffizient |
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af b ¢ ="

bes Gliedes xax—* Coeffizient
bde T cde | fdy = b/;
bes Gliedes
x(x — 1lax—*
2
bdu? < cd6* f fdy* = ¢’
und endlich des Gliedes
# -
s 02 {j{ 3*_ 2R Goeffigient
bda®  cd6® + Fdy’ = f
angenommen twerden ; hingegen das allgemeine Glied
der Reihe vx, fehre man um in Diefen:
e R XE D (02)
Flax=% 9 hex $.9c,
usg dem bisher gefagten, toeif jeder, was bh)
affen den Bepfpiclen gefchehen mufie, wo mehr als
vier gleiche Wurjeln , deriGleichung vorfommen; denn
¢d verbleibt beftandig, bep einerfey” Gefes und - der
gange Caleul, wird hierdurdh fehr erleichtert. Diefe
befondere Hypothefe der gleichen Wurjeln, durdh ein
PBepfpiel ju zeigen, wicd Hiet nicht an unrcd)fcm
Dete feyn.

Coeffigient

Beylpiel,
€3 fey Die wiederfehrende Neihe

- .
o ] Y Scrcoaalnx

: e i, +
17 8u b 270" 6407 + 1250 } 2160 ..,.. YxuX
toelche aug dem Rationalbruche

x T
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x Jau Fu?
(1 — w?
enticelt twicd.  Hievaus erhellet, - daf die Bejie
bungé z Gcale ¢4 — 6 T 4 — 1, und folglich Das
allgemeine Glied

Y = 4¥x 'y = 6¥x -, P g¥x -3 = Yx-y4
fepn erde, mworaus die endliche Diffevensialgleicdhung
Y% — 4¥%=y T OVx 2y — @¥x=1 T Yx-z =0

erfolat. ~ @8 fep Yx = azX, Die vorhergehende Glei
chung aber vevandere man, in die Vejiehungs
Gleichung

4 6 I
) -f—-‘i — ‘= o 'pdet
Z T z’ z!

2" — 42’ $62° — 42 f 1= o
welche in der That, nichtd anderd ift, als z—1'=0.
golglich hat die Begichungs - Gleichung, viee gl
the TWurzeln, nebhmlich
Z = =0 =ye=3=
Daher ift in der jesit gefundenen gm:m:l des allges
meien (Giedes:

Yx=a‘a¥{b’/xex="fc’ }&L_;ﬂ ff}‘('{hl)(\_'z 2%,
fubftituivet man die @I;chzt fut =, fo cl"I;a[ten foit
ds bl — U gy D) x—=2)
s 2.3
;_i.(b;_‘:? c’ uf-ff) ’-[-fu
nunmt man E)Hmtmemum
b*-—f’}:—-i--:.mb”;.“ oY -f”'

fo entftehet endlidh dad allgemeine Glied:

¥
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P — e s D SO e i A
@8 terden ferner vicr willfahrlich, beftandige Grifen
al, b, ¢/, f beftimmt, wenn man fur x nach und
nach, o, 1, 2, 3 annimmt, tworaus die Ierthe erfol:
gen, bie dem alfgemeinen Gliede vx entfpredhen,
alg: 1, 8, 27, 64, fo wie nadhfolgende vier Gleiduns
gen:

aug benen
U ) AL — 10 e SR e B S |
Hergeleitet ird. TWenn died
Vassmigu dia g abiasZich R ianiigib ol

und folglich
Vet = (I F x)? ux. W, ;. erfinden war,

Ucbrigens witd in diefern BVenfpiel, eben daffelbe
auf e¢ine andere, von unfevem Autor angegebene Art,
erhalten. . Nehmlich wenn das allgemeine Glied dey
Reihe, Y genennet wird, Ddie vier denfelben vorfhey:
gehenden ~Glieder hingegen, Y, “¥, Y, iy gy
befommt man unter befagter Bedirgung, Y == 4 ‘¥
— 61T G4 T MUY, B Yy iy g g
#Y — 4 'Y f Y = o, oder wenn die eingelnen Glie-
bev, auf jede oier folgende Stellen, ibertragen
toerden , fo ergicht fich die Gleichung

' e S et s S e T ‘f‘.r”" —— G
(§. 22. Cap. L). g:ﬁi:iL'l' die Sache varauf [_)[nanf;;
fauft, daf die endliche Differenzialgleichung

A Y = g

nacd
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nach der Hopothefe, integrivt toerden mifte, daf Ag
fejtanbig, und der Einbeit gleich fey.  Aus dem poy:
[}E’:';“:L‘E;:Cé'lbl'l'! aber , ift befannt, Daf

AN =AY = a_ N\ix

SA YT =A*Y=—3a Afx = ax Jublx

ax

dX .
SO0 =A YeoFax'if bx ffﬁxx‘:‘"*:*f'b:i'f‘c&x

adx axX . S ®

fsAY=m Y=2——Z<TZbx Jecx I f=

- T e I

a D - 9 3

3 2. 2 + _ :

—_x T L i T(’“‘“‘""""C)x"‘

(]' 2 3 2 . lj
Rimmt man alfo
a o b—a a b
E- =J‘H;_.....;__. e C”; _: L T .i_ c =bn‘; f=l‘!;
i 3 a

fo Gefommt  man wie vorhin, das allgemeine Gligd
ber NReihe

Y == al b b ezt IR
Wer von der [ntegration, endlicher Differengialion |
meln, mehr ju wiffen verfangt, der halte fid) an die
perufymten Mathematifer La Grange, La Place; Mongg ._
Condorcet 1¢., welche in den afademifchen Memoirn ‘
pon Turin. Berlin, Paris; Hiervon feht haufig, um
biindig gehandelt Haben.

Unmerfungen jum IIL Capitel tes I Theils.

Um die neue Theovic unferes Berfaffers, von i
atur der unendlich fleinen, und unendlichen G
fen, al8 aud) deren wedhfelfeitigem. BVechalinif, v
geneinander, auf einen Elaten Sinn ju bringen, u

allen
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allen Schwierigfeiten und Streitigleiten, den Sugang
su veefchliefen, toelche fich gegen Dicfelbe noch frarfer,
al$ fie von unferem Nutor, Faum’ hervorgebracdt twor:
den ift, von allen Seiten erhoben; fo toird ¢8 Der
der Mihe werth fepn, fie dergeftallt ju ervflaven, ald

wenn jwifchen ihr, und der beruhmten Feutonfchen

Yehre, von dDen crften und flegfen Verhalt:
niffen oder Grangen, bepnahe gany und jgar,
Fein Unter{chied mare.  Folgende Grundfage mitffen
daher, befonders feftgefelt werden.

1) Wenn eine gewiffe Gudfe A, enttveder durd
Nnwuchs ober Abnahme, einer andbern gegebenen L,
ohune bt jo gleih ju roerden, immer ntehr und mehr
nafer fommt, fo daf fie von ihr, nur um cine fehe
gevinge Grodfe, unterfchicden ift, und swar einer nod
Eleiner, alé jede gegebene, {o mwird Diefe Gudfe 1
die Brange der erfiern A genannet.

&o if: I die Tangente jeder (.mm,. Die Gy
aller &Eefanten.

1. Der Brudh 3, ift die Sranje diefes Dejimal:
buches
0,333333333 .
1L Die Cinbeit ift die Srange der Summe, dies
fer geometrifchen Progrefjion:
23 T3 T 2T 2T &Hu fow.
big ind Unendliche.
1V, Die Grdfie a + 5 a, ijt die Branje der Sums
me Der Progreffion,

A a a a
aT—7T—1+—1% T 26,
4 16 " 64 " 256

bis ind nuendliche,




h{e]

Unim. 3u Eunlers Diffecenzialrechnung,

v, Die Quadratiwurzel ans 2 ift dic Granje dg

'i‘T

RNerhaltnifies, weldes pie Diogonallinie ded Duo-
prats , jur Seite Hat.

. Gndlich die Summe Ddetr abnehmenden, geome

trifechen Progreffion

- B . b? bt
Bl T e B el £
H da d
,‘2
big ind Unendlidhe, bhHat jur Granje ’l-m--"—b;

nehmlich (wie aué Dden porhergehenden Vepfpie:
fen suerfehen ift) die Summe ber Progrefion,
fommt devgeftallt je mehr und mebr, vem Wi

a” ; : R e :
the = naher, fo daf ob fie gleich thm me
mals gleich witd, Ddennoch von Demfelben , U
cine fehr geringe, und nodh fleiner, als jede ot
gebene Grofie, unterfchieden fepn fonne; Dieh
abet flieht daraug, daf wenn die Progrefion
nicht bis ins Unendliche fortgefest wivd, und il

feteres ©lied p ift, Ddiefelbe eine allerbings gé

z
2 o p - i : ’
naue Summe v erhalt, Die jederjert toents
=i
y R P ;
ger als 5T ift, und Dderen Diffeveny fo Elem
El —

alg man verlangt werden Fanu, weil felbjt dos
Gticd p, aucdh big jur duferfren Forvefesung O
Progrefjion , flein toied, Gleichwie nun p et
Nichté oder o, immer naher fomme, und pod
niemald’ gleich wird, fo ijt alfo o felbit , it
Granje Des Glicdes p,  Gben fo ifts aud

per
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2

4 F [
=y bie Grange ded Bruched

q =

der Brud

e T
2 i
men ubereintriffit, rofern nicht p = o wird . i
wenn nicht fie p, die Sranze derfelben gefett
wird,

2, €8 fep y die Funftion der veranderlichen Grd:
fie x, toeldye durch Ax + Bx® + cx? T Dx* + 2, vorz
geftellt ift, fo daf wenn x = o, ¥y = o wird; fo
entfpringt aus der Gleidhung

y=ﬁx'{'Bx='f'Cx"['Dx"'f':f,
mit x dividirt:

{?-::A + Bx ¥} G Dx2 e

, elder mit Dem bvorigen, nie vollfom:

. w }' d (4 , € [
Gben fo ift = ein vevanderliches Berhaltnif, teil

. ber Grponent Ddeffelben, eine veranderliche Grofe

ift, ©. & Die Funftion bdiefer veranderlichen .
ift Dcrge[ralt bEI*d—}C!ffEH, bﬁﬁ ﬁe fo fcmge ﬂb:
nimmt, al§ die verdnderlihe x verminders wird,
Wenn nun x =o, fo ift dbie sunftion y aueh = o,

und der Grponent der Verhaltnif L = A, obeb il
Z :

mehe das Berhaltnif felbit, ift - = 4. @g fibeint
wiederfprediend ju fepn, wenn Hier behauptet mwird,
baf b A fey, weil Nulfen feine Gy

X Tip Crdgen

find, und weder die eine gedfier, noch FIL‘I'i-IE‘r alg
die anbdere, genannt twerden fann. Ullein dag Ver:
S balts
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1}&&“1'1”;% — A, ift in der $hat Fein Verhaltnif der

Rullen, fondern eine Grange, welder = fieh un |
X |
aufhdelich nabert, indem die peranderlidhen x undy

ftets abmehmen , eine Granje welde das Berhily
nif {-—, nicht erreichen toicd, fo lange x und y toaly
ve Grdfen find, fie mogen fo Elein feyn, als fie wol
fen. ‘Dag BVerhaltnif l«: = A, it Dasjenige, verm/

ge wefcher die veranderlidhen x und y verfchroinden,
odbet aufhoren, Grofen ju feyn.  Hier ift alfo die
®Grange der Gleichung, gewif und beftimmt. Ma

fann alfo die Grange der Werhaltniffe -:'— = A, Dos

fefite Bevhaltnif dev veranderlichen y und xnew
nien, und jwar in fofern, wenn y und x verfduiv |
den, oder aufhoren GSrdfen ju fepn. Eedenfet mu |
fih Die veranderliche x = o, al8 wieder junehmab
fo wird auch die Funftion y, mit devfelben juglis

antachien, und alfo dasd BVerhaltnif Y =4, fiv
X

4 wiederum diejenige fevn , mit welder fie ju wadjn
anfangen ; Ulfo fann dic Granze diefer Verhaltnif

i—, welche A ift, beéba[b Das erfte Verhaltnif, M

geranderlihen ®rdfen y und x, mit weldher fie i
wadfen anfangen, genannt werden,  So foitd
diefe Yrt, die Lehre unferes Autors: daff unendld
fleine Dinge, in der That Nichts find, und baf
i ; ].d}l‘n
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fhen awen , unendlich [Fleinen Dingen , jede Ber-
baltnif daamwifcben treten Eonmen, auf einer mahren
und Ddeutfhen Sinn gebracht, Das Berhaltnif pep
unendlich Fleinen Dinge, ift wirflich fein Berhaltni
vont Nichtfen, fondern das lepte %crb&ftnip},
wodurd) jwep veranderliche Grdfen ergeugt werden,
oder anfangen GSvdfen ju fepn. Oder mit andern
Worten:  dag Verhaltnif des unendlich. Kleinen, ift
nichts toeiter, afs diefe Brange, welder fich pag Rers
Haltnif der veranderlichen Gedfen, immerfort nabert,
die fie niemals erreidhen’, nodh meniger uberfchreiten
fann, fonbern der fie, fir jede gegebene Differens,
naber fommt. Mit einem Worte: die leten Bep:
haltniffe verfchroindender, und die erften entfres
hender Grofen, find Feine ﬂi‘er!}&lmiﬂe_Derfc[ﬁen, unz
ter fich, fondern blof allein bdie Granze, alfer per.
andetlidhen Werhaltniffe.  Sn dem paradogen Yyus-
orud 2, Fann die berborgene Granze, burch folgens
den Bernunftsidhiuf aufgedeckt werden; ed ift nehms
4 .

4 —= b
fih ¢ = e Da aber a:b = x. -af, folglich veps

bx .
f)&[tﬁd}ai‘mb'f-;--“:a':b, und

b3 :
afTx=—12:b+ e be=a:h, Deshalb wird

d

Wenn daher = Null ied, o toird Dic.Branje deg

beftanbigen Berhalenifie, ' mit F’-i‘: 9

""""h "6' aqulreta

% 2 3% 39"
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3. Sede peranderliche Grdfe, Fann nidht nuc be:
ftbndig abnehmen ,~und julest ganslich verfchwinden,
fondern auch beftandig, und big ins Unendliche, v
mehret oerden. €8 fey:

}r:::.f\']"lix‘i‘c:u:g ..,THD-E“—_"I"R:(",
fo erhellet aus biefer Gleichung, dafi oenn x unend:
fich vermehret wird, y auch b8 ing Unendlide
nehmen poerde. Daraus aber wicd Hergeleitet:

by She S SRR L

x 1 xn }‘-_ll—‘ Il =

woraus folgt, vaf das Berhalinif Z}Lu' und deein

@pponent, veranderfidh fey, und jwar, daf tenn bie
perandetliche Gudfe x, nebft y unaufhpriich junimme,
der Gpoonent derfelben ebenfalls, befrandig abnel
men toerde, und goar in alfen abnehmenden Blit

dern, aufier dem [egten beftandigen Gliede. et

x = o, fo witd vermdge diefer Hypothefe, g

x = oo et Erponent dev ?Berf)c‘tltniﬁ-‘%, fitd glid

ber beftandigen K; die uibrigen Glieder gefen e
x = oo, in Null uber. Dem 3ju Folde, tvad bF
pochin in Betreff, der unendlich Fleinen Gudfen, W

innert haben, ift Das BVethaltnif -E; = K, eigentld
: x

ju veden, Fein Berhaltnif, der unendlich Grofen )
und xo unter [fich; iweil e8 nicht mdalich ift, bof
3wep  unangebliche Grdfen, unter einander verglh |
dhen merden Edunen, " fondern die Granje et T |
haltnifie, toelchet die veranderlichen unendlidy sunel
menden Grofien yund xo, fich immerfort nabern, i

dod
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doch niemals evveichen , fo-lange felbige -beftimmte,
und angebliche Grofen find, folalich ife f— =K bdag

lefite Berhaltnifi, wodurdh die Srdfen y und x»
aufhoren, angebliche su fepn. - s toicd bdabher ber
fehr gemeine Gai, bed Snfinitefimalcaleuld, ridtig
berftanden , Ddaf nehmlich die Grofen und ihre Vers
baltniffe, menn deren Unterfchied gegeben ift, julefit
gleich weeden, wenn fie unaufhdelich fort junchmen,
fo daf fie jede gegebene Grdfe nbertreffen,. Gefetit
A, B maven unendlidh wachfende Grdfen oder Bers
haltnifie, deren gegebene Differens D, jederseit beftin-
Dig fen. Man nehme bdaher ecine andere gegebene,
und bLeftandige Grofe a, unbd fege die Analogie A : D
=a:d, fo ift flar, baf wenn Ajunimmt, d propops
tionivlich abnimmt, und 3wat dergeftalt, daf wenn A,
jede gegebene Grdfe nberfreiget, d unter jede gege-
bene, abnehmen werde. Damun AED: D = 3 o
d : d, weil die stwen Grdfen a und a t d, wenn 4
unter jede geaebene Herabfinft, und suleft oder bey
der Grange verfdhivinder, gleich werden; fo twerden
auch die Proportionalardfen A und A t DoderAu.B,
bie eine gegebene Differeny D Haben julest jur
Gleichheit gelangen. Folglich, gleichtvie dureh beftan-
Dig abnehmende, gegebene Grdfen und Berhaltniffe,
Die Eleineven lesten Proportionen, Dbeftimme
werden, melde an der Grange, frets abnehmender
Grofen ftatt finden, fo mwerden aud) durch. unendlich
sunehmende, und jede gegcbene Grofien und Ver:
haltniffe, die legt grdfern Proportionen be:
ftimmt, die an bder Gran;e inmmermwabhrend junely:

men
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mender, fich befinden. Swwifdhen diefen bepden aufers
ften Grangen, ift e8 gwar evfqubt, die Grange de
Abnehmenden ju erveichen und ju entdecfeny allein
dic Grange der Wadbfenden, eclangt man eigentlidh
sifemald, Demn obgleich die Grofen, jeden gegebenen
Serminum, junchmend uberfchreiten Fdnnen, fo fone
nen fie doch nie, abfolut unendlich werben,

4. @38 Dbleibt Daher in der Differensialrechnung,
unveranderlidh feft, daf diejenigen Grdfen oder Ve
Baltniffe, niemald angenommen merben, Dderen obs
fdbon fleine Differens gegeben ift, fondern nur die
devent Differeny, uber jeden angeblichen Terminum
abnefnien, perfdhminden und Null mwevden Fonne, fo
dafi man die Gleichheit der Grdfen , und Verhalt:
niffe, bloff an der Gufieriten Granjge erlangt, ek
dhes fie fich uber jeqliches Maas ndhern , und ofjne
adtet ¢§ fich pfters jutvagt, bdaff die Grofen, dere
Propottion an der Grange evforfeht wicd, BHinwis
verum verfchroinden, fo bleibt niched Defto twenige
die Proportion der Granje, bdie eingig und all
nut gefudt fird, {tetd unverandevt,

5. Durdh die Benennung: Diffevengen,
gionen, Clemente, Snceceemente, Decremil
te, Qnfinitefimalgrdfen, und wie fie imme
genannt werben mogen , Haben iir nichts andets
al8 die Fleinern Differensen, beseichnen roollen, wtk
dye immetfort abnehmen, und deren fich felbft, e

alteften Mathematifer bedient Haben, aus denen HIF |

bie Gleichheiten, und fetten Proportionen, dic M
' an
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an der Grange faft finden , "mit Siderheit Herleis
ten. Um Dder Kirje willen, eignen wir die Gleichheit
der Grange, nur denen Grofen und Werhaltniffen
au, teldhe eine ftets abnehmende, und unangeblide
Diffevens befiken, jedoch Feinesiveqes, (daff oir Die:
felben alg gleich betrachteten, {o lange fie nodh, bie
fleinfte Diffeveny behalten; fonbern wie befannt nue
bantt, wenn ihre lepte Diffeven;, an der Grange
Null toird, wofelbft fie auf dDasd genauefte, gleidh wers
de. @8 wiwde daher fir den Differenzialcaleul, von
grofeftem Nadtheil fepn, wenn fich jemand unterfte:
hen toollte, Differengen , die noch von einiger Bedeus
tung find, iu vernachlaffigen, und fir nidts ju halz
ten. . Sn der Analpfis ved Unendlichen, wird nidits
fiir geving geadbtet; denn wenn twir Srofen und ns
finitefimalverhaltnifie, die noch mit angeblicdhen Dif-
ferengen dervfehen find, gleidh nennen, fo verftehen
wie darunter nicht, daf fie gleich find, fo lange fel=
bige noch eine, obfdhon fleine Diffeven; haben, fonz
dern baf fie an der Brange gleid find, tofelbft dez
ren Differen;, Null ift. Wer alfo. unendlich Eleine
Diffevengen, teglaffen und fur Nidhtd Halten will,
Hat blof sue Abficht , Die abfoluteften Sleichheiten und
Proportionen der Grange, ju unterfuden und ju bes
ftimmen. Hieraus ift folglich vollig einleuchtend , daf
ber Differengialcalcul nidhts anders fen, ald
eine analptifche Methode, die Brange der BVerhilt:
niffe ju ecfinden, welde 3wifchen der endlichen Dife?
renj, jtoeper Grdfen und deren endlichen Diffeveng
jivepet andern, innen freht, bdie ju den bepden erz
ftern, cine Analogic und beFannte Veziehung Haben.

; 6. Den
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6. Den Befdhluf diefer Anmerfungen; madt dag
toichtige Seugnif Neutonsd , des grofien Crfinders
der Flugionen, twelder hiervon fo vostreflich handel,
(a) wenn er fagts ,,Sch wollte lieber die Betweife,
s auf die lesten Summen und BVerhaltnife, bder per
o fhwindenden Grofen , und auf die erfien entftehens
sben, D, i auf die Granjen bder Summen, )
» Beehaltniffe, Hinfihren, und deshaldb die Beteify
» don den Grangen berfelben in mbglicdher Surge voy
»»-aus fenden. Allein wenn i in folgenden, die Gl
»flen aus Deftandigen Pastifeln bejrehend ermise
5 00¢t mich ftatt grader finien, fehr Fleiner Frumman
obedienet habe, fo war ¢s meine Abficht nicht, dit
»untheilbaren, fondern die verfhwindenden Theilbw |
mben, nidt die Summen und Verhaltniffe von b
» ftimmten Theilen, fondern blof alfein, die Grinn
» Det Gummen und Berhaltnife, darunter U e
s fteben

»Man nadht den Sintourf, daf es Feine Lk |

2 Proportion verfhmwinder Grdfen gebe; denn it |
»fie Sevfhrounden find, ift fie niche die lefte, ud
» W0 fie verfchrounden find, giebt ¢8 Feine, Ot
1 »aud fo: Die lepte Gefdhmwindigleit , mit welde
»ein Rovper, an einen gewiffen Ort gelangt, too i
»sfen Bewegung fich endet, fep Nichts; denn ehe O
s Roeper, Diefen Dot evreiche, todre jene noch nidh
»0ie leste, und o er ihn etreiche, fep fie nidt
» Die Antwort hievanf ift leicht: Durch die fepte B
5s oo

a) (Phil, Not, Princ, Math. Lib. % Sect. 1. in fine,
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s fhtoindigfeit, verftehe id) diejenige, mit tweldher det
s Roeper Dewegt wird, und jtwar weder ehe er, bden
slepten Ort eclangt und deffen Vewegung aufhort,
»nodh) dann wenn er {hn ecreicht, das ift, Diejenige
»» Befchwindigfeit, mit roelder der Kdrper, den lety2
sten Ovt erveicht, und mit welchem feine Bewegung
»aufhdrt.  Eben fo fann audy, durch das lehte Vers
» haltnif verfdmwindender Grdfen, deven Berhaltnif,
sioeder ehe, nod) nadbher, fondern mit toelchet fie
soerfhwinden, verfranden terden. Auf aleiche Aet,
»ift Dag erfte Berhaltnif entftehender Grofien, diejes
»nige, wodurch fie erjeugt werden. Die erfte und
»[efte Gumme Dhingegen, ift diejenige, mit weldher
s fie (entweder dermehrt oder vermindert ju toerden)
»anfangen und aufhoren. RNoch ift die Gran;e ubrig,
»toelde die Gefdbwindigfeit, am Gnde der Bewegung
»erveichen, aber nidht uberfbreiten fann. Diefe ift
»oie [este Gefchmwindigleit.  Alfo ift dag Berhaltnif
» et Granze, aller anfangenden: und aufhdrenden
» Ordfen, und Proportionen, gleih. Da nun Diefe
» Grange gewif und beftimmt ift, fo ift das Sﬁmmcm
»» Diefelbe angugeben , blof geometrifch.  Alle geometriz
»fhe Aufgaden aber, Fonnen zur Beftimmung und
spum Beweife andever, redhtmafig angetvendet toerz
SRENE

»Jdudh fann man behaupten, daf twenn die fefs
»ten Berhaltniffe, verfdmwindender Grdfien, gegeben
stoerden jugleich die leliten Grdfen gc'.qcberr [roerden,
»>Und alfo wird jede Gidfe, ang tnbheilbaren befte
»hen, tie Euflid pon den Fncommenfutabeln, im

wiehnes
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wichnten Buche feiner Elemente, das Gegentheil be:
Lviefen hat. Allein diefer Cintwurf, berubet auf o
Lnet falfden Hopothefe.  Fene lehten Beehaltnife, |
,mit denen bdie ®rofen aufhoren, find in der That
it BVevhaltnifie der lessten GSrdfien, fondern Grans
sien, benen fidh die Berhaltnifie, abnehmender Grbs
,fen, Deftandig nabern, und Denen fie naher fom: |
Lmen Fhnnen, al$ jede gegebene Differeny, ohne fie
sjemald ju uberfdhreiten, obder frither 3u evveiden, |
,al8 die Grofen bis ind Unendlidhe, permindert oy |
Lder, Dies wird aus dem unendlich Grofen, deut: !
Hlicber ju verftehen fepn. Wenn ey, nebft ifrer i
L Differens gegebene Grdfen, unendlich vermehret merz |
L,oen, fo toicd deven fefites Berhaltnif, nehmlich pne
,,ber Gfeichheit gegebem, nicht minder auch deven ke
,ober hochite Grofen, toelde Ddiefes Berhaltnif i
L, Wenn ich alfo im folgenden, um bdes [leichtern Ve
»atifis willen, von den fleinften entieder perfdinz
_denden, odet lepten Grdfen, veden werde, fo hite
man fih, Grofen als Grofe, beftimmt fich botjls
ftelfen, fondern man gedenfe fich bavunter ftets, ohne
,Ginfdranfung ju vermindernde Grofen.
=, &8 findet D’'Ulembert die neutonfche Art ju te/
; den, weldhe jedoch auch von Andern angenommen 0oL
ben, anftofig; nehmiich: Sin Vevhalenif it
weldhes die GBrofen verfdwinden; cin Vel
Baltnifg mit welcher fie entfrehen: Die iR
densart tadelt Dderfefbe, alé mifitonend und abfutd,

mit diefen Worten (a); Quelques mathématiciens ont
,,défis

(1) Mel, de Li. d'Hié, et de Phil, Tom, V. Eclairc, fur Ies
E!ém, de Phil, §, XIY,
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,,défini la quantité infiniment petite celle qui, s'éva
snouit, coufidérée nen pas avant qu'elle s’évanpuille,
»non pas apres quelle est évanouie, mais dans le mo-
,sment méme ot elle s’évanouit. Je voudrois bien fa-
»voir quelle idée nette et precife  on: peut efpérer
»de faire naitre dans I’ efprit par une femblable défini-
»tion, Une quantité est quelque chofe ou rien. Sk
»elle est quelque chofe, elle n’est pas évanouie; i elle
s»sest rien, ellc est vanouie tout-i-fait. C’est une chi-
»mere que la fuppofition d’'un état moyen entre ces
»sdeux la,*

Nch fehe aber nidht ab, tvestvegen det bevufhmte
O’ Afembert, Hiermit fo unzufrieden ift; denn obgleich
diefe Redensarten, nidt im frrengften Verftande, ges
nau find, fo find fie gleidhwohl, nidht nur bey Ma:
thematifern ,~ fondern auch bep den Philofophen, int
gemeinen NRedegebraudd aufgenommen worden, um
piele MWortumi{hiweife ju vermeiden. Sa fogar DY
fembert, migbilliget Diefelbe andertodrts felbft nicht,
fonbern empfiehlt fie vielmehr der Kurje wegen; in-
vem er fagt: (@) ,,Toutes les parties des mathématiques
»fant souvent ufage d’expreflion /de cette efpece, qui
»dans le fens metaphylique qu’elles prefentent, paroif-
fent d’abord peu exactes; mais qui ne doivent étre re-
«gardées que comme des manieres abrégées de s’expri-
»mer, que les Mathématiciens ont inventées pour €non-
»scer une verité, dont le developpement et LTenones
sexactt auroit demandé beaucoup de mots.*

(a) Mel, de Lit, IHift, &c, § XI, Tom, V,

AUnno-
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Anm, 3um 214 §. L Theils,

Beil der Detveid unferes Autors, blof 'auf Kn:
puction berubet, upd Ddemfelben diejenige Strenge |
fehlt, welche Mathematifer, two e nur immer mig:
{ich ift, fordetn, fo wollen i den Beweis felbjt,
aud 0'Afembert entlechnen, der im Tom. IV. Opufe, |
Mathem. pag. 5. denfelbent folgendermaafien giebt. '

,Si une quantité A contient tant de variable
X ¥s 2z &c. quon voudra, et quen la différentie en
,faifant varier fucceflivement x, y, z &c. en négligeant

,les différences fecondes,’ troifiémes &c. on aura le

,méme refultat. dans quelquordre quwon différentic,
dn A

,,ceft-d-dire, que par exemple, ——————

or P dx dy dz dt etc.

de A
e T T Mr. Euler a démontré cette pro: |
dz dy dt dx -ete.
s»pofition dans fon Analyfe desinfinement petits,

;mais par une efpece d’'induction. Pour en donnerue

3

wdémonfiration générale et rigoureufe nous con{idérons;
ddA ddA gl
sl que —— = ———, comme le favent les Géom
o iOx Ay dy dx
,stres, 1I. Nous allons démontrer que i en générﬂl lee
1 .t‘ dn Jﬂ\- L‘[” .'J\.
squantités , et
dx dy dz dz dx dy

»me égalité fubfiftera en faifant varier une nouvelle V& |

, font é&gales, la m

sriable €5 ce quiil eft aifé de voir en confidérant L. qué
»la combinaifon dz dy dx donne (hip.) le méme réful

ntat que la combinaifgn dz dx dy, la combinaifon

»dt dx dy dz donne évidemment le meme réfultat que d
»dz dx dy; 1L que dtdxdydz donne le méme réfu
1.":1"]!

leat
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»que dxdtdydz, puifque dtdx donne le méme que dx
,dts 1II, que dx dtdy dz donne le méme réfultat que
,dxdy dtdz, et par la méme raifon puisque dtdy don-
,ne le méme que dydt &c. Donc, &c. Donc puisque le
sthéoréme a lieu lorsque n = 2, il aura lieu lorsque
s = 3, et enfuite lorsque n = 4; &c. et ainfi’ de

,fuite.**

Diefen Betoeid toendet D'Alembert, auf die ge:
meinfchaftliche Multiplifation, algebraifdher Grofen
an, und evinnert -Die Verfaffer von Elementen, vor:
fihtiger ju fepn, mit diefen Worten:

,,Cette démonftration pourroit fervir a prouver d’une

,maniere trés-fimple une propofition que la plus part

»des Auteurs élémentaires négligent de prouver, favoir,
»quen quelqu’ordre quwon multiplie tant ‘de. quantités
2385 b, ¢, d, e &c, qu'on voudra, les unes par les au-
,tres, le réfultat eft toujours le méme. On le démon-
,»tre bien pour les produits ab, et ba, de ‘deux quanti-
,,tés, mais on néglige fouvent de le prouver paur les
»»produits d’un plus grand nombre de quantités, quoi-
sque la chofe mne foit pas éEvidente par elle-méme.
»Ceft un avis quon donne ici aux Auteurs d’Elémens,
»afin quils y fallent attention 4 I'avenir,

Anm. lum VIIL Capitel 1. Theils.

Der beruifhmte De la Grange, in feiner italienis
fden Epiftel, an Fagan,. welde 1754 gedruckt toors
veny, trage cine mewe Neibe, fav die Differengialien,

und
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wnd Qntegralien von jebem @rade, vor, toelde
mit der Neutonfchen NReihe, fur die Potenjen und
gBurseln analog. ift.  Diefe Sadhe, toeldhe ihrer
Seuheit und Vortreflihfeit wegen, empfehlensmwitdig |
ift, mwollen wiv Farylid hier auseinander {egen: bie
crfte pon den jwep Reiben , mag daher von Rew
ton, die andern bon la Grange fepn:
Tn.[:m I)

[ ]
pr.2

1. (aFb)m=amb’ } mam-"b*

qm -2 L2 .I.

m(m = 1) (m — 2)

703 am =3 b7 48 .|
m(m — 1) xuasty |

AL dm(xy) == xmy”  mxm-Ty* §

m(im - 1) (m — '2_) Sy
23

I Die erfte Reihe , aiebt die Coolution jeber Pos
teny , i telher die Summe jeper Grofen
erhoben toorden, als aud) jeber gegebenen Grds
fien, beten Cpponent m fur den Grad der gue
benen Poteny angenommen ift; alfo giebt die
swepte  Reihe, Das Differengial  eined jedon
Grades, aus dem Produfte, von Fwepen, fo
wie aud) jeden der Veranderlichen, toenn ebens

5 falld m der Cpponent des Graded, ober der Db
nung bded vorgegebenen Differenzials ift.

1. Gleich wie die evfte Reibe, die Glieder jeder
QBurzel giebt, telche aus der Summe jwenes
oder jeder andéver Grofien, aqusgesogen wid)
wofern nur der Erponent m gleidh, der gebrr
chenen Jabl ift, die den Grad der Wurgel an
seigt, fo enthalt audh die jroepte Reihe, das S

tegial
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tegral jeden Grades, aus dem Produfte von jweyen,
foroohl jeder endlichen, als unendlichen Grdfe,
jedoch mit der Vedingung, daf der Cyponent m,
der gangen aber negativen Sahl gleich fen, relz
che den Grad des gegebenen Fntegeals, andeutet,

1L Endlich gleich toie in Dder erften Reihe, der G-
ponent o, eine Gréfe anjeigt, die ju feiner Po-
ten echoben, und alfo gleidy der Ginbeit ift,
fo bedeutet auch eben diefer Grponent o, in bder
jmwepten nichts weiter , als daf in der mit ihm
behafteten Grofe, feine Differenziation, noch Knz
tegration ftatt finde; daher muff man diefe Groge
fo annchmen, als wenn fie in Bejiehung des Ey-
ponenten, fur JNull ju Halten fey,

©o toie wir uns der Reutonfhen Reihe, mit dem
gluctlichften Grefolge, bep Grhebungen bder Potenzen,
und Auszichung der Wurseln, jeden Gradeg, durch
die ganse Analnfid bedienen, eben fo Fdnnen ip duch
die andere Reihe mit gleichem Bortheil, bey Diffe
venjiationen und ntegrationen jeden Grades, g
brauchen.  €¢ fep 3. €. die Grdfe xy su diferen;iis
ven. Da nun in diefem Fall, das gefuchte Differen-
aial, von der evften Ovdnung ift, fo wird m — z
fepn, folglich nimmt bdie jtvepte Hauptreihe, diefe
Form anz xy° T x°%, die, mwenn fie auf die ge-
meinfchaftliche Avt gebracht torden, twie wip porhin
angejeigt haben, in diefe vertvandelt wird s

ydx T xdy

Wenn man Das 2te 3te oder 4te Differensial fucht, fo
WItd B =52 006k M= 3, me=4 fegn, und . Ddie

Per:
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perlangten Diffevensialien , twerben nad) gehdrigen
Subftitutionen fiv m, folgende fepns

KEJ-,-{;X:‘(""LP

'{ix*"l‘ :.J(#S;:“(K'tp
Appx JApxpolsppd = L x4, x5l £ x=4x"p

Lo Axb L oA xgl,
‘1" C"(I.KE"I"x‘(

K.
3 [+

ﬁﬁux

4.px LAppxpELApLppeE | x,pd

[ T L Y

=< Mo

.
&

AppxppolApx, phl x,pk

i
[
+

4 F “ .
£ pxld pxpt.]

Gben fo wird aud) das Differengial jeder Drdnund
auf die leichtefte IWeife erhalten werden, tenn nehm:
lich dx, al8 Das erfre verdnderliche Differenzial anges

fehen
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fehen toird, oder auch die Glieder teggefirichen twers
ven , telche die Differenjialien on dx enthalten.
Uebrigens mitd die Reibe 11, aud™ auf die Gr-
findung der Jntegralien, Dbdie Neutonfche aber, auf
die NAusdjichung Der Wurgeln, angerwendet  twerden
fonnen 3. . B. Man foll durdh die Fntegration des
Elements ydx, einer frumlinigten Flache, die unbe:
fimmte Ouabratur einer Curve finden.  Man nehme
alfo nach dev allgemeinen Regel, (dx = x an, fo
wird nach dem, tasd wir vorhin angemerft baben,
m = — I fepn, tworauf wir nach gefchehener Sub-
ftitution der TWevthe, nach der 2ten Regel, die befons
dere Reihe: :
dx~7y" — dx~y" T .dx~%y® — dx=*y’ + dx-%y* o,
ethalten toerden. €8 Dbedeutet aber dx-*,. pag Sntez
gral von dx; dx-° Da8 Jntegral des ntegrals von
dx (D.i. das JFntegral der Grdfe x) welches ih dag
ate Jyntegral von dx nenne, und ¢8 dburd) das Sym:
bol °/dx bejeichne. Gben fo deuct auch dx-3, pog
britte Jntegral von dx, nehmlidh Az ; dx-* pag
viecte §ntegral oder %dx 1c, aus, €3 ift nemlich

fdx = x
s xdx X
ST b e TR —— Gty —
dx 24ax
2 ey ]
X x"dx X
¥ fix = ‘/;—-— 2] / —
2dx 2 dx? 2.3dx?
xi _,1 d" 4+
* [dx :_/-‘-—----—nl o Pl = s
2.3dx 2.3 dx? 2.3.4dx*’
und Ueberhaupt
11
mfAx = %
2.3.4 .+ » » mdxm = *
& Wenr
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wenn nemlich dx, jedevjeit alé beftindig angenom:
men wich, Wenn nun die Werthe , in der vorhey
gefenden Reifhe,  fubfeituivet, und wie gebraudig
dy, ddy, &’y 1. fatt y% y% ¥7, 1. gefest wuben,'

fo echeller endlich [

i x*dy , x’ddy x*d'y x’d*y :

| fydx:x) 2dx :.3dE—g,3_4LiLx’ 2.3.4.5dx! “'
Diefe ift alfo, die fo fehr gefchaste Bernouillifhe f}{su | -

fie (2) welche allen Geometern fchon langft befannt if; |
ebrigens wird diefe jtoepte Regel , nidht alein | i
auf die Jntegritung, Der Diffevengialien ded eften ' 1

Grades ausgedehnet, fondern fie leiftet audy fehr g |
{htoind, durd) eine eingige Opevation, bdie Fnteges ! €

~tion der Differentialien, jedes nodh teiter gelendtn

Grades. Man vevlangt 3. €. das jtvepte Sntegeal |

. ves Produfts dydx; wenn nun m = — 2, x=dg |
und y = dy gemadbt worden, fo erhalten wif: | I
; *fd}’dx_'—_d:»:":dyc—:dx"d} T3dx=*dy*—gdx-"dy i : v
8 %* dy_gx'tl_ti_):* £ 3x*d’y o 4x d*y 3o L ¢
adx. “roadx " 2gudx’ = 2T 4, 5dit f
Weil aber dx beftandig, fo ijt dydx = fydx | {
das vorhin gefundene Sntegral {

A2 =31 413
= [ydz &= gy = };jj + :;{:}; — a}\ d; = 20 |
2dx ' 2.3dx 2.3.4 dx [
fo terden Deshalb unter fich, je o Reihen aquith =
welche aber von unjahlich verfchredener At find, V1 .
x*dy % *ddy x*dy . ax’d ax*d’y . :
o "’Li: 2,3dx” } e 2 1::: o 2 "'di_zr ﬂnz :ﬁ'l, ;
D -

beren Gleichheit ein renig verbovgener ifr, die M} 4

auch erhalten wird, menn auf bepden Seiten, M
@l

(a) Jo, Bern, Oper, Tom, I, N, XXI.
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om : E 2
b Glicder aufgehoben tverden, fo-daff nut eing, auf
cr: L ) 1 # . [
Yid | bepden Ceiten, ubrig bleibt, nemlich dydx,
Nidy | !
gas
den, |

| Anm, jum 324. §. 1. Theils.
s =}l

BVernidge  der gegebenen Differen; mlo{ug)lm_]’

elche Drep veranderliche Srdfen in fich enthalt

Eife ‘ (A) Pdx *+ Qdy + Rdz

und der daraud bergeleitéten %leef}llilgﬂ,@[u@uhg’
von Der BVefchaffenheit

B | dQ dr m HP) ('
(AR DT — e O SEa A Ll

{est un}ct ’3[ut0!: ilbcrf)nupt viefe Regel feft dafk N
nehmlidhy da, wo die endliche Gleichung (), ebe
identifch ift, noch diejenige Bejichung der verdnders
lichen Grdfien x, y, z, darbietet, welde Der Diffes
'- vengialgleicdhung (A) Geniige leiftete, Feine endliz
| e Gleichung gefunden wetrden fdnne, die
fir diefelbe binveichend mware. Nllein diefe Regel, bes
fist nicht diejenige Ausdehnung, welche Culeg ders
felben gueignet; fondern fie mufi, durdh eine ilms
| fdreibung dahin gejwungen terde, tofe juerft dep

bevihmte de la Place, fdharffinnig wahrgenommen pat,
@"”',' i feiner vortreflichen Differtation fur les folutions

particulieres des Equations différentielles, et fur Jes N«

§e - PR b » . .
Iy egalités {€culaires des Planetes. In Actis Reg. fcint,
3 r ¥ - " e

I Paris. Acad. an. 1772. Gefesit ¢8 ivare die Diffevenz
Rt

abit _

dialgleichung:
g3 = 4 3
Gl ﬂx=41”{(7’-"‘“2—}')-'z+af(x-_gm}r)-f.br

(X~z—yp)]bdy+[1}y f{xwz-—-y)] dz ;.
& 2 Diefe




100 2Anm, zu Gulers Differensialrechnung,

diefe giebt mit (A) verglichen

3 4 7|
Pe1, Q=14 G—2—y) [2}ay (x—z—y) = by |

3 ¢ :
(x—z—y], R=2ITyV (x—z—7);

qRerden nun diefe TWerthe, in der Bedingungs - Glei, |
chung (B) fubftituicet , Ao eehalt man nadh der b
fchwerlichften , und weitlauftigften Rechnung, die i
neatifche Gleichung

3’& I .
fz—x (--) =o
T 1 4b ’

melche weder identifdh ift, noch Ddev Diffevernyiolyleis
dung Gentige thut. FNidhts defto teniger giedt ¢
pennodh, svifchen den veranderfichen GSrdfen x5, 7
eine Beyichung , teldhe eben Ddiefed [leiftet ; fo if
nemlich x = y Tz, auf das augenfcheinfichfie, fic |
die Differenzialgleichung hinreidhend.  Hicraus ijt vols |
fommen flar, daf die Gulerfde Negel, in Firjm |
oucdricken enthalten fen, ald vom HYutor gefodet
foird. |

T e T e -'_._ e

e

o e b R s S A S e i e
iy i S : ) & 3 e

e o — "y
e g bk T it S i ety

T
e

-
L e

Unm, gum 1x §. IL Theils. !

Unfer Autor verfichett an diefem Orte, in W
@inleitung gejeiat su haben, bdaf bepde Rethen
Gl i o R
und 3 f=5 t:%teet=mtetadec
Den hoyperbolifdbenLogarithmen pon jeh
dacvfrellien. llein ich Habe in ber angefuheks
Ginfeitung, gut Analnfis Des Unendliden

alled angewandten Fleifes ohngeachter, diefen clvt‘iiﬁ
nidt
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nicht finden Fonnen *), daber ich Diefen Mangel hier
ergangen will.  Aus der Theorie der Togarvithmen ift
befannt, daf **)

B Ry ety AL Sl
— —— s reas z't-
xR == 2'1'3 4%5 ,6,'1'
fegt man daher x = 1 fo witd

le=1—5F3s=%T1T%— %% w fon.
Wird x = — F angénommen;, fo ijt

o2 I I I Ill ;
[(Ibl.x) —[“2‘-"- 1.2;_2.2:“3.23—4'24 — 304
folglich toird tegen [ 2 = — [ ¥ entftefen, **¥)
=1 —3Ts—2fi—Ffu
= b - l: =z .1. 3 1‘ 3 ‘I' T T ICG

Anm. nach §. 45. und folgenden II. Fheils.

Dbgleich det berounderndwurdige, unbd vortreflicdhe
Raplorfdhe Rehefat, ungdblig in der gefammten
SMathematif, angetvendet twird, und die Herelichften
Auflidfungen der fhtoerften Anfgaben , ald audhy bdie
Beweife der erhabenften Lehrfage davbietet, fo muf
man dennodh fehr behutfam, im Gebrand bdeffelben
perfabren, um nicht zu Fehlern und Feethumern,
perleitet su twerden. Man tourde daher fich fehe be-
teagen; (twean man alfgemein behaupten wollte, daf

T
*) Auch Hr. Prof. Michelfen fagt Diefed’, in feiney yora
treflichen Ucberugung ater &b, Seite 1o, NRote.

) Einl, €h. 1. §. 133,
¥y l.2 = — l (0 = 3) = ~1 (g —12) =—15
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jede Junfeion Der binomifchen Gedge = + a p i
® (x T a) dutch den Tapltorfden Lehefap, j
derjeit in Der unbeftimmten Reibe:

o ()4 ad,®{x) a’dd.o(x) > a ' d’.®(x) 5 atd* o) |
l\ d 5 ~ iv‘.: - i =3 - % 1 iL. |
X 20ax 2,3aXx 2.3.4dx |

als gleich angenommen toetden £onne. Da. hingege
Diefer. Sehrfass, in Der gang: cinfachen Hypothef
dutd) toelde © (xF a) = [Sin. (x T 2)]?, aefeft
wird, gany uncichtig und falfch befunden wivd, i |

T !
dem die Grdfie [Sin., (x T a)]", tvelche: jedetseit it |
Begiehung, auf den Taplovfchen Lehrfas, endlid if, |
ober im jwenten Gliede einen unendlichen Werth b
fommt, wo x = o; ¢8 witd nemlich die NReibhe =

- -
& z ‘ad.in. x” 7 ¥ ,aColm, x
oiff, X ' ———= T 20, = Sin. X

ax

rihi=
3 fin, x°
in Det- Hypothefe x =0, " Durd) died einzige Doy |
fpiel,. wird jeder vorfidhtige GSeometer, bey ey |
bung diefed fehrfages, aewarnet, - fich deffelben mi |
affer mdglichen BehutfamFeit und Scharffinnighitit |
bedignen, indem f{ich oft die berthmeefen Mathemy
tifer, bdadurdy Haben ivee fihren laffen.

€3 ereignet fich auch bif«wrilmf, baf nad o
Taylorfden Lehrfan, fenn derfelbe auch nicht i
gebraudht mivd, bdie Aufdfung eines - vorgegebend
Droblems, weit weniger offenbar ift, - afs fie nef
fepn follte, und daf diefelbe dureh eine andere, uod
fichere Methode, erhalten werden Fonne, toie aus i
genden Benfpiel deutlich evhellen wird. €5 wied o
gegeben eine folhe Sunftion @ (x) det perandel
chel
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"1'- chen Grdfie x ju findent, vevmittelft mwelder @ (x 1} a)
% = @ (x) ethalten witd, twenn die epiftivende Grofe
a; geaeben worden. Aus der Formel @ (x) ift offenz
far, daf man die Ordinate diefer Curve erhalte, i
welcher, toenn bdie Segmente in der Ape = a, anz
genommen etrden, ' die Ordinaten permittelft Diefer
Grdfe, in gleicher Weite, gleich fepn werden. Died
gefchiehet in der Cofloide, togrn a mit det NDeripherie
des erjeugenden Kreifes, aquiret wird.  Hieraus it
flar, Daff Die Grofe ® (%), mit unendlichen willfuhrs
fihen TWerthen verfehen fen, welche famtlich Dem
Problem Gentrge leiften, wofern @ (x) die Ordinate
porbefagter Curve, darbietet, IBir wollen jest ® (xFa)
s nach dem Zaplorfhen Salh, in ¢ine Reihe vertvan:
peln, o if e ) =@ (x T A=

=
- —

e T o

ad, @ (x) a*dd, o(x) a’d?. o(x)
o X)T~ o - — 20
Gyl dx A adx® T 2.3dx” 'I‘ ,
o | - ¢ : a
L Hierdurh erhalt man die Gleichung:
el 2d. (%) . a%dd.o () . ald’.ex)
it | — — T 6, = o.
: dx 2dx 2.3dx
g Bl : ;
f €3 fep e Die Bafid I}I_)D-e%ehfd)cv fogarithmen, und
o s o > i X :
o (x) = Ae ; diefen Werth fubftituive man n vor:
o hergefender Gleichung , fo erfolgt nach gefdhehenes
i T hx e e
¥ Divifion, durch Ae , die Gleidhung
! L|1. ¥ =
-2 athd = iathd
il aht—1% T 2. il
it 5 23 :
; . : ah
fob folalich toitd e — 1 == o feyn; gehet man nun von
alf den Sablen, auf togavithmen juviet , {0 entftehet
etli ah =11 Jadh Culers Crfindung hingegen , ift

{

(et {1
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li=%T m~y __ 1, twenn m al8 jeder gaten,
Rahl; sjugleich mit o vorhanden ift. Alfo

m-:rv'".._I |
abh=ftmsy — 1, umdh=1——o I

d
und  folglich f
LmEx .
—_— \(.-1’
®(x)=Ae— a = A (Cofi— TSin. 772 f-1),
y d
oder gefest A V- — 1 = B, fo erhait man cnblinj:
' mwx f
, B x) = _A.Cof ——+ B Sin.
a d

Allein 8 feheint, als wenn die Form 'diefer Sunftion
® (x), nicht diejenige Mllgemeinheit befage, die fie
Daben' follte. TMan nehme daher, den SKreigbogen v,
und- des Diameters Abfeiffe 1 — Cof v man jihe
die ordinate x, bi8 ju derfelben Gurve, in fweldes
man x = v — fin v befommt; ¢8 fep ferner die -
feiffe Der Cueve 1 — Cof: v, gleid) der Funktion dee
Ordinate x, oder o (x),ufo tird |

X = v —Sin,v=0Cv’ T Dv* } Ev’ eI ,
fepn, und man findet dureh die UmEehrung der Reihen, |

v=Fx' T2 folglih® (x)=T1 — Cof, v = 1 — Cof,

(Fx° 1), Wenn nun der oben gefundene Werth

= max X
® (x) = A& Cof. = } Bsin. ”’a

mit det gehdrigen Allgemeinheit, verfehen wirde, f
gnthielte decfelbe, bden anbcrn Werth

T == Cof; (E"x a0
oder teldhes einerlep ift, bdie Grdfe

I — Cof. (Fx 3 B 0

Eonnte in die Reihe diefer Sorm: A/ Sin, = x 'I}ﬂ‘
i1,
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fin.2zxf C/ fin.32xxTw....7T H Cof. » %
t ) Cof. 2 = x Tac. umgefehret werden, fo, tvie audh
(dburth bdie befanuten analptifchen Lehrfase ber Zri:
gonometrie) in Die Reife

A+ B wx T CH #" x* T DY »° x> T E” 2% 2% % 1¢.
in welder nur gange Potenzen, Dder veranderlichen
Grofe x, vorhanden find. Dies' widerfpricht aber

_ber Goolution der Formel

z
1 — Cof. (Fx * ¥ 2¢.),
die ftoie befannt

AH.’ e J;: .}.. Bc‘.—’f X '; .f. 1c.
aiebt, fwo Die gebrochenen Potenzen von x, feinestve:
ges permichen toerden Fonnen, Hieraus ift alfo Flar,
Daf von der Funftion o (x), beren Werth
m'rx_‘i_ Bﬁn, msx
d = a

nidt auf alle Falle, der vorgegebenen Frage paffend
ift, und toeniger generifch fen, als et fepn follte.

Wenn jemand einwenden toollte; * die Grofie

A Cof,

POIRR e UT e
fonne auf die Form
@« T 6 Cof. 2x T # Cof. 4x F 1.
gebradyt terden, toeil
x=Sin.x}ta Sin. ; x7}b Sin. s x" ¢, = Sin. : x(1}a Sin. ¢ x*

T bSin. : x*f 2¢,) == Sin, ¥(a’b’ Cofiax}c’ Cof, 43t )
alfo

5 I — Cofiax

X =

(@ b”Cof.2x ¥ c”/Cof, 4x F 1)

s
o

und endlich

-

%’ =3 a + b Cof; 2x T ¢/ Cof. 4x ¥+ 11,
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{o toltde er aus dem Grunde, cine falfdhe Sintven:
bung machen, weil aus der $leichung:

x> = al* % B! Cof. 2x F ¢!’ Cof 4x % 1.
wenn felbige differentiict, und durch dx dividire wied,
eine. andere:

)

-

—_— = - ab/¢ Sin. ax == 4¢/* Sin, 4x ~ i,

3%
entftehet, mweldhe nadh der Hopothefe x = o, bie un
gereimtefte Gleidhheit .o = o hervorbringt.  Ueber
bief mwenn folgender Gegenfat gemadbt wurde, dof
auch der Sinug x, in

F 1t g Cofiax F h Cof, 4x } 2

perwandelt wetden £onne, fo fourde ¢8 nehmlid 1
laubt {éyn, feftzufetien, daf

: s R I—Cofl.2x
Sin. : x=y Sin.x’=v" (....__
]

) = f ¥ gColiax}
h Cof; 4% 1,
aber bdiefe @Gleichung bat, cinen [Doppelten Felet

I 2Beil
d.Sin. tx
dx
und im Gegentheil
d(FT g Cof. 2x T h Cof. 4x7F2¢.)
dx

— ol NI X2 0.

= o foenn x=0

I Weil y = Sin, x eine Gutve beyeichnet,
aug entgegengefesten Yeftert gebildet :ift, die fors)
obers als unterhalb der Ape, befindlich find; wogedd

y = f T g Cof. 2x T h Cof. 4x 7 .
eing Gurve andeutet, deren Aefte den Abfeiffen = gl

— 0
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— x entfpredhen, weldhe auf demfelben Fheil  der
Are liegen,

Anm. jum 69, §. Theil II.

Die meiften Anmwendungen  ded Taplorfchen Lehrs
fages, auf die Goolution der 5tmftmmn, jeder vers
anderlichen Grdfe, mie unfer Autor gejeigt hat, ge
ben blef auf diejenigen Fale, in bdenen die peran:
derliche Grofe felbft, eine gewiffe Juz und Abnahme
ethalt; ev erwagt aber feined weges, die Coolution,
in Der die veranderliche Grofe, unverandert bleibe,
obgleich die Taplorfdhe Formel, auch iin diefen Fal-
len, eine quferordentliche Hulfe leifiet.  Su mephrever
Erweiterung diecfer Demundernsmwirdigen Formel wird
eé glaube ich, nicht aberfinfiig fepn, dieg bhier fliry-
lich angufubren., G8 fen alfo 2 eine Sunftion des Vi
nomiums x T «, und y eine ahnliche Junftion von x}
D.i.z=lp(xTa) und 'y = ¢ (x); fo witd

(A) z“}f%ﬂ Ly

dx * 2dx* ' 2.2dx’ ' 2 34dx?t oS
fenn welche jedergeit, eine mwabre Gleichung fenn
witd; man mag eine Grdfe, weldhe man immer
will, fir « annehmen, und bdie peranderliche x mag
fepn, mwelche e8 toolle.  Folglich beftehet die Gileis
chung- (A) aud) alsdann, wenn fie in allen ifhren ges
geberen Glicdern x und », x = o, und fobann
o = x gefelit worden, Wenn Ddaher tbie Werthe, in
welhe die Glieder ubergehen,
dy —ddy ~d’y d%
}’f'a:r dh,;dgrdglfv

durdh
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burch die Subftitution x = o, K, A, B, C, D 1, ge:
nennet werden, fo ecrhalten wi;: die Tormel:

Bx® B G .
"P ; T o |

Crftes Beyfpiel

&3 ey die Erponenjlalgeofe a* ju ebolbiven, tor
gegebeir, J

(® @(m)-—hfﬁw

Nimmt man x = o, fo findet man:
Ke=1, C=la B= (13", C =(al’ D=(lay¥ 6 |
Deswegen oird nady gehorigen Subftitutionen, i
er Gleidhung

x*(la S (e ot (1Y
2 L >t
2.3 .-'.3

(B) ax==1}=xlat

fenn,

Suweptes Benfpiel.

Es foll ber Sinus x, durd) die NReihe der Potaw
sen Des Bogens X, gefucht fwerden,

Gs wird folafich

- C‘(
Sin, ¢ *-‘._.Ix"];'Ax'j-)—x—[—-'—%
B A

D .
F b & g foon;

da abet
K=o, A=1,B=0,C=—1,D=0,E=11

fo ift alfo

<3 T
- k

Sin, (X B= X — — T — e I(,
2 2.34.5

Attt
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Unm, nach § 151. Theil 1L *)

%n  den reciprofen Potenjenveiben natiiclicher
Sablen, die uberhaupt Dargeftellt toerden, durdh °
I R I I I :
(A iemit il F-PE f‘g‘;;'i‘a T e
big ing unendliche wird man e in der That, fonders
bar finden, daf die Summe aller Glieder in
ungevaden Stellen, fich verhalt jur Sum:
me der Glieder in jgeraden Stellen, mie
om — I 3u 1. Dividitt man nehmlich die Reihe
(A) durch 2m, fo entftehet Diefe
I I ] L Saa | I I
B T S - I
(B) am ! f-]-m -it‘ 61:1 i 2in I [omn ; I2m .i' i
welche die Glieder Der Reibe (A) in geraden Stellen
: . (A)
enthalt, . €8 ift aber T (B), und folgendes
(A): (B) =2m: 1, Ylfo
(&) == (B)=4 (B) /= 2M == 1 0, V.1

1 I I B (T
'1;‘[' E'i‘ sm T am b am "l'a;-‘f’zc'.'-:zm—-—l:r,

nehmlich die Summe der Glieder in ungeraden Stel-
Ten, bat eben daffelbe Verhaltnif, ur Summe der
Glieber in gevaden, ftie 2m ~— 1 u .1 Pat,
MNimmt man daher Den Crponenten m = 1, fo fin:
Det man Die reciprofe NReihe der ungeraden, aleich
jener Der geraden und jwar
fhiTstida =55t
itd m = o gefesst, fo findet man
E“-I'%TEI?%QITFE’:-:'i"i‘:ifhi‘}sf'f'lzr;lf.ﬁg:]:.
nimme
*) Jn ber Deutichen Meberferung fiebt 6. x32. fiaff §. 15,
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nimmt man m = 3
- b 5T 5

T b 4
x -
T '{ zz T 3=

, fo Defommt man
“.'ET .i- 7.1.
.{. T

T0oa

07 20

|—-I- -

.= 7 13

und utbethaupt in NReiben, welhe aus veciprolen Por |
tenzen , natuclichen Sahlen entfeehen ; uberfteigt dig
Gumme der Glieder, in ungetaden Stellen, um o
piefmal die Summe jener in geraden Stellen, al8 um

fo bielmal die gleihnabmige Poten von ywepen, yh
die (.m[}u* perminoert, die Cinheit ubertrift,

Allein hier gevathen wir, auf einen unertarte: |
ten, und ganj Defondern. patadopen Sak, daf nem J
lih, fo oft der Cpponent der Potens, nicht ur die
Ginheit grofer ift, die Summe der Glicder in tnges
radben E‘tcﬂgn, vem bemwiefenen Eehrias sufolge, i
ner fepn muffe, ‘als die Summe der Gliedor in g
vaben Otellen, da doch Hingegen, bdie i licbenirs
ungeraden, mit jenen der getaden Ctellen, eingeln
verglichen , Jederseit gedfier gefunden werden 3 imﬁ
aar nach vorhergehender Analogie :

et | I [ i

mn X 3111 T Sm .f }Tlit i )lll I F e :

s

I I I I
E—m_ I 4m -‘Jr 6m Qm .i jom T 10, == 2 — 14,

ifft dag Berhaltniff der Fleinern Ungleidhheit,
oder ¢in Berhaltniff des Klcinern sum Grofern , fo
oft Der Gpponent m, um die Einbeit fleiner ift: hins
gegen ift Dag anbere ﬂ"ﬂub&[tn:’;’;

1 1

1n ’f 3111 -m -I‘ LR
iT T
el e

ein
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ein_ Berhaltnifh der arofern Ungleidhheit, oder
ein Verhaltnif ded Grdfern jum Klcinern, weil jedesd
Glied, im porhergehenden offenbar jedes Gilied, das
vemfelben im Nachfolgenden entfpricht, nbertrift.

Died Paradopon nun, hebt felbft der fharffinniz
ge Safob Bernoulli nicht, welcdherinder Abhandlung von
“den unendlichen Reibhen §. XXIV. folgendes fagt:
»€$ ift bewundernswurdig, daf in der Neihe

1 1 | A

rr.f, Y’_}- o+ 73 vy 7 Srac:
sveren Gumime unendlich, oder drdfer ift, als die
s Rethe r

SR R

»oer Fleinern Nenrer tegen, die Glieder der vnges
wtaden Stellen, ju ben Gliedern der geraden, Dder
»Regel nady ein BVerhaltnif wie via — 1 ju 1
»0. 1. Des Kleinern jum Grdfern hHaben, mwogegen jez
»ne mit Diefe eineln verglichen, dennoch grdfer find,
s»oeren entgegengefestfcheinende (orarriopureias) Verhalt:
»>hiff, ob fie gleic) qus der Natur des Unendlichen,
,»mit endlichem Berftande, nicht faflich 3u fepn fheint,
»oennod) von ung deutlich eingefehen worden. Cin
»gleihes ift qud) von andern, afnlichen RNeibhen ju
»verfteben, Die eine unendliche Siumme Haben.® Da
aber Dernouilli, die wahre und verftandliche Cridutes
tung, viefes pavaboren Safes, niemald dfentlich bez

1.

Fannt gemacht hat, auch Diefelbe vergeblich, in bdee

@ammlung feiner fWerfe gefucht wied: fo glaube ich,

Paf es nidht undienlich fepn wied, felbige hiermit ju
evbrgern.  Wenn alfo in ber Reihe

(8)
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SO > Sy (I
{ ) TE‘I‘-E.H_}“I-__'I- 4]!11‘ sll'l .i. 61[] '-'l'll -E'L:IT I‘}c
alle Glieder durdh 2™ Ddividivt werden, fo Daf daraus
ic anbere Reihe entfteht nehmlich:
I ) Lo T | I1 I T I

® —t—t=tmt—t—t

211—; 4m Slll 101]1 2 14[];
F et

fo ift 8 ficher, daf dic Glicder diefer Reife (A), in
geraden Stellen, gefunden toerden, fo tie ebenfalls,
Die Glieder Der dritten Rethe ™)
L [ e I | | S |
© wiml: T ?mi* - gm
in ungraden Gtellens demobhngeadtet ubertrift die
Sahl. Der Glieder, in der Reibe (B), jtoepmahl die
Sahl der Glicder dev Reibe (C), weil die eingelnes
Glicder der Reihe (B), aus den einjelnen in (4)
durch 2m Ddividivt etfolgen, Da bhingegen die einjels
nen  Glieder der Reihe (C), blof den abmwechfelnden
Glicdern Dder evfrern (A) entfprechen, bdeven Sahl
aum foenigften, die Halfte der Jahl der Gflieder in
(A) (und Ddaher audy die Halfte jener in (B) ift
Hievausd folgt, daf in der gegenfeitigen Vergleichung
der Reihen (C) und (B), nicht eingelne Glieder, mi
eingelnen ju vergleichen find; fonbern daf nad g
{dhehener BVergleichung des 1ten Gliedes, mit dem
erften Gliede, jedes Glied der Reihe (C) allegert W
gleich mit wepen der NReihe (B) verglichen twerded
miffe; fo wird alédann nad der Hypothefe m < I
erhalten, da jedes @lied der Reihe (C) fleiner fey
ale

1
.l.. 2

M) &3 iff nehmhidh C = A — B,
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al$ das Aggregat zweper in (B) fich entfprechender.
G fep nehmlich 1—‘, ein belicbiges Glied der Reibe
(C), fo werden jtoen mit dDemfelben dbereinftimmende
: I T
mn (B:l E;:_:_Bﬁf und a—;i-l; rﬂ)ﬂ, und dasg Beys
haltnif sum ggregat decfelben, ift.
3. I I
qm (ra— 2)n * (2a)m
Multipliciet man  ferner, das8 WVorangehende,
und Nadyfolgende Glied der WVerhaltnif, durd
(22)m; fo entitefet Die Analogie:
-L-: : : =2m:1-1-( T
am  (23)m " (23—2)m *Na — 1/ ¢
in welcher Das anbere BWerhaltnif

4a e 8
QI'I'I:I-I-(__.—-_.
a — I’

augenfcheinfich ein Berhaltnif deg Kleinern, jum
®eofern ift; dennm wegen m < 1, witd am < 2,

a
und weges ~—— > 1, tird s o 2|
d—1 a—I
folglich
- m
1 e —— 2 2m,
T (a_I) >2 > am

Alfo terben die eingelnen Glicder ber Reibe ()
(auggenommen das erfte) sugleich mit mwepen Dder
Reihe (B) verglichen, frets Fleiner feon, fo oft nehm=
lich der Cpponent m, Eleiner als die Cinbeit  ift;
folglich ift Die Reihe (C) Fleiner alg jene (B), mwie
b_eren wedfelfeitige Proportion am ~ 1 . I, darthut.

D $Hine
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Hingegen in der Harmonifchen Reibe:
o W gk B

ift Dief bemerfungswerth, Ddafi wenn nehmlich df

Blieder ungevader Stellen (ausgenommen das

erfte)

immer von jtoepen einander entfprechenden, und ju
gleich veveinigten Gliedern gerader Stellen, toeqe:
nommen erden, darausd eimme neue Reibe entfpring,
toefche eine endliche Summe hat, die fie jwar in
anbdern Reiben, too eben dies Parodogon fich ereignet,
nicht exhalt, indem in denfelben, die Summe der Reife,

die auf Defagte Act erzeuget wird, unendlich ift.

Wird

in der Harmonifchen Reihe, von dem Aggregat jwent

Glieder = + £, weggenommen 3, fo entftelet

I

Tt —i=—;
2.6”
Besgleichen
¥ T T
£ ‘I‘ 1,-3 —_— T | e——
4 .10
und hintviedetum
. ]_'
X : T T -
5530 38 T TS =L L
£ : 147 fof

e

man ¢chalt alfo die neue NReile:
1 I I T I

:1.614.10 o R B ¥ 1 <o o T

pig ind Undendlidhe deven Summe endlich ift,

fie die DHalfte diefer
g T

3

I I

S ¥

= e M e e WS
2:3° 45 6.7 H.QTIO.II“I

weit Fleinern, ald jener andern

1 I I I I
S e LG e A

Pt f e

il

peren
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beren Summe endlich, obfchon flein ift.  Hieraus ifk
begreiflich, warum in der harmonifdhen Reibe, bdie
Summe der Glieder in ungeragen Stellen, nicht Fleiz
nec fep, ald jene in gevaden, obgleich jedes Glicd
uitgbraber Gtellen (ausgenommen das erfte) Fleiner
ift, al8 iwen gugleich genommen entfprechende, von
geraden Gtellen, mweldhes daber Fomme, Dag die er:
freen Gumme, Olof um eine endliche Gedfe, in An-
fehung dev andern fehlt, ohnerachtet die Sumnie [&ex),
ber, unendlich ift.

Auf nicht unabnliche IWeife, wird auch der
Grund eines andern Paradorums angegeben, Dag
nehmlich in der RNeihe natirlicher, u irgend" einer
Potenyg erhobener Jahlen,

T2 b om b 3m o gm Lismide gm i iy

bis ins Unendliche die Summe der Glicder in geras
ven Stellen; 3ur Sumnte aller Glicder der Reihe,
ein BVerhaltniff Haben, wic 2m zue b Doppelten Ginbeit,
in. ber Reihe naturlicher Sahlen ; jur  vierfachen,
in der Reihe der Duabdrate; jur achtfachen, in dep
Reihe der Warfel hat 2., obfhon die Glieder. - in
geraben Stellen, ald Theile der gangen Reibe, deven
pielfache ®rofe, auf feine Weife auszumachen fchei:
nen. @8 wurde daber quferfe falfch und ungereimt
fepn, wenn man in dem Wabhn ftande, daf die Reihe
ver Duadrate, der IVurfel und anderer hohern Po:
tenjen, aus Den natuthd)cn Sablen, fleiner fepn
miffe, al8 bie Reihe der natdelichen Sablen felbft,
in telcher fie gleichfam, al8 ThHeile vom Gangen ent:
halten ourden,

Ha anm",,_ _
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Anm. jum 159. §. I Theils,

Aus der vortreflidhen @i[eid;ung unfcreﬁ Autorg,

» 114 1__ e
Irtlot3 ..« Hx=ilarati)lx +~—I A *I'—s 7
D
el

fliefien einige Sebrfape, die ihres gang bcfnnbcrn Nue
fteng toegen, fich empfehlen, und BHier bewiejen
werben verdienen.

Grfter Lehrias,

Man nehme x fur unendlich arof an
und e fie die Bafis det Hhoperbolifden fo:
gatithmen. . So ift

X e X
- s 2 1,"-“ﬂr
I1.2.3:4.00.X = '-*'"'"';‘"-—'
Die Culeriche vorbenannte Gleichung, twenn x =
angenommen wird, und — x = — lex ift, geft it
diefe uber:

@A) Ittlatlz.. Ix = Zl2w F (x}5)1x —leX,
%ft - diefer utbetgang von Yogarithmen, auf Rahle
erfolgt, fo wird diefe Gleichung ungeftaltet in

Exi‘é‘,.gr
RSB A X8 . B.3.EB

ex

Sweyter. Lebrfos,

Wenn man < und p, als unendlich gtﬂfi
gnnimmst, fo wird:
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@ —DE—2)x=3).oi(x—pt2) (x—pt1)

Kx -i. ;E—_P
(x—p)
SMan fubftituive in der Gleidung (A) x — p fir x,
fo befnmmt man
b LI o e o e p)-‘ (x—=p} )ICx—-P)
—lex=Pf Zlamw,
Diefe Gleichung ziehe man, von der erften (A} ab,
fo findet man:
FIGE—=—Dt1@E—2)...%lEx—=—pt2)*T
Ix—pTD=GT3 Ix — (x—p T %)
I(x —p) Tle-P
Man erhalt daher, durd Fortfdhreitung von Loga:
vithmen auf Sablen:
x(x — 1) &=2)vis(x=pta) —pf1)
x T2 —ip

|

x —pti

i ¢

(&—n)
98, 3. €. I8,

=

T Xe— P T3

Dritter Lehrfat,

RNimmt man x und p, fur fehr grofe
ahlen an (denn wucrden fie ald unendlide
genommen, fo wace die Gleichheit abfolut)
fowivd dDer Coeffizient dDes (phrten infinites

fimimal:Gliedes, welder imBinomium juc-

Potens x echoben worden, mit Dem nadhften
Nusdrud aguiret,

s

e e e D T
e e e ———
T e e EF

=5 = e i
- i S b et |

t.
i
.I

¥
t
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4 . WL x

PP R e P:]x =l -f\f":rr

Nus det gemeinen Algebra ift beFannt, daf twenn dag
Binomium jur Potens x, ehoben wird, dev Coeffiz
sient des (p T Dten infinitefimimal - Gliedes, nids |
andets fep alg: '

XX =1y (X —2) (x—2D ...x—pt1)

X1 dris . doc aanp

Allein da nach der Hopothefe, x und p unendlidy |
cder auch fehr grofe Jablen find, fo ife dev Jahl
Diefes Druches , vermbge des jwenten Lehrfases

I
X e

*

ki
.

: x —p T
(x —p)
und der Nenner nacd) den crften Lehrfas,
ofo x
Pp P N aw ' ‘

E— —
a—

————
&

ep |

Alfo toird vorbenannter Bruch d. i. det Coeffizient oes |

(p T Dten jnfinitefimalz Glicdes im Binomium
Potens x erhoben, mit der Grdfe

:{ g P

X L A

Bl 3, X=pt3
_ P (% =—:p) P> 2
aquiret , 98,'3, €, 8.

B 1l
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Sufag I Ware p = nx, fo entftinde:
x T3 x . f 3
X X

—
=

: X—nxTZ

PPTECx—P)X_pT'E\/'zr (nx)nx+¥ X—nx)

Vaw

i

—T] X
;]JxJ 5

nx X
n (I——n)h v nx.Wor

I

Tl e NI XT%
_— (1—n) v nx N ow.
1
Jufaf I, Daher wird der Weeth, bder grof:-
ten oder mittlern Goeffizienten, welcher tm Binonium,
qu - einer unermeflichen Poteny x erhoben toerden,
gefunden; gefet ¢8 fep p = Zx obet n = %, und
fubftituirt man dies, im vorfergehenden Ausbruk, fo
wird jener in Diefen bperwandelt,
Xy 2
'\/-;:; g
welcher Den Werth ded grofiten Coeffizienten, darfrellt.
Sufafy U Wenn das Binomium, ju einer unz
endlichen Poteny x evhoben worden, fo mwird das
BVerhaltnif ded grodfiten Coeffizienten, mit der Grofe

n

.

ke 3 s ;
— aquict; - denn ¢8 ift die Summe aller Coeffi:

sienten = 2%, mithin das obengenannte BVerhaltnif:

2¥y 2 2
B, e Lo X ==
Y #X FX

M.
5

e T T e —




o e

120 Anm. ju Culers Differensialvechnung,

Unm. sum 185, §. TL. ZTheils.

1) €8 rird vielen der Betweis unfers Autors,
berdachtig fheinen, telcher Dlof auf dem Srundfage
berubet , den er mit folgenden ZBorten bHortragt:
Wenn alfo «eine unendlid grofe Sahl if
fo fallt diefe Unterfdeidung (Ermwagung
weg, weil eine unendlich groffe 3abl webder
getade nod) ungerade genanntwerden fany,
und es muffenalfo dabep diezmweifelhaften
Gliedermwegelaffen werden. Hievaus folgt
baff bie SGumme von NReihen Ddiefer Yot
wenn fie ohne Gnde fortlaufen , Olof in
der hinjusufugenden beftandigen Grdfebe
ftehe. Sedermann begreift e6, wie ungureichend und
nadytheilig diefer Sas fey, welder aus der dunfeln
und geheimnifvollenn Art, der unendlichen Jahl hiv
genommen ijt.  Dieferhald wicd es fich der Muhe
fohnen, die Gulerfchen Formeln, mit einem neun,
und unumfiofliden Betoeife ju verfehen. *)
| e B B e

s Gl (T — L
Il 1" —2" %3 =4+ 1. =3 0
i 1’ —22 ¢+ 3 =4 tiwe.=— %
IV 1*—2*%3* —4* "t . =0
AT S e e e 0 Wy WA
VI 1° — 2" $3° — 4% F 1. = 0
VIL 17— 27 F 3% — 47 % 1. = — i
VIS — 2 $3° — 4" F 6. =2 o
1> — 274 37 — 4" = iaTH

12, 3¢,

*} Giche Greg, Fontana Diflct. svon  ben Reihen W
etften Bande erfien Theils: Memorie di Matematicd
e Fifica della focieta italiana 1794
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2) Folgende jtoen Lehrabe, muffen dedhaldb vor:
ausgefchicft werden.

Griter Lehnfass,

BVetmittelft Des Bogens x der durcdh iz
gend einen Radiug 1, dDes Creifes befdhries
ben worden, befommt man die Gleidhunag

Cof. x T Cof. 2x f Cof. 3x } Cofigx F 2.
big ins Unendliche = — z. €8 fey
S = Cof.x T Cofi2x T Cof. 3x | Cof 4x + 2¢.
Diefe multiplizive man durch Cof.x, fo befommt man:
SCof.x = CofxCofx T Cofix Cofi2x } Cof.xCofi3x +
Cof. x Cof. 4x ¥ 1c,
Aus der Trigonometrie ift beFannt daf das Produft aus
denen Cofinufien jweper Winfel, mit der halben Summe
und der Halben Differens diefer Cofinuffe gleich ift. *)
Wird daher jedes Produft befagter Gleichung, in
swep Glieder aufgeldft, fo erfolat:
SCof. x = Z(Cof. 2x T 1) } % (Cof. 3x + Cof. x).
% (Cof. 4x T Cofi2x) T 1. = % T £Cof x $:Cof; 2x

T Cof. 3x T Cof. 4x } 26, = 3 — £ Cof. x *+ 8.

Daher nird
S(I'—Cofx) =% Cof. x =%, 0, i S = —1=
feon, 98, 3. €, W,

Stenter

¥) €3 iff wemlih aus ber Trigonomtetrie GeFanut Haf
Cof.x Cofly = % (Cof. x ¥ y) 4 % (Cof, x — ¥)
Hiernach iff aljo dasd erfie Glied
Cof.x* = % (Cof. 2x ¥ Cofi0) = Z {Cof,2x ¥ 1),
und jo findet fich) jedes folgende Glied,
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Sweyter Lehnfoss,

Die unendliche Neihe
S'= Sin. x F Sip.2x T Sin.2%- Sin. 42 $'3¢
big ing Unendliche ift aleich Diefem Ausdruct:
Sin.-x
2(1~— Cofix
Wird bie vorgegebene Reihe in den Cofl x, multipli:
jite, fo erhalt man
S Cof. x = Sin.x Cof.x 1 Sin. 2x Cof.x I Sin. 3x Cof.x
T Sini'4x Cof. x THX.
MWetden nun jwen Winfel ¢, geqeben, fo wird, i
aiis der Iheovie der IWinfelfunftionen befannt iff,
Sin.@ Cof. 0 = ZSin. (@ +¢) T Z(¢ — 8
Deghalb findet man, nach gefchefeneri jerlegung ji:
bes Gliedes in zrvep,
S‘Gof. X' = 'Z(Sinox o) '3 l: in. 3x J Sin. ).J'f
% (Sin. 4x * Sini2x) 7 Z (Sins 5x +f Sin. 3x) T I
&% Sin, x T Sin.izx T Sin. 3:( -f- Sin. gx T i =

§ —' £ Sin, %

Dabher wird durd) die BVerfesung
S — 8§ Cofi'x = % Sin. x,
und julent
Sift. x
”([—~C.0h)
2B. 3. €. W,
. Mitteljt diefer Pramiffen evgiebt fich der B
t'p, oer Culerichen Formeln, von felbft.
L Man differengiive die Reihe ded swepten Lebn
faties, und dividive felbige durch — dx, fo ents
iwchet  Bietaus

q =

feyn.

(M)
(M)
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(M) . ~— Cof.x—2Cof. 253 Cof.3x—4 Cofi4x = 1¢.
bis ins Unendliche

_! I - I

[ - ptie==Cok x) I ol

! MNimmt man x fur die Halbe Peripherie, fo
| i)

und alfo ‘geht die gefundene Neihe, in die Ite
uber:
K I=2 3 = =6 dic o= 2 I8 30 G, 9B,
IT. Man diffevengiive die Reife Des erften Lehriages,
groepmal, und dividive felbige durdy dx*, fo fin:
vet man:
(N) —-—Gof.:c--‘:a:COf.:‘.x—g"CDf. 3% —4° Cof. 4x—
5% Cof. 5x—1¢.
witd Daher x, fiir bdie halbe Peripherie aes
| nemmen, fo entfteht die Iiee Reihe:
| I— 20 P 3 = 5 — 6 e =0
‘ IIL Man nehme aus der Gleichung (M), das jtoente
‘ Diffevensial - dividire 8 durdy — dx*, fo aiebt

} Cofix =—1, Colax=1, Cof.3x=—1, Cof4ax=T1,1¢,

felbiges die Gleichung:
(0)
“y €8 ift nemlich
Sin, x 2(1—Cofx)dxCof %
d ( )==

= —
4{1— Cof. x)*

2(1—Cof. x

adx Sin.x? dx Cof,x
101 —Colix)? U a(1<=Cof, X) e
Od:-:(l'{'Cof. X) — dx

e(1—Cof.x) ~ a(x — Cofx) '

wird nun hierin mit — dx DI, o gutfelet
I

__.—"__"_'_-'f

2 (1 — Cof; x)
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(0) == Cof. x—2’ Cof.2x — 3’ Cof. 3x.....=—1,
— 1 — 2 Cof Iy* |
8 Sin. & x* =l
die vermittelft vorgedachter Annahme von x, fy |
die Illte Reihe permandelt toird: !
PP —2243 — 4 +5 — 6= =1 |
V. Nimmt man auf gleiche Weife, die jwentedif
fereni Der Gleihung (N), und dividict felbig
dburch — dx*, fo entjtehet Diefe
(P) — Cof.x — 2% Col. 2x == 3*Cof. 3% =
4*Cofl. 4x — 5* Cof. 5% ... % =0
welde nad der Hypothefe x = 180°, in bie IV
Sormel ubergeht |
1t ‘—'24'11'34—44'1‘5‘"—6“"1‘1{‘.=0.
V. Die jwepmal differensiivte, und durch —du* i
pidirte Gleichung (0), giebt:
(Q) — Cof. x — 27 Cofi2ax"— 3’ Cof. 3x — ‘
28im.5x* + 13Cof5x" F2Colt' |
8 Sin. £ x’ =
Wird daher toie igebraucdhlich x = 180° genom:
men, fo geht gedbachte Gleichung, in Ddie W
Formel uber:
17— 253" — 5 — 65 E
1 VL Man nefyme die jwente Differeny der Gleidurs |
(P), dividire felbige duvch — dx*, fo erhalt mar
vic Gleidhung:
— QCofi x = 2° Cof. 2x — 3° Cof. 3x —
4% Cole g 570 sia e R0 = O
Destoegen attet felbige, dutdy die Subftitutit!
Der fhalben Periphervie fur x in die VIte Govm
aus :

—

4° Cofi4x—1c.=

(g
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12— 3T —4" F 55— 6.0t 6= o0,

Auf eben diefe Avt, Fonnen glle Culerfchen Lehr:
fehrfate, der Reihen ganger pofitiver Potenjen, ausg
naturlichen Sahlen, mit abroechfelnden Jeichen befte:
bend, Dewiefen twerden, und man fann uberhaupt
feftfesen, Daf bDie Reiben gradet Grdfien, mit einer
uneigentlichen genannten Summe, oder vielmehr mit
einer erjeugenden Grofe, verfehen find, rwelcdhe
ftets dem Nidhts gleich ift; dahingegen die Reihen unz
gerader Potengen, mit einer Summe, oder erzeuge n-
den Grdfe die allegeit von dem Nichts verfchieden
ift, verfehen mwerden mauifjen.

Gben fo fdnnen auch anbdere, Dden Culerfchen
afnlidhen fehefagen , oon den Reihen der Potens
jen ungevader Zahlen, Ddie mit abwedfelnden Jeis
chen verfehen find, bemwicfen werden.

o A b o (Lo b Ly T

Somwohl in diefen Reiben ungerader, als auch
in jenen gevaber Bahlen, Fann man uberhaupt fefts
fegen: vaf Die ungeraden Potenen aug eis
neverjeugenden@®rofe diedemNichts gleidh
ift, die gerhden hingegen aus ciner be:
ftimmten Grofe, entfpringen.

Anm. jum 208. §. I Ipnils,

Durd) die Differenjialrechnung, Fnnen mit be:
fonberer furie, aud auf folgende Yrvt, die Coeffis
atenten der Formel, meldhe Dag allgemeine Glied,
jeder guvacfehrenden Reibe ausdricht, gefunden

Ioer:
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perdben. €8 fey alfo, die aus der juridfehrenden |

Reihe, der Ordnung ¢,

LI O

YX'I'I,Y}:‘}_‘Q, x'I‘t—-—r,Tx&-t,
entftandene Gleichung,

ﬁ}" 13)" __I_I'I'C}" %*-H-'I'\i}'qwf =05
aus weldher , oenn Y = azx gemadbt toordent, durf
die Subftitution (nach gefchehener Divifion durdan)
bie Bejiehungs:- Gleihung hervorgehet

GA) 7 ASbeBz waGalinics L F MAE " st =,
Man gedenfe fih &, €, v, & ald Wurgeln Disfee
Gleichung; diefe Wurgeln fepen = « in der Jahly,
fo witd gedachte Gleichung, diefe Geftalt annchmen:

(B) . (z—a)r(zfpzin="fqzm=2, 2’ tgetk) =0=P
foentt m | n = t angenommen worden,  Man b
ftimme

gm o pym=* pegume 2l 2t Tl b k=
fo toird

(z —apZ =P
E¢ fep ferner:

0l e= Z'dz, dd7 =" 2" 4z, 4% Zoe= 211732718

pierausd befommt man
%; =0 (z —a)0=*2Z 1 (2 — )0 2

fo ecfolgt, mwenn
n=1,z =2«

gemacht worben,

dP
dz vt
Die jwepte Differensiitung giebt:
ddP : :
ey =n(n—1) (z—-—u}n"Z*f:n{z--m)ﬂ“Z"I'(zﬁ-n,“ /i

und
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und wenn n = 2,z = « gefeit worden, ‘fo erhalt

man:
ddP

nde®,
Durch) gleiche Art ju fchliefen twird gefunden,
dn P
Lol i3k ndalt
wenn z =2 «, und n, irgend eine Jahl der natieliz
hen Reibe 1, 2, 3, . ift.  Da nun
Z=(z=—%6)z— o)z =1 1,
und & flir z gefent toorden, fo wird
Z=(2—¢€) (¢ — %) (¢ — 310
Wenn alfo in der Gleihung (B), die Wurjel o eins
3ig, oDer wenn n = 1 ift, fo erhalten wir
g=(m——@.\ (¢ — ) (2 — &) 103
find aber jtoep gleiche Wurgeln =, dergeftallt vaf
C=«, {0 ift :
d°P
E{;=(w—~7) (o = &) 16,3
find Drep gleiche Wutseln d.i. « =C =5, ' fo et
langen toit:
&P 2
EEd:; = (¢ =8 (@ —6) 20 1 { f:
2) €8 fep B + Cz F Czleveef 265% = 0 ," 4nd
foegen
A T Bz T C2% i f Mat-"Fot = (z2—u)n {;;m-f-pzin -
T =S oot 2 Fer ¥,
vesgleichen A = k (— «)n, fo ergiebt fich, tenn A
weggenommen, und mif z dividict worden

(22— a)iZ.— k (— a)n

Q= =

»

= 7

z ’

3]s

4
i
e i
sl J
W [
L R
et
{15 B
118 |,
gl
HEAE
\J
i g4l
1L IS Y,
{ 'R, &
1 U
Bk
1
Hap SR
L) F /1
H ;ig ¥
Uiy SRl

i
N e
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ift abet n == 1, und 2z = « gefest worden, fo ents |

fpringt @ = k. Aug der Differensiagion abet, wid
mweggelafjen

dQ n@—=e)"-Z%t(Gz—ePZ! (z—a)nZf (k—a)
E;: > LG 22 |
und da, o n = 2,z = « angenommen 1Ord,
erfolat

dQ b
,d-z =0 [y

Diffevengiivt man nun um dritten,, vievtenmal i,

fo witd
ddQ

2d a”
“gefunden, foenn n = 3, z
4’Q
foenn o = 4, z = « und uberhaupt
dn-*Q
L.2430sse(n—1)dxn~*
foenn n irgend eine Jahl der naturfichen Reie 2
3, 4, 2. ift, die mit der Jahl 3wen anfangt. & hiv
gegen, mit dem Produft aus — €X — 4 X — I
gleidh) ift muffen mit diefem Produft, oporbengnn
Differengialien gleich« werden,
Man beftimme daf .
RO 2 0 1 O 1 R Y Sl
fo mwird weil
A=k (—a«n,B=nk(—an-*fg(—4
nad) Weglaffung des Glicded A + Bz, aus der Bl
dung (&) und gefdbehener Divifion durd 2%,
(z — a0 Z —z [nk(— o) g( — u]_"_!

%

= k

w, desaleichen aud

— 7

B

¢ R =

fenns
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fepn; alfo gebt in der That, Der Ausdruck in der Hnpo:
thefe n=1, z=«, in R=g uber. Wird das Differen-
sial genommen u. n=2;, z = agemacht, {o findet man
dR

3L 83 niming man hinwiedetum n=3, z=4« fo

-

d R

2d«

entdecft man

= g, nach eben Der IWeife

und Ordnung) wie vorhin, €3 it aber g, ein Ag:
gregat der Produfte, aud den Wurjeln —&,—y, 3¢,
welche Produfte ihre Venennung, von der 3ahl
n — 1 entlehnen, folglidh werden mit dem Yggregat
der Produfte, alle vorbefagte Differensialien dquirt,
Gleichertveife, wenn
See=iE FEOE plae P ont =P

gefent ;1o findet man
do =% 8§
vead
I.: .D..'*(-'n__. J.)';‘lq.ln_J f’

. dem 914:?1‘&,1* per Produfte, ausd den IBurieln
— 3, ¢, Diefe Produfte evhalten ihte Ve
ncmmngf vom Gpponenten n — 2, . Und fo jederzeit
pon den ubrigen,
3). €8 fep jum Vevfpiel, dad allgemeine Glicd
der ruckfehrenden Mu[)c
Yo = ekt BEx 4 o,

o (Unm. nady den Lten Cap.)

e 1_,,_’

i E‘Qn—-;;-.‘-ﬂ)', +y ”-b-—- u,r}u——-(’m[gz?yi;ﬁ‘
(W= 6) (¢ — o) ’ (6 —a) (6 — 9)?

ug}r’-‘ e (a!- +§) i Ya
_ & — «) (v — 6
ABeil  aber nac[) viefer Hopothefe, drep ungleiche

Wurpeln «, €, v, hetausfommen, fo wird
&

3 dR

€c =

L]

S|
= -

e ]
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1_3% _— (m — Q) (c& — ;.r:};Q == ’:7;4 :»—C-;,
fepn. Deshald giebt
F: R—— Ll"‘""‘“‘—“'—'yo -I‘ R}'t i"?:"?"!

dP

da
toelcher Werth in b ubergeht, indem « in € und ¢
in = pertoandelt mird. Eben fo gebhet ev aud) ine
iber, indem = mit ¥, und ¥ mit « vertaufdet wind,

4) Man gedenfe fich jest, nad angefultn

Benfpiel , als- tenn die Dbenden  gleichen Wueiln
¢ = €, waren, fo nimmt nach diefer Hypothefe, doi
allgemeine Glied , diefe Form an a‘aX | blaX=" ok
wo (im ange. Ot §. 16,)

f(y” il T
qx_—}rg'f 20y, T(¥ —267)Ys b __y:._.(\mq—?}_v, T4y,
- - # Tt , _——-—-——'-'*-_—"—--wl———'-—- ’

(8 == 9" & —
c! = Va izl de s —-'.:f.lll_'ﬁ‘
(=ials
Den Werth von a’, bringe man anf diefe Form jurtd
W ?'VH l]‘ Yx T 1-'!'1 + {m i. '}fj )',:r et 3 b ir,
% — 7y -i‘ (o '— 7}: T

Die pon Dder vorhergehenden, tvie hicvaus erhelld
nicht verfchieden iit.
Wermbdge der Hypothefe, nach toelcher n =2
wird
—na

Q= ——— == — &k = ay,
[+ 7

wegen & = — o gefunden. Macht man gleichfale
n = 2, fo 2rqicbt fich:

— &'k — ga’ 2a’k
R ge =k —ag = —r—¥

2
-9

foeil
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weil k= —v, g= 1. Daber ift
Q‘;q + R.}'j 'i'

bl = — <o
ddP ¥
2d a”
Gs ifI aber
dQ iR
‘—*Yniﬂ**Y:t
o N + T d e de
a—y dap
2da’

und hintoiederum

= Y TR T Ylse @Yo o= b b
(6 — )° "u—:":-—_b-zd-a
2d a®
folalich
do gk
A= '*’Yo'I‘Yf—g-_ yat(ety)y—ayy, d /0 o
% — v (& — 9)° e ddP
2d «®

Diefertegen werden die Werthe, der unbeftimmeen
Socffijienten, folgendermaafen ausgedricft:

I. c "..:}r: —,2“}” +. o j'r“":.l IL. bf__:Q}'o 1 Ry: '1‘:')":a
Gl ==l -] ddp ?
2d «*

dQ s dR s

— Vot — y. — Bt

L o e 0 de 2
ddP ’

oda?

: 5) Wenn drey gleidhe Wurseln vorhanden, und
IFII‘I Clu*_.]i.‘mi.‘ﬂll'fﬂ' ®liede der Reihe ¢, b, a2, ynbe:
immte Coeffiyienten, gleichen Wurseln vorgefest find
{(tweldre von den fibrigen Wurseln, auch immer un-

Ou

2 gleiche




132  Anm. 3u Gulers Differengialvechnung,

aleiche fepn mbgen) fo echalten wir jederseit, nad
eben diefer Art ju fchliefen, folgende Formeln:
Qyo * Ry: T Sy= F Ty 2

[ — "
s d’P r
[~ B 3&:&1
dQ dR dS
e — ¥y F = ¥, 20, —c!
—-*Ha'—-d“r ; + dﬂ‘} +dacy
.11. | » r——" dgp _;
2, 3de’
ddQ ddR . ddS :
3 ;1}:4—1"‘_'___';}1:?'_‘12}’22(:._"[7;
e L Ot L R
i &P
a2 _l’_d-.x."
< Hieraus fann man auf das deutlichite, den Fortgang

auf ahdere Falle folgern, mo  vier, funf, fedsw
gleiche Wurseln, vorhanden find.

Anm. jum XI. Capitel I1ITheils. )

1. Gine Gunftion irgend ¢iner vevanderlichen G
fie, wicd dann aflezeit ein Groftes oder Kleinfied
went Die verfhmindenden Differengialien bder Funk
tion, auf einander folgender Drdnungen, von ungerw
ver 3ahl find; ein Sroftes Hingegen o oft deten
ubrig bleibendes Diffevengial, nadh) bem gulest verfdmin
venden, negativ ift; ein K leinftes aber, mwenn ¢ po
fitio ift. Dies it forwohl von unfevem Hutor, ol
von andern, hin und toteder beriefen,

2) Nach Crivdgung-deffen, fey Z eine algebrar
ihe Junftion, der verdnderlichen Gudfen ¢, v x, ¥, 16
deren grofite unb fleinfte Werthe, evforfebt wer?

ben

*) Raeh ber beutichen Heberferung 3ter Theil,
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den muffen; aud dem Bewiefenen alfo ift
dZ = pdt T qdu f rdx f sdy f.2¢,
foraud alsédann diefe @wa)nnq f{w,f;
pdt f qdu f rdx + sdy T 2. = 0.
Ta ferner die Vegiehung, jwifdhen den perdnderlichen
®Grofen t, u, x ¢, fo wie aud unter if)u:n Differens
glalien dt, du, dx ic noch unbeftimmt ift, ihre Bejiez
Hung mag feyn welde fie toolle, fo folgt augenfcheins
fich, tenn vorbefagte Gleichung, ftatt hHaben foll,
baf die einjelnen Glieder pdt, qdu, rdx 2. gleich
Jtull gefest ‘werden muffen. Hieraus entftehen nun,
fo vicle Gleichungen, ald veranderliche Grdfen vors
handen find, nehmlich:
Lp=o0,IlL. q= 04 Ill.r =0 1.

Dueeh Hulfe diefer Gleichungen, werden die MWer:
the der unbefannten Grofen ¢, u, 2, 1. gefun:
den, bdie wenn fie in det Junftion Z, an deren
Gtelle gefest werden, diefelbe entweder jum Grodf:
ten oder Kfeinftenm machen. :

3) Jtun tolfen wir jum  jweiten Difevenyial
fchreiten. Wenn, toie ¢d eclaubt ift, als evfte befranz
bige Diffevengialien dt, du, dy 2. langenommen foer:
veir, fo erfolgt:

2 = dpdt T dgdu | drdx I dsdy ¥ 20,

&S fen:

dp:= Adt 7} Bdu } Ddx } Gdy
dq = Bdt } Cdu |} Edx T Hdy
dr = Ddt | Edu J Fdx | Jdy
A==

Gdt T Hdu § Jdx +f Ldy.
Daraus wird nun gefunden:

d’Z = Adt* -} 2Bdtdu ¥ Cdu’® $ 2Ddtdx 2Edudk  Fdx™ +
2Ddtdy T2Hdudy F2]dxdy § Ldy>,

Daz
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Damit tiv aber ,, unter allen vem einfaditen Fall
anfangen,. {o ollen wir annchmen, Daf eine det
peranderlichen Grdfen, t fey, und alfo d°Z = Ade,
tobep wegen Ded allegeit Dbejahenden Berthes dt?,
va8 Differengial d°z, fretd mit demfelben Jeiden,
vetfehen fepn muf, roomit die Grofie A bedabt ifty
deshalb fvitd Z, die Fleinfte fepn, toenn A pofitiv:
bie grdfefte aber, wenn A negativ ift.  IWenn nun
A= o gefunden worden, fo Fann von Den darauf
folgenden Diffevengialien von Z, das Kennjeichen bed
MWapimum und MWinimum, hergeholet toerden.

4 Gefest nun, e$ taren in der Funttion Z,
swen veranderliche Grofen t und u enthalten; fo e
folgt nach drefer Hypothefe:

: : ! Bdu,
d*Z = Adt® f 2Bdtdu f Ddu® = A(dt } —;J’

i |

'1‘ (C —— -‘&}dllzu

Da in diefer Gleichung die Duadrate

Bdun2 |
(et 7)) |

und du® fretd pofitio {ind, fo muf dag jepte Difir |
rengial d°Z, nothwendig, pofitiv fepn , fo oft nehmlig

f =

- e B
je 3wen Coeffizienten A und C —. i bejahend 1

ren;  negativ hingegen ift e8, toenn bdiefelben benbe
perneinend find, die wechfelfeitige Beziehung der Dif
fevensialien ' dt, und du mag fepn, tefde fie ol
Daher with fir den Fleinfien Werth der Funktion
Z, qehalten mwetrden

2

A}O;C——'I}O,

fehm
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nehmlich
B* %

(e 2 pdet CA > BY,
weshalb € > o, Die vorgegebene JFunfrion Z, Fann
diefertvegen , nicht die fleinfte, al8 nur unter folz
genbden drep Bedingungen fepn:

L A 0 oIL G 0d ~HE: AC - BF

Nuf eben diefe Art ju fchliefen, finden wir, Ddaf der
grofte Werth von Z, fey

2 2

B B
ﬁ{ogc—7<o,oberC-£I;

2
pesgleichen CA > B*, teil A negativ , alfo aud
C < o deshald fann Dbdie Funftion Z, nidt das
Magimum evlangen, al unter diefen Ddrep Bedm:
gungen : .
I Antenmd il € Cmyiad Il CA 2> Bl

' Hieraus erhellet fevncr, Daf die Bedingungen des

Mapimums , theils tbereintreffen, theils den BVedin-
gungen des Minimun, entgegen: find.

5) 9Wenn entfoeder A, oder C, ober bepde jugleich
= o find, ober auch B = o, fo fann Ddie vorherge:
hende BVedingung AC > B?, feunesweges fratt haben,
folglich erlangt die vorgegebene Grofie, niemahls den
Werth 0es Mapimum obder Minimum, Chen
diefes wird fich ereignen, tenn A und C, eéntgegen:
gefetsite Seichen haben follten, tweil alédann toegen Des
alfegeit pofitiven IBerthes B* die Bedingung AC > B*
unmoglich toied. ZBenn aber B, jugleidh mit A oder
C verfchwindet, fo hangt Dder Werth ded Fwepten
Differeniiald d*Z, bfog allein von der peranderlichen
®rofe ab,- toelcher diefem jufolge, entiveder Mariz

mus,




~und jwar nach denen, vom Autor angegebenen Kenn:
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mug, oder Mintmugé oder feines bon benden, toare,

seichen, fur die FJunftionen einer veranderlichen
Grofe.  Wenn endlich die gange Grofe d°Z =0, |
fichnilich Al=o,B =0, C = o, fo muff man jum
pritten Diffevenzial d*Z; feine Juflucht nehmen; v
{choindet diefes nicht, {o Fann die Funftion Z, weder
ein Brofites nod) ¢cin Kleinfres fepny follte es aber |
verfehbwinden, fo muf man das vierte Diffevensial d'Z,
fuchen , wo man al$dann, nadh der hier dargeftellten
Methode , leicht erfennen wird, ob der IWerth defel
ben pofitiv, oder negativ fep, und bievaus wicd fid
Bintoiederum, der grofite oder Fleinfte LWerth, det
votgegebenen Funftion , ergeben,

6) Sft Z eine Junftion, von drey veranderlide
Grofen t, n, x, fo nimmt das Diffecengial 432, disfe
Sorm an:

d°Z = Adt*f2Bdtdu‘t Cdu® } 2Ddtdx %} 2Edudx 4 Fds®

Bd Ddxy 2
-.—-A(d —u“l‘ —) T ((“wﬂ—“}ma

J“.

BD
‘}‘:(E-—rj{ dudx + (1—._ a3
€8 toerde
B* BD
C——=la; E— —=5b

A 2 A g

fo geht Die Gleichung in diefe fber:

0

F —

S
Il
=¥

e o pbdw I‘(‘I\c :
dZ = A (at + . ) + ady? J 2b¢ fudz  ods’
£

i (dt Bdu ¥ EE: 5 (dLl"I‘ bd}s) (C_ )dx

2a aber tweaen bes*s Wetthes der Quabrate,

(d




|
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(dt+ — o ok ) (du"-bﬂx\)z, und dx*

telcher rL° pafitiv ift, fo witd auch das Differenjial
d*Z, gleidhfallé pofitiv feyn, wenn die Coeffizienten

o

b i ;
A,a,und ¢ — —, mit dem Seichen f verfehen worz

(=

pen , folglich finben fir den Fleinften 2Berth der
Sunftion Z, folgende Bedingung ftatt

R =05 S oea Sy
oder fenn deren IWerthe, a, b, ¢ dafiit in die Stelle
gefefit wu‘\cn'

A >q;C— ,o(g-——~><}"— E_-E; :;

nehmlich
A >03;CA>B* und (CA—B*)(FA—D*) >(EA—BD)?:
fooraus abevmals
€ o5 T > o, UMD FA > D?
entftehet. Deshalb wird das Minimum der Funf:
tion Z, unter folgenden finf Bedingungen, befrimmt
ferden s
L. A>o0; W.C>o; IIIF>05 IV.CASB?; V. FASD?,
Gleicherweife wird der grofite Werth von 2,
unfer diefen Bedingungen gefunden tverden:
A<o, CAZB?, und (CA—B®) (FA—D*)> (EA—EBD)?:
penn L mufy a < o fepn, nebmlich;
E‘t -

B
C*——Ka{o, DbttC{E;
¢8 ift aber A negativ, folglich

2

8 b
CA>B%, 1L it —— <03 Viily e <<
- |

® |5
W

weshalb, foeil a negativ ca > b*, b, i,

B
i
}
i
|
H
L

.-,E‘. .E:
i
.t
,;_’_' §
b
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CH_) (F—»-—-);;» (F—~ =) ober

(CA — B*) (FA — D*) > (EA — BD)"
fworaus FA > D?, und F < o entfteht. &8 find do
her die BVebingungen des Mapimum folgende:

LA <03 ILC <o} HILF <o; IV.CA>> B*; V.FASD!,

7, Menn die Grofen A oder C einjeln, oder bey
pe verfchoinden, fo wird die TVte Bedingung unmby:
lich. Verfchmindet ¥, fo falle die Vte Bedingung ey,
Hieraus folgt, dap. die Funftion Z,. weder Mapi
ma, noch Minima fepn fonne, wenn die Grifo
A, C, F fowoh! eingeln, al8 alle perfchtoinden.

Mus -dem Gefagten erhellet deutlich , daf i
Theorie auf vier Funftionen, ober auch auf mehrer
pevandecliche Gudfien, anjutwenden fen.

e, Da Diefe neue Theorie, von Culern nidt be
rubret roorden ift, fo witd e8 nidht unnig fepn; fol
gendes ju bemerfen.

PBon welcher RFahl aush, bdie verdnderlichen Gris
fen fepn mogen, toelche in die angegebene Funftion
Z ¢intreten , twenn jede Derfelben, fur fich betradid,
und dag Marimumoder Minimy m gefudt witd
welcher Derfellen jufommt, twahrend die ubrigen fith
dDiefelben bleiben, fo twerden cingeln, die erfien Difiv
renjialien pdt, qdu, rdx, sdy 2¢. gefunden toerde
deren jedes gleich Mull  gefest die §. 2. dargeftel
ten Gleichungen , liefern wivd, nehmlidh

P=0C, qQq=0,1r=0,5=.0
Auf eben diefe Avt werden die fiv fich, bis auf die
septen Diffevenyialien, fortgehenden Grofen
t%, Cdu?, Fdx3, Ldy® o

gv
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gefunben , twobey , wenn A, C, F, L ¢, enttoeder
fammitich pofitiv, oder negativ waven, jeder leicht
einfehen wied, Ddap Ddie TWerthe derfelben ¢, u, x 2,
die qug den Gleichungen p == o, ¢ = o .. heraus:
getoorfen toorden, nothmwendig der bvorgegebenen
Funftion Z, enttweder Per gudfite oder Fleinfte
MWerth, benlegen toerden. Und fo ift in Der That
ausgemacht, daff diefe Junftion Z, twenn fie nur das
Verhaitnif , einee der vorgedachten veranderlichen
Brofen bat, entiveder Magima oder Minima
fenn muffe.  Allein wird wob!l jemand mit Sicherheit,
pas Uetheil fallen fonnen: Daf Dadjenige, was fur
irgend eine vevanderliche Grofe, fur fidh) betradhtets
behauptet werden £onne, fur alfe jugletch genommen,
gelten muffe.  Dieé toollen wir aufé genauefte un:z
tevjuchen.

g. @8 fevy alfe Z, die Funftion jroeper veranders
fichen Grofien t und u, die jugleich die Ordinate find,
fo daf die Coptbinate diefer Fladhe, drey verdnders
liche Gudgen Z, t, und u, derfelben. Die Frage wird
alfo darauf anfommen, daff man die grofte Ordi
nate der Flahe, finden mufe , deren Gleidhung
dZ = pdt T qdu fey.  Wenn u ju einer beftandigen
Grofie gemadht wird , o geht die Gleihung in
dZ = pdt uber, und fie drucft algdann, alle mit der
Ape diefer Flache, pavallel gebenden Schnitte, der
Grodfe t aus, je nachdem die Grdfe u, verfchicdene
ABerthe annimmt. Man fete p = o, und :ie{)me aus
Diefer Gleidhung, den Werth der Grdfe ¢, melder
in fjeglichen Pavallelfdhnitten, die Ordinate Z entive:
Der tiecder Marimam oder Minimam mathen

wicd.
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toied. SBeil nun u al$ beftandig angenomnen oIt
fo ift bas jwepte Differengial d*°Z = Adt?, folalid
fann man billig, aus dem blofen MWeeth von A, auf
bie- epiftens Des Magimum pber Mintmum fdlie
fen, toofern nue ber beaehrte Werth t, aus der Glei
dhung p = o, fubftituirt pird. MWenn alfo fhr jden
gR%erthy von u, die @edfe A enttoeder negativ, ode
pofitio gefunden witd, fo Defommen alle vorgedadie
Gchnitte, entroeder Marpimum oder WMinimum,
und wenn fur den nc1'1'n)-,mu:iiid}u1 qBerth von v
bic Grdfic A mit verfchiedenen Jeichen, perfehen uub,
fo erhalten Diefe Schnitte, unter gewijfen feftgejestin
Ginfhrantungen, bag MWagimum oder Wt inimum
Mare A = o, ¢ fep der Werth der beftandigen
Gedfe, welder ev toolle, Ddann wird feiner jence
Shnitte, foeder das Mapimum oder W inimuw
haben. St hingegen A allein = o, twenn u beftimmte
gBerthe Hat, Ddann twerden diefe Schnitte, weldt
porgedachten Werthen von u entfprechen, fotohl s
Mm apjimum als Minimum, nach diefer Hypothiiv
bevaubt. et geometrifche Ovt, aller diefer Drdinw:
ten, it in ber Gleihung p = o, in blofer Srivis
qung der WVeranderlichfeit von u, enthalten; Dafe
Bitben die Ordinaten in diefer Flache, einen Sehnif
der entmweder von einfacher, ober:doppelter Krummurs
ift, und Der durch je jwey verbundene Gleichung,
dZ =pdttqdu und p=o odber dZ==qdu und p=%
beftimmt toerden twird, Woraus es veutlich ife, 8
man bey Grfindung des Mapimum oder Mink
munt, det gangen Flache, die grofite oder Fleiw
ft¢ Ordinate, Ddie digfem Schnitt gemaf ift, fud

mite; dadurch befommt man wiederum g = o WY
e |
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de Gleicbung , bden Werth der anbdern vevanderlichen
Grdfie u, darbieten mwird,

10. Nun wollen wic, jum Diffevensial von q,
nehmlich jur ovorhin gefundenen Gleichung dg = Bdt
L Cdu, tbergefien. Da alfo aud der BGleichung p=o,
t durch u beftimmt twicd, oder im Differenjial Diefer

Bdu
®leichung Adt T Bdu = o alfo dt = — = fenn
man Diefen Werth in  Der vorhergehenden Glet

B

chung fubftituivt, fo ift; dq = (_._ FC)idn

porausd fich ergiebt, daf dDie Drdinate Minima feyn

B?

B ;
terde , toenn die GSrofe — > +C pofitib, d. 1.C > =

e BA..;
war; Mapima hingegen, toenn C < 2 ift, enbd:

“

lich aber toeber Marima noch Minima, wenn

o
e

C = —, in fofern die ubrigen Hohern Difevenjiaz
% .

fien, unter De¢n oben angejeigten Veédinqungen, Dbe-
Bauptet twerden, Beénn tvir nun {oldergeftalt, das
Marimum und Minimum reiflich ecwagen, fo
werden tiv finden, Daf die Oedinate Z, unter allen
ubeigen, nicht ¢in Groftes: fepn Lonne, bdie in dew
Durdyfchneidung, vermoge der Gleichung dZ = qdu
enthalten, twofern nicht alfe Orbinaten, “die diefen
Snitt ausmachen, eben fo viele IMagima, \in Homo:z
Togen Pavallelfhnitten find. Aug gleichem Schluge,
fann auch die Grdfie Z, nicht Minima fepn, wofern
fie nicht gleichfalls Mintina, n dem Schnitte ift,
der alle Minima umfafite. Hievaus fann man ferz
ner fhliegen, Daf Die Wevrthe von t und u,  welde
aug
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aué  den Gleichungen p =0, g = o bhergeleitt,

32

Bag s
and die in Den Grdfen A, und C.— — fubftituir

worben, den gudften TWevth der Ordinate Z, annely

B

men , wo A neégativ und C < = d. i. CA > B

ar, fo tie hingegen pie Ordinaten Z, durdh jome
Subftitution, den Eleinfien IBerth LeFommen, e

 J

~soB
A bejahend , und C »> =, ober CA > BUif;

welcbes alled mit der oben erFlavten, allgemeinn
I}wl.c , ubereinfrimme,

. Die buuuval}nten Bedingungen finden frath
wenn u suctft al8 beftandig Detrachret foird, tabe
alg 'l.‘lf.l‘m'l‘\tl.l‘d". JL'LL}L*PLL aber Das (‘.:;Cﬁtnrhﬂh b
man mmmt u al8 veranderlich, ¢ hingegen als fiez
jtandig -an, fo ervcignen fich folgende Bedingungen:
C < o unly AC > B, firs -‘"’:?ﬂ*'im'.lm C > ound
AC ' - B? Tll»a Mrintmuy i I'I.’t[u)tJ ind 4?[';,;1“““?5111&
pinauslauft. - Uebrigens 1ird diefe a mlc Methode
Sie Bedingungen Ddever Mapimum  und Mintmum
ben Grfindung der Funftionen, jroeper peranderlifit
Gedfen ,  gleichfalls auf andere, mehr Fomple
Sunftionen, angeroendet.  Diefe Methode it el
vireft, und analptifdh, al8 die erfrere, toeshalb it
biefelbe , Hier berhaunt entwideln toollen.

12. Gefent e$ waren in der Funftion Z, o piel
perandectiche Grdfen enthalten, alé man, deven woll
die fibrigen Hingegen , wiurden als beftandige hetvady
tot, fo ertodge ich eine devfelben, blof als verandv
fiche Grdfe, und (eite aus der Differengiation, bit

Gleichung fir das Mapimum oder Minimum ab;
ird
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itd nun nady diefer Hovothefe, bdag jtoente Diffe-
rengial genommen, fo fdnnen die Dedingungen bes
frimmt werden, melde Dder Sunftion Z, entweder dep
grofiten, ober Fleinften Werth , ober feinen
von bepden, beplegen. BWermdge diefer erften, abfo-
futen Operation, fubftituive man in der Sunftion Z,
oder deren Diffevenzialien, den gefundenen Werth,
ber erften veranderlichen Grdfie. Ghen fo ftelle man
aucdy, bie Redhnung bey der andern, peranderfichen
Grofe an, und fubftituive deren hervorgebrachten
Werth, qdn Dder Funftion Z: endlich gehe man jur
Unterfuchung , der 3ten verdnderlichen Geofe u. f. .,
fort. Betrachtet man ¢, dig die etfie vevanderliche
inZ, fo ift 4Z = pdt, d*Z = Adt®,  woraus fid
P=0; und A > o fur das Magimum ergiebt.
Waven ¢ und u bepbe verénderlich ¢+ 10 tolitde dZ =
pdt T qdu erfolgen, und biefe Gileichung , wegen
P = 0, in dZ = qdu ubergehen, woraug folgt, dag
d’Z = (Bdt t Cdu) du; da nun P= o, foift aud

dp = o, und Adt + Bdu = o, obder dt = e

e —
-—

A7
fubftituive man diefen Werth, in der porigen Gfef-
dung, fo erhalt man

B* :
d*Z (— . t C) du,

3

, : B
Solglih wird q = o und — % T fiir das

2
Minimum, - A T C < o fir dag Marimum
feon. Weil nun A pofitiv bepm
Mapimum ift,
gunig AC > B2,

Minimum, negativ bepm
1o entipringt fie bende, Ddie Bedins

Py

X9
3
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it aufer den vorhergehenden, 3tvep vevanderl
e Grdfen, auch die dritte x, ju erwagen, fo twird
sor IBerth von dZ, in Unfehung dev dren vevande
fichen t, u, = gefucht, und man echalt
dZ.= pdt T qdu J rdx,
telche Gleidhung wegen p = 0, ¢ = o in dZ =ik
fibergebt; Daber befommt man-das jwente Diferei
sial d°Z = (Ddt T Edu T Fdx) dxj alSdann fuse
man aus den Gleichungen p =0, q = o oderdp=y,
dq = 0, . i, Adt § Bdu 7 Ddx == o, und Bdt % Odu
¥ Edx = o, die durch dx qusgedriciten LWerthe, von
dt und du, fo finbet man:

BE — GCD BD:— AE
dt = — - dx jdu = ———— dx,
AQ ~=. B° AGH —= b2

Nach deren Subftituitung, in dem  Yusdrug &7
&],t[ﬂl'!ﬂf man . auf die Glewchung

]lE gy {Jj I- [_-} s |'A‘l Fl 2 5
gz = (GE S g sy TF_)ex-.
AC —2 5 AC — B*

foraus folgt, daf man fir das Mapimum e
Mininum, suerft r = o befommen werbe, fodin
aber

BE — CD BD — AE

- — 0} ———— E+}F 0

AC — B? AC — B?
fue bas Minimum, und < o n‘:r vas E‘)?ayimun‘.-
SBenn nun der Nenner AC — B2, der jederjeit pofi

tip ift, twoeggenommen twictd, fo erfolgt

gBDE — CD? ' — AB* ~~FB* ¥ ACF > 0,
fae Dag Minimum, und < o fir dag Mapk
maum,  Diefen Ausdrud multiplijive man n 4, el
cher im evften Fall pofitiv, unbd im anbdern negativ

ift, fo cthalt man;
o ABDE
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sABDE — ACD? — A*E* — AB°F T A°CF =
foroohl fur dag Mapimum, ald Minimum, d. i,
(CA — B?) (FA — D?) &> (AE — BD °,

Gie grof auch immer die [ahl, der verdnderlichen
Grdfen geroefen fevn mag, fo wird dDennoch immer
die Sade, nach eben diefer Methode bewerfitelliget,

Diefe neue Theorie, eclautert der beruhmte de la
Grange, von welchem it felbige hergenommen faz
ben, durch folgende Bepipiele:

Grites Bepfpiel

SBenn eine beliebige Anzahl, oollfoniz
men elaftifcher Kugeln, in gerader Tinie,
jede von Der Andern abgefondert, fich befin:
dben, pon denen die erfte, mit dDer gegebes
nen Gefchmwindigfeitc, fich jur andern, diex
fe mit der erlangten Gefdwindigfeit, fid
sur Driften, Die dDeitte jur vierten und fo
fort, bid jur legten bewegt; und dber ers
ften und lefiten Maffe gegeben worden, die
Maffe allet mittlern ju finden, fo dDaf die
fente Sugel, die gtdfite Gefdhivindigfeit
untet allen, dutch den Anftof erhalt.

E$ fen Der erften Maffe a, Der letern b, und
€, u, %, y 2¢. Die mittlern unbefannten Maffen, o wird
nach den befannten Gefesen ded Stofies, die Befchmin:
pigfeit, toeldhe die erfte Kugel a, der anbern t mits
theilt, gefunden = —I-E%E-L, ferner die E}ie]’tf)min1:>t'gfcit,T

¥ Py - . e QH(‘t
toelche Die jtoepte Der 3ten u giebt, ift =

—

ate) (etu)”
@ jenet
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jenet der 4ten x, burcdh Den Anftoff der 3ten jf
paciu

= 1. 1.
(att) (€T uw uix) fef .

Gs fam daber die GefchmwindigFeit dee lesten b, aul
aedricft werden durdy:
geatuxy s vy v b
@FOE T @TR)EEY . 0os
folglich mufi diefe Grofe, ein Marimum fepn.  Man
fege Diefe = Z, und nehme auf bepden Seiten Log
vithmen, fo erhalt man
Izcatit  lu flxFly f2e. —1Ca ) —1(t Fu)—1(ut) |
—1xt y) —w. =1 |
hietaus entfteht durch die Differenziation
dt du dx dy
g SR G o }T*'I'Zf.
dt dtfdu  dufdx dx}dy s =

!

ferden nun die Glieder, mit eben demfelben Difi
vengial verbunbden, und auf einerlen BVenennung ¢
bracht, fo Befommt man: |
_Z(au—t*)dt , Z(tx—u?)du | Z(uy—x"dx,
~ fato) (efw | u(rFotx) | uuto G-
forauf fir das Marimum und Minimum, fob
gende Gleichungen fich evgeben:
au= t3; tx =u*; uy=ax* 1. welhe die Ynalogin
art=tiu=uix=x!y (. darbieten, und jivar

dZ

L |

o R Tl i 3 Sl e e

-

es bilden daber bdie Maffen aller Kugeln, cine g |

metrifche Progreffion, aus den bepden auferfren Glies

been a und & befiehend. Damit wiv aber aud b
Mo/




if

19

¥

-y

—

Anm. ju Culers Differenzialtechnung. 147

Magimum, vom Minimum unterfcheiden Ednnen, fo
fen Der RKarje twegen:
G e A
t.art) {t‘j‘uq - *u(ttu) {;u‘}'-;j S x(ufx) {.\;‘F;)=TM'
folglich , wenn dic Gleichung §. 2, hievmic verglichen
wird, fo ift
p=e (u—t'); g=6(tx—u"); r=y(uy—x?); 1.
alfo
dp={(au—t*) du T * (adu—2tdt) ; dg=(tx—1?) d¢
+ € (xdtftdx—2udu) ; dr=(uy—x*)dy to (ydutudy
—2x dx); 26
Da-aber die Glieder 3, t, u, x, y 2. ftefig proportioz
nal find, n Ruckficht der beftandigen Berhditnif
1:m, einer jeden vorhergehenden, ju-feinem nadh,
folgenden Gliede, fo twerden toiv
t = ma, v = md, x.= m'a, y =mta e

finben, Desgletchen

s ——

-4

C::-;F-,y —

diefe in ben vorigen Ausdbvucdfen, fubftituirien Wers
the, geben:
dp = «a (du — 2mdt)

«
e ) b
m°® 2

2du . dx
dq = aa (dt — — +—)
I m-
du adx” d
de= e - 251 TN w gk
1 m m
folglich wird, toie oben Demwiefen wotden
s . P ] aa’
A==-—2mea ; B=ea ; C.....—--I—n—,D_o?E= —
Qa3 ed

F=—mritmoiH=05] m—an

Ra feo,
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fepn. Hierausd echellet fogleich, Dag A negativ, und
werden die ubrigen BVebingungen evfullt, fo ift die
Brofe
B CAtUXY « v s o+ D >
@tectw @tx)ETy)oo...
ober die Gefchmwindbigfeit, toelche der lehten Kugl
mitgetheilet worden, ein Mapimum. Da nun
AC = 44%a", u. B* = a2’

fo witd deshalb 1. AC > [B* gefunden. €8 ift ferne

. qa’a®
AC—B*=13e¢’a" ; FA—D'= ——;:—-; EA — BD =~
: 1
na’a’ T2ea®

;(AC—B") FA—=D")= 3 . (EA—BD)'=

4x-;a-f
—_—

i
Hietaus erfolgt
IL. (AC.~=BY (EA =D *> (EA~—=.BD)L
fBaven blos Ktven Kugeln, fo ift ¢S genung,
man nut die erfte, Ddiefer Bedingunaen- epfillt, wd
wenn drey Kugeln dazwifhen find, fo ift die et
Bedingung bhinveichend , folglich vermehre fich e
Bielheit, nach der Fahl der vevanderlichen Bedin
gungen, Wird nun unverdrofien, die Rechnung nod
weiter fortgefeit, fo werden alle BVedingungen Ddiejes
Problems, ecfullt werden, und man wird behauptn
fonnen, - daff in jeder Reife, fretig proportionil,
thet: Rugeln, die der lehtern mitgetheilten Gefchiving
digfeit, duedh) die Mitwirfung der dazmwifchen befinds
fichenr, unter alfen modglichen die grdfite fen.
Diefe Aufgabe ward juerft von Ugenius, bernad
aber pon gndern Geometern behandelt;  allein ¢
petr
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herefcheten in derfelben, Feine juvetlaffige Beftim:-
mungen, telde wir hier als nothtoenbdig, fir die
Epifteny und Unterfheidung des Mapimum, und Miz
nimum ecfunden Haben.

Sentes Beyfpiel

Gs fep die Allgemeimegleichung Ddet

Slacdhen, von der jmwepten Otdnung:
22 = ax® T a2bxy I cy? — ex — fy il

man foll den Punft der Flade finden, tvo
die Oedinate z, unter allen die B rdfte
oder Dic Kfeinfte mied.

Nadh genommenem  Differengial der Gleichung,
entdecft man:

2zdz = (3ax f 2by -— e)dx | (2bx F2cy — f)dy;

hiecraus befommt man folgende ey @iltici}imgcn g

2aXx F 3by — e = 0; 2cy T 2bx — f = o,
foelche

ee — bf af — eb
X = —— y =
2(ac — h‘)’y 2 (ac — b*)

geben.  Man  nehme Ddas jivepte Differengial, fo
wird man twegen dz = o,

2zd*z == 2adx* | gbdxdy $ 2cdy?
finden. Damit aber die Ordinate z, unter allen die
gtopte fep, fo muffen die Srdfen a und c, bey:
e negativ fepn ,° hingegen pofitiv , . damit fie die
fleinfte fep, Wenn aber unter BVorausfesung bdiez

-fer Vedingung, die andere ca > bb mangelte, fo

tiurden die gefundenen, und in der Gleichung dev
Slache fubftituivren Werthe x und y, die Oediriate z
feinestveges cin Grofres oder ein Kleinfres ma-
den. €8 hat daber unfer futor, im Anhange

oot
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der Ginfeituntg, jur Analpfis ded Unend(is
dhen im 2ten Theil, aus andern Srundfasen, deut:
lih gejeiat, daf wofern ca nidht > b* ift, die gege:
bene Flache, ind Unendliche .ausgedehnt, und dey
fonifchen Affomptote, bepgelegt werden Fonne. Dieg
aber ift ganslich, bdem DVegriff des’ Mapimum und
Minimunr, jumwider,

13. Hiecaus echellet, daf die gemeine Methode
bes Mapimum und Minimum , fehr oft viele Unbes
quemlichfeiten, und Srethumern untermworfen fen, roenn
man nicht, in fofern die Nebe von mehreven, vevan
verlichen Grofen, eingeln fur fich betrachtet, die un
getheiltefte Aufmerffamfeit antoendet, Gleich wie i
vorhergehenden Bepfpiel, wenn wir blof x, ald eine
perandecliche Grofe, Detrachten, fo finden it das

cefte Differengial 2(ax T by — ;)dx, und dag ey

te 2adx®; desgleihen toenn y, ald veranderlich ange
fehen wird, fo befommt man fiir dag erfte Differens

sial 2(cy + bx ~— —:-) dy, und fiir das jivepte 2cdy’,

Werden! diefe bepden erften Differenzialien , gleid

Null gefetst , fo geben fie Diejenigen Gfeichungen,
welde wir im vorhergehenden {§., gefunden |haben
bie benden smwepten Diffevensialien Hingegen, Deuts
den grofiten oder fleinfren Werth, der Orbdinate v
an, fo oft nehmlich bepbe a und c, entweder negw
tiv oder pofitiv waven; allein died Kennzeichen, in fo:
fern Demfelben die andere Bedingung ca > bb man
gelt, ift wie wir bewiefen haben, unpoliftandig und
fehlechaft,

= A nis
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[ diefem Gapitel , toelches bdie Vernouillifche
Regel, von Criindung des Werihes Ded unbeftimmten
Bruches 2 enthalt , gefdiehet von unferem Autor,
feine Grvagung irgend ecines denfrourdigen Falles, in
weldhem Ddiefe NRegel ju fehlen fhien, wenn man
nehmlich, nach unendlicher IWiederholung der Diffe-
venyiationén, immet toieder auf denfelben unbeftimm:
ten Yusdrud 2, fommt, Cin Bepfpiel hiervon, ha-

: x :
R Di¢, M0 X=—7x
in o.lo, oder da lo = — w0 = — & In—3,
odetr g uberaeht., Denn tvenn die Diffeveniialien, desd

1+ x

1:1(17x),

ben- toit in Der Formel

Rahlers und Nenners der gedachten Formel
genommen twerden, fo Fommt

d(] ‘t‘ x) 8 | \
T — o 4 ) [1 Yot e e
dlr:1(x T x)] (r g 1{)[(1"}3’-}1 = O.en

und fefet man hinwiederum — (1 F x) [1(x F %]
um in

— (1 ¥ x) 33
A A e e

I

fo erhalt man

di—(x ] . i [1at=x)]’ 0 .%&?
QG T 07 2 Z
weldes wenn man big ing Unendliche fortfahet, ftets
einen unbeftimmten Werth hervorbringt.

Wir wollen daher diefe Klippe vermeiden, und

i) werde jeigen, daff der Ausdrud olo, wwelder der
Geftalt nach, unbeftimme, in der ThHat abey beftimmt
ift,
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ift, gleidh Jull fey, theldes folgendermafen gefchic:
het. Man fefie olo = x = x le = le* (tvenn man
nehmlich e fue die Bafid, hyperbolifher Logarithmen
annimmt) fo ift lo” = lex; gehet man ovon foge
vithmen auf'3ahlen jurnd , o witd o° = ex fun,
@38 ift aber, twie befannt

5 1 %
o x X
e =1tx+t—%F ¥ L orTy |
3 gl A segl
Ulfo ift
T Kz 1 :{1 _‘\!_q r
o' =1 txf—F To— T
ey L e e e
Da nun o° = 1; denn ed ijt
- (a ._..__:a"]t'l
0° &= (&~ 3)B~0 = —— == ]
La___,ﬂjll
folglich ift
o i x? ;<
re=73+x+—% S T a6
- R AR

foelcher  Gleichung auf feine Art; gentige geleifict
mwerden fann, toférn nicht x = o, Hieraus folgy
Dafy die Grofie olo, - gleich Rull fey. Gben fo farn
auch gejeigt werden, daf das Produft, aug ivgemd
einet Jnfinitefimalgrdfe, multiplizice in den Logavith
munmt, jeder andecn nfinitefimalgrofe, nichtd andes
alg unendlich fep. a)

Wem  der Beweis von der Grofe.o> = 1, nidt
anftehen follte, der £dnnte folgenden Vernunft{hlvf
an deffen ©telle fegen, €3 fep @, Desgleichen » eint

S

a) Bon der bewhmbesndwiirbigen Ave ber Grifen, [
1 %0 3¢, ©. bes G. Fontana philofopbifch.. mathems’
fijhen Unterfuchungen.  Die XIILfe Hinterfuchung vod
bew [ogarighmifihen Unendlichen,
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Unm. 3u Culers Differengialrechnung. 153

Snfinitefimalgtdfe, fo witd o = 1 + z, wetin 2z ¢i
ne unendlich fleine Grofe, von einer unbeftimmbaren

Ordnung ift. Denn ¢ fann nicht »* = 1fepn, fonfe
ware » = 1, weldhes ungereimt ift. Eben fo Fann

nidht o = 1 + a fevn (wenn a fiir eine enbdliche, po-

fitioe Grife genommen witd) fonft wares = (r Ta)*
= bdem MNneublidhen Dder hocdbften Ordnung, toel:
hes  gleich,all8  widerfprechend ift ;3  ferner fann

M

auch nicht »* = 1 — a fepn (wenn a < 1), fonft
are » = (1 — a)*, nehmlich gleic) Dem  adbtren

??.‘wuc{)ef—”;;, jur unendflichen Potens erhoben d. i.
}5 n f‘.u
FI:E P nfhg . nifrg?  nifngt
A==t —== T—=t.
i o maps

I

& =

i

Aoy n*g* n’ g’ n*g?

L T vz T s 3P '1'2_3.#4'?2&
Diefe Grofie ift augenfdeinlich, eine unendlich fleine,
der Hiodften Otbnung, und dividirt man durdh o,
fo wurde man die Cinbeit, gleich der unendlich Flei
nen Grofe, der Hochften Ordnung, dividict dureh die
Snfinitefimale der erfien Otdnung, erhalten, d. i, jez
devjeit gleidy dem Jnfinitefimalquotienten, twelches je-
poch gegen Ddie- Hypothefe frreitet. G ift vaher

X A ;
o0 = T Tz, und z fann nidhts anders, als eine

unendlid) £leine Groge fepn, weshald » und  folgs
fich o7, von der Cinbeit nur, um ecine unendlich fleiz

fie,
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ne, obet verfchwindende Grdfie, verfdhieden ift, big
fir nichtg geadbtet twerden fann,
MWenn jentand aus den Gleichungen o’=1"=2a",

- folgern wollte, baff nad)y gefchehenem Juriucfgang,
* von Sahlen auf Logarithmen, olo = olr = ola, und

vermittelft der Divifion durd o, aud) lo= 11 =i
fepn mwerde,  nehmlich daf das unendliche, negatise
mit dem Gndlichen aquiret, und fogar nichts mwerden
fonne, bder turde fich felbft, in Ddie betruglichite
©pigfindigfeit vevftriffen.

MWer wirde twobhl zugeben, dafy jebe aegebene
Grdfe, durch das abfolute Nichts, dividirt werden
fonnen, befonders wenn das Dividendum felbft, em
abfolutes Nichts ift, die eine Grdfe 3 0. 1. eine uns
beftimmte und fchwanFende darbote, und Feinen Weeth
gabe? — Dieg find Hirngefpinnfte unferes Vevfan:
des, weldhe die unaufloslicdhfren Vermwivrungen etz
jeuqen.

Enhe der Unmerfunaen.

Syftem
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