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Merfrodrdige Sabe und Relationen. 233

Betweis,
Man fese in (13), r = m — 1, weil nun auch
m miR 1
R = ——— WL, o ift = —
1 e m-XR m—zt

und »RN it = 1; folglich die obige Bleichung [richs
tig.
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Bemeis.

et man in (13); m = — 1, fo entftehet Hier
bie erfte Halfte der Gleichung, und aug ter sfen

n=F=23

Halfte in (13) itd *+ —r—ﬁ-—}- und bdiefes ift nach

~ r + 1
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Hindenburgd Theovie der combinatorifchen
Analytit.

X,

Wee fid wbermwinden wird, daf tolgende mit einis
aer Aufmerflamieit durchjuaehen, dem wird die dars
auf vertwendete Jeit, gewiff nie gereuen fonnen —
er twird, (wenn er der Mann ift der entfcheiden darf
alsdann fiderlidher bie pindenbitrgifche Gefins
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234 Hindenburgs Theorie

pung, cine der erfren Stellen, unter den Merfmie
Digen Erfindbungen unferd Jeitalters einvaumen. Mit
Heven Topfer darf man dreift behaupten, daf durd
bicfe toichtige Erfindung, dad GSrundaebiete der Anas |
[nfis betracdbtlich evroeitert, die Priorvitat derfelben
hobher geftellt, die Allgemeinheit der Aufgaben, felbf
in den verwicelften Fallen, aufs Hochfte getvieben,
und die Formeln fir ihre aud nodh fo  feh sufams
mengefetiten Refultate, mit der moglichften fimpliie
tat, in Abficht auf Ausdrucd und Anordnung, Do
freliung und Cutwicdelung, vereinbart — eine Grfi
bung, welche tn Der Folge nicht toeniger inteceefont
und teiter ausfehende Stoffe ihrer Avt sum Nady
benfer in Umlauf bringen wird, afd dDas Kantijde
Meifectivert des Tieffinng, '

2.

"~

%ch foerde Dier die Theotie det comb, Mnalvtif
nicht tn threm gangen Umfange, vortragen — dajf
it mic ber Raum  hier viel ju befdhranft — abit
auch basd wenige wad ich bier mittheilen woill, ud
was ich nach meine Aet gebe, ift gewif fir e
Mathematifoerftandigen Hohft widtig— Mein tethell
uber den TWerth dev comb. Analptif, ift um fo uns
partheiifcher, da ich felbft che ich die weit vorteeflt
dhere Methode des Hen. Veof. Hind. fannte 3. D
bep bein allgemeinen Peoductenprobiem aulf
mande furie und leichte Davfrellung - gerathen Wy
bie in befondern Fallen an' Ceichtigleit wnd gefbiwin
der Dacficllung, gefoberter Glieder aufier der O
nung und independent, der Hindenburgifchen Methy

0
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be nichtd nachjugeben fchienen. HAber fehr gerne ge:
ftehe ich Daf mein Algorithmus, wie i jest mit
pdlliger Uebersengung einfebe durchaus nicht twiffen:
fdbaftlich war, und daher vem Hindbenburgifchen mweit
nachjtehet. Jh twerde ihm alfo gewif nie befdreiben
0a ich felbft jest uberall bey meinen mathematifchen
Unteefuchungen mich gang der Hindendurgifchen Sei
chen bediene,

Mein - combinatorifhe Darftellungen von Permu:
tationen, Combinationen und Vaviationen ge-
aebener Dinge.

3&
Dic Bedeutung dev Worter: Neermutationen,

Combinationen mit und ohne Wicderho-
lung, Varviationen, bhabe ih in m. Audg. von
Cul, Alg. 1 Th. &. 198, 20, gegeben, und idh erfuche
e Yefer fich dad dort Gefagte vorher gehdrig bes
Fannt ju madhen. Folgende Crflarungen fuge ich
Huirgu. '

4.

Die jum Variiven, Permutiven oder Combini
tan gegebenen Dinge werden, wie fonf fchon  qe-
braudlich, nach der Folge

ver Jablen 1, o, Y& 556, M g
odet Der Duchftaben a, b, ¢, 4, e, £, [ AR
dargeftellt. Das erfte "gefehicht nach Ceibnigens Bep:
fprefe, und ift in gewifien Rivekfichten fehe vortheil:
haft, dennod) aber, . bey Combinationen und BVaria-

tionen,




236 Hinbenburgs Theorie.

tionen, die fidh nidht auf beftimmte Rablen oher
Summen begichen, nicht fchlehterdings nothroendig,
Sahlen und Buchftaben, wie Hier freht, mit einanbder
perbunden, werden immer ald Beiget (index) ji
den Formeln gefehit, in Denen combinatorifche Seidhen
porfommen, um nadiuteifen, tworanf die Sahle,
biefer RQeichen fich besichen.  Richt felten ift deo

Jeiger
(If 2, 3, 4 5 6)
[}Ij Cf d} {.rj f:“ g'f LR B :

oDer anvers,

5.

Die eingelnen Species oder Formen von Cenbs
nationen oder Vartationen gegebener Dinge, oot
mit einem gemeinfchaftlichen Namen Complepiv
nen genannt, 3. B, alle mogliche Amben der dre
Dinge b, c und d, tenn Wieberholungen verfrattt
ferden find:

bb, bc, bd, ecc, ed, dd,

jede’ diefer cingelne BVerbindung w jwey oder Ambe
heifit nun eine Complerion, da man die ju com
binirende Dinge entiweder durcdh Buchftaben - ode
Bablen vorjtellt, fo-bat man Bucdhftabenz und Jaly
fen = Complegionen. Die hier den Budhftaben -Coms
plepionen nady dem oten Setger in (4) entfpreden
pen Sahlen: Compleyionen find in ¢ben der Orbnung
folgende, 11, 12, 13, 22, 23, 333

Waven Feine Wiederholunaen verfractet, fo find
nur 3 Complep. moglich, nemlich

b,
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be, bd, cd, Duchft. Compler,
: 12, 13, 23, 3ablen. 2z =z =
linter jenen Rablen:zCompler. mit Wiederholungen,
find melche deren ifferfumme gleich grof ift, ald:
13, 22; Dderen ifferfumme 4 befragt, [n dDer comb.
Mnalptif, ift e8 ofters nothig Complepionen’ ju be-
ftimmten Sablen oder Summen (numeri. dati. f,
propofiti,) darjuftellen; fieht man nicht auf der 3if-
feefumme, fo hat man Compler, fchledhthin (im-
pliciter),

Man wied hievaud fchon abnebmen, as man
unter; Combinationen oder Vaviationen an {ih, (im-
pliciter), ober nad beftimmten Summen, ju
verfiehen hat.

6.

Gutgeordnete Complepionen (rite ordina-
tae) find, in denen Buchft. oder Jablen, fo auf ein:
ander folgen, daf nie ein friherer Budfiabe auf ei-
nen fpatern, eine fleinere Rahl auf eine gté-ﬁerg
folgt. Gie find die Reprafentanten und Stell:
pevtveter aller ubvigen Complep., bdig mit ibnen
einetlep und gleichviel Budhfiaben oder Jiffern haben,
Dergleichen Fonnen nue durchaus bep Comb. vorfom:
men, nidt aber bey BVaviationen, bep denen man
alle mdgliche BVerbindungen sugleich mit allen mbgliz
chen Berfesungen der gegebenen Dinge verfangt,

b,
Diefe Complepionen mwerden nach Claffen geord:
net.  Die erjte Slaffe maden die gegebene Dinge

felbit,
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felbft ald Unionen; aud; jur jtwepten Claffe toerden
Die jtvepbuchitabigen ober joenzahligen Complep,, aff
Binionen, zur Ddritten die Drepbudftabigen ode
drepjabligen Compler., al8 Ternionen; u f w
bie 4, 5, 6, 1. f. v, bﬁg{;;ftf‘[{?i_qell oDey sabligen Coms
pleionen, fur die folgenden Claffen nadh dev Oids
nung, gerechnet,

8.

Alle Elaffen muffen gut geotrdnet fopn, (i
te ordindtae) 0. [). thte Conipleg. (tvein man die daws
mnen vorfommende Sablen, ald Grundgeichen odet
blofie Jiffern, u. fo die ganze Complep. als eine
diefen Riffern beftehende Sabl anfieht) miffen fo of
einander folgen, mwie Sablen tradhfen; e mujn
eine fleinere Complepion, al8 Iahl, auf eine grofue
folgen. Bep dent Comb. muffen alfo bepde, fowel
Gompleg. als die €laffen gut gedrdnet fepny bep d
Bariationen fann das nur bep den Elaffen ftatt fiv
den, und die Folge threr Compley. Dadurch beftimmt
werben,

9.

Alle Compleg. einet Slaffe toerden jit einet DL
fiitna gevechnet, wenn fie mit einen und demfel
ben Clemente anfangen. ©o gehoren aaa, 4ab, add
abb, abe 31 ciner Otdniing, und.eben o bbbb, bbbe
bbed, bede ; jene jur Ordnung a der dritten, Ddieft
jut Otdbniing b der vierten GCombinationsFlofe
(Nov. Syft. Pexm. p. VIII; a0)

10,
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Oft ift es bep Comb. ndthig, iu iffen, wie
piel verfchiedene Gomplep. derfelben, nur abet ver:
fepten Buchft. oder Bahlen, e giebt, wie fie eine
gutgeordnete Compler., al$ Stellvertreterinn - aller
ubrigen, enthalt. Das jeigt die Ve fesungg8zabt
(numerus permutationum) oder Dot Nolopnomialz
coeffigient an; mweldhe Jahl man alfo auf den
Sall ber Complepion verfesien mug. (Cul. Alg, 13hH.
©. 209).

IIQ

Reinzcombinatorifd beift nacdh Heve Hins
denbuvg das Berfahren, wenn die dabey vorFommens
D¢ Bervanderungen, 1) durch biofes Anfesen
ober BVepfiigen 2) durdh Dblofes Wegnehmen
oder Abfondern. 3) durch blofe Y usd- oder Um:
taufdung gewiffer, fo ti¢ durd) blofer beftimm:
ter Anordnung dev ubrigen Glemente, gemadht
werden.  Gie untevfcheidet fich von der gemifchten,
ben der Ofters, (oenn gleidh letchte) Rechrungen vors
fommen,

' s

- i

rift man bep der wirflichen Darfrellung dev ju
machenden Gomb. Atbeit, eine folde gefchictte Hnord-
nung, daf man vurcy_gerade, horizontale und bertiz
fale,. Linien, [leicht fede nicdeve Claffe abfondern
fann, fo wie folaende Glafien durch Llofes Ju:
feen an die borhecaehenden, {fogleich datjus

fteflen
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fteffen vermag, fo nennt man Ddiefes Berfahren
Gombinatorifhe Fnvolutionen (Involutions
combinatoriae). Die durch foldhes BVerfahren betoitfs
ten Datftellungen {elbft, werden haufig, Fnwvolutin
nen oder Goolutionen (befondere Tnvolutiong)
genannt,

%3
aiw Grlauterung von (12) will 1ch Folgenoes By
{piel deutlich auseinander fegen.
Sn Gulers Ginl. jur Anal, des Unendlidyen 1jtet
Eh. §. 360., werden von den continuivlichen Brudr,
o
At —
bofd

c Ty

folgende IWerthe angegeben.
ab f « abc T 82 T «c abed F gad F acd ::'Fi!?j'_ﬂ |
] be T8 bed + ad T ¥b
Dhne den IWerth diefer 3 Briche im geringft
au fchaben, fesie ich die im Sahler und enner WE
Fommende Produfte, und auch die Buchftaben Diefi
Produfte in folgender Ordnung
ab T« abc t «c f a8 abcd‘!‘mcd'{‘&ﬂd'l'ﬂf’_ﬁ
R e She g 2 bed + @d T bz
ich fuge hiesu den auf diefen 3 Brichen, pnmittelde
folaenden gten Bruch, orone aber die Vuchftadt
and Produfte gleich fo wie fie meiner gegenmwartist
Abficht dienlich find.

abede |
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abede | ecde f agde + abye T aye T abed F wcd  wgd
bede I gde + bye T bed T 89

OO Produfte neben obder unter einander frehen, ans

vert ihren Weeth nicht, man fhreibe alfo die partiaf

Produfte, des Jahlers und Nenners des gten Bruchs

; jeden befonders in ihrer Ordnung unter einander fo,

vaf ihre Endbuchftaben in einer geraden Linie ju fte:
hen fommen , fo _erb&[t man
Bahler ded gten Vruchs denner ves 4ten Brudys

a bl cl-dl ey . b]cd'e,,
ulcde.* __ﬁ,dco
el 71 b
a. b.%l e .. GO | A
A L . .53‘.-
egae
a: e - s a8
o ‘ﬁl.a‘{t\‘

. * >

Die hier durd) die eingefdrichenen Winfel abge:
fdhnittenen Fheile, (Coolutionen) geben fogleich Die
Iabler und Nenner der borhergehender Bride, auf
eine fo leichte Urt, dag eine folche involutorifche
Darftellung  gewif jeden, der Siny fiir dergleichen
Untetfudhungen hat, gans in %egci;’rctung feBen n;i:j;
-—5umaIl wenn er erft die Folgen ubetfieht, die Diefe
Snbolutionen im ganjen Gebiet der Analpfis hHaben

&eener dberfieht man fhon aus e
theilter;, dag bep der aufgeftelf
mehr Budbftaben gefchricben weeden, als qerade nue
ju dem grdften unter den batsufellenden Brichen
hothig find, alle Fleinere Dradbe, find miie Diefem ?3‘11::‘

X gleidh

- bem Bier mitge:
ten Snbolition, niche
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gleich dargeftellt. Man denfe fih die Avbeit, o
man nadh) Guler, Lambert oder Lagrange, ny
ven Zoften Bruch in feiner Ordnung, twozu jene i
4 erften find, Darftellen foll — Ntacdh ihnen Fann d
nidht anders gefchehen, al$ man muf alle vorheny
hende wiffen — aber nach der hier gezeigten Darftellun
fann {olded independent gefchehen, dabey toird ni
febon evinnert nicht ein Fota mehr gefchrieben i
purchausd ndthig ift nur den gefoderten 20fren Brs
darsuftellen, daf die vorherachenden 19 Bride
gleich mit  conjtruivt find, ift eine VolFommn
heit Diefer WMethode mehr — E8 wirde an i

Orte nod) unverftandlich feyn, mehr Hier davon by

au bringen — Jcb begnitge mich alfo -an diefom S

fpiele gejeigt gu Haben, daf die combinatorifie dnw

(ptif Dier bey den continuivlichen Briichen etmwod i

ftet, ras die feinften Kunftgrife der Analpfis, b |
alfec Bemuhung eines Culers und Yagrangeth |
her nicht ju leiften vermochte. Wie nabe mwaren i |
nouilftund fambertund Guler diefer Crfindum!
es [bedurfte, mie man fiehet nur einer jmwednb

figen Anordnung der Produfte und Duchitaben, ﬁ?\
die ganze Jnoolution liegt vor Augen. — Ghen ditt |
erfiaunfiche Leichtigfeit erhdhet den Werth der Hi

venburgifchen Erfindung ungemein,

4.
~ Die ZJeichen die Herr Hindenburg bep il
Eheotie eingefubet Hat, finb Lofalzeichen, cov
binatovifche und anbdeve. Von den Fofaljeidd
{ind in unfern vorhergehenden Abhanvlungen bﬂ't‘iﬁ!
' i
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einige erflart, und mwie ich Loffe jeigen diefe Abhand-
Tungen genugfam, toie vortheilhaft der Gebraudy bdie-
fer Seichen uberall in der Analvfid ift. Dabher foll-
ten billig alfe Ynalyfeen fich Finftig dicfer Seichen
bedienen, fo tourde dodh wenigftens der Unfang jur
@infuhrung einer unveranderlichen und jweck:
magigen Beseidbnung gemadht — Sind mwip
Deutfche diefes nicht felbft, Dem berebrungétﬁﬁrbigm
Erfinder fchuldig? — —

Einige der combinatorifchen Seichen, will idhy Hier
vorlaufig mittheilen, anbeve werden beffer, tenn fie
porfommen erflart,

L die Seichen fir die €laffen nadh der Ord:
nung, find fur die Combinationen an fih
(fimpliciter)

!ﬁj J‘B, JCJ !D, fE SR J‘N

o, ‘N nidht etta die fo vielfte Clafe beDeutet,

als der fo dielfte Buchftabe fie im Alphabeth ift—

f})ll?i.‘lf[‘l, unteF ver bier gegeichneten Riqup seigt
fie ulbcrf)aupt Die nte Eé'[aﬁ'e an. *) Nodh erinnere ich

Daf jede Complerion in einer Clajie aus fo piel G lez

menten Dbeftehen muff, als bdie 3ahl der Elaffe,

mithlin dev Diefer Claffe bejeichnende Bucbfrabe
anjeigt.

IL. Die Seiden fir die €laffen nach der Oud-
nung, find fur Variationen an fichs

‘A> JBJ ;Cs {D} ‘E ORI, ]
o ‘N wiederum die aligemeine nte €lafie’ anjeigt.
D2 1L

*) Cigentlich follfe bier nach Hinbder 1
_ A : 1bung - eine vt ges
f;brtebwer Buchftaben fiebn, allein da er in ber i)rgus
aerey fehit jo hat man a8 N begbepalten, dieies ail
. 8ud) bep Den Wariationen, : il
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244 SHindenburgs Theorie

. Fae Claffen au beftimmten Sablen n, m, oby
Summen
Gue Combinationen:
ni‘\_, “B, “C; 1] B e e 40t n M
' =M, bebeutet die allgemeine mte Clafie jur G
me ns . h. twenn diein Devimten Clafje frehenkal
Dinge mit dem im Seiger ihnen corvefpondirents
Sahlen, begeichnet werden, fo follen. die Sumnm
diefer Sahlen in jeder Complepion bder my
Glaffe, alle einander gleich fepn, und n Gy
ten Dbetragen.
Kur BVariationen ju beftimmeen Cun
men m
m4, mB, mC, mp) , , , , mN,
¥. Rablen, neben bden Claffenbudbftaben, wfie
‘Hand, jeigen eingelne Complegionen der Uaf
fen nach ihrer Ordnung an:
A3 E B s (Ore v o 0R IO THn i
und fo auch bep bden Varviationsclaffen.
V. SNemlich *Hn, Dedeutet die nte Lsomplrgiunh!'
gten Combinationsclafie jur Summe r.
SPerden vie ju combinirenden Dinge aud il
rerctt Reiben r, p, qos u. f. . genommen, H
werden die combinatoriiden Darfrellungen, o]
madht, Daf immer bi¢ Elemente jeder Reihe ¥
gebener Dinge in eine beftimmte Verticol
bhe ju fteben fommen,
3. %, die Elemente von p in die erfre

|

|

—— — = g = jIVE pee
et e o e e e e e Dritte
B Ry — i § — b [ er fe Iil

%, .10, pon der Rechten nach der Linken |
s
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Damit man nun gleich fieht, auf welhe
Reife fidh jedes Claffengeichen bejieht und in
weldber Ordnung: fo feist man die Retheneg:
ponenten, p, g r, 5. . . in Deftimmter Ord2
nung gleich uber die Elaffenbuchitaben.

P qp rqp sTgp <. 510D
3. B. A, 2B, 8G;57D . . . . BM

Hicr bedeutet der fepte Budhftabe die mte, Bariaz
tiongclaffe 3u GSumme n,” . aud. den Elementen,
ber Reihenepponenten p, . &, s+ « . . und jivae
die Glemente neben “eimander in vertifal Reihen
fo geftelit, toie' furs, borher gefagt ift.

VI. Die eingelnen Complepionen bder Claffen, mit
ihren VWecrfesungsgahlen, ober Polpnoz
nita!coef'figicntcu, angudeuten, toerden Dden
avofien lateinifchen - Claffenbuchftaben die Ffleinen
gleichnamigen dentfchen Buchftaben vorvgefess:

a’A, BB, ¢‘/C, 0D ., . .00¢r amA, boB, ¢nC, 0"D, .. n™N
&3 bedeutet nemlich, nrN, fo viel als die nte
Gombinationsclaffe jur Summe r, mit der u jez
der ihrev Complegion gehdrigen Verfehbungdsahl.

vil. Oft fommen dic in I bi8 VIibefdhriebenen Jeiz
dhen , aufammen, mie

mI a/AteB . 6B pC.c'CL. R 0N
odet M9, aPAF M, Bk mE, v, .. F MR, noN
Daven Werthe durdh die bepgefuagten Jeiger

X G L ?_ A5 ") odet (11)'2‘3::::) nach ertviefenen
Regeln und conftuirten Tafeln fogleich entivickelt
und Dargeftellt’, audh in Pofalausdruce
puTa,, .qpim (Purd) welde man featt dev Glie-
der felbft nuv (hre Stelfen angiebt) und umaes

fehret
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1 Fehrt verwanbdelt werden Fonnen. Bon {oldy
¢ofafausdricen und ihren MWerthen (Nov, Syt
Comb. p. LI LIL), €8 beftehet nemlich s
Glicd jener Reihen toie WNnON, aus dem nj
ober nten Binomialcoeffizient dev mten Potey,
aug n.ober der Verfebungszahl jeder eingeln
Complegion der nten Clafie und endlidy aug oy,
i 11 I oDet Die nte Combinationsclafie jur Summe n,

IR e 3.'%, mY,a’At B, bIBFmE, ¢I¢

: B (! S ‘
abe

it a ift, da ein cinl

b ' nes Ding Feine Ve

i Bier ift ‘A= gober cg feBungen gulafyim

*B= 120bder ab  MevI. Daabohrn

IC=1rroberaza  DieBerfesungbasde

21 julaffen, foifthie
Ty

ot :B = m%.s .2;ab alle Glemente ghid ‘
i find Feine Berfehud
fratt, affo ift bt |

( = 1.

VIIL Die Diftangerponenten, die ald Jahln \
uber die Budhftaben gefdbrieben werden, dient |
dazu, am durch ihre Bephiilfe gleihnamige 3
den, tie fie [ bi8 VII vorfommen, durd einaw
der ausjubriicfen, vorhergehende durdy folgentt
und. umgefehrt, befeimmte durch unbeftimmte ud
wechfelSmeife. .

' o X, 2Becden bep den Snvolutionen die Elemente

geftellt, daf fie wie Wortée in alphabethifd |

o |
Y17
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Dednung,.vor oder rlicfiodrts gelefen, auf einane
der folgen, fo Peift diefed Ddie fepifographiz
fhe oder alphabethifde Fortfhreitung —
Der Gebraud) diefer ferifographifdhen AUnes
otdnungen, ift in der Analpfis fehr widtig.
Das BVerfahren, nadh mweldem fHierbep bdie gez
fudhten  Gomplepionen, durch Fufammenfefung
oder Abfonderung ihrer Glemente, in horijons
taler, vertifaler oder aus bepden gemifchs
ter Nichtung, fih ergeben verftattet immer, ein
folches BVerbindungsgefes ausjuwahlen,  toelches
das gefuchte NRefultat leichter und gefdwoinz
der herbenfuhrt, ald auf feinem anbdern IWege
ourd) fein anbderes Verfahren, :moglich ift.
Snvolutarvifhe Darfellungen, werden
von andern combinatorifchen durd) J, F unter{chie=
fcbieden 5 jenes fiir Combinationen diefes. fur Ba-
viationen — die legifographifchen Darfrel:
fungen, echalten gu ihrer und jur Bejeidhnung
ver Elajjen
fir Combinationen :Jr, s B Gocsa
fic Baviationen.  J, A, 1B, C ... %)
Wem bicr noch nicht “alles bis jum bHochften

Grad, veeftandlich ift, der wird.im folgenden vole
befriediget werden,

Bers

™) Ts J denten nemlich lexitographifche + Suvolutioten
a1l
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BVerfepungen, (Permutationes),

15.
Aufagabe,

®eaebene Dinge oder Slemente
(1: R TR R )
agbeitid, 6 S TR ek
auf alfe mdgliche Avten ju berfeten,

Crite Aufiofung. Aus der Anfanadcompleyion
abede... oder 12345... fit n Dinge, fude man di
nadft folgende Hohere *) und aus diefer fwieder dif
nachfthohere (immer aud demfelben und qleids
bielen Elementen beftehende) @nmp!e,gmn, u. f. for,
sach fn!qvnbu Regel.

. Man fude von bder Rechten nach der finfen
i, baé erfte Glement, das alg ein niedrigered ot
ffemereﬁ auf ein hdbheres oder grdferes folgt;

I. 3u biefem niedrigern fuche man, au deng
Die ibm sur Rechten frehen, dag nadhfe hohere;

UL Man fese diefes Hdhere Glement (In. in b
Stelfe des niedrigern (1) behalte bdie Gfemente ju
ginfen (wenn dergleichen vorhanden find)  unperan
vert bep, und fdreibe das niedrigere mit den fbr
gen, gutgeordnet, von der Linfen nach der Redv
ten 3u;

V. Die Complegion, auf welche man die Bov
driften (L IL U0 nidht weiter antoenden fann, il
alsbann die [ehte, y

*} Hilere nhey niebrigere Cotmplepisten find Bier it g
fern oder fleinern Sablen gleichgiiltig,
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16,

Bepfpiel. Auf 1234.5-6 ferney 124;"33
folgt 123&65’ 2 Iz.q.ﬁé{:;

und darauf 123 54'6° z I::;6§3

find dann 123564 £ 1:532;5".

ferner 1236&;‘; 5 125‘365;.

0o | Wt _ s
i [ z 123654 : 7 125436
it 124356 : 125463
b ;124365 2 125634
b : ol %
¢ 124536 : 135643

; i . fo,
; bis man auf bie lete Complepion 654321 verfallt,

wo Fein nicdrigeves Glement auf ¢in hoberes folat.
o] Die puncticeen Buchftaben find hier die bepden Gle-
i ‘ mente ber Aufidfung (15, L IL) Da” hier 6 vers
il fihiedene Elemente ju berfeen find, fo geben Diefe
] 1.2.3....6 =520 verfdhiedene Berfesungen., Denft
il man fidh unteerjenen ablen die Nugen von 6 DILTTL
i ' feln, fo betraat die Summe det Augen in jeder|Com:
b \ plegion 215 diefe Summe Fann daher mit 6 Wirfein

.- auf 520 verfchiedene Arten getworfen twerden,

i Ware ftatt der Zahlen - Complerion 123456 die
i Buchftaben = Conplepion, abedef gegeben, fo ftehen

die aufeinander fofaende BVerfesungen nach obiger Res
fi aef fo:

absd¢?l




250 Hindenburgs Theorie

abed Al
abed fea
abce df
2 'biec e £d ’
abecf d o ‘
abcfe d .
i, f. 1. |
Do¢yleich die Buchftaben - Eomplegionen, gang twie dit |
Sahlen z Complegionen behandelt rerden , fo mwird |
dock) faft ein jeder. bie Behandlung der Jahlen [eid
ter finden, toeil man das Fleinete und nadhfe gropus
nberhaupt die ihrer GBrdfe nacdh auf einander folgen
be Glemente, Dbep Sahlen weit gefchioinder al by
sBuchftabent ubérfieht.”” b tourde alfo Hier, imme
ficber gleich YUnfangs, ftatt der vorgegebenen Duds
ftaben = Complerion, bdie nach dem Reiger ihr |
\fpredende Sahlen - Complepion toahlen, bdaraus b
gufuchten Complepionen fchaffen, und nachher wem |
et ndthig ift, alleg in Vuchftaben uberfesen. — Wee |
nigftens ift diefes bey Gomplegionen relche aug pirl
Glemente Deftehen ndthig.
ates Beyfpicl. Nady jener Regel (r3) findd |
man aud) die Verfefungen don 11222 tworin Mgk
alle Glemente per{chieden find nach der Ordnung,

; - 11222]1221242T121|21221|2212T
121228 12221121212]22112122211

N
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Unmetrfung.

Die Aufldfung (15) hat Hr. Hindenburg juerfe
1784 in feiner Worrede ju Rudig. Specim. anal. de lin.
curv.fec, ord. p. XLVI, XLVIL befchricben. Hier tyers
pen immer Complepionen aud Complerionen
abgeleitet, jede nachftfolgende audder unmittel:
bar vorhergehenden, und umgefehrt, Fann man
auch 3. B. aus der Complepion 222¢x, fogleich die
nadftfolgende niedere 22121 herleiten ; aus diefed ties

derdie nachft niebere w. {. f. GQum Unterfchiede puncs
tive ich Hier unterwarts). — Das BVerfahren ift Hiev
alfo dependent , aber gany allgemein und Hat ettwas
Abfolutes., € ift um fo mehr su empfehlen, bda e
die menigften Data crfordert, und man von jeder
gegebenenn Complerion, aufer dér Ordnung, for
gleich weiter fortgehen fann.

Dep den Berfehungen ift diefed BVerfahren rein
combinatorifh.  Das ift aber nicht immer der Falt
bep andern Operationen, o man dadurch jutveilen
auf arithmetifche Summen oder Ergdnjungen ge:
fuhet toird, die fur Buchftaben 2 Complerionen nicdht
immer (toenigfrend nicht fo unmittelbar) die Vequem:
lichEeit haben, tie fir Rahlencomplepionen,

E8 foll daher Hier eine ate Aufldfung ' gegeben
werden, bep toelcher Dednnungen aug Ordnuns
gen, nacdpfrfolgende aus unmittelbar porfhers
gehenden, gefolgert werden; ein Verfahren, das
fich durdygangig, auch bep den fbrigen hier aufau:
fulrenden Opervationen, rein combinatorifch bemweifen
witd, eben fo leicht ift al8 jede andere Vorfdbrift ju

pevs
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pevmutiven , abet in Der Antwendung und in ihren
Zolgen nuglider als alle ubrigen.

17,

Rveite Aufldfung. Dev Gang ded BVerfahy |
geng bep folgenden Deftimmten Fall it tvie man fos
gleich wahenimmt a [[gemein (Inf Dignit, p.78.not.)
Sn der Aufidfung, werden Hier tmmer nut die Dud:
ftaben genannt werden, weil man fich die entfpres 4
¢henden Sahlen leidht denfen fann.

Beaebene Slemente

L, 2, 3, 4
a, b, ¢;d;

1234 abcd]2134 bacd|3124 cabd |4 [‘?;— dfibe
1243 abdc|2143 badc[3142 cadb|4lr 32 djach
v324 acbd{2314 . bead|3214 chadj4f213 djbac
1242 acdbl2341 beda|3241 cbda4l23 1 d bij
1423 adbcy2413 bdacy34y2 cdab |4 ;E d,c[a_E
1432 adcbj2431  bdcaj3421r cdba |4 3|:a_|i d|c|bla

d als emgelnes Ding

1:\3

N e T o AR TR N W

-
2

R

a

a
d
a
da

b]c_[i
b{dc
cbd
cdb
dbe
dch

I, Man febe, toie hier jur Seite, dasg Element

1. Dem d feie man dad nachft vorbergefende
Glement ¢ vor;

Dag gaiebt cd,

die Drdnung ¢ aud

woen Dingen ¢, d, - Yus der Ordnung ¢ findet man die
fols
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folgende Ordmung d, enn man e und d gegen eins
ander umtaufcht, Dasd giebt jufamnren cd und dey
die bepdeén BVerfehungen jweper Dinge, c, d.

1L Den einzelnen €omplerionen cd und de in IL
fege man b vor. Das giebt die Ordnung b, aus
welcher man die Drdnung ¢, und aud diefer ivieder
die Ordnung d findet, wenn man, im erfien Fall
b,c mit ¢, b, im jiwepten c,d mit dic vertechfelt, und
die fo abgeleiteten Somplerionen unter einander
fbreibt, Das giebt jufammen bed, bde, edb, dbe, dch,
die fecdhd BVerfegungen von dren Dingen byc,d.

1v. Den eingelnen Complegionen in III fege man
a por, Dag giebt die Ordnung a von vier Dingen
a,bc,d.  Yus der Ordnung a findet man die Ordz
ming b, und aus diefer die Ordnung ¢, und aug die-
fer die Ordnung d, durd fucceffive Bertaufchung der
Buchftaben b mit b,a und be mit ¢b und c,d mit
d,c und dadurdh alle 24 Verfehungen von 4 Dingen
a,b,c,d toie oben ftehen, wo aber die Ordnungen (nadh
1vV) nicdht unter, fondern neben eimander gefest rots
den {ind.

Gben fo verfafhet man bep mehr gegebenen Dins
gen und mehreven Ordnungen derfelben. Sugleich evs

fellet, Daf foviel verfdicdene Ordnungen ftatt finden
als Clemente gegebert find, und daf jede Ordnung,
gleich oiel Complegionen hat, borausgefest , daf
alle Glenmente verfchieben find , bdenn fonft Hat bdie
Drbnung Ddesjenigen Elementd, weldhes am Sfteriten

in der Reibe der gegebenen vorfdmme, die meiften
Somplecionen.

A8,
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3
wn
ey

18.

Dag oben in 17 und neben I bepgefigte Sche
ma dev Ordnung 4 und 1 oder d und a, zeigt durd
ie eingejogenen 2Winfel, daff Diefe Aufldfung 3u din
involutorifhen gehdrve. ~ Diefe Fuvolution fir vier
Dinge enthalt nemlich jugleid folgende Eoolutionen
(Gefondere, niedrigere Fnvolutionen) fiir ein Ding
d ober a; fir jwep Dinge c,d oder a;by fiie drey
Dinge b,c,d oder a,b,c.. Die Somplerionen gehen
Hier unter fich wie wachfende Sahlen fort, und find
ugleich lepifographifch, daher fann man auch folgens
De Regel der BerfeBung von n Dingen geben,

»Man fegge fur n Dinge a,b,c,d,e,f. .. die 2ife
»feen oder Elemente 1, 2, 3, 4, 5, 6... Schreibedie
Hniedrigfte njifrige Complepion 1234 56...n ud
»alle gleidhoielziffrigre fucceflive Hidhere Complepionen,
Hnach der Ordnung, bis jur HdDijten n...6543:1,'
»0ie fih aus den gegebenen Clementen (ohne eind
Hmeht ald einmal ju fesen) {dreiben faffen: fo hat
mman alle moglidhe BVerfesungen der gegebenen nDins
»gen in Biffern, und daburch aud) in Buchitaben
»s(Nov,, Syft. Perm, p. XVII. XVIIL)*,

Dataus flieft, theils unmittelbar, theils durd eine
Teichte Folge:

=) Die Regel, folgende Complerionen aud
unmittelbar worhergehenden absuleiten. tie
vazu die erfie Aufidfung (15) Anmweifung giebt.

g) Die Formel r.2.3.4....n fiur die Ansahl
ber Berfesungen von verfchiedenen Dingen,

) Die

re
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v) Die Beantwortung der Fragen: die wieviels
fte eine gegebene Complegion. 3. B. 3412 oder cdab
in Diefer Ordnung fep, und foie eine dDurch ifire
Dednungszabl angegebene, 3. B. die 19te €om:
plerion ausfehe?

Dag alles lafit fich auf dem Wege der Snvolus
tion leichter, al8 auf andern Wegen, finden und
beantworten,

19,
Anmerfunag.

Indere Regeln ju permutiven Hat ehHemald felbft
Hr. Hinbenburg in feinen Schriften gegeben,  Heve
Profeflor Kligel, giebt [in dér 1796 von Hindens
burg Herausgegebene Sdrift der polpnomifde
ehrfan, &. 53. ein landeres gleichfalls involutoris
fes Beefahren. — Herr Profeffor Burja giebt in
feinen Afgebraiften ifter Theil Seite 6, 7, 8, u. g,
jwepeclep Aufivfungen, davon” Die -erfte die Comple-
pionen gevade fo toie unfeve 2te Aufidfung giebt —
Sn Rofenthals Math, Encpflopadie, ift das
Burjafche BVerfahren abgefhrieben, ohne Heren Butja
ju erwahnen. — Mehreve Stellen  der Burjafchen
Werke und audh Werfe von andern Mathematifern
find auf foldhe Art von Hr. Rofenthal benust wors
den.  Herr Burja nennt die Permutationen, auch
vollftandige Berwedslungen, (combinaifons
totales) die Anordnung die Midhelfen im 2fen
Lheile feiner politifchen Rechenfunft Seite 19, aufges
frellt, giebt die Complepionen, auch wie bier, und fo

_finbct man Diefed bep mehrere Sdriftfteller, abee

Feinep
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feinet Hat die Involutionen mwabHraenommen
feiner hat fo leichte ju befolgende Vorfdriften geny
ben — feinet hat fo glucliche Anwendungen gemadt
alg Hindenburg.

Bariationen 1berhaupt mit Liederholungen,

(Variationes fimpliciter, admiffis reperitionibus) |

20. *

Aufgabe. Gegebene Dinge oder Elemment ’
(1334567...)
abede fiples
31t vaviiven, oder auf alle mdgliche Arten ju ey,

brey, bier u. {i W, in gut geordnete Elaffen jufoms
menguftellen

(&
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() )
t4 a b c d ajaljala
aa ” ab -iacdad alalalb
(B ba bbb bc bd alafjalc
cg- b e ed al'al biva
da db dc dd H.alalb b
aaa aab aac aad alalp e
z z z z dl'a]l ¢ a
ada adb adec add aral egib
baa ‘bab bac bad aliash 3 e )
z z z : fo B} Bk g
/C bda ‘bdb bde bdd allh A%y
caa cab cac cad ahiheagdag

W
AN
L%
A
L3 Y
W

eda cdb cdc cdd a c ¢
daa dab dac dad arc a a
z 2 Y U e

"dda ddb ddc 'ddd z P
aaaa aaab aaac aaad ar o
D u. f. w, w.b a a a
b a a b
B gia g

u, f. m,

Crfte Aufldfung. I Die gegebenen Glemente
a,b,c,d'fege man, al$ cingelne Dinge (Uniones),  in
die evfte Claffe “A.

IL. Den einjelnen Unionen in ‘4 feie man evit a,
dbann L:r, 'bamt ¢, Dann d por. Dag gieht jufammen
alle Binionen der jwepten Slaffe ‘B,

I, Den et 11 TSP o SR :

: Sen eingelnen Dinionen in ‘B fete man wie:
dev erft a, Dann b, dann ¢, Dann d o, Dag giebt
jufammen alfe Ternionen der dritten Claffe /C.

R 1v.
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1V. @ben fo echalt man, durd) fucceffived Vorfe
gen Dder einjelnen @lemente a, b, ¢, d, vor alle Sey
qionen in ‘C, die Duaternionen der vierten Elaffe ‘D,
por alle Quaternionen in ‘D, die Quinionen dev finh
ten Glaffe ‘E, u. f. . alle ubrige Variationseomply
vionen der folgemden, aud den unmittelbar vorhergy |
Benden, Elaffen. ‘

Swepte Aufldfung. L Die gegebenen einjel |
nen Glemente a,bye,d (gleichfam als fo viel ri.ngrlnr:
Dronungen) fese man in die erjte Elaffe ‘A,

II. Den Unionen .in ‘A fege man fammtlid o
Glement a por. Dag giebt die Ordnunga; aus mel
cher man durch Umtaufchung Des vorgefessten a mi
b, die Ordnung c; und Darvaus weiter, durd Um
taufchung des vorgefetten b mit ¢, die Drdnung c,
und daraus toeiter durch Umtaufdiing der vorgeiis:
ten ¢ mit-d, die Ovdnung d der Binionen der jwey |
ten €laffe ‘B findet. |

1L Den Binionen in ‘B fese man fammilidy M8 J
@lement a pov. Dad giebt die Drdnung a der W |
nionen, u. {-w. alfe tbrige Ovdnungen bderfelben it |
der dritten Claffe ‘C, wenn man (wie in IL) flol |
ver fucceflive vorgefesten a,b,c nun b,c,d fegt. |
| . AV. Cben fo echalt man, durd fucceffives Voult
sen und  Austaufchen der Anfangsbuchftaben abs |
mit b,c,d der vievten, funften und folgenden Clafin
‘D ‘E u. {. w. fammtliche Ordnungen a,b,c,d Jit
nachftfolgende aus der unmittelbar vorhergehenden.

2I.

Nach der evfren Auflofung (hier 20, und Nov
! Syft. Perm, p. XXI,) terden Claffen aus Elafieh |
(A . nad




o
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nach der jwepten, Drdnungen von Didnungen
(und fo mittelbar auch Claffen) abgefeitet, bepde
Berfahren find bier rein - combinatorifch , aud) geben
ihre Complerinnen toie wachfende Zahlen fort, unbd
find jugleich lepifographifch geordnet, S der Day:
ftellung (20, 8) ift ein €lement (d) weniger alg bep
a genommen otden, um nicht die Eolonne 3y lang
su machen, Des Fovtgangsgefe (fir noch fo pier
Elemente) liegt dennoch flar und veutlich por Augen,

22,

Die Aufidfungen (20) der Aufgabe paffen bepde
auf die Hier (20,4«,8,) borgelegten Echemataq, Sudef:
fen find bepde Darftellungen fehr von einander pers
fchieden.  Fn Der evfren werden fip jede einzelire
Complepion die vovzufesenden Glemente mit den f6piz
gen immer ganj in bdie folgenden Claffen hinge:
fdbrieben; in dev andern werden, fe die Comple-
tionen der ecfren Ordnung a, diefe 2 den sugehirigen
Complepionen der vorhevgehenden Claffe nur popr-
die ubrigen Ordnungen aber, gans ansgefchricben,
Darunter gefesit. Das giebt cine grofie Berfiirsiing
und jugleich eine Snovolution in aller Korm. @
frellt, eben fo wie jene, Gummen pop Claffen, abep
auch eingelne Clafen, aufer der Dedrung par,
und jeigt bepder ufammenfhang durd) die Figuelis,
he Anordnung mit eingejeichneten Winfelyn.

23.
Die Bartationscomplepionen in (20, «, 1ind &) be-
sichen fich fammtlich auf dig eingige Reihe der ges

X 2 qebe:

L}

'ii'..
|
Cilth

b

il

et i |
it |
i
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gebenen Dinge a,b,e,d. ... pon Denen, alfo in jeby
Glaffe alle Combinationen mit alfen BVeefepun
gen jugleicd vorfommen. Das wird durd

JA.]I..JBT;CT;DTJE.“_E_,N |

Vi e S0 R o o TREE
(a, b, eonds e f,_,._)

angegeben; durd) Sefiung nemlich der Claffen,
Bepfiigung der eingelnen. durch Vartation zu verliy
denden Elemente im Jetger. Over mit andern Wet |
ten, Sene fombolifche Darjtellung ift nichts andes
alg die “Jufgabe in zo.

24.
Man Fann aber auch, wenn mehrere Reihen bon
&lementen

1, .2, 3 4 5 6, 7. ] \

Ifn, TR - R PR SR LR — Pi]

-iﬁ, B, C, D, E, F, G .., =¢qp
] u}a; by L, b; €, f_- G oeaes = rI |
i 'Lgl‘; %; @; @; @; IS; @ e — gj |

i, 4. &c,
aegeben find (wie bhier jeigerformig [wu]‘nmmeur'
frehen) bdie Aufidfungen (20) obne alle Schwietight '-
fogleich dabhin modificiven, daf jede einjelne Com
plegion ein Ding diefer Neifhen enthalt: die Uniond
aug -p, die Binionen ausd q,p, die Ternionen aug £
vie Quaternionen aus s,;r,q.p u. f. w. fur Variafiens
complepionen folgender Claffen und mebhrever Elemen
tenteiben. Man darf nur den Glementen abye... M
fepte Stelle in den Complerionen die fie (in 20.%4) |
fhon haben, lafign, in die jwepte Stelle aber 4,5C. |

L
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ber combinateriichen Analytif. bYef |

find tn die dritte a,b,c... und in die vierte A,B,E. ..
u. f. v, ben Gomplegionen vori mehrern Stellen, fe:
gen, ober,” mwabrend der Aufidfung und Darftellung
felbjt, sum BVorfegen und Umtaufden , unmittelbar
gebrauchen. Das anbdert, tie man ficht, nidhtd in
pen BVorfchriften der Aufiofungen (20) weil man eben
fo leicht A,B,C... und g,b,c... und A, B,C... u. f .
alg a,b,c... povfesen und umtaufden Fann.

25,
Auf diefe Art erhalt man
(=) (&)
r‘}; e e R 2 [ alAda
Aa Ab Ac Ad AlalA|D
. Ba Bb Bc Bd i. A]q |A le.
‘B ga. Chi Ce ied Alaq |B  a
Da Db Dc Dd Ata|B b
“aAa aAbaAc aAd Ala |B e
ST S S Aia Cc a
#Da aDb aDc aDd i Adalc B
bAa bAb DAc bAd Sl T R
z z z z N 1D ?AT
bDa bDb bDe bDd A6 A 7b
¢Aa cAb cAc ¢Ad ALb A" .
j‘g? ¢Da ¢Db ¢Dc ¢Dd W, A [0 C e
0Aa DAb DAc DAd Wles Aicn
z z z z ) ) PR | b
pDa dDb dDe DDA =1 -
P Aaradasb Aahc Yard Wle C-o
W . mw, 03 JR N
PH.a A b
. f, f,
und

e

=

i w——

s s

=
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und fo Fommen hier immer die Glemente jeder Reife
gegebener Dinge in eine beftimmte Verticalreihs
3u ftefen; die Elemente von p in die erfte, die poy
q in die jwepte, Die von rin bdie dritte, die von |
s in die vierte u. f. w. von der Rehten nadh da
\ finfen.  Damit man nun gleich fieht, auf mwelde
Reihen fich jedes Claffeneichen bejiehet und in el |

cher Ordnung: fo findet man hier die ﬂteibeucgpu}

nenten p,q,r,s...(24) in beftimmter Ordnung glid

_ tiber die Claffenbucbftaben aefest. [

26.

Here Hinbenburg hat von diefen fo angeordie
ten Complepionen aus den Glementen mehrerer ek
ben, fehr bHaufigen Gebrauch in der Anmwendung g
macht. Dabin gehdren die Tafeln (Infi. Dign. p: 172
177 {feq. und Nov, Syft, Perm, LX. und LXIL feq.) D 1.
3ablen in den bortigen Sabhlencompleyiones
find wicklich variivt, d. i. auf alle mdagliche Yot com
binivt und permutivt. Die Antoendung aber auf mf |
vere Buchftabenreihen wie hier in (24, 25) giedt bl

I Combinationen der Clemente diefer Reihen.

27. |
Vaviationen find unter allen combinaforifis |
Urbeiten die leichtetens in meiner Ausg. von &
fers Afg. 1 ThH. &. 201, findet man von miv eine IV
bere Methode gegebene Dinge 3u  paviien, Hf
Burja nennt die Bariationen, meitlauftish

Berwedfelungen (combinaifons vagues); (W

braiften 1 Eh, S. 136), L-
Gine




eife

he

bott

bon
Dt
elde |
foels
Epes
[tif ‘

—
P
- e =

=1

=
=

=

ber combinatovifchen Unalntif, 263

Gine fehr finneeiche Bemerfung bes Heren Pro-
feflor Hinbenburg,  ift- anc - diefe; baf die Regeln
sum Wariiren, und daher auch jum Gombiniren und
Permuticen , feine andeven find , alé die allgemeinei
Gefene, nach denen der Verftand: yahlt. Denn toen
man 3 B. in der Defadif von o bis 9 3ablt, fo
braudht man daju jebn eingelne Iiffern. 3ahlt
man nochmald von vorne aber smwensifrig, nemlich
00,01,C2, 5. 09,10,1T..99, fo fhat man alle Bariaz
tionsamben pon ehn iffern gemacdt.  Fahlt man
nodymalg von vorne gber dreizifrig, nemlid) eco,c0r,
002 ,... 009,010,011,012 ... ©99,100,¥01,102...999 fo
hat man alle BVaviationgternen von jenen sehn Jifern
formivet, 1. f. f. Hiecher gehdren aud) die nuplichen
Bemerfungen von

Sahlenfpfteme in unb wmeinanders Fovejdhreitungs:
aefes filic Jahlen.

28.

Doadifde  Triadifdhe Spftent.  FTetradijde Softem.
Spftem.
o I 0O, L Fi 2 & e 5
oloolotr|  _Cloojor|oz 0 -:>o1ortlo: 03
—— ] — — —— | — s | | — |
10} 11 1olr1|12 1of11]12}13
I loofol 20121 (22 20 ; 22123
1011 1|oc|orip2 30[31|32{33
i fellfolc o] IOLTL] 12 1toolo1{oz2]|03
=l ok e | e e e Dy
10|11 2021|122 iojrzfiz|13
I1 loojol 2 oo\ol 02 solat)az]22l
of11 1ol11f12 _E-;_;iq‘:l'ﬁ
10|11 0, At
bl
¢, 16,

(&
b
&
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Dodefadifdes Spftem,

o Agte GES- T B0 R At - IS e TR

1 2
oolor|o2|03|o4]05]06 |c7 |08 o9 |0z |oefie,
7o 12| a5 6 | o
5121153 4 55
30/31132|33343536 (3713813932 3¢
40141142 143144145 (46147 |48 49 | 42| 4
5051152153154 55156|57 (58|59 52 {5 e
6061 162163164165 661671681696z|6¢
] ) e e
80|81 18283847 |36 57| 95 89 42 | e
90191192193194(95196 979899 [ 97 (9
Z0 |21 |22 |73 25 26 z7{28fzg |2z | 2e
ISk el | i
1C. 1C. €.

Diefe figheliden fammtlichen combinatotiiftn
dnorduungen jeigeny gweniifrige Gefepe, fi
bag dpadifche Softem im erften, fir das Teiv
Difche im swenten, fiiv das tetradifdye im Dty
und flir dag Du odecimalfyftem im pierten Paval
lelogramme, mit den tberfchrichbenen Sifern o, 1, 314
§ 6.... al8 ¢infadhen Grundjeidhen, Dud

Pie bep den 3 erften Pavallelogrammen, 3ur St |

bengefchrichenen o, 1, 2, 3.... wird die Fortfdrer
tung der Zablen in” jedent Spftem nadh der O
nung, deutlich nachgemwiclen.

snsbefoudere gehout bicher dag pierte Parallele
grart, in Form cines Duadratd, mit den Hberfdrie

benen Grundieichen O I, 2, 3u.v.G, 2, @ (z undé |

find angenommen rite und 12te Grundjeichen) M
itwdlftheiligen Jahlengebdudes, in :verdwnj
jugleid

'|



fith

fie |

ttn
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sualeich alle Eleinere, von weniger ald 12 Grund:
seichen, enthalten find und deutlich vor Augen liegen,
fo wie alle grofiere, von mehr alg 12 Grundieis
chen, Raraus fogleich Hergeftellt werden fonnen. Das

10 1Y

swepjifrige Gefes von jwep Grundzeichen (ieqt
00 oI

oben [infer Hand; Daraud entfteht, durch Anlegung

02
ded8 Winfels oder Gnomons z Dag gwep;ifrige
20 7 22
: 00202
Gefess von drep Crundseichen 2 =  und daraus,
0722

W
O

]
(=]

o
durdy Anlegung des Winfeld oder Snomons :3 bas

30:33
00203
poenjifrige Gefes von vier GSrunbjeidhen = 2 u.f. .
| 30733
Die Gefege. von 5, 6..., big auf 12 Srundjeichen,
fur das dodefalifhe Spftem, weldes Hier volljtans
big dargeftellt ift. Aus dem dodefadifchen , findet
Qe

man, durd) Abnehmung cined Winfeld -, das
€0z ee

goepsifrige Gefess fur dag hendefadifche (xrifris
g¢) Jablengebaude,  Aber durd) Anfegung eines
neuen Winkel oder Guomong, wirde man, fir ein
angenommenes 13tes Grundzeichen, dad jwenzifrige
Gefes fie Das drengehntheiliae Sabhlengebqude erhalten

u. f.ow. fue mehHreve Grundieichen und Jahlenfy-
fteme.

1291.
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29}
Diefe figurliche Darftellung der Jabhlenfofre
e in und umeinander, seigt alfo eine mwafe
Snpolution. Hudy hHat Herr Hindenburg di
Grfcheinung juetit bep Dden Unterfuchungen uber di

Sahlengebiude wahrgenommen ; diefe und abnlide |

Mnordnungen (in quadratifchen, rectangularen, trian
gularen, polpgonifchen, regularen und icregulaten,
Sormen), hat er bey feinen Unterfuchungen uber dit
mechanifde Fortfhreitung dev Sahlen, bep verlanai
Zahlen 2 Auffuchung durdh = Abgahlen nach Faceen
oder Deren Abmeffung nad vorgefhriebenen Diftans
jen %) vielfaltig benugt; den Wortheil, den fie aud
in det Combinationslehre gewabren fonnen, evfamt,
und folchen tiber die gefammte Wiffenfchafe erfrndt.
um fo mehr, da aus dergleidhen Darftellungen, dit
Gefege Der Fovtfchreitung der Jahlen, nad) jebem
Gofteme, in der Ordbnung und fprungmeife, fogltid
in odie Augen fallen, die ¢r dann jun' Grunk
feiner neuen Combinationslehre gelegt hat, bey foel:
der gut geordnete Complepionen und Clajfen it
Qaflen wacdhfen oder abnehmen. Nov. Syft. Perm, IX

4 20

wi
-

30.

Der Sefolg davon tar in der That aufierors

dentlich. Denn nun crfhien die Gombinationsleht
auf

¥) Hindbenburgs Befdjreibung einer neyen ﬂ!'_f
Qahlen durch AbsAhlen ober Abmeffen i I
Dem, Leips, bey Cynfius 1776 mit Kupf. und eyl
gen,  4r. 8. :
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ber Combinatorifden Unalptit, 267

auf einmaf in der urfpringlichen Simplicitat, die iht
als felbftandiger Grundmiffenfdaft ju:
Fommt, ‘aug toelcher die Arvithmettf und Analpfis hers
gorgehen., Die Regeln der fo einfacdhen combiz
natorifchen Operationen [iefen {ich nun feht
fury abfaffen, und waren auferft leidht, [leidhter als
vie fchon jufammengefettern arithmetifden
Operationen, die nur bedingte combinatorifdhe
find. Bep jenen nemlich berubt alles auf bloficr
Sufammenftellung, Oronung und BVerfebung det
Clemente ju Complepionens; bep diefen hinge:
gen  muf jugleidh mit auf Derfelben Defondere
Werthe, Lagen und Bejiehungen, wie fie als
Safhlen auf und in einander wivfen follen, NRid-
ficht genomnien. toerden. IWas endlich uber alles toich-
tig ift, Die ausgedehntefte Anroendung der Combinaz
tionslehre auf die Unalpfis war nun eine natdicliche
und nothiwendige Folge einer foldhen Hmanderung,
und jog Die Criindung bequemer combinatorifcher
und andever harmonitender Jeichen (Nov. Syft. Perm,
p. XXXII, — XLIX.) herbey, die gleich gefchicft find,
die, groptentheild neuen, combinatorifchen, einfachen
und jufammengefesten, Begriffe (Ebend, p. WV.—XV)
fury und deutlich darjujtellen, und ju Lofal: und

combinatorifch » analptifden Smmeln ficd
anocdnen ju laffen.

Diecbep ward die Einfuhrung
© Des Jeigers (index, indiculus)

L, 2,3/ 440\, £, 9 Geva
(a’ b' L d"‘*‘) ? Obet (b: c: 3: E‘IQQ); 2t

unengs
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wnentbebelich s~ die fimpelfte JNachtoeifung, bdie may
fich denfen fann.

Die von Hinbenburg (Inf. Dign. und Now Syl |
Perm.) angemwiefenen und mannigfaltig benugten Vo
febriften gegebene Dinge

I, 2, 3, 4)

A a0 T
st permuticen, combiniven und variiren
fubren auf bergleichen Snvolutionen, tovon  obe
fchon Proben geaeben find, unbd mweiter Hin etwod
naher erwogen mwerden follen.

31.

Combinationen nberhaupt, mit Lieberholumgen
(Combinationes [impliciter, admiflis repetitionibus).

Aufaabe

TR ¢
Segebene Dinge ober Slemente |
(123456?....\ |
2-bred ok Ei
su combiniten, oder, nach jwep, drep, vier u,f.
perbunden, in gut geordneten Complepionen und Elal
fen Davauftellen.
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oy ) 0
J b ¢ d afJajlala|a
k. aa + ab ac ad ala Fda b
s bb be  bd W.alafa|a ]-::
‘ ‘B cc edi alaldlp b
dd &1a ra‘wwrb e
aaa aab aac aad alalalc ‘e
U abb’ abc abd 2ajalb b b
| acc acd e b . s S
L | add f. a9al1b: ¢ ¢
‘c bbb bbc bbd alale €& ¢
bee: bed 21D by b b
bdd alb b b C
gcec ccd Flb - bed' ‘¢
cdd P U R G
-ddd Al esiciage e
| aaaa aaab aaac aaad Wb biggh b b
| N u. f. 1, bbb b b e
b: b.ib.c ¢
Wi i
!
I 324

Grfte Yufldfung. L Die geqebenen Elemente
fege man al8 eingelne Dinge (Unionesy in die evfte
Elaffe ‘A,
1L, Der Union a (in “A) und allen folgenden, feme
man a; Ddann. der Unidn b und allen folgenbden, c;
u. . . vor. Dasd giebt jufammen die Vinionen der
jwepten Combinationsclaffe /B
. Den Binionen in ‘B der Ordnung a und aller
‘ folgenden, fege man aj Denen der Ordnung b und
allee
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aller folgenden, fefe man b; Benen bder Dronung ¢
und aller folgenden, fefe man c; w. f. w. vor, Dy
giebt jufammen die Ternionen Dder Ddritten Combing
tionsclaffe ‘C. ’

IV, Eben fo findet man, durd fucceffives BVorfy ‘
gen Der einjelnen Glemente abe.... (immer pon bm\
Gomplegionen der Ordnung anfangend , die mit den |
vorjufdreibenden Buchftaben gleidbuamig ift) biy
Gombinationsclaffen ‘D, ‘E u. f. . fede folgende ay |
der nadft vorhergehenden, alfo die nte Claffe aus b |
(a — 1)ten,

33

Swepte Aufldfung. I Die gegebenet ein
selnen Glemente (gleidhfam ald fo viel eingelne Dils
nungen) fege man in Die erfte Claffe ‘A.
II. Den Unionen in ‘A fege man fammtlich daf |
Glement a vov. Das giebt die Ordnung a; qus wil ‘
cer man, durch Umtaufdhung des vorgefesiten a mi |
b (von der Binion an, wo juerft jwen verfchiedent |
Elemente porfommen) Die Ordnung b; und aug div
$ fer, durch Umtaufchung ded voraefesten b mitc (von

& der Binion an, wo juecft 3wep verfchicdene Glement

! porfommen) die Ordnung c; und daraus eben fo dit
Ordnung d; u. . w. der Binionen Dder jwepter |
Claffe ‘B findet.

I11. Gben fo findet man:

1) Die Ovdnung a der dritten, 'dierten.,.. uber
Haupt der nten Slaffe, tenn man den {ammtli
chen Complegionen der (n — Dten Elaffe, a vov
fest s

g) Dit
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2) Die Ordnungen bed... der nten Claffe, aus
den Ordnungen ab,e... derfelben €laffe, twenn
man in den Gomplepionen der nachftvorhergelen:
ven Ordnungen (von da an, two juerft die beys
ven Anfangsbuchftaben nicht einerlep fondern vers
fchieden find) in die Stelle des erfien diefer beys
pen Anfangsbuchftaben den nachitfolgenden Ords
nungsbuchftaben fest.

34-

Die Yufivfung (32) fir die Combinationen ift von der
erften Aufl. fue die Variationen (20) blof darin unters
fchiedben, bdag die Budbftaben b, d... BHier niche
(tote Dort) allen Complegionen der vorhergehenden
Claffen fue die folgenden porgefest werden. Die Yuf-
ofung (33) ift mit der joenten Aufl. (in 20) was die
Befrimmung der Ordnung a in jeder Elaffe anbetrift,
vollfommen einerlen, und weidht nue bep den fibrigen
Drdnungen ab, bep denen nicht alle Complerioneir
der vorhergehenden gebraudt werden. Vepde Aufioz
nacdhydem man die figurliche Anordnung bep ihnen fo
over andevs (22) irifr, fuhren auf die Darfrellungen
(31, «,8)

35.

Die Auflofung (32) hat Hindenbnrg (Nov. Syit,
Perm, p. XIX. 10,) aus einer noch allgemeinern aus:
gedruckten (Gbend. 8.) abgeleitet, Die Datftellungen
(31, «,8) gehen Nbrigens tie jene der Wariationen
(20) wie wadbfende Sabhlen fort, und find jugleich fle-

rifo:
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gifoaraphifd geovdnet (Arch. ber Math. . IL &,
1?8. S‘?fo)r

36.

Das Gefes der Combination, und die Fortfhreis
tung bep mefhrevern Dingen und mehreven Clafien,
fallt, fo tvie die Involution felbft bev A-und tie fi
(in 31 -bep « hier nicht gejogene) vertifale Yiien,
neben den Gnbdelementen ab,ed.... fich jeigt deutld

| in die Augen. Diefe Darfrellungen, geben BVevanlefs |
fung 3u mannigfaltigen Beobachtungen und Folgeruns '

gen, in Begiehung auf Anfangsz und Endjifern, hu

vigontal und vertifal fortfchreitende Somplepionen,

@ntwicfelung Tolgenbder Glaffen aus vorhergehenden,

folgender Gomplerionen aus voifhergehenden, in o

vijontaler und vertifaler fage, Anzahl der Compls

gionen fiberhaupt und fur jede Glaffe ing befondert

fiie jede Defiebige Menge gegebener Dinge . f. 1

(Infin, Dign. p. 19 — 23),  Hert Buvja findet nad

feiner Regel (Alg. 1 THL, &. 137, §. 23.) alfes vol

fommen fn' wie hier (31, ) bep ihm hHeifen Ddiefe it

L von Gombinationen, mittleve BVermwechfelungtd

'z (combinaifons neutres).
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& PBariationen u beftimmeen Summen, mit Wie
perholungen,
(Variationes numeri propofiti, admiflis repetitionibus)
| 37
m, Aufgabe
fit | ] T ;
A Die Baviationen 3u beftimmten Summen, aug
4 ben Clementen
i | (I - 2 Y N
/ | arbiesd e F...
s in gut georbneten Glaflen dargufiellen,
i Claffen Eomple, Lerifogr. Complet,
iy fiie *%F fie
f - Fa:}.a|a la | a
D = : e
‘ ad aflafa|b
(! =
A 5 bc ;A: u. & & b +
47} B Cb a 4 e
L : da
il A: AEDT S ving
9 | aac TRl 1A
|u:
1 abb T (e
& daca
i aijd
i C b [ —
fi5a Eheea wni-a
caa R g T B
aaab & b b
: aaba Lb e
kv
abad g fc a =
baaa C ILc b
3 aaaaa > o
E JD o, d."a
5w
JE: 2

4 @ 38,
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38.

Aufldfung fur ‘_’}’_,*A'{' "Bt Ct Dtk

1. Das ste Glement e feRe man, al8 eingelne
Ding, in die erfte Claffe *4.

i1, Die Complepionen der joepten und aller fols
genden Claffen beftimme man nad) ibren Ordnungen:

1) Die Ordnung a der nten Elaffe 3u finden, fov
e man jeder Complepion der (n —x)ten Claffea oy
und vectaufche den lehten Budiftaben der Complepion
mit dem nadft vorhergehenden des Seigers, mit le
bergehung derer, die fich mit a endigen. *)

2) Die fo gefundene Ordnung a giebt bdie Db
nung b, Ddiefe Die Ordnung c, u. fi 1w, derfelben
nten- Claffe, wenn man 1urfeﬁm in den Complepios
nen D¢t nadbftvorfiergehenden Ordnung, mit Uebigy
bung derer, die fich mit a endigen, den erften Buwy
ftaben jeder Complepion mit dem nachiifolgenden b
Seigerd, den leten Hingegen mit dem ndchft porhiv
gehenden vertaufcht.

II. @o findet man ausd e in *4 (nadh II, 1) 4
und daraus (II, 2) be; wnd daraus cb,” und daraws
da, bdic Ordnungen der jwepten Glaffe,  deven el
bier nur qué einer Complerion befteht. Ehen fo v
geben fich die Ordnungen mit ihren Complepionen Mt
pritten, und ubrigen Elaffen.

. 39

*) Gcb babe Bingugefent mit ebergehung Dereh
Die fich mif a endigen, Hindenburg Dhat Dbicjes
wabricheinlich ausgelaffen, mweil bey einer foldhen Gomv
plerion ed fiir Den lesfen Buchtaben Fein ndadfvorherd’
benber u vertaufchen giebt, (Der polpsomijdd
Lehrfas, &, 177+ 34)
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39

Die Aufldfung (38) ift einerfei mit det (S.258.)
nur daff Hier noch die lepten Buchftaben der Comples
gion beranbdert werden, welches dort nicht ndthig war;
Cauch werden dort feine ubergangen) *). Man Hatte
auch Ddie Elemente a,b,c... den Complegionen nach
(&.257.) borfetien, und diejugehodrige Umtaufchung
bes [egten Clements vornehmen fonnen.  Dadurdh
aber mwirde die, Yufidfung an Simplicitat und Yeich:
tigfeit ettas verlobren haben, diefelbe auch nicht rein
combinatorifch, wie die bier (38) aufgefairee, geblichen
fepn.

49.
Muflofung far
T =rd T BICLDTE
Die Complegionen jur Summe n werden hier aus
venen jur Summe (n — 1) auf folgende Yut abge:
leifet,

L. Man fege allen. eingelnen Complerionen der
Summe (n—1), das erfte Slement derfelben mit dem
nachitfolgenden deé Jefgers, und fdreibe jede Com:
plegion, die diefe Vevtaufhung aiebt, in ibrer Ords

S 2 nung

*) Bey einer Wiffenfchast die o wew als biefe 17, muf fes
et der nicht Crfinver dawon i, fich mit aller Behuts
fambeit ausdricken — i) habe mich daher timer genay
an die MWorte und Ausdrike des Cefinbers gebalten,
ber bie Gache gewif beffer als jeder andere gberjieht —
ich I;-.;Ife._r-j daber far Dicht bier anzuseigen,  bag ich
ibas in Qmmmen; fiebt sugefert habe, ba eg ‘min noch
einel eharabterifiijehen Unterichied ditnkte,

o el 1
et
T e R T L ST R e

I
STy *4 e e B b

[ =, —aais
-

g ey ey o ek
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nung , unter die Complegionen die I fchon vovherge
aeben DHat.

41.

Da bey den Budhftabencomplepionen ju befrimm:
ten Gummen, diefe Summen fich auf die Ordnungs
sablen begiehen, toie fie im Snbdeg oder Seiger, (37)
Sber den Budbftaben ftehen: fo erbellet deutlich, af
enn man dag Glement a (ober 1) Im erfrery Winkel
(37) fept, man, nad dem obigen Verfahren (1, 1)
pon da auf die Summe 2, und von Ddiefer auf M
Summe 3, 1. f. . auf die Summen 4, 5...n fuo
teffive fortfchreitet. Diefe involutorifdeSue
ceffion, nach welcher man vorhergehende ud
folgendeWertheinundumeinander fhreidy
ift gleichoohl mit einer abfoluten Fndependin]
pollfommen gleidhgultig Qlech. der Math. H. 1L &,
324, c¢.) und fo fhreibt man nady ihr Summen von
Glaffen eben fo Teicht al$ ecingelne Claffen, und umgy
fehrt, ober vielmehr, einsg ift mit dem andern jugleid
gegeben und innigft verbunden,

42,

Damit man bden Unterfhied jtoifchen vein um
nidt vein combinatorifches Verfahren bdeutlich einfe
hen mag, fo will i bier nodh folgende Hufldfund
von Der Yufgabe (38) mittheilen.

Aufgabe I). Aus einer gegebenen Variations
complepion die nachftiolaende Hdhere gu fcbreiben.

Nufldfung 1. St die leste oder nicdright
iffer der gegebenen Gomplerion grdfer als 1, I

iin{)c
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ziehe man 1 von ihr ab upd adbive I gur folgenden
Qiffer. Die bepden fo peranderten Jiffern iy ihren
Gtellen, mit den ubrigen, fammtlidy unverdndetten,
geben jufammen die vevlangte nadft [Hohere Comples
Lion.
So folgen 1114
1123
1132
1141 auf einander
2) Sft die fepte Siffer der geaebenen Complepion
1, odet find mehrere iffern Dderfelben rnebft ter [eh=
ten; hintereinander 1, daff alfo. die Complegion
fich mit T ober 11 odet ¥Yrr obder 1TIT 1. f. W: enz
diget: fo erhobe man die nachfte stwepte Jiffer
pon der 1 in Der Hodhften Stelle, vorwarts, laffe die
Jiffern neben der echdheten linfer Hand (twenn e
noch Dergleichen giebt) unverandert, in die Stellen
aber rvedhter : Hand Ddevjelben fefe man. durdge:
hends 1, Dbig in die lepte Stelle, in die man das
Complement jur gegebenen Gumme fest, das aud
fepn Fann,
Nuf 1415 ‘auf 12311  quf s1211X
folgt 1213 folgt 131125 folat 521111
u: dDarausd 611111
3) Giebt red aber feine nachfte jwente Jiffer
portndrtd von der 1, (oie fie 2 Beftimmt) fo ift die
gegebene Complepton die [efte threr Claffe.
Go ift in 611x11 Dte Fiffer 6, die erfte vadh T
qugleich Die in Dev Hodbften Stelle, nad twelher ¢8
affo
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affo €eine Hbdhere, und folglih auch Felne jtwente

Jiffer vortartd von T qeben fann,  Die geaebeng
Somplegion 611111 ift alfo die Hochfte und [leste if:
ver Elaffe.

Sufaf, Die erfte und niedrigfte Complerion
einet €lafie, 3. B. der Claffe k jur Summe n, findbet |
man, wenn man (k — 1) Cinheiten neben einander
fchreibt und in die legte ober niedrigfte Stelle das
Complement n — (k — 1)=n T 1 — k jur Gum
me n fest. Fir k = n ift Die§ Complement felbft 1,
und e§ giebt nur eine, ausd lauter Ginfen befie
hende Complegion diefer Claffe, die jugleich die lehte
Glaffe von allen ift.

Daraus flieft unmittelbar folgende

Aufgabe 11,  Alle Complepionen jur Summe
n ¢inet veclangten Variationsclafle k, gutqeordnet ji
fchreiben,

Auflofung 1), Man ({dreibe (nach vorigem
Jufase) die erfte Complerion der verlangten Elaff,

2) Die hoberen Complepionen folgere man dutd
Anwendung (bon 1 und 2) der Aufldfung dep bork
gen Aufgabe I, bi§ man (nach 3) auf die Hdchfte und
leste Complepion derfelben Clafle verfallt,

Anmecfung, Sede der bepden Vorfcriften I
und 2 der Aufgabe I (aBt fich fir die Aufgabe L
oft mehrmal Hintereinander anwenden, fo lange nam
Hich die in 1 und 2 feftgefesten Bebdingungen vorhans
den find,  Anch dadurch wird die an fich leichte Dav
ftelfung noch mehr celeichtert, telched bep grofen
Jablen, wo der Fall haufiaer vorfomme, um fo o
aenchmet ift,

By
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Bepfpicl. Fit n=7 und k = 5 Oder:
die BVariationscomplepioren far
*H
(F234..5)
Diefe find, nach obigem Berfahren

i fchreiben.

I1I13 | TI3II | 21112
11122 | ¥2112 | 2T12%

II13I | 12121

*

1

t2
f—
-

112121 T2211

B« 2

=i *

IX

7
=

11221 | I3III ¥ JIIIX

Anmetfung., Hier ift 3}111 vie [ete und
hochite Complerion der sten Clafe jur Summe toeil o8
Bier feine gwepte Biffer nad der (hier punftivten)

Bdchiten 1 giebt. (Mufa. I 3.) TWirde man aber ftatt

3;1'[1 fchreiben 63f1u, fo Fonnte man dic Regel(2) wiez
Der antoenden, und fande fo rxrrre, die etfte und nie:
drigfte Complepion der folgenden 6ten Clafie, aus
der [eten und hHoditen Complegion der unmittelbar
vorfergehenden sten Glaffe; aus weldher man, wie votz
e, die folgenden derfelben Claffe weiter ableiten fann.

Ginen folchen lebergang nennt Here Hindenburg
de ductionem ex Claffe in Claffem, Gt findet auch, in
feiner Art, Dbep Dder in natdrlicher Ordnung, nad
oelchem Sahlenfoftem man will, gefcdhriedenen Jahz
fenveife fratt, toenn man von mjiffvigen ahlen ju
ven (mt1)iffeigen fortfdrettet.
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©o giebt 3. B. im defadifdhen Spftem bdie hidds
m—3x
fte myiffrige 3aHl 999... wenn man daflr (e

1

n
0999 ... die fleinfte (mfD;iffrige Sahl 1000,.,

43. |

: Bon diefem BVaviationsproblem Hu  beftimmiy |
. Summen (37) ftehet Hindenburgs erfre  Aufidfun |
I'.'. : . |

(Infinit, Dign, p. 129 — 135.) fiit Summen von Gl |
fen, fo wie fir einjelne Claffen. Die jwepte Aufits |
it fung von Hindenburg Habe ich hier nach Heven Map

. Topfer (Comb. Nnal. &, 77 — 80) in (42) mitgy

‘ theilt. Bende find leicht und gany allgemein, qbu

nidt; rein combinatorifch, wie die Hier, (38,40) befdue |
Denen von bdenen Dindenburg die leptere suerft in o

nem Programm Terminorum ab infinitinomii dignitati |
bus Coefficientcs Moivraeanos fequi ordinem lexicog# |
phicum, oftenditur, P IV, 2. und im Yech. dér Matl, |
(9. V. &. 393, A) in Sahlencomplerionen aufg

fubtt Hat.  Bon Ddiefen vier gany verfehiedenen o

fabren geben, bas ecvfre Glaffen aus Glaffen, M

i dwepte Complepionen aug Complepionen, das deit

te Ordnungen aus Ordnungen, dad pierte Gum

mentoerthe aus Summentoerthen 3 durdhgingig nadf |
folgende aus8 unmittclbar vorhergehenden, D |
nahere Betrachtung der combinatorifhen Operationt
befonders der Fnvolutionen, fihre diefe Unterfdick
vbon felbft herbey. Man vergleiche Arch, der Mot
9. I, ©. 183, 18, I,
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44

Die Bartationen ju beftimmten Summen, die ich
bigher nur auf eine MNeibhe ab,ed... (37) bejogen
habe, fonnex ¢hen fo, mwie jene Can fich oder fibers
haupt, Groplicicer) auf mehrere Reifhen (24,26) bejogen
toecden ; auch Hat Hindenbura daven (Infin. Dign, .
XXVIL p. 237 ~— 145 und Nov. Syft, Perm. p. LXX,
feq.) haufig @ebrauch gemacht, und foldhes bey bden
Claffenjctchen forwoh!, alé bey der Darfrellenden Cnts
widelung nadgeticfen. IWahlit man fiir die mehrern
Reiben p.g.ris den Jeiger, wie in (24), woju ich it
nicht die Reihe «,38,7,0,¢... =t fugen will: fo_fteHen,
fur die GSumme 5 odet °F (37) bie Sablenz und
Buchftabencomplepionen nebjt thren Elaffenzeichen und
ben uberfchricbenen Reihenerponenten p.g.r, st wie
folaet:
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p 3 P
5 ‘A b
g2 g5
14 e
;E, Be
23 :
s 32 Cb |
3 ik 37 '_nﬂ. !
| 41 o
113 aAc
W aBb
¥ i op s
131 C ais
213 bAb
231 bBa
‘ . 311 Sr.‘.&a
1112 Sl AaAb
1121 Q‘[QBE
, . 1211 AbAa
(AL eth ki
18088 L =Yaha

Suwetlen find audy einige der Reihen p,g.r,5ton
Glied fur Slied einander gleidh. Ware 3. B, p=0;
5 = t),... fo fame hier:

pi-. ap? srp*  srp

; I x qp g
H F=°4%*B +°C +°D ¢ °E

181 45.
[ S Jar eben die Reihen p,qrst (4q), eben fo g
braudt, aber auf * Y (in 37) angewendet, fande

man die Jahlens und Bucdftabencomplegionen, Wi
folget s
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45 2 30 6 B o el aTA[_ia
repli ] 2 Al al b
Y ES B ot “« A B 2
s o %] ¢
I:I S T o b A a3
12 2 «|B b
:fI S «| C a
I 4 «l d
G B a A a
S Tl B a b
D REIK D B a
2.3 R
SRR TR ¢ A3
4 1 A
g D a

e

Dier ftehen nemlid) in der erfien Budbftabencom-
plepion die Anfangsbuchfeaben der Alphabete fir die
Reihen ... t,5.r,qp, tn threr Ordnung ; jebeg (nach 40,1
porjufchreibende ecfte Budiftabe ,  wird aus dem
nacpftfolgenden, nodh nicht gebrauchten, Alphabete
genommen, jeder (nach 4o, 1) durch Umtaufchung gus
sufeende hingegen, aug dem Alphabete, twolin der
ausutaufchende gehdrt. Das nennt Hinbdenburg, die
Reiben p.grst..., hier eben fo gebrauchen, wie in
(37). Die Budftabencomplegionen Fommen Higg
gleichwohl mit Den Ddortigen niht in bdem Unftande
uberein, baff in einerlep Stellen Buchftaben Deffeiben
Alphabets durchadngig vorfamen. Mit einem Wors
te, die Sahlencomplepionen in (44, 45) find blof Dep
gorm, bie Dudfiabencompleriongn (Ebendaf.) binges

acn,

- Gl

e
i
i ;|

Tl e

=
e

§ne

RS e i

=, ey

T T

- ;!:‘:_T;ﬁ:. -

e
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gen, der Form und Matecie nach verfchieden. Bon
beydet Gebraud) und Anwendung, in der Folge

Gombinationen ju beftimmeen Summen, mit Wi
berfholungen, .

(Combinationes numeri propofiti, admiffis repeitionibus)

456.
Aufgabe

Die Combinationen ju beftimmien Summen, o |

et Elementen
) I W g T
a bicdie figios

in gutgeordretern Complepionen und Folgen derfelbe
varvzuftelfen.

Glaf




ber combinatovifchen Unalytif, 285

R Glaflen-Complep. Lerifographifche Complerion
ffu"J fir 7]
Effst A ?3_. Foag-a lsaa al{l_.
‘ af atalalalalb
e "'B be ayal a E.H_q:-#_
' cd 1l alal'b B
;:Tt; ajlajajl d
1(--: abd "..A.'. alals e
ace al at e
a | bbe alb b B
, daad alb 4
D aabe al’e’ e
i EE_’]_Jb L alf
‘ 3 aaaac ER L
E aaabb Tjgll B i 3
B &aaay QIR
(G aaaaasa “Gr @
?‘A; aaaadaa
baaaaa
-;}B bbada
bbba
CEEE{'&H
; cbaa
C cbb
cea
go o daas
“JD dba
dc
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47

ufldfung fur
Gl 1 — B0, O 5 B oy B Dl S0 o el S i ¢

1. Dad 7te Clement g fese man, ald einjelns

Ding, in die evjte Clafle "A

I, Die Somplegionen der jwenten und aller fol |

genden Claffen beftimme man nach ihren Ordnungen

1) Die Ordnunga der nten Slaffe ju finden, it |

man jeder Complepion der (n — 1)ten Clafje (m |

Webevgehung derer, die am Ende jmep oder mel
gleiche Glemente Haben) a vor, und vertaufde du

Teisten Budhftaben Dder'Complegion mit dem nadifiver |

Hergehenden Des Beigers.

2) Die fo gefundene Ordnung a gielst die rdunng
b, diefe die Ordnung ¢ u. . w. derfelben nten Chj
wenn man fuccefiive in den Complegionen der nadf
porhergehenden Ordnung (mit Uebergehung Dderjul
gen Complepionen, toelde entiveder jwep oder miit
gleiche Anfangsdz ober zwoep oder mehr gleidt
Gndelemente, eing oder bepded zufammen, haben)
Den erften Bucdftaben jeder Complepion mit b
nacdftfolgenden, den lefiten hingegen mit dem nidf
folgenden, den leften hingegen mit Dem nachftvod
Hergehenden (in bepden Fallen, ded Jeigers nidl
der Complepion) vertaufdht.

"L So findet man a.nﬁ @ in "A (nach IL D) )
and daraus (11, 2.) be, und daraug cd (weiter batf
man_ Bier nicht gehen, meil die Binionen de,
nidht gutgeordnet waren, und aucp fehon duech bl

- votrhergehenden davgeftellt find) die Ordnungen bt
| jroels

eb, fd




foli §
gen;
fee
(mit |
ne |
ben
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afie
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il
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jwenten €laffe, deren jede hier nur aus einer Som:
plegion Defteht. Gben fo evgeben fich die Ordaungen
mit ihren Eomplepionen der Ddritten und Hbrigen
€laffen.

48.

Aufldfung fur
T —-AtRBICHG

die Complerionen jur Summe n werden Hier aus de-
nen jur Gumme (n — 1), auf folgende At abges
leitet:

I, Man fese allen einzelnen Complepionen der
Summe (n — 1) dad CElemant a por.

I, Man vertaufde in den Gomplerionen dee
©umme o — 1, (mit Uebergebung derer, tvelche 3toep
ober mehr gleiche Anfangselemente Haben) das gLz
fte Glement mit bem nachfifolgenden Hdhern Elemente
ved Jeigers, und fdhreibe jede Complepion, bie Diefe
Bertaufchung giebt, in ihrer Ordnung, unter die
Complegionen die I {hon vorher gegeben hat.

49.
Nufiofung fir
T=ATBYCHDYE G

IL Man fege allen einjelnen Complerionen der
nachftvorhergehenden Summe (n — 1), bas Glement
a oL,

IL, Man vertaiifche (aber nur in denjenigen Coms
plepionen t?er Summe (n — 1), bep Denen Die bep:
ven erften Glemente nicht einetlei, fondern perfehies
ben find) bas erfte Glement folcper Gomplerionen;

mit
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mit dem n&dbfifolgenden des Seigerd, und fige fofs
dem die fibrigen Elemente dev Complexion unverdn
dert Dep.

1, Die Complegionen (die I und 11 geben) mix |
{he man fo unter einander, daf man ju jeder Coms |
plegion aud I die aus II fept, renn es dergleidm
giebt. Giebt es Feine in II (wenn nemlich der Com
plepion jur Summe (0 — 1) evfte’ bepde Clemente
aicht vecfchieden find) fo fest mam blof die qus |
und geht gleich guv folgenden Complegion der Sum
me (n — 1) fort.

50.

Dag Combinationsproblem zu befrimmien Sun
men nach Claffen (47), tar das ecfte auf weldes
Hindenburg verfiel, und das ihm Gelegenfeit, gab,
in der Folge roeiter ju gehen, " Geine erfre Aufibfung
davon (Infin, Dign. §. XIL p. 73 — 91.) flir Gums
men von Claffen, fo wie fur eingelne Elaffen, Seine
ate Aufidfung ift folgende (I0pf. comb. Inal, &
o — Qo).

Gombinatorifche Sufammenfebund fur Jahlencom
plepionen ju beftimmten Summen, aug den Clemew
e I, B, 3, 47 . 5vess

Aufgabe I, Aus einet gegebenen Combinationd
complepion die nachfifolgende hidheve ju fehreiben.

Nufldfung, 1) Sft die fefte oder niedtid
fte Biffer der gegebenen Complegion um meht alé
1 grdfer ald die nadfifolgende, fo giehe mo
1 von Der [eften Siffer ab, und addive 1 jur oL

ten Riffer. Die benddn fo veranderten Jiffern i ih?
pon

ot <5
ey E
ey 15

o

i
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ren Stellen mit den dbrigen, fammtlich unveranderten,
geben jufammen'die verlangte nachfthohere Complepion.

So folgen 11137; imgleichen

] -

II22
und 11146} und 11236
und  I11553 und 11245

aufeinander; aus jeder vorhergehenden Complerion,
bie nachftfolgende Hdhere.

2) Fft die lfeste Jiffer ber gegebenen Complerion
gleidh arof oder nuv um 1 gedfer, ald bdie
borfegte, fo gehe man tweiter ju deén nachftfolgens
Siffern fort, und fuche die erfre Jifer unter ifnen,
Die wm mebhr alg 1 £leiner ift al3 dic lente
Diefe Fleinere Jifer erhohe man um 1 in ihre
Gtelle, [laffe die Siffern neben bder erhdheten linfer

- Hand (tvenn e8 audy dergleichen gieht) unberanbert,

in bic Stelle abevr vedhter Hand der Erhdheten fete
man fauter (wie fie die Erhohung gegeben) gleiche
Jiffern, bis auf die lehte oder niedrigfte Stelle, in
vie man das Complement juv gegebenen Summe fept,
pas grofier oder gleich grofi mit ber botlegten Siffey
feyn, nie aber EFleiner toerden fann,

g uf 12244

folgt 12334 auf 2223,};

vatauf 13333 folgt
und darauf 22225;

R
(o)
(=¥
td
il

3) Dat die gegebene Complegion Feine Riffer, die
um mebe als 1 fleiner ift af8 die letite, fo
fie Die fefte und HHcbfte Complepion ifrer Elaffe.

< Dieg
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Died ift dev Fall bep dev vorigen lenten Eomple
pion 22333, nadh welder alfo Feine tveiter in o
Claffe su welcher fie gehore, folgen fann.

Sufas. Die evfre und nicdrigfte Comply
pion einee €laffe, 3. B, der Ciafie k jur Summe n
ift mit der  erfren Complepion fur Variationen
fir einevfep n und k, vollfommen gleich, und mt’rbF
alfo eben o (wie in dem obigen Sufase) bcfrimmt
Kur k=n giebt ¢3 audy hier nur eine eingige auf
fauter €infen befichende Complepion Dev [lepn
Glaffe.

Daraus ﬁi-.»i’;r lllllllia‘fl‘fﬁm'. folgende

Anfaabe Alte Complerionen 3ur Summen
elter anae h\btlll.'i Combinationsclafie k, gutgeordne,
au fibreiben.

Nufldfung. 1) Man fdhreibe (nath vorhrges
Hendem Sufage) die erfre Complegion Dder periongtin
Elaffe.

2) Die folgenden hofiern Complegionen folgere
man durch Anmwendung oon 1 und 2) der Hufofung
der vorfiehenden Milfgabe I, big man (rach 3) auf
bie Hdchite und lepte LEomp{L&mn der gegebenen Elafe
vevfallf.

Anmerfung. Sebe ber bepden Vorfdriften I
und 2 ber Aufgabe L (4Rt fich fir die Yufgabe I
oft mehrinal hinteveinander anmwenden, fo lange nem
fich oie fh 1 und 2 feftaufessten Bedingungen porhans
den find,  Auch dadureh wird die an fich leichte Da
jtellunag nodh mehr evleichtert, weldes  bep grofien
Fablen;, wo der Fall Hiufiger vorfomme, um fo A
genehmer Aft.

=

™ F 2 N e i

=ha

L LB - R

¢
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Depfpiel. Flirn = 13 tnd k = 5; obet Dig
: ot SR i
Complepion fur ( ) 3 fbreiben,

Diefe find nad obiger Verfdrift:
b !

- 2 i
T_.« =-f B

IIII9 { 11236 | 12244
11128 | 11245 | 1233
11137 § I1335 ¢ 1333

]11;;(; 1.23.;\:3

ka
b2

¥
-

[
k2
b

4

b
]
s
| SRR
- ¥ L TS S R

23
5 | 82333

I1I55 | 1

2
]
5 ¥ LA
Lhn

11224 | 1
Anmerfung 1 Hier ift 22333 bie leBte 1inb
Bodite Complepion der Sten Claffe jur Summe 13;
weil e8 in ifr Feine Jifer alebt, bdie um mehe
als T Flevner ift, afs die lehte Siffer 3. | Wihrhe
man dabet ftatt 22333 fdreiben 53;33_{, fo  Fonnte
mait die Regel (2) wWieder anwenden, und faitbe fo
ITITI8 Uie etfte und niedrigfte Complepion bder
folgenden 6ten Clafie, aug dep begten und Hichfen
Complegion  Der unmittelbar  vorhergehenden 5ten
Cfdffe. Gine deductie ex Claffe in Claffem (fbie dig -
obige &, 279).

Wuede vorgeichrieben, 0af die 34! I3 i1t 5 Theile
iertheilt mwerden follte, bie fidhy aug den Iifferit
L 24,3, 4, und nur diefen allein;, (feinen grofern)
fheeiben [affen, o ubetfieht man feicht,
obigen 18 Dargejtellten Complerionien, nur 6 brauchz
bar find, bdie ubrigen find fue: diefe Atfgabe unifonfi
gefucht, - Hinbenburg unterfcheibet in foldyen Sallent

Daf ‘vog

A 2 Coriis
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Com]:ile:{iones utiles und inutiles (Nov, Sylt. Comb, '
{;‘ P

dae 27 e

giie devaleichen Complegionen, unabhangig s

den ubrigen, die man nitht braudt, fich finden lafen, J

wich folgended seigen.

51.

Gmtrwoidelung der Sahlencomplerionin |
50, wenn ftatt der dDortigen unbeftrmmien

Glemententeihe 1,2,3,4,5... etne beftimmit
I, 2, 30es £ ... M — I, m gegeben ift; worje
ded Glement << m — 1 bedeutet, unbd dos
hodhjte Element m < n 1 — k fepn foll?)

-QIllfgabe 1. Die etfte Complegion juwCum:

me n fur die Combinationsclaffe k, aug den Elemen?
ten I, 2, 3... Tovem = T, m. W finden; wen
N ML T e K
Aufldfung, Man nehmen — k=R, {oif
entroeder
1) Der Reft R == r etne EFleineve Jahf alf m—I
2) oder eg ift R z= g (m — _1),¢in pielfaches bon
N ST :
3) pber e8 Ifr Reqg(m—1)f ¢, en Ryelrer
dhes pon m — 1, und eine Fleinere Jahl

Gt

) Maw muf hier und in der Folge die Neibe 1, 213
4) 5o, 000 Do X, 2, 3, 4.,,, m ol nferfiil
bui, weil bie legtere quf ein befrininited Sablenfyfien
?T.El) begieht , Defjen hDu:IIL Siffer m iff, Da

m<nf1—k

2 m—I<n—k
atio “”fﬁ m — ¥ < R; Ddaler {dheiut es, als Ml
R et gled) r Eleiner. al8 m — I gefest weren dath
Die Hufl, abhlt-bie mbglichen Fiile aqud fur m/wwf4
pher = n T 1 —ok. Geite 298 wird man aber ¥

!J"?lh bag Die Amigbme m < nf 1~k attitghe
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13
P — &
gt I

Khr 1 fese man in die legte und niedrigfte Stelle
P dber su beftinimenden Gomplepion die Jahl 1fr, und
in die ubtigen (k — 1) Stellen, lauter Einfen,

CETIOn

i_m | Sue 2 fese man das hodhite Element m von der
et f fehten Ctelle an fo oft nebeneinander, al8 q Ginfeiz I ‘-_,4}-?
ten Hat. TWerden dadurch nodh nidt alle Stellen bes i E
fegt, fo filfe man die ubrigen mit €infen aug. ‘1*
. Giiv 3 fese man eben fo das Glement m von Dder i
_”[ | leten Gteffe an gmal Hintereinander, fdreibe dann 'I
“ﬁﬁ die Jaht 1 T r daneben, und fulle toenn nodh leere i
“.: Stelfen vorhanben find, die ubrigen mit ECinfen aud. j
,L; Fufaf, Soll bie Aufgabe moglid) feyn: o darf s:'
) nnicht Fleiner aldk, aber audh nicht grofer als !i
& mk fepn, Denn fiir n = k beftande die Complegion Hiat 4
b aus lauter @infen, al8 fleinften, fir n = mk aus Ii

fauter men , al8 gebften Clementen. Dief qabe alfo
die Eleinfteund grofite Complegion von allen, die

-
—
=2

=

vifl fich aus k Sahlen der Meibe 1,2,3...m fdhreiben [af: ;'

' fen, al8 Grengen der ubtigen dagwifdhen fallenden. H
b Grempel v 1,2,3,4,56, (wo alfo m = 6) ili
01 folf man bie erfte Complerion in der €lofe k = § s

fuchen s und jwae {
(i 1) jut Summe n = ¥, '-'E;
Hier ware 11 — § = R'=3. Da nun 3 < 5, 1
it fo ift die gefudyte Complepion rrIrITIIIY. 140
i 2) But Gumme n = 28, iy
;fﬂ'l Hier wire 28 — § == R = 20, Da nun m—I 2l
=5, fo ift 20. 0. L, q(m—=1)=4.5. alfo G== 4. i
und die erfte Complerion ift 11116666, i
al 1) Sut Summe n = 40. “L
11{ | Diet ]
fi i,
| ¥
|
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Hier ware g0—8=R=32. Da nun m—1=;,
fo-ift 32 0, i g(m—1)Tr=6.5%2, alfo q=6
tind r=2. AUlfo ift 1fr=3; und die etfte Com
plerion 13666666.
4) Die mdglichft Fleinfte Complepion wate
YIITIIIL it n=k=8§.
Die mbalidhft grofite Complepion toare
66666666 fir n = mk =48,
r Dief maren alfo die Grenjen der moglichen Com:
plepionen von bepden Seiten,

Yufgabe I, Yus einey gegebenen Combing
tionscomplepion die ndchftfolgende hidheve zu fbretben,
Die Reibe fen wieder 1,2,3,...m, wie fie Aufgabe I
beftimmt,

Yufldfung. 1) Man fuche von dey Lef ten oder
niedrigften Stelle der geachenen Completion
vorwartdgehend die erfte Riffer, die um mehr
al8 1 fleiner ift, als die lepte. Diefe e
nere 3iffer erhohe man um 1 in ihrer Shelly
faffe die Riffern neben der Erhdhten linfey Hand,
wenn ¢5 nody dergleichen giebt, unverandert, i
den ubrigen Stellen aber. rechter Hand Dder &
hobten fete man (wie fie die Srhdhung gegebed
hat) lauter gleidbe Biffern.

2) Betragen die Jiffern der fo (nach 1) beftimmeen
Complepion iniheer Summe fo viel ald e
Gumme n der gegebenen Complepion, {0 hat
man die verlongte nadftfolgende Complegion ¢
funden.

8

Y2224 giebt 122335 und 2334 gicbt 3333
3) B¢
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3) @cﬁen pie Riffern (radh ) in ihrer Summe
weniger aldnfo veetheile man den Reft auf die
feste und folgenden Biffern porarts, fo weit er
suveicht, bergeftalt, Ddaf bdie niedrigern Stellen
suctft mit den hohern Fiffern veefehen fwerden s
welches aefchicht, toenn man pon dem NRefte ju
den Riffern der nicdrigften und fucceffive hohern
Gtellen nad und nach fo viel addirt, ald nur
immer gefchehen Fann, um bdic Hdhiten Jiffern

per Reifhe ju erreichen, ohne die Summe n ju
uburprmgm.
So . gabe die Complerion '1;35556 nach den
perfchicbenen Werthen fiir m folgende nadft Hi:
here Somplerionen,

222222| 222222 | 222222
3444} 555} 66]
225666 222777 222588

fiit m = 6! fur m= 7t fur m = 8l 1.

4) Hat die gegebene Somplepion mehreve grdfite
Biffern der Reihe von der leiten Stelle an hinz
tereinander, fo fann man afé ¢ine AbFhr:
jung (benn fonft gelten auch bier die gegebenen
Borfdhriften 1,2,3, wie in anderen Fallen) hier
die evfte Riffer die um mehr afs 1 fleiner
ift, a8 ie hoch ft e dev grofiten Jiffern, fuchen, und
die dutch die Echobung der gefundenen Fleinern
beftimmien gleidhen Riffern nyre bid in diefe
hodfie Stelle fchrziben, und weiter mit diefen
nach 1bi8 3 verfabhren; woben alfo die tbrigen nady
det hodhiten groften weiter folgenden Riffern,
bi¢ in dig [lepte Siglle, unverandert bleiben, eben

{®
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fo wie Die uber Dder Erhoheten vortwarts liegu
ben Siffern,

So gieht die Complerion 225666

(nach Po. 4) (nad)y 3to. 3)
233366 233333
(2 1333
234666 23 *666

fir einerlen Werth von m=6, wie fich von felb]

perfteht, diefelbe naditfolgende Complepion.

5) Hat die geacbene Eomplepion feine iffer, die um
mehr ald 1 Fleiner ift al8 die Tepte, foil
fiedie lerte und hodfte Complepion ihrer Clafe;

vie 2335 3344 444555 u. f. 102
Uus L und il fiefit foaleich bie

HL Aufgabe. 2Alle Complepionen jur Gumme
n fur die Combinationsclaffe k gutaeordnet, aus den
Elementen 1.2.3...,.my wenn m < n F 1 —k ji
fchreiben.

Aufldfung. 1) Man fdreibe (nach der Hufgabe
I) Die erfte Complegion der verlangten Glaffe.

2) Die folgenden bHoheren Complepionen folger
man durd) Anwendung von (1 big 4) der Mufd
fung der Hufgabe IL bid man, (nady 5.) ayf dit
hochfte und feste Complepion derfelben Claft
verfallt,

Anmerfung, Man fann toenn n Ffeine groft
3abl ift, wad man (nah 2 und 4 der Nuflofung i
Aufgabe IL) ju addiren hat, leicht ttbevfepen, o
evft die Bahlen unter Ddie jugehdrigen Siffern uniw
sufegen, toelches bdag Berfahren obflirst und
feichrect, ' '

Hew
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Bepfpiel,  Man foll die Complegionen fir
'E
(t.2:34)
fuchen; to. alfo n = 13; k==5; und m==4. Diefe
find nach obigen BVorfhriften, folgende fehs:
Il

1.
4

.;.,.

bt

k2

k) o« UJ
S

-I-;—

PP
S
b
U
=

b
' W
e

L
B i,

3= |
=]

I.”'-‘
d
l"; it
wa

Die Punfrivung fir | erfte und ;twente Com:
plecion, biemeht als eine grdfte iffer 1df

.

e Al

am Gnbe Haben, ift nady Hufdfung fir

4. te Punftivung der ubrigen vier Compleriondn aber,
nadh Aufidfung fie Aufgabe 11, 3. gefdheben.
N (R S ’
Dt Complegionen im vorhergehenden Bepfpiel
find auf dem furjeffen Wege und unabhangiq- von

den oben (50) gefuchten gefunden tvord en,  weldheg

unaleich firser und bequemer ift, als mwenn man Die
Somnlevinmes it (e &Kis fo s L s
Ll}IﬁI_’,ttthnlliI ioie }It‘, Dig ]_qu]HH ke "'}“1"{: 1.2,
3.4.... glebt (50Aufg. IL) entwicfelt, und Dataus

e 11t yef R + SO :
vie jur beftimmeen Neihe 1, 2.3.4 gehorigen aqusle:

4 - 'I o 3 1 1’ 0 3 ¥ 4
fen wollte. Die Menge bepder ift um fo mehr von

ettander ver meoen, C aroger n und 1e fleiner m fr*‘

! 5, UND me= 4, mufite man fdhon
- fy l‘ l‘ l'- . ]
30 Complepionen darfrellen, um varaus bie 5 brauch-

baten: 1244 ;22344
e 124445 133445 223443 233345 33 *’;3; augu-
tofer

Jur n = 15, k =
LN

3

fefen, und fo ungleidh mehreve fir g

¢ Untey-
{hiede von n und m,

Hier

Tl o

e TN e

o s R S i = it e il = . 1
= = ey — S - = 3 e e, ke

. TR S S : s egnpny =t L ==

- & ds

)
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§

M

i
i-'li
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—
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Hier geigt fich sugleich dev Unterfcyied bender Ausdrade,

3 il -
. und
(Tr 2,3, 4. .) (1,2, 3, 4)
febr deutlich, und toie fie von
L’ ':.?F‘ C ';:E

-t

=il &
U

und
i B B 208 ( 4)
abcd... a c d

perfchieden f{ind.

Dafi die Yufgabe uber dic Somplepionen ju bes
fiimmten GSummen aud der Reihe der Jahlen in nos
thrlicher Ordnung von 1 an, in (50) und (1) poli
ftandig geldpt fen , evhellet folgendergeftalt. Die
hodfre Sahl die in den Complegionen der Elafie k
porfommen fann, ift n f 1 — k. Neiben alfo die
auch grofern Rablen enthalten, mwie die unbeftimme
fortgehende 1,2,3... ober jebe andere deren Endjabl
m >nfI1—k mare, find mit der, bdeven Endjahl
nk1—k ift, in fo fern gleichgiftig, meif von den
arbfern Rablen jener NReihen in den Complepionen
ver Glaffe k Eeine vorfommt. Dabin gehn die Bovs
fbriften in (50), St aber die beftimmte NReihe 1,2
3...m, und m< ny1—Kk gogeben; fo fommen immet
weniger und mwenigey Complegionen in die Elafie k,
je Fleiner m ift. Da hingehen die Vorfchriften in (51

Nuch evhellet jugleich, marum Here Hinbenburg
fur die Auflofung der Aufgabe, wo er alle mogliche
Somplepionen alfer Elaflen ju finden anmweifet, bie
Reibe 1,2,3,4...n annimmt, Denn in der ecvfien
Glaffe fommt n felbft, in Der jwepten n—i, il
der Dritten n—2 u. f. . ald hochftes Clement vot,
und bdie nte oder lente Claffe Defteht aug fauter
€infen,

@ben
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Ehen fo hat Herr Hinbdenburg aucdh die Varia-
tiondcomplerionen in (42) auf eine beftimmete Reis
he 1,2,3,4...m besogen, Bon deraleichen: befchrant:
ten Varviationscomplepionen und den Reaeln ibhrer
Darftellung, fo wie Huberhaupt die Antwendung auf
bie allgemeine Progreffion a, atd, atad, a ¥ 3d &e.
o dag WVerfahren dafir diefelben, nur alfgemeiner
ausgedrucften Vorfdhriften befoigt, toerde ich an eis
nem andern Orte Hanbdeln.

Wenn auch fehon die Regeln, der hier in (42,50,1.51)
vovgetragenen Aufgaben, in der AUnwendung nicht
fchiver gu befolgen find, fo muf man fie doch, um
fie ficher und vhne Gefahr ju fehlen,  anmwenden s
gonnen, nach ihrem ganzen Umfange und mit der nd-
thigen Pracifion dem Lefer vorlegen,

Man toird diefe Vorfihriften fberall mit Nupen
befolgen, 1o man die Complepionen einzciner Glaf:
fen brauddt. Da aber, wo man alle Elafien Haben
muf, find jene anbern Hindenburgifchen Regeln,
fach Denen man Complepionen folgender Clafien
aus  Complepionen nadfivorhergehender b
fimmt, Doch noch' leichter.  Denn diefe fesen bHlph
vie fucceflive Serfallung einer gegebenen Jahi in jmwen
Zheile voraug; wobey alfo alle porgdngige Bevalei
dhung de¢r Jiffern oder Jahlen, einjelner Comples
rlonen, alles Aufmerfen auf ein Complement aus
mehreen Jiffeen ober einen Reft, gang wegfalle; ie
bep den hiev ovorgetragencn Aufidfungen dev Yufgas
bew (in 42, 50, 51), juweilen ndthig ift.

Diefed, und ahnliche combinatorifche Berfahten,
pie nad) Den Hindenbivgifhen Vosfdriften, die ge:

gef:
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meinen atithmetifdhen Operationen  an Reichtigfeit
noch fibertreffen, find in dev combinatorifchen Analy,
tit Hulfemittel ‘gemotden, pie ardfiten Sdtievighels
ten ju uLn“ﬁmam, und detr Griolg der verwicelfien

Gubftitutionen ju fibetfehen, Dbie auf fein e anbern
SBege 3 bewaltigen waven, und welde atich der ents

fehloffenfte Mechner  aufzy ugeben  fich oft ~genothiget
fabe.

52.

Bepde Yuflidfungen (nemlich in Infin, Dign, g, XIL
p. 73 — o1, und die ‘Hier in 51 mitgetheilten) find

&t und gany alfgemein, aber nidt ve in 2 combinatos
tiﬂm} , mie die i (47,48,49). Die Hufdofung (48) fat
Hindenburg guerft in dem (&, 280) genannten Jro/
grawmim, und nachher im Ardh. . Math. (H. IV ®.
392, §3.) ot nl’c;-,t; bie(inag) ift dieB o 8co vt chifche
(Gl '-:n:r] 3, 405.) " uch hier werben, mwie ben Den
ahulichen ‘wuuf)nn fir Die Aufgabe (37) verfdie
bentlich, Claffen aus Glaffen, oder Complegionen aué
Gomplepionen, odet Ordnungen aus Ordnungen, odel
enbiich Gummentoerthe aus Summentverthen, durd)?
gangig nadftfolgende ausé unmittelbar vorhergehens

beft, abaeleitet und rein 2 combinatorifd entwidelt

53:

Gewdhniich hat man bdep Entroicfelung und Dav
felfung der Combinationsclaffen nur auf eine Reihe
abe,d....= p ju feben, und Ddiefe ivh im Seiged
angegeben, fo, Daf e8 feiner weitern Nadweifund
bep ven Slaffen felbft bedarf,

&
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,.._e..‘
X

3 L oo 4 - 3 P £
ur die Kalle hingegen, tvo. die Conibinations
claffen in Der Formel, Die ‘dad Refultat ewmer Anr-
gabe enthalt, {ich auf 1..J‘1| e Reiben pg,ris.e. (24

besiehen, muffen: diefe Seichen, ald Reihencyrponen:

ten, uber die Claffenzeichen gefebt mwerden:
priiiip g 34 5 =
oA, OB, WA, mB OV, f. ", beép o Den . ubrigen

(Nov. Syft. Perm. p. XLV. 21), Suweilen fommen
p ap. 1rgp
auch nA, 0B, 8C,,. pot,

Claffen aufier der Dronung, fir Batiationen und
Combinationen ju beftimumite ‘«..“1 imen, mit
ABicher holungen.

54

Claffen ju beftimmten Summen laffen fich eben
fo feicht auper der Ordnung geben, wie bep Baria
tionen und Combinationen an {ich, und ibre figurli
che Anordnung eigt gleidhfalld eine combinatorifche
Snoolution, die Hier durch Winfel bemerkflich gemacdt
foerden foll,

33
Aufagabe
Die Elemente fepn, wie vorher,

12,‘;4 !{-;' T"r Ii-';rtv\\
abecdefigh,.J

Man foll die vievte -‘Ebarmtiuﬁécm{f": Jut
Summe 7 aus 'llnc'd urd die fianfte Combina:
tionsclaffe jur Summe 12 qus ab,e,d efizh dat:
ftellen,
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ala ad I]EIII.} a‘:ﬂ.il:liflfh I{1fryr]g i
alalb ¢ 11":_5 aﬁ{:nql;_g 1113? |
; afajc b itk 2 cllg:l,f1ll'3{, |
ajald a I l_}. I alalalde 1{X|1ls s
albac Ii2 I 2 “tdlhﬁ 11|22 6
albbb 1|222 didéhce 1{I|2
R T e L W ¢ aiai‘udd 1{1|24
I Adjca b 1131 2 *=p alalcecd 1l1]33%
alc b a 1Th2 I al:bub_l;: 13:_5
a(d 1a fl4 11 all‘ubcd 12 2 34
,Dbanczll‘; abccé flo i g
b.a b'bier22 irubbbd 22 284
b.ac'a 2°1;3°X b hbee 22233
bbab 2: 212
hbba. 2 221
| higiangdi 2l
¢ A alh Soe TPl
T U o e s 3 €2 Yo
b a A -3 ATl
daaa 4111

) 56,
Hnfbdfung fir ote Combinativnsilaffe "D

1. Man fege d, das Hodhfte der gegebenen Elemente
alg ein einjelnes Ding, im Winfel.

il, Daneben fege man Ddas erfte Ding 4. Dad
giebt ad, die Ordnung a der Dinge a,d.  Ang vet
Ocebnung a findet man (38. 1, 2) bdie Ordhung b
und daraus die Oronung ¢, und davaus die Ordnung
d der Binionen ab,be,eb,da,

il
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I, Den einzelnen Vinionen in IL fete man a
por, ‘wu% giebt die Ordnung a dec Ternivnen, und
davaud findet man reiter (nach 38, 1L, 2) Die Ord:
nung b und daraus die Ordnung ¢ und Ddaraus die
DOrdnung d der 3ugeborigen Ternionen.

IV, €len fo geht man ju den Quatérnionen fiie
‘D fort, und fo aud ‘ju den Lerbindbungen  pon
mefr ald vier Dingen, fiur fpatere Claffen; alleg wie
in (38), nut mit dem einjigen Unterfchiede, V&R
man bey der Vorfesung von a (bep Beftimmung
ver Ordnung a) das lente Element bder Complerion
fier m:bt (tote "Dort) mit Den nadyftvorhergehenden
Scigerelement vertaufdht; wohl aber in den folgen:
den Ordnungen bic.

57.
Aufidfung i die Combinationsclafie ™

I. Man fege L, dag hochfte der gegebenen Glez
mente, ald ein eingenes Ding, im Winfer,

L Dancben fege man das e fie Ding 2. Dag
giebt 'ah, die Ordnung a der Dinge ah, gsm‘, der
Ordnung a findet man (49, 11, 2)
die Ocdnung b, und daraus
— — =~ g,

— == — d per Binionen ah. sbg,cfde,

L und IV, Das8 Berfahren fir den Snrfganq
bier eben fo, mwie in (IL 1V.); qup bag Bict
(47) fatt Des Dovtigen (38) ju ¢itiven, Auch wied
ben ber Berfesung von a das feste Slement nict
mit dem nadbfivorhergehenden vertaufdt, toohl aber
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304 ' x(f}lnﬁu‘.f‘»‘.uggu 2 DEOLLL.

i, den folgenden Ordnungen bie... Die Davitel:
(ung fie "D und E (in 55) inpolutorifd
machen, Deobachtet man, bepm Schreiben der Drds

nungen abe... die Lorfdhrift (22).

58.

Non der grofien Mannigfaltigfeit und [eichten lm:

wandlung combinatorifcer Formen, fndet man prefe

Benfpicle im Yreh. der Math. twovon ich bHier ot

(H. L &, 31 — 43 und 9, 1. &, 183 — 192) an¢
tuhren will, Hiee find nodh ein Pagr andere fur *2
() #) €2) )
1rjy - a'ly oool6 a’i6
11 i::-‘f} a%126 oo|15 a’13
11§35 i',% ool24 IQ.l
11144 144 00|33 3:1.
1]225 a‘|225 o| 14 & 114
11534 234 o123 ![33
1 3 ‘1'! 3 ol:ﬁzz 202
bl i
23y o leazy o en

Pen den Dier aebraucdhten Sahlencomplepionet
falten ble in Winfeln ein efchlofenen Summel fo?
aleich Deutlich ind Uuge. Die a' 2’ a* deuten hiek
blofe Tebeneinanderfteliung:n bon a an, nad) O
bengefiaten Fahl (diefe Fablen  find nomlid) ek

feine
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L ber Combinatorifchen ~ Analptif, 305 [ i}
i-...E | |

| feine Potenys fondern'Wieberholungsepponen: ?,'

I ten) und a° seigt, Daf Fein a tweiter in der Verbin: Ll

==

et ey =

dpung vorfommt, Man erhalt » aus « tenn man
pon jeder Babl in « Eing abjieht, mwodurd alfo

S—

¢ I, :‘,3..) : (o, ) PR N !

ver eu;cr( AR anz :
3¢ig S L a; by c) abgean-
dert wird. Hier Hhat man nun die Serlegung einer .?

T g
e man e

- T

gegebenen Elaffe in Summen von Claffen (pas
;! Umgefehrte pon 31 @ mit dem Unterfchiede dafg
roD:aa Tﬁ_l,aosﬂ,i_alﬁc.fan nr.-D

' 2,3 4,5 6,7 i.
b, ¢, d, e, f, i ”.j
gnd D=2 Ata®Bta*Ct°D il
32 345505 {3
bede fg

jenes bep «,8 Riefed bei »,3. Die fteigenden Gumsz
men 7, 8, 9, 10 der Claffen nady dem” erften Seiger, .

=

)
erden alfo auf eine und diefelbe (fleinere) Sums '51 -_
me 6, durd) den jweiten Jeiger reducivt, ynp fo |§
all¢es in dad getwdhnliche Gleid eingeleitet, i

Dag wird jugleih das (Infin, Dignit, p, 141, 142, ]If

in der Jtote und (Nov. Syft. Perm. p, XXII, 18) ppy
Bariationen Beigebracbteimeiter auffldren. Bon gy i 4
anberung der Formen durdh ufehen odep Nbjies
hen gewifer 3ahlen (wie hier dev Cing) Yoy, pop
Math. Heft L. S, 41,'42. Bon Dder Secfallung eins

; selner Hdherer Combinationstlaffen in Summen aug
' niedrigern, mit BVeranderung des 3eigers, Noy. Syft ! '
U Perm. p. LV. LVL. Dag dortige n ifthier 6. Y
; oo 00 N |

Bey Claffen von vielen Complegionen fann man

um die €olonne nicht ju fang ju machen, die eingels R

I
t nen
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nenn Ordnungen devfelben nelen einander fesen, aud
jur Berfarzung, toenn man will, fich der I8 ede
holungderponenten bei b, c, d... (eben fo, Miein |
s, 59 Dei a) bebienen, die fich bei der Ableitung du |
Oednungen aus einander (47, IL 2) von felbjr w
geben.
Die evfre Complepionn ift e ift 1rrx 1x (nag

58, «) und oooolo (nadh 58, ¥). Dad giebt

tp =at At atu2B '1 a2 %5 I' e b, 'I" a® “f

[I, 2, 3...9, 10, u:l [r, 3, 35850, m]
a5 by scavndy S ky 1 B et dan sy Sl

und davaus folgt (der evfte Seiger gilt fur E)

a* (1 g a® |b%t g (5 h ees b‘g
bch b'eg blef
a’ |bk bdg b df b'de
cl bef b7e® hic’e
xipie—=1dh ¢’ be’f hied
eg cdf bede he'd

= ce” bd® ¢!
TG d’e c’e e

P i4::"‘6.I

Die Jahlencomplegionen von “E nady dem v
ften Seiger, findet man (Infi. Dig. p. 8o, $1).

9Beil hier die Wiederholungen von a (als &
gangung der Dimenfionen in den -eingelnen Drdnuy
gen) im LVoraus vorgefchricben mwerden, fo fanny
und mithin anch fein Jahlenwerth o, i jweites
Jeiger gans dbergegangen werden. - Ein | Benfpid
apnlicher Wiederholungen eines Buchftabens (b mé
hiev a). findet man (Infin. Dign, p, 41.) bei Eombin
tionen an fidy (fimpiiciter), Man vergleiche die ert
gafel (Ebend. p. 157).
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L ber Combiflatorifthen Unalycif, 307 I
| il |
Hih i I
Nats L1
e 61, | |
g L | i i
bar Man fann oudh nach dem (Infin. Dign. p. 26.)
o 1 gegebenen Bevfpiele, aufer den Wiedetholungen von 18
. ) : -'E':_
a noch dre Verbindurgen von byc, d, e... bon den T
idh ubrigen abfondern. Die Ableitung der Drdnungen !hr_i
auscinandet (47,IL) fifet aud bier unmittelbar darz 1'(5; |
tog auf; und fo Fommt: e
a®|\L a®|b|[bi f a*|bb]bh  a®[bbb|be H
] a* | bk ch cg of f'
ci dg df de Al
et a@ — 'E’i'_,'
; dj;l £ l.__.. Lhelce 118
; eg ¢ lcg be/cf dd i
o fi df de = A

; - e \ 55 — beelce 5 i
d [_'”_ bd|dd G :I. i
3 1 St *C -..t.- {
o dide ccce feslEs . 0E
‘ed ——|  |dd e il | |
M — i g
§ Il" -'-
s il
t W |

Man fann alfo bep folhen Darftellungen bder g
o einjelnen Claffen (wie hier in 60, 61) durch die bz HlA g
i fonderung von a, mehrere a (ihre Wiederholungen)
* - # _ » L o A
7 auf etnmahl, mwie vorher (57) einjelne a por: i
tt’i fdreiben, Die Darftellung fir jede ju entwicfelnde
i Claffe ehrt jedesmabl, mie weit man mit den IBie: e
o derholungen von a fortgehen muf, bdie fur anbdere gl
n;r Claffen und andere Summen, nicdht immer big auf a°
erfi Devunterfallen. Die junachit auf die Wiederhoiungen i
bort a folgenden Werbindungen von b, ¢, d.... pon Ve

bb, be ... von bbb, bbe... u. f. . befolgen dag coms: i

o | . U2 bina# L
|
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pinatotifhe Gefess in 3T (S. 269, «) nur daf man
fier bie,d... fiie Die Dortigen abe... fchreiben, odet

: Ia 3) : I 230
i1 eiger ur den dorfigen (
ben 3eig (b_cd... ' : abc...)

nehmen muf. Bon diefen Verbindungen, hangen
die unmittelbar auf fie fofgenden Binionen im TBins
fel ob; und fo gervahrt hier Ddie Combinationslehre
einen Ueberblicf des Ganjer, aus feinen eingelnen
Sheilen, Den man auf Feinem anbdern Wege in due
Kiege und Bolfommenheit fo deutlich und anfhan
lich, haben Eani,
63.

Gin Benfpiel ciner gemifdhten (nidt ganjrein
combinatorifchen) Darftellung Hier gu geben, mad
vie Beftimmung der Complepionen dienen, die Dett
Prof. ‘Kligel in Dev Schrift der polpn. Lehrius
©. 61 aufaeftellt Hat.

Aufgabe. Die Complepionen der ferifographl
fhen Ordnungen 2,3, 4, 5 u. f. 1. fﬁg”jﬂ" i}
“'““:f, pon Der Ordnung, 1 unabhingig ¥ entwi
deln,

Soms
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f Complepionen fur Gomplepionen fug

1= :.'.n;jr 211-}-1:“‘ i» |
!

) (2, 3 4 5 6:+1) _(?; 3 4 5 6} 11
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: 64.
Nufldfung., Die Complegionen det niedriajten

|2]2
Cummen f{ind, fiir gerade zablen i fue un:

gerade Jahlen ]5_ Davaud laffen fich die Coms
plegionen hoherer Summen fur bepde, folgender ges
ftallt herleiten

I. Man fese alle Complepionen der vorhergehens
ben niedrigern Summen, 2 por. Das giebt die Drdz
nung der folgenden hHoheren Summen.

II. Sn den fo gefundenen Complerionen , vertaus
fche man. (mit Uebergehung aller derer, o die bey
den erfien oder lesten Sablen, ¢ind odet bendes,
nitht verfchieden find) die erfte [ahl mit de
nadftfolgenden, bdie leste mit der nachftoorhergehins
pen Des Seigers, das giebt die Ordnung 3 derfelben
Summe,

L. Daffelbe BVerfahren auf die (nach IL) gefuns
betten Gomplerionen angerendet, giebt die Comples
pionen der Ordnung 4 aus Ddenen bder Ordnung 3 L
f. w. alle folgende Ordnungen aud den nachftoorher:
gehenden,

Iv. Gobald man, bey Anwendung von IL und
I, auf ¢ine Complerion vevfallt, die nur aud jwed
aleichen ober um eing vecfchiedenen, Sahlen
beftehe, fo nimmt twan bepder Summe, und febt fit
alé lefite Cpmplerion diefer Summe Ddarunter,

Auf abnliche Art fann man pon der Ordnung 3
odet 4... oder m anfangen, und aquf die Ordnun?
aen mr, mi2 u, {. w. fortgehen. 6

bo
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65.

MWegen ded Umftandes (64 IV.) gehort das Ver:
faheén ju den gemifdhten, und hat fur Jablen:
complepionen feinen Wuftof. Um ¢é auf Dudftaben:
complepionen angumwenden, darf man nur, auf diefen
eingigen Kall, den Jndepr vor Augen Haben; alles
liebrige aeht fonft veinz combinatorvifch fort, wo der
Buchftaben gleiche Bequemlichfeit mit dem der.Falyz
[en fat (&. 251.) Man Hatte die Aufidfung der Huf-
gabe (63) audh {o geben fonnen, baf man jede nachft:
folgenden Complerion ‘aus’ der unmittelbar vorherges
henden abgeleitet hatte; abet BHietbey urden fidh ju
jenen avithmetifhen Summen (64 IV.) aud nod
avithmetifche Grgangungen eingefunden Haben,
und fo dad combinatorifche WVerfahren, Dbep aller
fcid)tigfc'it an fich, bdoch mindber vein, ald dag in
(64) geworden feyn.  Diel Darftellungen in (63)
enthalten alle (von Klugel im polpn, Yehrfas &.
61) vorfommende CGomplerionen der Summen §, 9,
100 und noch mehrere, in einer Tepifographifchen Jnz
polution.

656.

Gin Bepfptel, toie {hnell die combinatotriz
fhen Formen (was fur die Analpfid fo wichtig
ift) fich im einander umwandeln laffen, mbdgen idie
hier folgende trep Anwendungen jur Summe 7 ab:
geben.

2Nach

S —————
- i‘m._u‘c.-.-' -
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Nah Boscowid, NadhHindens Nadh Hinbdens
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Diefe 3 Darfrellungen find bdiefelben in Sahlen

vie &. 285, in Buchftaben aufgefibet find, nur dof

Die Dortige erjte, 2te und dritte; hier die at

3te und 1fte ift. Die Darfrellungen der Jerfallungen

} nach Bodcomwid ift ju dem Gebrauch bey den Eon
binationen wberhaupt nicht fo bequem, als die bey
ven von Hindenbutrg gefundenen, und die Ybthels
Tung nadh jener fann fehr leicht aus diefen Hergelel
tet werden.  Die evfte Hindenbirgifche Serfallungsart
pient vorjiglich, enn mit der Secfallung jugleid
bie Abtheilung nach der Anjzahl der Theile (nad
€lafien) verlangt wird. Die jrwente Hindenbiirgifte
Jevleaunasart, giebt mit den Serfallungen einer Bail
i
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sugleich die duvch IWinfelhafen von einander gefon:
derten Serfallungen aller fleinern, und Hat in Anfe:
hung der ettwas grofern Leichtigfeit tin Der Darftels
lung, wegen ded einfachern Gefefed der Jufammenfe:
pung, Borjug vor der erften Art. Dagegen ift,
in Bezichung auf die Analpfis nberhaupt die Hins
denbirgifhe evfte Avt von Rerlegung (nach Elaffen
von gleichoielen ZTheilen) von toeit ausgedehnterm
Umfange in der Antwendung aisg die jivepte; weil ¢8
ungahlig viele Falle gicbt, wo man nur die Comple:
vionen ecingelner €laffen (der eingeln Abtheilunaen
aifchben den Hovijontalen finien) nicht aber aller
Claffen jufammen ndthig Hat. Auch enthalt die evfte
Art Fweperley Tnvolutionen 1) der niedrigern
Gummen diiedh alle Claffen 2) der niedrigern
€laffen ju verfdiedenen Summen in den eingels
nen Clafferr; und man fann jede der beyden tibrigen,
hier angefubrten Anordnungen, aligendliclich aus ihe
darftelien. Dad ¥ete gilt auch von dew bepden an-

, dern Anordnungen, und ift eine naturliche Folge da:

pon, 0Daf man Dep Den Combinationdverfalhiren im:
mer alle Clemente in der Jufammenfesung vor fich
hat. Bon diefen ift die dritte Dasftellung die leich-
tefte in, Dev Cntwidelung. Aus ihr forme man die
3wepte, tenn man von oben Herunteraehend
erft Die cingifrige (hier 7) dann die jweps
gifrigen (1,6 und 2, 5 und 3,4) dann die dDrep:
Pann die viers u. f. w. gifeigen Complepionen ju.
fammenlieft, die gletdhoielzifrigen jedesmal in eine
€laffe jufammenfesit, und dielleste mitx, 1,1,1,1,1, 1,
(der eingigen fiebenjifrigen Somplepionen) befchlicfit.
Aug diefer jrwenten Anordnung fchaft man fogleich die

erfte
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eifte, wenn man in der jtweiten, von unten Hlegs
auf freigend und vacmwarts lefend , (alle diejenis
aen Complegionen in ¢ine Drdnung jufammen:
feit, (die tn Diefer jfoepten) mit 1, oder 2, oder 3 1.
f. w.,mit7, fich enden, und folglich mit diefen Elemens
ten in der ecften anfangef. Huf abnliche Art wird
(Uech, der Math, H.IL &. 188) cine andeve [epis
fogtaphifde Darftellung qin eine Claffenan:
otdnung umgeftaltet, oder, wie man fagen fonnte

umgelefen,

67.

Neh -habe von Den combinatdrifchen Operationdd
hicr nur Das Unentbehrlichite vovgetragen, dag, was
thetls Ded Jufammenhangs, theils des Folgenden wes
gen, da fepn mufite. Die Operationen, o Wieders
holungen der Elemente verfrattet find, find ifie die
Analnfié bep tweitem die wichtigften. Aus  den Vot
fdbriften fur diefe folgen jugleich die, too Feine Wies
derholungen vorFommen durfen; daher i mih das
bep geaenwartig fo wenig aufbalte, ald bei der Ber:
fcbiedenheit der Seiger, in AL{icht auf die Folge ovet
Memnge ihrer Clemente. Von der [egifographifdhen
pder alphabetifchen Darftellung, habe ich nur die ju
peftimmten Summen bier (37, 46) aufgefubhre. Ues
berall ifind hierbep Fnvolutionen vorgiglid) Dbequem,
die hicr nicht durchgangig durdh eingejeichnete Wins
fol bemerflich gemadt worden find: dahin 3. D. die
(31, «) aufgefihute gehdrt, eme dev widtigften, I
(Infin, Dign. p. 17, 18) ¢tivas teiter ausgefuhrt ift,
und fehr mannigfaltige Abfcbnitte duvch einjuzeichnens

\ e
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de Zinien und Winfel verfrattet, und fo verfehiedene
Unterfuchungen veranfaft (Ebendaf. S. 19 u, f.) wo:
bey gu merfen, daf die dort vorfommenden Reichen,
feine combinatorifhen , fondern blof willEihrlich ge-
wablte, find.

- - %

68.

Bepden Tnvolutionen toird actwdhnlich ein Theil

ber Complerionen Cbie Ocdnung 1 oder a, S. 23¢, y t
222 (27| o) bued) blofies vorfhreiben bes er: rE
Sl 10 oll? frfl_i Glements erhalten. IMan
otalolol jieht hier cin Schreilen der Ele: 1
lolololy ol mente in die Jicte (Yrch. ber
ololo|r 1 Math. H.1. . 15.) odet in vers iih
ololi ool fifalen Colonnen, wovon die Jah: b
il o fentveibe gleichfalls c¢in febr cin: ‘P
AP et faches und Delefirendeg Bepfpiel
ofojr I 1 ““T_T“[[r- Sch will' hier nur den
ol o 5 ol Anfang des dyadifchen Jahlenfy:
filoly o o 5| ftems aus dem bepden Gruadjalh: i
o e PR bepfuagen, two die fbers ﬂ
o b e fcbricbenen Potenzen der 2 anﬁci; i
AR e L wie bielmal jeded der bep:-
el e pen Clemente in jeder BVertifals
e reihe abwedhfelnd unteveinan:
ol 1 1 g | Pev du fohreiben fey. Die Hier '
T R eingejeichneten  Parvallelogramme :
A (ftatt den fonftigen FWinfel) jei- gl
m.]l Cop oy 1l oen edesmal Den Petioden Der

sufammengehdrigen Siffern in den o
RO P o1 ) Bevtifalveihen det obne Yufhdren .
in i
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in die Tiefe hHinab mwiederholt werden muf. Biy
Sopftemen vbon 2, 4, § oder mehreren Grundseichen,
sofieden Die IBiederholungen der einjelnen Grundjeis
chen in Den vertifalen Neihen eben fo durd) Poten:
sert Der Rahlen 3,4,5 u. fi W, nachgemwiefen moerden,
Bey dem Ddefadifhen Spftem Fonnen Hier Ddie Potens
jen 107, 107, 1¢°, 10’ N, f. 1. bOL,

69.

Die unmittelbarfie Anwendung jeigt idie BVavin
tionsaufgabe (20), wo man die BVorfchrift fur die
dortige Darftellung (8) nach (68) fic ein triadifdes
Spitem aus a,b,c hatte geben, und fo nicht blof wie
dort Die a fondern auch Ddie fibrigen Elemente b e
nady fenfrechter Fortfchreitung in die Tiefe fatte
fcbreiben fdnnen. Gine jwepte aber niche fo unmittels
bare, Antwendung jeigt (31, 8), denn fier Fomie
man die MWiederholungen der ab,e in den einjelnen
gertifalen Golonnen nicht duech Potengen dev 3, o
dern mifite felbige durch ahlen aus der Tafel it
ﬁgﬁt[id}ﬂlt nathroeifen, toie Herr Prof. Rothe i
ciuem andern Falle, durch Jahlen einer andern I
Fel gethan hat (Arch. der Math. H. 1L S.171—174)
Gine interreffante Antwendung folcher Fortfehreituns
gegebener Glemente in die Tiefe, geben die enflV
fchen Perviodenw, Hindenburgs Ubhandlung babon
im Dagazing fue reine und angewandte SR athematit
(1786 ©t. 1l 281 — 324).

9li¢
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“Allgemeine nte Claffe ber Combinationen

per Combinatorifdhen AUnalyif, 3 17

Allgenietre Glicder fire Claffen und ﬁrbmmgm
erfte und emmfh*le Nelationen in combinacs
vifchen Seichen.

0.

%ch babe den BVertrag der 9'?-~rf“ﬁl:iftn:n uber die
Bengebrachtsn combinatorifhen Opervationen - durdh
dergleichen Glieder und Formeln nicht unterbrechen
wollen, Sie find aber twidhtig und mufen dafher
nachgeholet’ woerden. '

1.

on

o

—
"

haupt, mit ABiederholungen (31).
a8 fan=I ‘A an-2 ‘Bt an-3 ‘C.,,Fa"N=IN

2 3% @9 B0 e Ly s

bcde...) (abcd...)
Da hier die Wiederholungen von a nach der Ords
nung vorgefchrieben terden, fo beziehen fich Ddie
Gombinationsclaffen ‘A ‘B ‘C... hier eben fo auf
b, ¢, d wie in (3D auf a, b, c... und fonnen aud
die IWerthe Dderfelben unmittelbar (aud 31) abgeleiz
tet terben, tenn man fur die dortigen a, b, c...
fier b, ¢, d... fesen,- Obige Formel giebt der Din:
gea b cd...

fiit n = 1, Unionen a* + a° ‘A .Y
¢ n = 2, Binionena® f a* ‘A Ja°B ="'B
s n == 3,3ernionena’ § a® ‘Afa*Bfa’‘C='C
S BN S T 33 % v
&c'bcde.,. aba...)

Man

-
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Man darf alfo nur det Dinge b, ¢, d. ., Coms
binationdclaffen nach Dder Ordnung fuchen (3r, o
und ifnen bdie jugehHdrigen Wiederholungen vona
porfchreiben.

Diefe Formel fur die allgemeine nte Claffe bt
Gombinationen ubethaupt, bHat Hindenburg beveits
(Infin, Dign. p. 159 und Nov. Syt |Perm. p. XY,If)
gegeben.  Aber die hier gebraudhten combinatorijchen
Qeichen ‘A, ‘B, ‘C... weldhe Hindenburg jest einges
fuprt Hat find deutlicher und perftandlicher als Di

REIar i, : T 2
bottigen willfabrlichen Jeichen B, B, B...

Ullgemeine  Darftellung bder  Combinationen jue
unbeffimmten Summe n, mit LWiederholungen,

=3,

Kur den Jeiger G: i E’{ ?} giebt bdie Auflos

fung (48) die Buchitabeninvolution fur jede verlang
te Summe.
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¥ Jf ©und daraus fir gk
‘) &c. |bIb{bIb|b{b[b (e
“ biblblb{b]e vefas
bib[bibfa b la i
:E b‘b b CH; b’ ,:_ if
Fl; b ib [!:__- , ._'
) bib e d bl g i
: ro BRI i
it h; Gy S b*[cce i
| bic e ce
bid d ad i
o8 g il |
f cAerde 5] i
’ c f cf
&e. {4 @ de N
jo o i
g &e. .I
€ben Dad giebt bdie jtwente Darftellung (in 46)
/ fenn man Ddavin b, ¢,.d... ftatt a, b, c... fekt. b
i1, Die erfte Darftellung in L jeigt nur den n- i
fang fur das unbeftimmte ":j]f. Diefer bleibt wegen +
der Snvolutorifchen Fortfcheeitung bey jedem Hohern |
Werthe n derfelbes audh fallt der Fortgang nadh
demyelben Gefese (48) flar in die Augen, und hat
nicht die geringfte SchwierigFeit. { f
111, Die Complerionen jwifden jedem Paare
horigontaler Linien haben immer eine gleiche |
Angahl von b vovgefchrieben, die niedermwarts fuccefs w

five um ein8 abnimmt.  Draft man diefe Mengen g
burch ‘IWiederholungserponenten (59) aus, fo. rects
fey: it
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fertigt das bie Darftellung von JyinI too bie MWie
derholungen von b® 0i8 auf b? Herunter fallen. Aud
fice Deutet b7 an, daf b in den ubrigen BVerbindun:
gen nicht weiter vorfomme.

1v. Dic Complegionen neben den IWiederholungen
pon b, bie hier in Winfeln ftehen, haben (Die evjte
auggenemmen) tociter fein b, und bejichen fich auf

den Seiger (i’ 2:8 ?), nach roelchem die Comples

gionen in einem und demfelben TWinEel auch eineriey
Summe qeben, die nach Dder Reihe der naturlichen
Jahlen fortgehend, nach _J', 3;1]“‘, "E' 1.{.10. freigh
v. daé fuhet auf der Sleichung:
sfbu-x biba-z °] f =3 TJbn-aL t 5
iads i) Giiiey
Der eiger linfer Hand gehdet ju °J linfer
Hand ded Gleichheitdzeichens, Dder Reiger redtet
Hand 3u Den obigen Fnvolutiznen. Die (Sntroickelung
ihrée ©licder giebt nadehende [epifographifde
fjnwlution.

1 10 ] Bebeuten bier Ddaffelbe als :f
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nJ‘ i(‘ﬁ'omfnnatwnm ju - Deftimmten
Gummen in direfrer lepifograz§
I 2 3 4... phifcher Ordnung, '
be de,
hl‘.l —'_:[_b =N B h=% B
s bn—z ::J* = |po-2,¢
T bo=3 39— bn=3g
1. Ll e
000 AT e
.i- bn-s S‘J" = |b=s [cd, £]
n~6 6 — -6 [o? d?, o]
-!- b &l[" —— |bn-6 [c%,ce,id?, g]
S bn-7 "’J:JJ — |ho-7 [cr“d} cf',de, h]
T b8 8T — lbo-s [o* c,cd cg, df; e4i]
1} bo-9 o= r — |pn-9 [_‘C-*lj,c?f; cde, cb, cl*_,n:_"LgJ Gf;k}
+ bo-10 IOT; —|bn-10 [c:;cqe,c“dz, ceg,cdﬂce:,ci__

d?e; dh, eg, 2, 1]
f bo-IT XTI —

) —|b"=XX [c*d, o2f, cde, c?h,cd?, cdg,

&e. &c. cef,ck; d*f, de?, di, eh, fg, m]
1o i)
codoe e 1. f e e -

—_

Das ift basd allgemeine Schema, deren bdie Anfange
in dem oben (&, 280, ermwahnten Hindenbiirgifchen Proz
gramm und im Aechiv der Math, H. Iv. &, 360, 393,
395) vorfommen. Die Contplegionen in den Klammern
(beren Summen immer mit der von n an b abgesos
genén Sahl ubereinfommen) find hier sut Grfparung
de8 Raums neben einander, nicht mwie dies und
hier in 72, L) unter einander gefchrieben.

73
Diefe Darftellung gehdrt ju Den Snvolutionen
der vollfommenften vt, und gewinnt durdy den all

X ges

R




322 Hindbenburgs Theorie

gemeinen Ausdruct, bepdes an Rirze und Bequem:
quemlichteit jugleich. Cine niedrigeré Snvolution
au beftimmten Summen, 3. B, die fur ’J (in 72 D) aué
ihe absufondern, bdarf man nur n = 7 feken,
und einen Horigontalftvich unter bo-7 -‘_] D 1.
b> "] und deffen (rechter Hand des Gleichheitdseis
dhens Defindlichen) Werth jiehen: fo giebt das, was
Sber diefen Strich frehet, sufammen die gefodeste
Snoolution far -"], auf den in (72 L, Dbefindlichn

Feiger bejogen.

Sebe nadithdhere Fnvolution entfteht durd Un:
fiigung eines neuen Glicdes ju ben fchon gegebenen,
folgenderaeftalt: (5 fepen bﬂ-mdr:““:]} unh bo-rl
m-X T pag vorleste und fegte Glicd dev gegebenen
Snpofution, fo findet man dargus das neuanji
fiigende bu-m . wenn man 1) alfen Completis
nen fue “‘""] (bie im vorlepten @licde in ber
Glammer frelen) den Buchitaben ¢ vorfest 2)in dens
jenigen Complegionen flie ™ J (bie im fegten Blics
de i Der Slommer frehen) toelche ytocy unaleicde An
fangsbuchftaben haben , den erfien Buchitaben . mif
pem nadftfolaenden des Seigers vertaufdt 3) Die
Gomvlepionen, tie man fie (nach 1 und 2) gefunde
hat, in ihrer Drdnung, neben bu-m iy die Klamnick
fest. So fieht man, wie man 3 B. fir m =10
dag @fied ba-1x™] aug den benden vorheraehender

b9 "] und ba-10%] fat finden Ednmen, Yuf B¢
fem
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fem fo leichten TWege ift die obige Darftellung,

aug
den Anfanasgliedern bo-1h, ba=z¢,

_ bn-3d conftruipt
worden: und daraus erhellet, dafi man bdie MWiebers
holungdegponenten (59) bier eben fo feicht bey ¢, d,
e f... al8 bep b anbringen £ann,; ju nicht geringer
Berfursung im Vortrage, und ohne dadutrch bdie
Bortheile der Snvolution aufsubeben oder ju pers
nichten,

4

©cet man die (S. 321) in Klamntern eingefdhio:
fenen Gomplegionen fo' neben die bu-z, ho=a bn=3,
U, f. . daf juetft die eiubudbftabiaen, darnn die
joeiz dann deeiz vier und mehrbuchftabigen
Complegionen, in vevticalen Reihen, wie in nachz
frehendet figificher Anordnung, neben einanbder folz
gen, 1o wird bdadurd) jene ferifographifhe jn cine
€laffendarfiellung augenbliclich umgemwanbelt
(66).

& 2 ha=~I
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‘Hn*! b Combinationen 3u unbes
; bn-2 e ftimmten Summen =, na
Ba=3 - |id gutgeordneten Gomplepie:
T PR s 2k : .
Lo- & e|C nen und Clajien
il Y bu-§ fled]|
) |
b'.|—5 g ! C%1 c '
fin ol
= 1+ | ct} e*d
La=7 1 bl =2 €5
1 | ae
— e T
b= 8 ilcg| c’elc
df | ¢d?
E e’
3 i
——— —_— . 3
Ln-9 kichlct|c d
-‘I i
f dg| cde
g{ <
| efiid
3 s =g e _T w_-t_. c.;
i pn—xo}y ]| C! c'g Cﬂt‘-
' . dh|cdflc’d’
ex| ce’
J 2| d’e|
e | b PP T HT
; di jcdg c’de
- E 4
f eh| cef |cd
de”
CRS I S z z 7 Ll R e
o142 3 4 5 fL 2 2002
L PRI
>

75
Die Datfrellung (74) bricht Hier, toie Diey b0
et fie abgeleitet worden, mit den ju pn-11 gefdtk
gen Gomplegionen ab. Die BVeraleichung Derfelben
mit der Snoolution (72, 1S, 319.) seigt folgendes:

Di) ¢
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1) Die MWiederholungen von b linfer Hand des
Doppelfrriche in (z4) find die b langft der Senfitriz
che Des MWinfels (&, 319).

2) Die Complerionen in den Fachern trechter
Hand des Doppelftrichs ¢74) find diefelben, die 3tvi
{hert  ben  Borigontalen Schenfeln jweier nadfter
Winfel (&, 319) liegen.

3. Die Wicberholutgen der b (1) nur die danes
benfrehenden Gomplerionen (2) gehdren fo jufammen,
daf dic erftern jeder cingelnen Complerion vorgefefit
(oder Damit perbunden gedadity werden muifen.

4) Die Jahlenmwerthe Der Buchftaben .in der Dare

/
]

fellung (74) giebt der Reiger
(1 2345 6)
bie.d e f o, .,
Diefer bringt durchgangig die Glieder (in 3) auf eiz
nerlep GSumme n, Die Summe in' den einjelnen
Complepionen (2) ift nehmbich immer fo groff, al§
bic Rahl, die von n an b abgeogen toird.

5) Das Abfondern niedrigerer Fnvolutiog
aen aus hHobeen gefdhieht hier durch Iiehung einesd
$Horizontalferiches, auf eben die Art, wie i (S 73
(éj[wn fo auch dev Fortgang fur hoherve Fnvos
futionen dureh Anfugung neugr Glicder an die ges
gebenen.

6) Dic Wertical - Rethen oder Colonnen der Com=
plegionen in den Rachern - find unten , nach det
Oednung mit o, 1, 2, 3, 4... Dbejeichnet.  Fablt
man nun die Glieder ober Facher dev eingeln Wertiz
calfolonnen von oben berunter 11, 72, 13,.. .1

{o

A
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fo fann man bdie Complepionen jeded beftimmten
Sade beftimmt nachweifen, und felbige bequem un
teceinander vergleichen,

76+

Die Dacftellung (74) Fann audy von jenet ans
bern i(72 &. 321) unabfhangig, folgendergeftalt ge
ftizden toerden:

I, Man fdreibe die Wiederholungen bo-1, ho-2,
ba-3, bn-4,.., in egine Verticalveihe unter einander,
und gleich daneben die eingeln Elemente b,c,de...
in die evfte Verticalveihe (75, 6) recbrer Hand ded
Doppelftrichs,

1L Die tibrigen Cofonnen und Tacher mit ibren
Complegionen, 3. B, Col. nTm, findet man, wemt
man allen um goep Facher Hodher Tliegenden Gomple:
pionen in Der nachftvorhergehenden Solonne [alfen
Complepionen in Col, (n — i) Tm] den Buchftaben
c borfest; 2) in den Comvlepionen, die unmittelbat
uber demr Fache liegen, deffen Gomplegion man fudht
[in den Complerionen in Col. nT(m—1)] mit Uebers
gepung derer, die wen aleiche Anfangsbuchftaben ho:
ben, den erften Budfraben mit dem nachfifolgenden
Des Seigers vertaufcht, und 3) die (nach 1 und 2) ges
fundenen Complegionen, in Col. nTm nadh ihrer Ords
nung fest.

. fir m=1 witd T (m —1) = o, .63 giebt
nehmlich nivgends ein Fach fber den erften, alfo aud

fur Col, nTo nichtd umzutaufchen.

7
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717

Kur jeden beftimmten Werth von n in (74) 3.
B, fir n = 10, find bn-To mit den jugehdrigen,

rechter Hand  Ddaneben ftehenden Compleyionen Ddie
fegten , mift denen die Darftellung abbricht, fo, daf
pr-11 mit allem tas daneben mnd Ddarvunter {teht,
fir den Werth von n = 10 nicht weiter in Betrad)z
tung fommt. Was uber dem Horijontalftrich unter
br-xo (d. h, hier b°) neben den Tiederholungen
pon b fieat, enthalt jufammen De Combinarions:
claffen.
ss), *9p, %, D, *°E, F, ¥G, *°H, ], K

2345 6)
Codinett gl
Der Reiger fir die Elaffen fangt Hier vonc oder
2 an, weil die Wirderholungen von b fdon ein, fir
allemal in (7a) abgefondert ymd. Die Complegionen
der ecingeln Glaffen *°A, ™B... liegen Dier in Den
Diagonalfachern niederto Grts recbter Hand,
per ceftern A burdh 1; Der jtwepten B durd) kj
der 3ten *°C durch i; Der 4ten D durdh hy u. f. .
aber nut 6is an bden Horiontalfirich unter ba-xo,
weil unter diefem. Strich nichts eiter (fir n = 10)

porfommt.
738.
Grempel. Die Complerionen fue
l"-E
123456 aug 74 anjugeben
bcdefg

e et < |
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fur n = 10 findet man nach (77) aug (79
VE = blg B[t + b?fo%e f brle’d 4 b0t
e [ T e ST
Die Complepionen find Diet nach (60) neben
emwnider geordnet.  Cine von (74) unabhingige ins
bolutotifche Datftellung derfelben unter einandet
gabe (58), wenn man mit *E ¢ben fo vecfabre, wie
Dort mit D, und Ffir die Dortigen -a, b, c... hier
bye,d... feite. Diefe Anordnung ware einerlen mit
Der, tenn man die bier gefundenen Complepionen
gang ausgefcbrieben (obhne 2Wiederholungserponenten)

unter einander feste,

79+

30ge man (wie in 58, 59) von jeder Sahl es
3eigers (75, 4) Gind ab, d. i nehme man anfatt

; B0 Nt g gl
Des Jeigers 2 ) 1 nun( )
5 3etg J(b Gt fue (74) cde,.k

fo wicde dad einen Cinfluf auf die Summen der ein:
selnen Complepionen in den Fachern dev einjeln Bew
ticalreiben haben. Gie wiuden fammtlich niedrigete
Guminen darftellen als jene. Die Complepionen it
per erften Verticalcolonne um 15 die in Der jwey
tenum 25 die in der dritten um 33 u.if ‘.

: 8o.
Diefen Unterfchied anfdhaulich daruftellen, bdatf
man nur, ftatt der cingeln Complepionen, bdas 31!91?
horige Claffenseichen in die Facher fesen. Das gicht

(w) filt
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) fiir 74

X
= bn-1 b
i bes
5 ba=3 “A r
T- b”_4 .}E" QB I ;
E‘ b;j-; si'a\. : ’-" — :'
' bn-s ||7a|7B|c|
it b-7 |}7&| "B C ’
ealapla~l 2 |
i bn—8 ‘A{ SBI°C} "D ! ‘
bn-9 {{*Af{ °B] °C| °D ' i
ba—zo |*™A|*B|*C|®D|*E
];._II I".rjaL *171}-“(1 T_.I_l-j]?_‘_E, ‘.I
18 f 0. f. i
| (23456?891011> :
! ¥
i & cde fghik 1l m

(3 nach 79

| e ;
t fbn-3 |12 ;
¢ S e
| = |73l
i ho=¢ YA13R i '
: {bi-6 T\- :i-;w _:
4b2=7 "L 2APR|*C
be-8 {1 "Al“Bl7Gi*D
. bn-9 _?; B :-fl: D
f bu-Tol4 A 1%B|"C|"D}E
* Vimv=||=x | ol p |
E it e |
12345676910, j Y
r ]‘(c de f g._il_‘i k 121_..'.;'_')_’& qet |

2 o
Benbe,
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Pende, dem auffeen Anfehen nad gang verfeie
vene, Schemata « und 8 geben, jeded auf den unten
bepgefugten Jeiger bejogen, die Gomplegionen der
Datftellung. (74).

81,

LB
Q. W

Um ['i Vool a :l bureh Sowoder g ju beftim:
A5 s

men, datf man nut ne= 1o fefien (77) fo findet man
nathre;. Dz b TAL$b? B BT PCOf bEED
fadh £ D= K fAJ b* °BF bF *C f b° FD

wo blog Der Jeiger iin (80, ¢, £) den Unterfehied

macht. Diefe Clafle °D wied nehmlich bier in Sums

men pon Clafien zerlegt, toie in (58, 59); nut daf

picr b, ¢, d,., ftait Der Doctigen a, by c... ju J¢E

82.

Die Vortrefilichfeit der involutorifdhen Darfiels
fung (74) twied fofgended fn ber Kirze jeigen:

1) Die veinzcombinatovifhe Entwifelung (76, L
IL.) und i{nm‘bzmng- (74) ift, ben iHrev Hllgemeins
Beit, dennoch auGerft leicht, und verfeastet, die aBies
berholunaderponenten, bey den Elementen dee Com?
plepionen unmittelbar anjubeingen, obne .die Fnooz
fution ju erftdrven,

2) Die Wiederholungen oon b, . fo toie die eins

stoen 2 drep= vier . ., budbftabigen Complepionen ai
¢, d, e, f... find in eingelne Bevtifalveihen
nacdh der Oidnung, claffentoeife (nach gleichnamigen

Slaffen
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jene nach falfenden, vieje nady fteigenden
erponenten (8o),

€laffen, = aber ;u verfchicdenen SGummen) géfordert,

Summen:

3) Die Complepionen in den eingelnen Hori:
gontalreihen oder Kachern  Binter Ddem Donvpelz
fevich frellen einelne Glaffen fir fih, nad) dem. beys
gefiigten Reiger dar, Auf die nebenftehenden b ju=
gleich mit Desogen, find eg Dicjenigen Gonplerisnen,
die immer eine gleiche Anzahl vorgefester b ents '
balten,

4) Die jufammengehorigen Elemente der fepi- it
fographifchen Ordnung aus b,c,d... findet man 1 1
in den Horizontalreihen (72, 1IV); der Elaffenbar!
ftellung in den Diagonaleeihen (77). Die hicr gez
teoffene figheliche Nnordnung frells nehmlich bepder ;
Sufammenbang anfdbaulich dar, bl

5 Daé Abfondern niedrigerer Jnvolutios i |
nen (beftimmter und unbefrimmeer Gummen) aus hoz
hern, fo wie ber Sovtgang fir hohere Snvolu-
tionen aus den gegebenen, gefchieht mit grodfter
Leichtigfeit (75, 5),

6) Die wenigen Complerionen in (74) pertreten,
enn man nach einander n =1, 2, 3, 4... 11 feft,
bollfommen die Stelle det Zafel (Infin, Dignit. p. 166.
und. Nov. Syft, Perm, p, LVIIE) und noch weiter, denn
ber Werth n == 1x gieht auch die fammtlichen Glafs
fen jur Summe I1; davon in jener Tafel nichts vors
handen ift.  Die Duchftabencomplepion der Tab. V,
(Infin, Dign, p. 167) aus (74) 3u fchreiben, davf man
nug

ftatt
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i
U
]

ftatt b, e;.d, e, f, g b, 1, k1 (l{n 68
biet @, 8 7 & & & m & & % feben
=) Obfchon bhier nac) der Vorfcdrift (76, L IL

q‘v[a ende Complepionen und Fadher ~aus Bother
yehenden ab aeleitet toerden, * fo fann man gleids
rc.vI). jede eingelne Berticalz $Horizontalz und Diage:
nalveihen und Fader gang independent von anbern,
aufier der Ordnung, {dhafen. Dasd giebt infonder
heit (goy B) flar und
vie Complepionen jeder Elaffe und Summe _unnittels
bar Datftellen fann (55, 57, 58).

83.

Das sufammen -eigh die Gute und Wovtteflids
feit fomohl Dev combinatorifhen SRethode uberhaupt,
ald der Darftellung (74) insbefondere. Simplicitat
und NAllqemeinheit bep der Cntwictelung Qarge und
Deutlichfeit bep det Anordnung, Sﬂ?annmmithfm
und Yeichtiafeit bep Der Hnwendung, find hier aufs
innigfte mit einander verbunden. Das ift bi¢ bon
Hindenburg (im polpnomifchen Lehrfak. &
54, Jote ¢) verfprochene ent bliche Wollendung
Was Here Profefor Klagel in der bottigen ot
wont Den Worjitaen der combinatorifchen :‘guuuiuiior
nen ubcrhaupt fagt, Ddas gilt in einem eimninenten
Girade, vornehmlich von diefer lesten, poch mehu alé
pon jeder andern in (71) nach mwelcher die iin (74)
im Ganinn ﬁl";Di'lliE, und, mutans mutandis, ¢inges
gichret ift, Die allgenteine Formel, Ddeven nafeet
Gntoidelung die & Darfiellung (74) aicbt, wird ingol
aendem porfommer,

pentfich ju ecfennen, foeil man

84
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84.

e So viel fdbien miv ndthig, von den combinatos

4 tifchen  Operationen, bot suiglich - den  Snvolutionen,

e im Qufamenhange bier bepjubringen. Die Aufih-

¢ rung befiimmter BVorfdriften fir die Entiwiz

i cdefung und Dacftellung diefer Operationen it un:

e umgdanglich nothwendig. Sic Deivift die uns

an mittelbare ““wmbv:*] per allererften Greinbde dev

th Gache, und darf der 9Bi LHu[)t Ded Ceferd nidht wbers '
{affen bleiben, -*Jf'u.tu) warde Diefer nicht (felbjt nicht

einmal der geubte Analpft, fogleich und auf der
Stelle) immer. die fareften, " und fur gewiffe Abfichz

117 ten junacdhft paffenden Regeln und Borfchriften aufz :. |

i, finden.  Auf folche muff man fich alfo begiehen fon- }

it pen, und datum maffen f{ie aud irg;uu-um Detitlich

nd verfafit und befchricben vorhanden fepn, Die Sache |

(i (beven Jothmwendigleit gleichmwohl einmal ift bestoeiz"

1f$ felt wouvden), fo angefehen, fpricht fir fich felbft, i

ot und Hevr Drofeflor Klugel ift derfelben Weinung, a

& (Siefje die in 3 genannter Schrift &.89). Hinterher I

1 fann jedem frepfiehen und e3 g foitd audh feine Schivie-

ote rigfeit haben, die Borfdrifren nach Gefallen fire fich

0 abjuanbern, nad Umfianden 3u evtoeitern und duvcdh

i neue ju vermehren,

103

") 35.

i % hoffe, die eichtigleit ber hier angetviefenen .

By Rerfahren wird dem Lefer bon felbft einfetchten. a

- Sollte aber diefe combinatorifche Theorie, fo einfacd i
fic an fich ift, bem Unfjanger gleichroohl vevmictelt i
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fcheinett, toeil mian fie, bey der Augdehrung, die fie
in der Anmwendung hat, nicht mit groep Worten ab
thun fann: fo fann ich einen folchen nichts Paffende:
tes uno TWahreves entgegenfesen, als die Antioore,
die Hoerr Hofrath Lichtenbera, in einen afynliden
Salle, Dbey einter gleichfalls fehr einfachen nue dem
Scheine nady vermicfelten phofifcben Zheovie gear:
ben hat. — ,,Man muf oiel Worte machenr, nid,
»weil die Theovie felbft vermicelt ift, fondern el
,»Det Anmwendungen die daraus erflart merden FSnnen
sfo oiele find, Man fagt nichts anders, man wen
s;0ef s hut quf ettvas anbders an. (Grpled. Unfangss,
per JFaturl. §. 549. 1. &, 525),  Hlles flieft and
biev (toie dort) aus einer eingigen fehr einfaden
Borausfesgung: Die Verdnderungen’ bep teins
stombinatorifchen BVetridbtungen,; lafen fich auf blos
s»fes Anfegen odet Bepfiigen, Wegnehmen oder AL,
»fofibern , Ausz oder Umtaufchen ; der porgegebes
»ten Elemente, jurncfibhren (S. 239, 11.).

Bergletdhung der Seichen fiir combirntatorifche Ope:
rationen; enifachiie Nelacionen derfelben in
otefer Qeicyen.

86.

Die eichen felbft, fo bviel deren Bier aufjufihs
ven nothig fhien find fhon im Borhergehenden et
flact.  Hier fomme 8 nur quf thre Bergleichung ges
gen eiftander an, und mwie fich combinatorifche (und
in der Folge audh analptifche) Sage bequem bdurch fie
ausbricfen laffen,

(») Vo
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(») Bariationen therhanpt, mit Wiederh
[ungen.
Var (a b ¢ d) fimpl
87.
(F =l B S C s D b (S AN
@*hicd ek )

Die einselnen €laffen ‘d; ‘B, ‘C... bejichen
fich auf (20, «), die Fnvolutionen 5 auf (20, 2) in
fofeen Diefe Darftellung Summen von Claffen inp oz
[utorifd enthalt. -Die Clemente a. b, ¢, d, wep:
Den jedereit, ald ber gu bearbeitende Stoff, den Reis
den F und ‘A ‘B... unten bepgefuat, -

88,

Die BVariationen degebener Clemenite ‘enthalten
alfe Combinationen detfelben, mi: allen Permutatio:
nen, Fue jede eingelne Complepion einer Baria-
tionéclaffe , muffen in devfelben Claffe auch aife ihre
Berfegungen vorfommen. Man Fann alfo thegen der
BVerfepungen gegebener Elemente auf die Baria:
tiongclaffen vertveifen, in denen fie enthalten
find, und bie befondern Complepionsn mweldhe  diefe
?Bcr']'cmmgen sufamiten ausmachen durch den bepgefig:
fen Beiger nadiveifen. So ift 3. B,

'I'".‘G
; 1111222
Perm.{(a*h’) = Perm ( ; ) = (aasabbb)
adaabbb
Ign
11122
Perm.(a*b%c*) = l-“crn'l.( 3333 = (aaabbecee)

aaa bb ccce

Die Yufidfung aiebt (15) tvie bep Bem dortigen
Crempel (16). Sie ift nemlich eine bequeme ufd:
fung fur den Fall, Permutationen alg (befdhrantte
Laria-
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Bariationsclaffen ju betvacdhten, in tvelchen beftimm
@Gfemente, aber jeded nur nadh einer Deftimmten
Anizaht, vorfommen. Das Fann man fehr bequem
(wie hier) durch wivEliche Wiederholung b
Glemente ausdencfen, tweldhe jufammen Die esfte
Permutationgcomplepion (als die Reperafentan
tinn alferubrigen) darfrellen. Ferner
:G‘DJ‘

) B (abed)

abed
Die NuAdfung giebt (15) und fteht vollendet in (17)
auch hier hat man bequeme Aufidfungen fir BVariss
tionen, ausé Deftimmten Glementen ju  befrimmecn
@ummen , aber ohne IWiedevrholungen, von
welchen  im Vorheraehenden nichts ift  bepgebradt
foorden.

Pernt.. (abcd) = Perm. (

107
Die Complerionen vHon (;g;) find ~mit unte
1)
benen von (1234567) enthalten, Die (Infi. Dign. P
177) ftehen; daf fich alfo jene (ohne Wiederhohungen
aus Ddicfen (mit Wicderholungen) auslefen ekl
Die angefibhrten Aufdfungen 'E,t’.igcu, ool matelg
Teichter gradeju finden fann.™)
(8) €of

*) San Ednnte audh bie Combinationen (wie Hier die Per
mutafionen) als befchrdufte MWariationen amehel
peren Complegionen gut geordnet wdiren, und i W&
fer NAEfDE, wur eine -erngiae combinatorijde Dyt
tation die VWatiation, annchuen, So  wahe Daf ot
fih ift) und fo jebr das Gange dadurch am @implicint
getvinnt, o iff es deunoch beffer bey bein Bortrage vt
rften Grande der Wiffenfchaft von diefer r?iil.f}ﬁ"f”'i'_}fﬁ,
nidhs ausgugeben, uid brey combinatoriden f"."t‘i:;

- oam

avh M. it

e
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(8) Combinationen uberhaupt, mit %ieberbnrungm,
Comb. (a b ¢ 4d) fimpl.

89.

J=A+BECHDFEL, § 1y
(@abcde..,))

Die einjelnen Claffen ‘A,B,C... fteben in (31, )
die Ynovolution ‘J in (31, 8),  Yudy bier find bden
Seichen 7J und ‘A, /B ... die Clemente @ bcd.,
unten bepgefugt (86).

*

Cingelne Claffen durd Summen pon Claf:
fen (71).

90.
N =an f av~% ‘A } an~2 /B 4§ an~3 /g t a° /N
(2 :hicai¥) : (bede.,)
Die Elaffen ‘A,’B,’C... giebt (31, ) nug Daf man
biev b c d... ftatt ber ODortigen a bie, .. braudsen,
ober Die erftern fur die legtern fegen muf, Die
Befdaffenheit, die 3ahl, der Ort bder unten
bepgefiigten Elemente 3eigt nehmlich jederseit, mwas
fir Glemente die Cniwidelung und Darftellung der
daviiberfrehenden Claffen su gebraudhen.

Sol:

tiouen als befondete ihrer Art anyufeheir, undum fo tehr,
ba diefe Unterfchiebe Deim @fbrauc{&e hdufig vorfomimen,
Deym BVorfrage der Negeln bingegen, Faun man auf diefe
Dependeng Ruckficht nebmens daber ich queh im Borhers
gehendent die Werfahren fitr Variationen , deten far Comz
binationen vorgejest, der lesitern AbhdngigFeit von ey ers
ftexn gepeioty audy hier, wegen dev Permutationen, anf
Wariationen vermiefen habe, ?

2
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Folgende €laffen aug unmittelbar vorhet
gehenden (31, 32)

9I.

m—y ) e -1 —
IN = a’N + b/N$eN.i. F /N J »'N
(ab..¥w) (ab..w) (be ) (¢d.a) (¥o) »
Diefe Formel enthalt die AuTId fung (32), fym:
bolifch dargefrellt. Bei Diefer) werden nehmlich die
Drdnungen jeder felgendenm €lafie ‘N, aus den Dtd:

b §
nungen dev unmittelbar vorhergehenden ‘N durd) fue:
ceffives Borfcdyeiben der VDuchitaben a;b,c. .. gefunden

Gomplerionen mit einetlen Endbudfraben
g2.

F A BFICH D E.,. +IN)g
(@becdeii.n)
Namlih fur den Cnbbuchitaben q, durdy alle
Glaffen, oon der erften big Der nten; und fo and
fiiv andere Endbuchftaben und Elaffen.

Gomplerionen dert Endbudhfraben a be d.
nacd der Reibe.

93.

‘N == an + "J\Ilb + ‘I‘:Tc + “E‘I»J'd + ett.oss
(abe)... (ab) (abe) (abed
Fue die Complepionen jedtr eingelnen Claffe N
aud den Somplerionen Der unmittelber vorhergehen

=1
den €laffe ‘N mit Bejichung auf bie untergefester
& ler

AVY e amma L oam

Lo S

Ll
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Clemente (ab) oder (abe) u. f. w. (90) Sn der 9n-
wendung fommen (92, 93) weit feltener vor, afg (90
or). Hier follen fie blof eigen, wie auferordentlich
leiht folche Forderungen combinatorifdh fich abthun
faffen.  Die Foraeln (90, 92) geben Betfpiele pon
Bevanderung der Elemente, in Abficht auf Menge
und Befdaffenheit, wo man gugleidh mit quf
ven Oet fehen mug- (90) wo fie frehen, Berfdiede.
ne Glemente Cauch Jeiger) Fommen nicht felten Deg
einer und Dderfelben Formel vor, und werden mit
grofem Nuten gebraucht. Die sben bengefigten Buche
ftabenelemente begiehen fich auch BHier sunachft, mie
die Fabhlenelemente bep Dder Aufgabe (&, 309), aug
die burch fie su Dbejeichnenden Ordnungen,

v) Baviationen ju beftimmten Cummen
mit Wiederholungen,

f12345.., .
YAl (a becd e) s
. 94.
€laffenzComplerionen (37, 38).
2 = 94 't »B ff.»C + =D + nE, + =N
D 2 12

°) Bey den Opevationen 3u den befimmeen Summens
wenn man fie auch fchon von Sahlen unabhangis (37, 40s
461 491 551 §7) darfiellen Eann, muf man doch Qahlen
wud Hudifiaben, wie fie gufarimengehdren im Seiger ans
geben, weil die Summenexponenten der Claffen von bden
Sableawerthen abbangen; and bey anbern Sablen aqnbders
werden (79, 80); und fo muf man dew Beiger (ie
bier in 94) von ibew cingelnen Elementen, Buchs
ftaben (90, 917 9%, 93) oder Sablen (65, &.309) unters
fcheiden.  Bumeilen fest man den 3ciger wo eingelne Eles
menfe gureichten (15, 17, 20, 31) angudenten, bdie Nes
geln derDperationen erfivecken fich gleich leicht auf beyders
ey Elemente,




140 Hinbenburas Theovie

O
$epifoaraphifche Complepionen (37, 40)
95:

J =24t B EC D EE N
(Der Jeiger, fwie vorher).

#ie mehreve Reihen p, ¢ 6 Lo nach Elaflen (49
96.

tsrqp p.qp rqgp  stgp  tsTp
ny = nd 4 B aC + =D T *E etc.

Der Jeiger wie in 24)
G0eqen der Lepifographifden Anmwendung fuk
-'-rs‘qp
2T fuche man die Darfiellung in (45).
(M) Combinationen ju bejtimmeen Summen
mit Wiederholungem
I 234 5.0
Comb, Aum. 1.
(a b ed e...)
Glaffen - Complerionen (46, 47,)

97

| nj == nj % B § oC T oD f PE... T "N
Sepifographifde Complegionen (46, 48, 49/

98.

n:ﬂ" ZﬁA .i. njB ..].. "C + n:]D -I-n:]a.“ -i~nN
(Der Jeiger wie pother).

TBegen dev bepdetlen (48, 49) aufaefabhrien fepis

fographifden Formen, fann man aud das v

der Math. (D, IV, &, 397. und 409, 414) nachfehen.
QFLQ 4|

T R
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#eaen der gebraucbten Jeichnung fur legifographi:
fdhen Ordnungen uberhaupt (Ehendaf. S. 396 Note)
far RFalle oo die Combinationdclaffe nodh mit Rei-
henepponenten ju verfehen find, Hier (53).

Hohere Snovofutionen, aus nadft borhevaes
benden niedrigern ™)

99.
B =T S O 0 )
ot alri g
ab cde bede
MWegen der bepden erfren Fnvolutionen fehe
man (46, 58], fpegen der Driftteén, Deten Seiges
von b (D. i. hier 2) anfangt (65. &. 209). Hiehee

aehdren bie brenp vom Profeffor Klugel (Der polyn,
dehrfan &. 61.) aufgefubhreen Bevfpiele.

Hohere

") TWon einet qubern Sujamutenfesuns Hiberer Involutionen
aug niedrigerni, wo der Jeiger mehrmals verdndert wird
(Avch. Der Math, H. IV. ©, 418, d)- Statt des dortis
gen[Jr] nwp das Yieige I gefest werden, meldhes
damals bey dem Drucke nicht zur Hand war. Diefer Ums
fiand bat veranlaft; daf der Analogie wegen (Ehend,)
auch. [Js] gefest werdew mufite , wo  das biefige §
altein hinreichend getsefen wdre, Eben fo iff in Herrn von
Prafjend Abhandlung (ufus Log. in Theoria E quatio-
num Lipfiai{1793) aus 9Mangel b?r sugehdrigen Sypen
uberall J und :}'L ftate Ir und . gefent werden, Dies
jed su ertnmern ift nothig theils um Anfof iu vermeiden,
theils aber auch, meil die Deibehaltung derfelben
Seiden nirgends fo  unerlaflich, nothmwendig
and midtigift, alé beider combinatorifichen Analyfis
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\

Hohere Involutionen aud Suntmen dev nie
prigern (&, 320, V),

100.
I'l] : q0=1 E_-fal‘l'-z 2]*}-&‘1"3 ?J-I"'{ln-‘; 4];..'}' a” nJ
(tzg.q,...) (234§6...)
VasB elida.y bcde f...7i
Sepifographifche Darftellung der porigen

Sormel

Jor,

an-I3 —~———=Si¢c ordnet die Glieder fo, daf Ddie
an=2b | Complegionen augb,e,d, .. die gleidy
‘dn“3c 1 ¢ + £ » . 31 A
n=a[b,d] piel a um,‘ﬁc{) _f)abul, u: eine E}m}f
an=s| be,e] sontale Reihe fallen. Fue den Fei:

-

11[. f. . ©.121.]

qu(;bzg) gehen die :Complepioz
fnen, neben Den IWiederholungen von a, in fteigens
det Summe (,2,3,4, ... fort; mit den IWiederhos
fungen von a verbunden, geben . fie duvchaus DIt
Gumme n. Die by g, d... der Datftellung (S. 321)
find Hiev mit a,b,c... verwedielt. Kiie n = 5 waven
Bicr fdhon alle Eomplegionen fiie J oorhanden.

Gingelne Kfaffen durd) Summnren von Klaf

fen. (Nov. Syft. p. LV. 9.}

102.
Vi = an~1 YA -k an-z YR -14 an—3 vC.“.[.ﬂﬂ-mvH
123 4... SN S L
S b )

Diefe Kormel (mit Binomialz und Polynomial - Eoef
fisienten verfehen wie fie fur die Dignitaten des P
{puromiums pafit) freht in der oben angejeigten Stelle

- oer
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Hindenbargifhen Schrift. Hiew habe ich blof n und
v verecdbfelt, um n und N auf einerley Jahlentverth
su fesen. Dad allgemeine mte Glied ift hier an-m vM,
@obald n oder v (oder Depdes zugleih) = m twerden,
bridht die Formel mit Diefem Glicde ab.

Fur *°D fpare N = D, alfo n = 4, und

(b 3:0) vt 4 = 10 folglih v = 6

a iy s s -
alfec¥D e oAt PRl ik e $ua? ‘D
) Gt

po{fommen o, tvie &. 305. .

Eben fo fande man den TWerth fity K, ivie
&. 306.
Fnvofutorifche Claffendaritellung ider vo:

tigen Sormel

103.

an-I g an—1 g

an-2 h -2 A

an—-3 ¢ an—3 A

an~4 [d,b?] an-4 FA, B}
an-¢ Ee,bg an-§ | %A, ‘Bj

u. f. mw. &. 324. u, f. v, &, 329, 8

Der Jeiger fue diz Klaffen "A, *A...%°B, B... u. {. v,
1 LA r » " '

X 2 g ) . Audh Hier find die b, ¢, d.v. (in 74

C PN

und 8o 8) mit a, b, c... verwedielt toorden. Die
eingelnen Claffen fiegen in den Diagonalen niederz
warts (77) und fo Fommt hier Ddie Vedeutung bon n
mit der in (roz) nicht uberein.

it

() Wers




{ § .
5 244 Hindenburgs Theorie.

: (¢) Berfchiedene Relationen der BVariatis,
i ,‘ nen und Combinationen, mit und ohne
& Summenegponenten.

Batiat. ohne und mit Combin. obhne und mit
Summeneggponenten. Summeneppoucnten,

104. 105,

R B 87 TR ‘A=A P AN
i3 (i B="B+ BtB
i i IGSE W90 00, ‘C="CtT°*C%t’c

S TEDTGL)'!* D 4D 'i'::D‘faD

nuin

106.
Die Summe in (104) gicbt
I ‘A1 [ *4A4244°%4.,. o A
':-T:B ‘___ﬁﬂwaf-“ﬁ,.l + (24 + R ]
TCTHRAC G, ILA*I*’B"C)’
| TEI(‘..J L = F H H

r—-—u-’\._-._

: W
e i

Die Summe in (108) gicbt
107.

AT ifﬂl jr' A 1
B + L g B (A *B) J
z z L

Coen fo ift, bep mehreren Reihen p,q,r,s..-(24r253

e —
r

“t

D

-+

(9]

.

108,
p P P P
‘A= "4 +°4+°4+°4 T+ ete

i gp gp  gp

i ‘B = B ¥ 33 B ¥ ete,

i rgp rp  rqp

3 I ' v B —_— C 'E‘ 4(_, 'i' etc«
| .-:ﬁ-&_ Die Gumme aug (321) gicbt,

100.
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X009,
P .9 . rqp Pl DD
AT D 10 T ete, = 74 F(*4 + 2B)
P qp ' 1qp
+ CA T B + @) ete,
WVariatioen an ficdh und Combinationen,

110,
[t 4 = a’Aift ‘AT /B ¥ C ¥ ..i
“Bore=1'H ——
‘C = ¢'C aAPhBerie T G
Die Variationen find nemlich nichts anders ald
€ombinationen, mit allen Verfesungen der Elemente
in den eingefnen” Complegionen. Wo affo die Verfes
gungen, (toie bey die FaFroren Dder Produfte) nichts
verfchiedenes geben, darf man fie nur uberhaupt 3ahs
fen, und ihre Sahl den zugehdrigen Combinationss
Gomplerionen, :toelche die tibrigen ’Ctpl‘ﬁft‘lttil‘?;’tﬂ
bepfugen. Das gefdhieht durch dieBVerfepsungsjahs
fen a, by ¢... (Nov. Syft. Perm. p. IX. 24 und XL, 10)
Deven)2Werth fur jede Complerion gegeben ift. (Chend,
p. YXIV, 23. und hier &. 3215 1, 3)

—— -

@ombinationen mit und ohne Qummenegs
ponenten,

X1L.
@'A = Q’A 1 a’A T a’A t a*A
b'B = D°B T b8 + 0B
¢'C = G Tee
‘D = gl D A

A
-

h Die Summe (aus r1r) alebe

Z o

113,
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3 112,

1 A Bodosk = A R (aTA R D'B)

G t (a’A 1 BB T £'C) T.L
i Thr die Falle wo ‘A4 = a’A, ‘B = b'B u. {. w. (110)
| it auch

113.
e ‘A$+‘Bt/Ctieo=aAt (a*A T HB)
R4 t (a’A + 0°B 1 CC) k...

114.

Diefe Formeln und WVergleichungen, . toenn man
cinmat die Bebdeutung der daben porfommenden coms
binatorifhen eichen gut inne hat, find fo Leidt
daf man fie nur ju fehen braudht, um fie fogleid

, dburchiufebhen.
Da hier daberall feine andern Somplerionen al$
folche ‘vorfommen, bep DeneniIWiederholungen verfiat:
tet find, fo war es nicht ndthig, folches Hier mit ans
sumerfen.  §n andern Fallen darf man nur die Buds
ftaben a, r. (admiflis repetitionibus ober o, 1, (omislis
repetitionibus) bepfugen und 3. B, fchreiben,

Var, (a b c d...) fimpl. a. =,

Var, (a b ¢ d...) fimpl o. r.

T

I Dieunmittelbarfte Ynmwendung der Comz
hinationslehre jeigt fid) bep dem atlges
metnen Produften z und Potenjens
probleme der Reihen.

.’:--.:' ]IS._
% 8 Die Combinationsfehre deutet uberhaupt bie in

beftimmtes Orbnung gegebenen Dinge oder Elemente
ik puech
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dutch die Folge dev Jahlen 1 2 3 4... oder der Buchs
ftaben a b cd... an. Bep der Verbindung Ddiefer
Elemente ju einet jufammengefesiten Gangen, abftrax
birt fie von aller Bedbeutung und betradhtet 3. B. die
Complerionen ab und ba ald bHloffe Nebeneinanz
derftelfungen der bepden Dinge a, b noch mit dem
Unterfchiede, dDaf in ab das Glement a die erfte und
b die jmente Srelle ecinnimmt, twwelches bei ba ums
gefehet fich vechalt.

116.

Bey dem Gebrauche der Combinationslehre aqufs
ferhald ihren Gremgen hingegen, muf man wiffen,
was fir Dinge die abie,d... begeichnen, mug die Be-
fdhaffenheit diefer Dinge und weldhe Beziehung
fie auf einander Haben, genauer fennen. Fn der Hin-
penbirgifchen Schrift (Nov. Syft. Perm. p. XXV, XXVL)
find 'mehreve Antoendungen deriCombinationdlehre quf
perfchiedene Kunfte und Wiffenfchaften in dey Siirge und
nue aberhaupt angegeben. Hier genugt es bep Derjes
nigen Wiffenfchaft frehn ju bleiben, welche an per
wobithatigen Cinwicfung der Combinationslehre den
pumittelGavften Antheil nimme, den arofiten
BVortheil davon jieht und gicidhwohl bisher von
diefer Seite faft gani Gberfehen worden ift — dew
Analyifis, :

II7,
tafit man die Budhftaben a,b,c. .. affgemein aug-
gedricfte Grdfen odev Jahlen bedeuten, fo bdauf
nur noch) angegeben werden, wie man ihre BVerbins
dungen ab, abc u. d, gly ju nehmen Babe, %n fich

LR E
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nemiich Fann ab in avithmetifcher Bedeutung eben fo
wohl a ¢ b ald a — b und a.b und a:b und ad

a

und Vb w f. 10, ausdeiden, Sehranft man  abe
fo fange nihts anders evinnert itd -— Die Dedeus
tung der (Fue fich oder in Bezichung auf Bablen im
eiger) gegebenen Clemente a, b, o d..s auf af b
Jrie prdy o dsihee BVerbindungenrab, abe, a’b... auf
a.b,a.b.c, a.a.b (d. i, a’b)... ¢in, fo entitehen|Raz
purch Produfte aus eingelnen Faftoren, bie
9Biederholungserponenten (59) verwandeln fich inPoz
tenzepponenten, und die im porhergehenden ans
acfiibrten Dlof combinatovifchen Formeln uud Nelaz
tionen jufammengehoriger Dinge oder Clemente ubetz
haupt, ethalten Dadurd fogleich Deftimmte aviths
metifcde ober algebraifdhe Bedeutung.

118.

§ir die Anwendung diefer und anberer combis
patovifdren Fovmeln und Relationen auf die Analys
fig, ift affo nur nodh #brig nadzureifen, bey fyad far
analptifchen Problemen fie vorfommen; nwberhaupt—
o und wie fie su gebrauden, und im Galful einjys
fahren find. Dad nennt Hindenburg, fratt dev alge:
praifchen und trenfiendentifchen (oft fehr vermwidelten
und f{chweren) Operationen, die gleichgultigen (einfachern
and leichtern) combinatovifden fefen, und benugen.
Dad von Hindenburg Hieben eingefulrte BVerfahren, It
foroohl in %bficht auf Cntwicelung ald Darfiellungs
pon Demt gemdhnlichen wefentlid unterfchieden; a2
fev ouch Rie Cinfubhrung jener Opevationen frate Dies

fer
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fer, in Der Erflarungnamentlich vorfommt, die Hins
denburg obnlangft von dber combinatorifchenAnas
[pfis aegeben batn  (Uvch, dev Math. H. IV. S.i423):

119,

Die Hindenbirgifchen ESombinationdjeichen find
ubrigens fo geformt, ihre Jufammenfesung fo einges
gerichtet, dafi fie das, woflr fie gebraudht werden,
nicht nut aufé deutlichfte anjeigen, fondern auch alle
andere nicht combinatorifche Verdanderungen fich bei
ihnen anbringen,  und durd fie nacdbweifen laffen.
&ie Ednnen daber auch.andere, von thnen gany pers
fhiebene Methoden [eichter angepaft roerden , ald
man dem erfien Anfeben nach vermuthen follte. Daf
man dabey ettvas nenes [ernen miffe, was man big:
per noch nicht gewufit und in Ausibung aebracht Hat,
ift freilich eine nothwendige Bebingung, die man fich
aber gerne wird gefallen .laffen, toenn man cines
theils fieht, wie leicht Diefer combinatorifche Kalful
ift, anderntheils, welde Schwierigfeiten andever Mies
thoben Hievbei ymgegangen werden. Jtad) einer von
Heren, Hofrath Kaftner bep gany andever Geles
genbeit *) gethanen euferung ju uvtheilen, gehort
die Hindenburgifchen €ombinationsmethode ofenbar
ju den feichteften; wenn man mit diefem Hoviref?
fichen TRathematifer, diejenigen BVerfahren uberhaupt
feicht nennt, rodurcdh man das Gefuchte leicht fins
det, folite man auch juvor einiges, was nidt gan;

' leiche
*) Bei eitigen von Herrn VProfeffor Bud beFanut "getnads

fen neuet ufdiungen einiger fchweren frigonsmerrijcen
Hufgaben, (Safin, €b, Trigon, ©aB 15.)
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feicht ar, Haben etlernen muffen. Dad, mwad may
hier ju leruen Hat, Hot aber audh nicht einmal den
nftrich von Schwierigfeit: 8 ift leichter als alles,
wad man fich nur tmmer [eichtes denfen mag. Dag
fann und witd vielfeidht jedem Lefer, Dder nod gat
nichts von der Sadhe weiff, und von ungefahr auf
diefe Stelle trift, unglaublich fdeinen — e8 ift dens
noch buchitablich mwahr.

120,

Wie fih Hindenburg bep diefer Antoendung det
Eombinationslehre , Jinsbefondere bep den allgemeinen
Potengen und Produftenprobleme, von Denen bors
nemlich hier die Rede ift anfanglich verhalten hat,
erhellet aus Infin, Dign, (§. XXI — XXHI, XXV und
XXVID. Befanntlid) gevath man nicht gleidh jueft
auf den Furjeften natuclichften Weg, und fo hat frei:
lih die Sache nachher ein gany anbderes Anfehen §¢
wonnen. Alles ift nachher (wie Hindenblivg beveits
im Yvchiv dDer Math. H. I. S. 14. in detr Fote evinnert
hat) aufémdglichfte fimplifisict, alles auf vein 2 combinez
tovifche. Begriffe gegrunder, und fowohl die Hulfs:
ald andere daraus abgeleiteten Safe in Dden ftreng?
ften foftematifchen Sufammenbang gebracht rworder.
Gin Beifpie! davon mag die, auf dem Fitel Dder
Sdrift der polopn. febhrfa angegebene , nete
Bearbeitung derobgenannten allgemeinen Potenens
und Produftenprodbleme davftellen, Bepde Aufgaben wer?
den, toie man finden witd, aus dem combinatoris
fdhen Woden in den analptifchen gleidbfam nur veLe
pflangt, und kaffen fich qus dem @ebiete der einen

: STIE
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Wiffenfchaft unmittelbar in  dag anbdere feribers
bringen,

1271,

dufgabe. @8 find mehrere Reihen
a T hTetdde... =7
A‘I‘B'fC'f‘D'f‘E...:q
e b e Rdden =1
. 15 1, f.
gegeben’, man verlanat die Produfte von 3wen, drep,
pier... m Diefer Reihen, von den vorhergehenden
niedrigen Produften unabhanaiq,

122

o

Hufldofuna., Diefe geben die Bariationdtlafen
(25). Jad) thnen ift

P rqp

gp = ‘B rqp = G
srqp : tsrqp

srqp = D o s tsrgp = M

Der Jeiget ift hier wie in (121)

Die Entwidelung diefer Elaffen nady (25, ) aiebt
ein Produft nach dem anbdern, jedes folgende aug dem
nadhftoorhergehenden ; bdie Anordnung nady (25, 3)
giebt jedes berlangte Produft fir fich, und man hat,
egen der Fnvolution, nidt ndthig, die vorbherges
benden fur die folgenden erfi befonders abjufesen (22)

123,
BVeweis, Man findet thas Produft qp, ioenn
man die einjelnen Glieder der Reihe g den eifgeluen
Bl
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Gficder von p nah und nach vorfchreibt, und die fo
entftehenden Produfte jujammen abdirt.  Davaus fine
bet man foeiter rqp, twenn man mit den eingelnen
Gfiedern von r und gp eben o perfahrt, toie porher
mit den ®ficdern pon g und p u. i . Das ift, wenn
man die eingelnen Dinge der Reiben p, q, 15 s... als
Kaftoven betrachtet, und bie Produfte aus ihnen auf
ehen die Art claffenmweife fuct, toie in (25, #, 8)
pie Bariationen e gegebenen Clemente ber einjels

nen Neibhen.

124

Hufgabe. @8 find mehrere Reibhet
TR B P
a P bzt cz® F d2’ test.., =p
A 4 Bz T Cz* 4Dz’ tE".,. = ¢
at bz tez® 02’ tezd.. =
. fs W, e
qeachben: man perlangt Das allgemeine (n F1)te
Glied der Produfte von jwey, drep, vier.,..m Dies
fer Reihen von den pothergehenden niedrigern Pros
duften und Gfiedern unabhangig.

125.
Yufldfung. Diefe geben bie Bariationsclaffen
(44, 55), nach ihnen ift

qp qp
(@)1 () = n-2Ban s (rgp) 1 (1) = 8=3Can
srqp -+ ISEQP
a-mffz8

(srqp)I(nr)==2=4Dz0; (.. . tsrqp) iD=
(Der Jeiger ift hier, wie in 124)

SHiee

P

1
[
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Dier giebt (44) eine Claffe nadh der andern, (55)
jede fiir fich aufer der Drdnung; nur muf man bey
(55) tn die legte Bertifalveihe die Buichfraben aug p
(wie auch Hier fdbon frehen), in die porviesten Buchz
ftaben aus q in die Darauf folgende die Buchftaben
aus r u, f. to., 0as tft, eben diefelben Dumftaben denp
Nahmen nadhy, ald in (55) bereits fieben, nur qus
andern Alphabeten fehen (24). o wie in (55) **D
gefunven worden, fo fann .man aud jede andere
Claffe foaleich finden.

126, 0

Beweid, Daf fiir die (m+ 1)ten Glieder Dep
Produfte aug sivei, Orel, vier... m Reihen immey 2o
Fommen miffe, ife fue fich flar, RNun fangen bdie
Berbindungen bder Coeffigienten, bei itwel Reihen gp.

(1],’] . 3 l'n]p
bort “B bei drei Reihen rgp von C, bei viet Reibhen

S[[]]’_l
stqp von *D an, und gehen bei ibnen dic Summien:
ceponenten nach der Drdnung Dder natiiclichen Sablen
fort, (108). Solglich gehoren fir die (n 1 ten ®liez
der Der Produfte der NReihen, bdie Bariationstlafer
fir bie Goeffizienten 1nd die Potenjen z2 o jufams
men, toie in (115) ift angegeben mworden,

127!

Set man in die allgemeinen (f)ten Glieder
fach und nad n=o, 1,2, 3, 4.., fo findet man
Diefer Produfte einjelne Glicder nadhy der Ordnung

~

3 qp ==

AL
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&

":IIJ ap (']'i) an
3 1 3 [ 4131 L ;
ap =3B T Bz T Bz . # SRl epiees
rqp rap rqp ran,
gy : & LB 5{--:_:, ((-_‘- e
e Y/ I A
“;LJ (J '1 Lz i § 1 R
srap srqp qp YD
:‘ I on ". G - -\- L
(:1{1-r=—_ 'D ‘|:' ;J.J.{ l ){Jﬁ r i.-)-f:] Till
...ts1Qp s o 151GP » 1514 : +L8TRG

tsrqp = 0 o mh3 jiz a\ m} 2 Mz B mi3 Mz,

128.

e Gnttoickelung von Produften der Reihen

folcher combinatorifchen Formeln (raz, 125, 129) it
feicht. Die einjelnen Glicder derfelben tveit fortges
fegt, findet man in Hindenburgs Tafel (Noy,

p. flie Die Neiz
fen (124) Die einfachften in Abficht auf die Eyponen:
ten gewabhlt, weil dag far jede anbdern Epponenten
hinveichend ift (139, 140) S der \gnnbcubz.'l_nl'd;m
ebert angefiihrten Fafel find fuar die ‘ir";:p:mcutcu Dot
2 in Den Reiben die al[gt;m‘éncn Progueffionen e peid
Die

Syft. Perm, p. LXIX. fep.)  Fch Habe Hice

-,

ptad ..y o vE, vP2los L oo, gefett toorden.
Uefache, und von den ij:t[}ca[m einer folchen An:
nahme, fehe man Toepf. comb, Anal Bort, S,
X1, — XIIL u: &, 162, 189.

129,
Aufgabe., & ift die Neihe
A P Dz TreE T QLM EEL I e P
und die gange pofitive Sahl m gegeben: man ver
langt.Das allgemeine (n . Dte Glicd dev Poteng p™
pon den porfhergehenden Gliedern unabhangaig.

130

o B o R S AT

—
=
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130
Auflofung, Sie ift in der Jormel:
pRT(n T 1) = m m{njzn
T
(a b c)
enthalten,  Hier ift die Combinationgflaffe m aus (46,
§5). mit der Werfesungsdzahl m verbunten (110).

1 ) 2
BVeweisd, Die Neibe p (129) mmal gef feit und
i fidh multiplizivt wicde nach und nach alle Poten:
pen bon p, bid mit der ,q::,fu-;ur.tun mten geben.  IBa-
ten nun die m Faftoven nicht (wie hicy) einerfen, fonz
vern alle verfchieden, wie Py G Tae, @0 (124) fo foare
(of)te Blied ihves Produfts, das ift.

: .« 15T
Govtsrgp) T(n 1) = rmjifzn
Da aber hiev p=qg=r=s=rt=_ . fo

fommen in ihrem Produfte unter den Complerionen
(Dinionen, Ternionen, Duaternionen. .. m{ionen) der
Coeffizienten der gegebenen Reihe, mebreve bor, die,
vet Sahl und Avt nadh eben Oiefelben, mm verfchie:
ventlich verfeste Buchitaben enithalten, folglidh (als
Produfte devfelben Faftoren, nur in berfchiedner Ord:
nung ‘und fage) micht vevfchieden find, Diefe direfen
alfo nue aberhanpt gesaht, und ihre 3abl (die
Berfegunagsgahl) den sugehorigen Sombinations:
rvmulc*mmn,, toclche die abrigen veprafentiven,
Nach Der Crinnerung (1i0) bepgefiat werde en, dadurdy
U(‘l‘l‘t"ullbtli fich Das obige M4l in ‘m mgnp (o m
die Berfehungszahl oder der polpnomialcoeffisient de

3 2 ginz




6 Hinbenburgs The orie

A (e N . Lot A g LA
1en k”ﬂl‘{. -\.rI.Llh'L'-% b‘LL 'r\,',i.'?fl?.i.”..lﬂ l 1\;,.‘ It‘ 1 i]n.',)

pil(n f 1) = m minhae

N g o Sy 3
mif oell Heiget mwie i LE3).

elnen Glicdey far it nach der Rewhe 3u

'.41 ELLl'. N — D} _; Q; ‘{} q«*-. I‘.':.L:) I.:‘."I5

f thmeaMz* ~§-

cosalfo M == A B; CiDi

und m = a,0,¢,0... nadh) und nach gu';'-:;j-_r: |
5 ;

pe = muM | m i3

4-,:"

T o— !'1:_;-\\- .

T
Iy A \Eip L2 3y 3 i g
'P7 _— [,) b i“ 1,: bz il E,- Bz "L b DZ 1
Ry BT et R o~ e T P e
P == CoT G2 TG o LG o T
= £ z z -

b B B |

I-23 4.
(a hecid s
133.

S Habe voft den Combinationen in (46) hice
(131, 132) nue die Glaffeninvofutionen ausgehoben
urd die Berfesungsjablen a, 0y c... ju den einjelach
Glaffen gefest.  Sn (46) wetden die Elaffen, eine qus
ter andetn Hergeleiter. Thie jede Elaffe unabhingig
(tore Hicr votnemlich verlangt wird) gefunden erden D
fonne, jeigt (55) an dem Bepfpiele von D gang allz "

emein.
g Q
.)-I' D

1 3.3 T P
I‘ul e —1 b

auf B

qrkebz e cz> rodz
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o

auf dic Potens ded Epponenten m ju erheben,  Bie

B
i

2ahl m mag eine gange oder gebrodene, pofitive

ob¢r negative Sabl fepn.

135.

Uuflofung., Das erfre Sflicd pon pm ift am
] 2

T - R, i a0
und vad ntidte oter
£ e —_— Cmfam=1 e X
‘f! 11 ?I\AI i Ij kl‘]l,‘fdll“ I i- m '\"|l.‘ 2 bn 2] lw_

m{am=3 enQ, .. ; I’l\tq“ﬂ o puN)ze,

i 2.3 4.2
(EJ C: ~d e)

Die hier gebraudten Jeichen find aud dem. BVor-

bergefhenden fchon beFannt,

136.

Beweid. Man febe die Reihe (132 po=-atZ,
Der binomifdhe Lebrfal giebt fodann fir jedes m,

T L e b1l N L o s
pn = am ¢ m3 qm~-T 7 'E' miBPam—2 72 4 mEgm~3 73

Die Potermzen ;.’, B Ao T 1 (_i;z}; darnach ift

T T

[ - - . 1 2 T

LA — e i a':".;’," 'L' a Az .“T QAR S
7 et o] > = o S

P e b‘ v L LH “--‘u
i e ¢ Gz i* ¢nCze,

(I - S KO e
berad e )
(Ran befomme nemlich hier gleich in die etften Glies

iqh 3 A4y .y z i T 4 - 2
ver Potenjen von Z  die Potengen 2%, 2%, 2°. .. toeil

3

Fais e LAt P el 3 Ay al L wlkn [+ X 4 :
E)'.L‘l e o ol L Gicit) ”"!. erptent {'f)i:!.‘t‘"., Z

hat, . weldyes fich « bep p = a ¥ bz, in (132)
anderd veehalt).  Nimmt man nun alle Glieder in
denen: z® porfommt mit den sugehbrigen. Binomial:
cocffigienten und Potazen von a (na ¢ bem obigen
vermitielft Der Binomialformel aqus igedricfion Slerthe

Ponem) jufammen; denn diefe maden mit cinenter
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bas gefuchte (nli)te Glied aud, am ald dag erfte ge
a8h1t: fo evhalt man Die Formel toie fie in (135) freht,

137.

Die eingelnen Glicver fir p™m (134) nad) dem
¢eften am 3u finden, darf man nur in dem allgemei:
nen Gliede (135) nddh und nach n = ir, 2, 3 4...
fepen., Dad giebt pm = am

+ mY[am=-X qTA"

J (mYam-1 g*A v mPam-2 (?B)z*

t (m9fam=x a’A F mBam-2 H’3 -f- mEqm-3¢'Cln

.i‘ e - - & - - * [ & . & L] & N ] .
[ 2 3 4..;)
hoc daeva

138.

Aufgabe. Die Reihe
ai ey idel qo d it da ol fople oo S
auf die Poteng des Epponenten m ju erheben.

139'
Aufldfung. 1) wenn m eine ganje pofitive
3ahl ift. Dann_ ift pmT(n + 1) = m misM
alfo pm = mmM + m mFIM
+ m m$2M,,, = m ‘M

o =Ccii et Ccokice s

-~
-

und p* = a*A T a’A + a’A T} a*AL.. = A
p* = 0°B + 0’B + 6*B 4 b°B.... = b'B
—

b4 8

N
W
AL
1Y

) (oentt
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bet combinatotifthen Analpat, 359

2) twenn m eine ganje oder gebrodhene, pos
fitive oder negative Jahl ift, fo ife
prim 1) = mPam-nin'N
und pm=—am fmYfam-1 g’A{mPam~-2 H/Bf mEam-3
ol Sy Ay o
(hic dieifiidi)

140.

Deweid. Co toie die Reibe (129) fid in di,
gegebene (138) bermwandelt, wenn man in jener z=1I
fegt, eben fo findet man durd)y diefe Subftitution in
ben Formeln (130, 132) mit Juzichung von (r11c) die
Coimeln far (138, 1) und gleichevgeftalt die, in (339,
2) enn man z = I in die Formel fur pm (137)
fet, und bDie Glieder, toie fie nach dem dortigen
fusdructe fenfrecht untereinander fommen, nach (1rr)
fummirt, und durch a’A, 6B, ¢/C...n/N ausdrudt.

141.

Hier (140) ift die Poteny m der Reife a + b F
e+ d T... aus jener dev Reihe a f bzfcz® dz*t..
vhgeleitet toorden. Man fatte jene, ¢ben fo mwie Dies
{e ganj independent behandeln Fonnen, ih habe aber

den eingefdlagenen Weg, der Kiwrze vegen, vorge;oz

qen habe auch bei Den Potenjen wie bep den Produf:

ten (228) die am einfadbften audgedricfre Reibhe a +
bz F cz®i.. gum Grunde gelegt. Hindenburgs Fors
meln fur Potengen (Nov, Syft. Perm. p. LIV, 7:.8) De-
aiehen fid) auf die am allgemeinfte aqudgedrudte NReis
he (128)
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142.

s ifr nuklich die Wevgleichung der fofalicichen
fiir Potenjen mit den combinatorifchen, etmad niler
“nadyjumeifen, mefdes am figlichfien durcdh die &Kot
teln (130, 138) gefdhehben fann, bey Denen, tenn
man blof die Koeffizienten obne den FKaftor zn bes
tracbtet, dev Lofalausdrud pm Tt 1) in pm « (nf 1)
fich verwandelt,

143.

Dataus und aus (130) folgt fir gange pofitivs
2ablen m

Pla(ntn) = aviTA | pPe(n F 1) s enboE
pix(nfi) = b8 2 z 2 z
pr(nft)y= t'C | pmu/n + 1) = moimy
p*z(nt1) = 01 *D | p™ g (n—mt1)= m "M

g([ 23456...)
abcdef...
| 244
Gben fo folat aus (142 unb 135) fir jeden Werth

0N m

pm I == am

PR x2 == my[gm-T 4¢A

PV 3 = mYam-x1 527 T B am-a [ip

P x 4 = mYPam=-T o’A } mPam-2 7B fmEam-3¢'G

-
- -

PPzt = (bem Coeffisienten von zn in 135) !
I'234585...
16

b.cid e Ei
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Di¢ in (143 und 144) unter Ven Formeln bepaefiig-

ten Stadwetfungen jeigen 1) ‘"n: L,m“ igienten ab,el,
ber Hethe p, und 2) was firr Jahlenwerthe denfelben

5 g a0 I rak 19 i
([hﬂtal[‘i}l!”ﬂ; IL‘!:YH ,j'.lLUhi-“xL‘i.l.

143,

Solche Vergleichungen det beyderley (lofal- 1o
combinatorifchen) Seichen und ;_,wmr[n find ‘toidtig,
toeil jene, al$ Stelloertreter der lestern weaen ihree
fignififanten Kiwze, wahrend des Caleuld, und felbfe
in den Formeln fur die Endrefultate Hiufg aebraucht
werden, ©ie EE.’!w '|:£'1 g‘;{ti'r.f‘_'}f-.'m'{ Das Band 5“1,14)(‘!
ver getwdhnlidhen und, der combinatorifhen Malpfis,
und man fann; wenn die Relation jwifchen bendes
gegeben ijt, fogleidh qus den Lofalausdriclen in die
combinatorifchen » und aus dicfen in vle ber gemdhns
{ichen algebraifdhen Gprache ubergehn. Von folchen
Relationen fur Potengen, wie hret (Nov, Syft. Pern
p. LI und die dortigen Erempel p. LI und LiL) flie
Produfte (Ebendaf. p. LII, LI,

146
Jun fey aud) m i (144) eine gany pofitive Sahl:
fo geben Die bepden FWevthe von pmx (0 + 1) in
(143, 144 oder 135) einander gleich gefesst, folgendy
Relation 2
m BfFmpY = WY am-1 anp -I miy am=-2 fn B
FImE am=sie s F =

1285... I2345...)
?:b-::d-,.-.) (l}cd o,

2
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Die Glieber vechter Hand brechen mit demjenigen
ab, o suetft die Jahl ded VBinomialcoefFigienten
fo grof, toie moder dic Klaffe fo grof wie n ifi. Die
fe Gormel giebt eingelne Hohere Claffen der Pos
tensen, burch Summen von.niedrigern Elaffen,
oluf ahnliche Avt Hat fie :Hindenburg bereitd (Nov.,
Syft. Perm. p. LV, g) bhergeleitet,  Man veegleiche
hier (102).

147
Die Buchftaben m, m, M Dbeftimmen e¢inandet

betgeftalt, daf ein TWerth bes einen dic ahnlichen
9Berche der bepden andetn feftgefest.  Hier mdgen
Sallenwerthe fur m angenommen, die Werthe dev m
und M Deftimmen.
e m=1 wird gn+ A="Ya"anA

¢ m=z =z bot2p="Na"avA}+*Ba°hHoB

s m=3 =z "3 C="Ya"a? AT’ BVa*bnptiEa’c"C
m=4 2 Ort4D="Ya’a", f"?)aeﬁnﬁ.‘i‘“gu‘b"f)

; m=3 2 ¢t E="Ya*qrAt BalhnBf’Ea’ etk

[!23... ot GBS, . By
nhc...] {.ubcd...]
Eben fo {affen fich IWerthe fie n beftimmen (Nov.

8yft. Perm, p. LV. 10.)

"G n’E tware » = 10, alfo fame
e E= Na e AT B2 b BT Catc " CH Datd D R
D T E-2 304 R o
(ab c) bcde f)
SRan vergleiche (6o. &. 306 und dag Epempel (Nov.
Syft. Perm, p, LVL 1I.

Wi

: 148
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148.

Cehrefan, * Hus den Reihen p, ¢, 1, s.,, (122).

Potengen, nadh der Dednung.

pl = pxt ‘i‘ p"l:az;'.T '{‘ pﬁx_?};;:! ‘E’ PH""'"LZ;“'
qb = qber o qbe2z® F qbu3z?’f qbxy’. ..
rei= ey o ECxazt T tex3z? f vz’ ...

st = ster o six2z™ T sde3z? o sdegz®. ..
folat Dag allgemeine (n f Dte Glied,
L Fur dag Produft aus jwen Potingen,

bpa
(g%p™)7(n + 1) = n+2 B0
qgbpa thn []h‘_ﬂa hga
alfo-qbps = ?B' + 2B 1 2Bz % Bzl T
I 2 3 4

(p"-\c[ pix2 Px3 p“%d..,)

qh’d{ qb,;-z (]h"a qh“4...

toenn man in dem allgemeinen Gliede, o, 1, 2, 3.+
nacdhy und nacdh fur n fest.

L Fue das Produft aus dren Potengen.
l-:tha
(reghp)T(n f 1) = nt3Czn
rctha rctha rfthﬂ rctha

alfo I'“i]bp:‘ e e I *Cz e G S S 6 s RS
1 2 3 4

(pRx1 pix2 px3 pRxd...]
Iqhx[ qPx2 gbx3 qu.;.”!
chm[ Iz 2 %3 r‘-’xq....J

toenn man in dem allgemeinen Glicde o, 1, 2, 2 nad
und nady fur n fet.

HI.
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I e tad Prodult aus m Porengen,

qd « 51 ,d.

lep~hna’ r te
{"‘Shll‘ihlrja.)']l"ll "n I:) e 0 1 0 1 f'“_‘,rn
s -|'l31r':ﬂ e S(E-"C._'lhfl']a ol Hd:lck]hp!
csdreghpa = mAf b miIMz T mit2jdz® T,

Oy Aeloe) f“!“_ ik Eoeft rf""‘uq 1 T'} ber f‘\r‘*,"ﬂ“;g
( alley m Poleugreihen, *t*e fie in (1.,3, fiehen

Audy Hicr. fomme der Yuddened fur die eingelnen
Glieder ausd vem aI!,;-.:meinm, foenn man o, 1,2, 3.4,

A PR v - o
nedh) und nady fur n fest,

149.

Beweid, o vielfad, und jufammengefesi dee

¥
~

-

vfak (148) auch an fich ife, fo feicht tft gleichmohl
combinatovifdren Bereeid Deffelben Hier an Diefer

s

T
-
w—r,

et

~
o

D
Stelle.

Daf die LVarviationsflaffen B, C. ..M fommen
muffen, echellet davaus, daff jwep, drei... m Reihen
(wie bier i 148) in einander multipligivt, alfe B
niongn, Ternionen,,. mtionen ifhrer Coeffijien
ten geben (126, 131) und weil dicfe (nadh dem Jei
get) alle von I an nach der Ordnung gegahlt rwers
ben, fo fGugt B mit dem Sumnienepponen 2
und € mit 3... und M mit m an, und gehen diez
felben nach det Ordnung ver nativlichen Sahlen fort.
Dafjer fie die (2 T Dten: Glieder ober Cocffizienten
nothtoendig #t2B, of3C.,, sdmM fommen  mifen.
Der Fortgang fur: die Potenserponenten o L,
pon z ift fur fich flar, und fo Fomme nberall

)]

2

R

28 fur die (n f Dten Glicder. Die bepgefirgren Jeiz
gev anlangend, fo darf man davinnen poxzr, pix2..,

qPx1




-

PR ."l'flilﬂ.xl.;“:.q ™ -_-1’.,-.' -
oer combinatorijchen Unalytif, 365
qbxT, gBx2... W, f. . ald befannt voraus Sfelen, woil
dieReihenp,q,rs gegeben find und nadbHindenburgs
(Iofal = und combinatorifdhen) 5.‘;._‘-0&‘5':5,Fm‘mun Die
pix (0 P 1), qu[n I I) u. ﬁ. 0. dureh px(n ¢ 1)

[ N\ i i
gx(n T 1) u. f. w. fich i.‘l“"_"bL‘;ri'.'J"“I IL‘ FI"'7 Die Conz
freuftion der WVaviationsfaffen mittelft der Loy gefiigs

tert Beichen, bhangt von Tab. IV. .{u Syft. Perm, p,
LX) ab, in fo feen man fich die Complerionen 1a¢h
(20, 25) niht felbit mathen toill,

uf buru' und ahilichen Vorausfesungen bery:
hen die fo nublichen Reduftionen der Drobleme auf
einanber, der jufammengefestern, auf die eiifadbern,
pavon Herv Prof. Pfaff i feinen bepden UbhHands
lungen (Decpolpn. LehHe i IV.V.) eine DMenge inker ef
fanter * Vepfpiele gegeben Hat, bdie obne dem @Ge-
braud) der Lofalausvrudle jum Theil auf qufferor-
peniliche Lerwicfelungen gefubhre Haben wiheden,

W

I150.

Die Ausdracde (148, L — 1L fir.ganze Glie:
der T (n | 1) vertvandeln fih foaleid in  foldhe
fir eingelne Coeffizienten ~ m + 1); tenn
man dort z = I fest, wo alfo z und alfe Porenzen
von z gang, wegfallen, und nur die BVariationsflafen
affein, mit ihrer Summen > und Reihenepponenten
ubrig bleiben,

15 I;

Aufgabe. Den Werth , von (reqhp?) « 3 din
€oeffigienten, Dder eingelnen Potenjen p2, gb, 1* quss
sudrucken, Die Reihen p, q, ¢ frehen (124).

158,
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9
Aufldfung. 'ﬁ‘n (14%. 11.) febe man n = 3,
g = I und (150) = ftatt 7, 113 finbet man
rt kL ) pé

,4"1

(oghpy 2 (z T 1) =
dag giebt, nach dem Jeiger (148, I1.). Die Comple:
gionen felbft gemacht, oder nach Tab. IV. (Nov. Syff.
Perm. p. LX) und Den dovt uberfchricbenen Reiheneps
ponenten r, q, p, angedrdnet

- 3 '
g (]" i pte3 réx3qP £I pAx2
c b xs niled +C 32 gbxo pa
rxlq x2 pHx2 1%%2 g x2 P =
rE %1 {1":&1 pA xI rtx3 Llhz'.i plel

oo man rfxr und rexz ol fafteres communes 1N die
augcbb*‘iqtu Stebenfaftoven nehmen, oder jede anbere
aug den ubrigen bdaju wabhlen fann, Ddiejenigen nem:
fich, die am meiften jufammengefeist find. Ein andez
ves Bepfpiel fur den nf-: L'"' j"r‘f' olgenden Eoeffizienten
cqPp®) x4, fieht im Uediv der Mathem. (D, I
. 227.) Der biefige Lehrfas (r48) mit feinem Bes
weife (149) ift nemlich IH‘I‘L‘[E‘;‘: bort, etwas ausfubrs
licher, gugleich mit Anwvendung auf gebrodyene Kunf:

tionen, botgefragen rwordin.

152.
Auf dev diefem TWerfe bepgefugten Ta I)o‘“.: ih
die am allgemeinfien ausgedricfte L}«‘.cli},c
pretagmipeho it sk cotirb e 0 rien Notens
erfyoben, und vollftandig bis auf 12 Slicder entioicfelt.
m, dundr founen Hier jede pofitve, negative gats
je und gebrodene, 1vvatrenale odee unmbdgliz
c{,u Fahlen fepn, Daf aber die dafie auf der Tafel
angegebene combinatorifd = analptifde 50
vel vichtig ten, evbellet fo:

153:
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- ¥

153;

Man fefse in der t‘*iml Fut pf’:s;:ﬂ, ﬂ:y; {0 bers
pandelt fich p in (@ T by T ey® o dy’ T...).2m
mithin

B v A i) ety D R AT AL
alfo ift die Potenjzictung von pr (in 152) auf jener (in

137) jurnckgeruhet. et man dafher nach

delung y 2= 2%, fobhat man vollifommen die Formel fo,
toie fie auf dev Zafel angeaeben f{r.

154,

DaidhdiehochfteNlgemeinfeit Ded E:‘\ill“-lsii?“c‘)c*t febrs
fages, bier vorausfege, o bedarf ed weiter feine Rechtz
fectigung, fur negative, irtation al e, verandetr:z
liche, undunmoglidhe Crponenten, K }T!.ui Q2
her um die Hllmacht dev combinatorifchen Inaz
[nfis recht ins Licht jufegen, im folgenden § nach vag 2ifie
Glied von pr(i52) vofliftandig entivicfelnt  Fedes anbdeve
nicht combinatorifches Vevfalhren, wurde dievollftandige
Gntroictelung der 20 vorhergehenden Gliedern vorausies
gen. Auch ¢ desHerrnCtatsrathITetens Subftity
tiong=Verfabhren, ifft noch fo weitlauftig, daf eg
aufdicfen IBegen fo gut wieunausfuhrbarvift. €8 giebt lei:
ber in diefen Seiten genug Menfchen, welche bey einigen
aeringen unverdauten mathematifchen elementar Kenntz
niffenihre Unverfchamtheit fo weit teeiben, uber Sacdhen
absufprechen von der fie Do) nichts weiter als den Naly-
men wiffen.— Fur diefe habe ich jum ThHeil die Entrorcli:
[ung Ded 21ten Gitedes unternommen, —Sic mogen ifHre
geruhmte Starfe in der Analpfis daran verfuchen — [¢i:
ften fie auf andern IWegen eben fo viel, fo will id)-der evs
fte fepn, der ihre mathematifchen Kenntniffen Sevechtias
Eeit wiederfahren laft, von Denen fonft ihre compilicten
Scrifren feinen vorvtheilhaften Vegriff aiebt.

ev Enfriz
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20b’cq
2{;[1ldp
2o0b%eo
:odh;t*!l
20b’em
2cb’hl
20b’ik
3cb®ep
6ob®edo
6obcen
6obcfm
6obcgl
Gob*chk
3ob’ci ®
3o0b*d*n
Gob*dem
6cb*dfl
ﬁGhjL{:;k
6ob*dhi
30b%e’l
6ob’efk
6ob egi
30b%eh”
30b°f 71
6ob*fzh
1ob?g?
20bc’o
6obc*dn
6obc®em
6obe3f1
6obcgk
6obc?hi
Gobed®m
I2obedel
120bcdfk
120bcdgi
6thdh3
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12cbeefi
120bdgeh
6obef *h
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20bd’1
bobd*ek
Hobd=fi
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120bdefh
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