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216 Merfroirdige Sabe und NRelationen.

Enbde nabert, bdeutlich erfannt hat. Wer aber ayf

diefen Sinn nicht adtet, und naddem er anfangs

e = 1 T z gefetit Datte, Dann wieder, tvo eg ifm

guerft einfiele, z = o fefen wollte, bder murde enp

toeder durch ein blofes Ohngefahr su feinem Rede |
gelangely; oder ihn audh twohl ungeachtet diefer Syp: |
ftitution ganalich overfehlen. 3. B. wenn man etma
in & wieder 2 = o fegen toollte, fo Hatte man wie
ber Das alte = a.3. Denn man darf z nicdht neben
I — 1, twelched Feine endlide Grofe, fondern o if;
perfchoinden [afien; twenn z nicht blof tie o, fons
dern wie eine dem o fih ohn Ende nahernde Grofy,
witfen foll,

* Bergleicht man bdiefe Formel , toorin 2z ffer
mit der aud dem fummatorifchen Giliede abgeltinien,
fo witdb man fogleich einfehen daf bepde Fomeln
vol{fomnien identifch find, indem in dep abgeleiteton
ftatt z, fein gleiches e — 1 frehet.
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biefe 4 conftuivten Gfieder ftellen dad Gefen fo deuts
lich vor Augen, daf man ohne Schwierigfeit

o Wt L0 (B 4y i et o s M e

L w23 Seegienst O =7,
conftuirt. Um die Nllgemeinheit des Gefeses dargus
thun muf bewiefen terden, daf wenn dag beobady-
tete Gefets fiv 20 vidtig ift, daf e audh fir 2oix
ailt.
Das beobachtete Gefels giebt.
n‘f‘:....Qnu—x.zn.:n-f-r,z(ni-x)
I.3..ss20—3.20—1.2n%1 =

@3 ift aber 204X = an 5,

Konnen wiv nun beweifen, daf der nadhy obigem Ge:

G

ot —

E

gn—

—

oBpY =

- fes gebildete Ausdrucf fir 2», doppelt: genommen,

bent Ausdruck fur 20#x giebt, fo ift die Allgemeinfheit

Des beobadbteten Gefesed mit aller Evideny ertviefen,
Nun ift offenbar

on'. . .on g

ntr 2n + o3

Dicfed Iestere giebt aber gevade den fiir am, am=ong¥

gefundenen Ausdeuct, da wir nun aeivig find daf

Das Gefe fliv o = 4 gilltig ift, fo gilt 8¢ nah dem
- (472
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218 - Merfoiicdige Sabe und NRelationen.

evtoiefenen aucdh fir nt1=s, alfo audh fir 5% 1=6
. f. 10., DB e8 qilt allgemein.

2.
1.3.5 . Jocalen — X))
€8 ift 20N = — : . p2n
2;4-6¢8+a¢q 211'
Bewedis.
@8 ift aus (1) befannt, daf
|
nTInnT2...,.20
o= i T . ift. i
I * 3 Jtavgn—l
Daher ift aud
"1“..2 sy on"*:iliczn
KT gl =H.T.I ' = 2a37,
L die:n Loovas i@ qenlele 1B

(befanntlich ift 2n — 1 Die nte Ungeradezahl, alfo
find Dier im ahler cben fo bdiele Glieder alf in
Menner, d. h. 28 find n Glieder fotvohl im Aable
alg im Nennet).

! RS 8 S ¥ an;
1.3 .n I‘gzn_—_ 'q}t.gn=:nm ift
204¢'44 ;n o
I, 3. 6. BW. |
. 3.
S8 ift ;

u-{-'-n‘au{:;;‘Hiij{-fnﬁ}[__mmfﬂ% s mm-i‘n@mﬂ{-{-n:g MR v
e ~i n:R , ln%inmmiﬁ[ :r' R, 1
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IBir entroicfeln hHier fowohl bom Produfte, alg
audh von (x T =)™ nue r + 1 Glieder (dag  erfte
mitgezahlt); Ddenn fonft find hier renn n und m
gange Sahlen find, im Produfte forwohl alg in
(rx)m; nfmd 1 Glieder borhanden, die aber
Hive ju entwideln nidht ndthia find, indem die phig

et




az0 Merfioirdige Sake und Stelationen,

gen fchon deutlich Das Gefef; ded Fortgangs vot Nz
gen legen. Wergleidht man nun dag Produft mit
der Neihe fie (x + x)»tm, o ergeben fidh) nady be
fannten fehren, folaende frudhtbare NRelationen

nimdf = 1,mY T .1

nimQP — 1, mPB § oY f nB ¢

ntm@ = 1€ f nYmP f oPmY 4 0€.1

nimd) = I."’EJ']L nd[m@E —Eﬂ nHmsP -l- nEmIf -P nd) 1

e 1510

too man alfo fur »tmXR den oben angegebenen Wetth
findet.

Ehe ich mweitere Folgerungen mache, will ich fols
gende nislicdhe Betrachtung hinjufugen, TWir Fonnet
mande Unterfuchungen und manchen langtoietigar
Galcul, dadurd ungemein abEivjen , toenn toir b
Tegen, Daf die analptifchen Operationtl
nut die Form des 3u fuchenden aus e
Kotm ded Begebenen beftimmen, die G1v
fen aber unbeftimmt [affen.

Diefe wirklich hochft wicdbtige philofophifdhe Du
metfung, verdanfen wit, wenigftens fo beftimme aué
gedrudt unfeen. gelehrien SHen, Prof. Kugel, b
toerde «jlcic[) jeigen foie toiv Hier Ddavon eine fil
gute nwendung machen fonnen,

Das (v + Dte Glied von (1 F x)oFm oder
(1 F )M Fi 1) ift = »mRxr;  das (x T O
(1 F )01t 1), weldes mit 2tmRxr iDentifcdy fenr
foll, muf alfo aud lauter partial Produfee die x*
enthalten Deftehen.  Diefe pactial Produfte entfiehen
g aud 3en Glicder, deren das eine aus der R
fe (1 T x)®, Das andere aus der Reihe (r T

g
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J‘gennmmen ifts die Gpponenten Der xen toorin diefe
Glieder multiplizict find, muffen alfo jufammren ad:
divt immer die [abhl r geben damit ihr Produft xr
ent[)&[t,r,--ba nun in jeder der in’ einander ju multi:
plisivende HReiben Diefe Eponenten von x (den das
erfte Glied von o angerechnet) die Reihe der natieli
chen Rahlen ift, fo fahrt diefe Betrachtung, auf bas
widhtige Problem

Fede gange3ahlraus jwep Jahlender
gegebenen Progreffion o, 1,2, 3, 4....1,
nicht allein jufammenjufesen, {ondern
was Hierndthig ift, alle diefe mdgliche Su:
fammenfesungen felbft dDarjuftellen,
Heve Profeffor Hinbdenburg hHat diefed Problem in
feinem ganien Umfange, mit bewundrungsronrdiger
feichtigfeit aufgeldfit, und bieedurd) eigentlich eine
bisherige Yacfe in der Analpfid ausgefullt. Mir fey
es erlaubt Die Nufldfung vow diefem hier ervahnten
befondern Fall fo 4u geben, als b folche juerft fand
¢he idh Hen, Hindenburgs Verfahren fannte, lenteres
toerde ich teiter unten mittheilen,
Aug der Lehre von den arvithmetifthen Progreffionen
ift befannt daf, wenn man unter einee arithmetifchen
Reihe, diefelbe Reihe verfehrt , unterfchreibt, fo daf
vas legte Glicd unter dem erften, das vorlesite unz
ter Dem 2ten Gliede vom Anfange u. f. w. ju ftehen
fommt, fo {ind die Summe der ubereinanbder ftehens
den Glieder unter einander alfe gleich, fcheeibt man
alfo

Q, I, 2 % A R~ DY Heseoa il Uy o

0 e? OB S PR ¥ r SNSRI 8 [
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fo gebent jede der jtvep ubereinanbderfiehende Jahlen,

qut Summe r, und das Problem ift aufgeldft.
MWiv fonnen alfo das (1 -+ x)m. (x + ) l(r $1)

auf folgende leichte Art finden. Man fchreibe

ahor= 1 e e b teRerpy
darunter 4 ;
(rEm=mRarpnRxr-TnRar-24, L pmdlx g
and multipligive jede jtoen ubereinanderftehende Gliw
pet in einander,. fo-erhalt man das gefuchte mie
oben, denn die Erponenten von den xen machen, di
oben verfehrt unter einander  gefchricbenen avithm

NPeoaqrefiionen.
Sdy fagte aus der Form des Gegebenen ift b

Sorm des Gefudten beftimme, das findet hur fol
genbe Antoendung, ba p f (c — p) =r geben, o
multiplijive man
(@ Fm?(p T 1) = o), xp :

und (1 T )T — (p — 1)) = mR, x4
in einanbder, fo giebt »P.xp . mRxr-p bie Form eind
jeden partialProdufts, woraug ndmRxr peftehet und
Da e$ und bep gegenmartiget Unterfuchung nue um
die Binomialcoeffizienten die in diefen partialProduf:
tenn vorfommen 3u thun ift, fo giebt

o) |
oy, mR dazu die allgemeine Sornt.
Cefien it nemlich p, nach und nach=0,1,2,,..1~1
fo 2rhalten it

—1 -~
1. 0R f mY, mR P, 0R, 09 p R, 1 = aim,
Aus der allgenmeinen Form fiar a+mR, findet fich went

man R nad) und nadb=Y, B, €, D u, fum,, febts DIl
obis




e,

— 3 L —

Rl

MerFroficdige Safie und Relationen. 223

pbigen fix ntmd, stmPB, ain€, nitm@ y, f, w. gefun:

bene 2Werthe.

Mann wicd denfe ich fdhon jent den BVortheil
den jener Klhgelfhe Sak, in AbFUrjung der hHier
fonft nothigen Rechnungen bewivft hat, einfehen, an:
andern Orten werden nodh) weit mehr in die Yugen
fallende qegeben twerden.

| :
&8 ift
12 ..1. u'ﬂ[‘ -f- n%’ 'f' n@:z ‘I" ,-.+“%{? .f' sa 1'
o 2 1.3.5,?..,._§2n — l),:zu
2435 0U8 0 sat o 20
Bemeid,
—1 -—
Da mmR= 10K, 09, mR LR, mY Fagh g
': fo ift wenn ftatt R, N gefest wird
| _I —
sm® = r.oR f UL ER F .., 09 mYf 4 agp g
| ——1 —rp .
| ba nun o = 15 2N = 1Y, 2N =%y, (, .
\ ift, {o hat man auch
| sVAe S |
SR = 1.0 ;oY oR f ., 09, o9 + 5,5
{egt man hiev m = n, {o folgt
=T
2R = 1.9RN, + Y. 0N £ ..., T o) d 1.1
folalich
2%}} F— 19 'i. nm: 1- nEB:.-t' bt nm:.{- -r!rvnglﬁ‘[']:}
%' 3# @1’ QB*
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s'
UnmerFung.

Der  merfwnrdige  Saf in (4) wurde, meing
gBiffens juerft von Lagrange, und jroar ufallige
9Beife - gefunden, Denn in einer AbHandlung die in
ven Berliner Denfidriften ftehet, fand ec fir ein
getviffe WahrfcheinlichFeit juerft den einen, und fis
viefe nemliche Wabridheinlichfeit hernach audh den ans
pern Ausdrud und {dblof daraus auf ihre Gleichhei,
Bemerft jugleich dag er aber noch Feinen analptifn
Beweid aefunden hHatte, bder ihm aucdh ziemlich vers
ftecft 3w fepn fehien,

6.
€3 ift "‘*8{ F oER = o,

ober toelched einerlen

—X
& moIR T R = T e-I,

Bemeis.
@eite 174 habe ih bewiefen, daf

—I
mfp f P = mtrRN ift
gworaus fogleich obige Gleichung folgt.

@s-ift - 7
1 — oY F BY = m@ F,,,. + mﬂt:ilﬂ*lﬂ}.

Beweis,
Set man in der aten Gleichung bep (6) 0

und nadh M = %, B, € u. {. w., fo befommt ﬂlﬂ;
Gt




()

1]
'\F‘

1

[

Merbrofrdige Safe und NRelationen. 223

I.....II'I%{:...,.)-‘]’I—ISJI; ._&m-rs}[-zﬁmi]}-h—_qm—lﬂ"ﬁt
m-:g}.._m@':___m-:[gg; ~£ m-l@-fm@:-m-:@
. f. o,

folglich audh
1—mYfmB=m-19H; [ ~— MY FNB—§ =z at~ X
}—mY 4 m%_m@i-m"?‘d;uwl@;

alfo uberhaupt
;{_._.lnl]f-fnn%_.. m@-f. IR Y -!_:_ mm=i m= 1}

B
€38 mup
o =1= 2 IR feyn.
Bemweis,

Wenn in (7) m = n ift, o wird die linfe Seis
te der Gleichung gleich (xr — 1)» und die techte Seis
te geht uber in 2= n=TN, abet der nte Vinom. Coeff.
ber (n T Iten Poten; it = o; ‘auch ift (1 — 1)8
Null fur jeden endlichen wivflichen Werth bvon n,
(€. 158. §.6.); aber fur n = o, ift 1—1)"=0°=1,
folglidh muf 1 = * -IN fepn, Bielleicht wird hier
mandyer fragen was -TN eigentlich bedeutet? =T RN
bedeutet Den' allgemeinen nten Bin. Coeff. des (nf1)ten
Bliedes in (1F1)-* = i“% =I—ITI— 1.,

; [
pag (n f Dte Glicd diefer NReihe ife aber gemif
=Z1=1.x1 folglih ~1N suverlafiig nichts
anders als 1. . Wodurdh ich abermalg 1ind jwar
tie mich dinft, fehr firenge bemwiefen Habe baf o=z

P fenn
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feon muf, und fich alfo Hiev auf eine angenehme
beftatiget.

Anm. Gie Anfinger muf i) evitnern Haf hier n al3Ey
ponent = o nicht mit W als nte Bin, Coeff, einerfeyif, |

9.
Wenn man in der Gleichung

1 — o +eB..,. + R =L 1R |
fratt N, B fest, fo hat man in Hindenbirgifche Jeiden i
pollfommen die Fovmel, die der Here Prof. Fifde
in feiner heotie Der Dimenfionsdseid en f.ub,
noh auf eine andere ihm eigenthumliche Act bewics
fen bat. *)

—m

Schreibt man n — m fratt o und R fok X
fo fommt

—1 4wl
i = 11-1119[1*11.-111;\"}3 ey i n-m.j{:._;_, ﬂ"'(lll[ll}:}:

fept man nun hretin nadd und nadh m =1,23
u. f. 0., fo erhalt man |fogleich, bdie Formiln
Die im 147. §. Der Iheovie der Dimenfiondjeiden |

- ftehen. \
10.
Sept man in der Formel flr A m-IR; ~1 i
ftatt o, fo entfeht 1
- ]
{ ]
£

*) Siicher beweift biefe Gleidbung ohue Hfilfe des binony
fchen Lebriages, daber ifi der Borwurf, den Hr, Thft |
(in feiner beFannten Schrift mwieder Fifcher. ©. 169
i dieferivegen madht, offenbar fbel angebradht,




It

i

ey

——

MecFoirdige Safie und Nelationen, 227

'8
1 — =09 f =0, + -0} = K TEF)gR
o aqpbds —n‘{_!!:l]?i e Tl
Da aber L Lon diefen Gleichun:
e ~ni == nt I3} ; e
I : aen witd man fich
22 ~n@ e uta2 @ ok
wobl ohne meine Yn-
o weifung ju uberzeus
s gen fuchen, — Da fig
= —n’)\—n{u i faft ‘von felbft eins

lerchten,
#nd i"w”«h—"'ﬁj\

fo 1t
PP TARIB o nb2€ Fof3D | o= 19} — et

=11
Dievin nf m fiatt n, und R ftatt N gefesit,
diebt

— Tl —m

rintmfpadms 1P fontmia | fapmie- xR s=npmirR
ievin nun nach und nach n =1, 2, 3 u, fo 0. gez
fest, fo erhalt man wicderunt alle Formeln die ber
Siicher in §. 148 ftehen, Und toenn man bier in der
Fovmel fur =4r} , fratt n, an fett, fo entfteht di¢
Sormel, weldhe Fifcher §. 165, giebt,

LI

Die in (9 und 10) erithaltene Sormeln evdeberi
fich auch unmittelbar, aus der aligemeinen Summen:
formel fuc Binomialcoefisienten. G war nemlich
obénn

Lo )
fimR =7, mR -Inil[ m'j{:ln% m sy . J08R 1r° %Tn:},’mﬁ}[fn& i
30 Diefer Formel wird hhmm[ld)
fut 1= o, Lycop 3 pdiiiag
R=TI,UBCD S
P 2 Sehf




228 Merkwirdige Sabe und NRelationen.

Sepst man nun hier nach und nach

bt () e Tl sl PR r

{o geben die negativen Bablen, die a‘slfd?uf‘tf‘fﬂ Fous
meln in (§. 146 — 148), cben fo al8 fie fich aug den {
in (9 und 10) geaebenen Formeln finden. et mon
F 1 Sﬁ.m=—1f1—° it

a-TR = 1.-IR T l‘ﬁ.-;éi + “%.*;J% S
—_— —_1 |
L AR-IB  oR-1Y f 2K |
Wic Haben bereitd oben ertoiefen, daf alleGlicderes:
nes Bin.pom Gpponenten — 1, abwechfelnd — 1um
+ 1 find, nachdem bdie Jahl Ddiefer Slieder nad
der fie ‘qe3dblt werden, ungetade oder gevadelf
Ob nun ein Glied pofitio oder negativ  ift, egiedt
fich aug der Jormel von felbjt, Die- in Jhts von
der oben gegebenen unterfchieden ift, ald dad e
Glicd nod in einem Bin. Coeff. der (— 1 fen v
teny, alfo in Ging multiplizivt, und Hier nue bube
halten wird, um dadurd) die Jeichen der Elicde
jedem verlangten Fall befrimmen ju fonnen, Dol |
Glied »R.1 in feinen Bin. Coeff. der (— Dien {
teny multiplizict ift, fo hat ¢8 immer das Seiden
fcbreibt man nun die [eRt gefundene Reihe umgefelt :
fo erhalt man eine beftimmte Norm, Dderen Al
hen durch den Fortgang fich ebenfalls von felbfi
giebt, naddem nemlich die 1 in eine ungerot
oder gerade Srelle fallt:
Memlich ;
‘ n-xg{=ng{_;—g[{+;;£_ﬁtjf-§-w_j;[

multiplizict man Ddiefe Gleichung mit = 1 [0 eehal

= n~I

L)

— —-; .
t:z*n]{‘:n‘]\ﬂ-nx-_ng}{'_,,'f]

t‘.

1§
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die ®lieder Diefer lesteren Formel haben in Dderfelben
Zofge die nemlichen Jeichen, als die Formel in (9,
und ift audh wefentlich bdiefelbe, den n,?{; aB s 0@, ..
find in der Orduung wie fie hice frehen identifh mit

—(r 1) =(r=a) —('—2)
gh,. R, R, Weale 10

Senn -man in den Formeln (3) fefit,
mz=o witd U =n
ntT B =nf - 85

me=1I
m=2 02 =0} 2 By o
m=3 2 "3D=rA{3.257 1."4:: Fooa®
=4 s 0t+4 5 =) I 4. u_'b 6.008 I 15 n'D) .f_ n(s,

- - & > p -

" . ‘ * ’ r A

biefe Jormeln, findet Fifeher § 367 jwar nidht anf
eine fo auferft feichte 2Art, aber fein Werfalhren ift
iffm getoify eigen, und nivgends entlehnt fo wie ubers
haupt fein ganges Werk, fﬂ}‘otie Der Dimen:
fionéseichen. 2 Theile in 4to. Halle 1792,
fiberall Spuren eined gefibten mathematifchen t:;:c.!,)qr_r.
finng ind Genie jeigt, und twenn man fren von alle
Pavtheplichfeit, aljo nicht etiva vorher mwieder den
RBeefaffer cingenommen ift, fo ift unverfennbar daf
die gange Theorvie der Dimenfiondgeidhen fein
Gtgenthume ift. — it nur im aufiern Bau, der
Jeichen weidht er von Hinden burg ab, — JPein was
wefentficher ift — die Grlinde, der ganze Gang —
Portrag Den er jum Thetl hat nehmen m 'nTcn, pait
nicht fur Die ih gejtehe e§ gerne teit polffommenere
und
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und fich ungleidh toeit verbreitender Hindenbivgifde
Combinatorifhe Analptif — Cin Kopf wie Fifcher
hatte wenn er die Hindenbirgifche Comb. Analptif
gefannt hatte, nie ettwas unvollfommeneres fiefern |
fonnen®) — Seine Sdrift hat gleichwohl einen et |
fchicdenen Werth, Ddie Analpfis endlicher Grdgen if
nicht allein daduvch ermweitert, fondern e§ mbehte bie
befie Borbeveitung jum Studiven der bis jesit herau
gefommenen combinatorifchen Schriften fepnm,
_man _fidh nun jur nbdthigen UWebung bdie Sifcherfde |
'%nrmrin, alie in Combinatorifihe uberfesen Fann —
vicfen Dienft hat es wie i) gerne danfbar gefife
mir felbjt gefeiftet. — Aber eben diefe fo leichte U
fesung ber Dimenfiondjeichen in Combinatorifde, un
umigefehrt, Hat die meiften Beurtheiler und nament:
[ich Hen. Topfer ju ubereilten, ungerechten wd bit
tern Borwurfen verfuhrt. — Um den wefentlichen Unter:
fcbicd und dad Cigenthiimliche jeder Methode, aih
tig ju wirdigen, wable man e¢in fchioieriges Problem,
Iofe e8 nad) bender Methode auf, fo twied fid seign
vag der Gang der Aufiofung bey bepden durchan |
“perfchicden ift — bdas aber dag Refultat faft felbi
per aufern Form (nur nidyt in eichen) einerley ift—
fann enfoeder al8 jufallig angefehen merden, ob
Fann dev Patur der mathematifchen Untevfuchung oo
maf nicht anders ausfallen.

1

Yy @ein wovtreflidher motalifdher Garacter, ben freylid
nur die beurtheilen Fénnen, bdie dag GlicE haben, dv
fen “verehrungswirbigen Mann ndher und genau ju BY |
wen — burgt fiie fede Yuntpffung fremden Eigenfhums
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13.
@5 1t

n’i}[.nﬁ‘{ 3 n%5 , m9% n@  m@ I,,m:*)-f
I——-,.—H—'—"f “'-'-F'-‘-ﬁ*'-—-‘-'l*i-h—'—!—qn—u
TR IS "t
ntm—[rt
( 11'):,}?.
— + I ————————
T .

Bemweis.

Man fee in dec Hauptreihe (S. 167. §. 13)3
I 2 n
ftatt v, ¥y, y...oy; die Werthe
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232 Merfronirdige Safie und Nelationen,

ober teldhes einerlen

e S T n

I =
*Avy=y—ndy #5By . TRy E oy
fo echalt man den oben angegebenen Ausdruck,

T

14.
S8 it
9, m=r9f 09y, marty @y I, nim=r-xf
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_[ i e (i e
| v3f 5 ".’_)I‘,
mR
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Beweis.,

Man fubjtituire in der Formel.

n

y=1.yT2Aly + PBAy T ... N . Avy. (C.200)
die for y, Ay, A%y u. f.w. in (13)  gefundenen
Werthe, fo ergiebt fidh obige Gleichung.

15,
Set man in (13), r = — 1, fo ift
=1, B =%1; "Ce=— 1: D=Fri{
wodurdh man erhalt:
pf oy mYfaPB mPB L F o, mR &= uynd,
wie wir bereits (S. 223. 4. Bew.) auf andern B
aen agefunden Haben.
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Betweis,
Man fese in (13), r = m — 1, weil nun auch
m miR 1
R = ——— WL, o ift = —
1 e m-XR m—zt

und »RN it = 1; folglich die obige Bleichung [richs
tig.
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Bemeis.

et man in (13); m = — 1, fo entftehet Hier
bie erfte Halfte der Gleichung, und aug ter sfen

n=F=23

Halfte in (13) itd *+ —r—ﬁ-—}- und bdiefes ift nach

~ r + 1
(Ién ﬂ)enﬁ-) —_ R e e
S 8 8 1

Hindenburgd Theovie der combinatorifchen
Analytit.

X,

Wee fid wbermwinden wird, daf tolgende mit einis
aer Aufmerflamieit durchjuaehen, dem wird die dars
auf vertwendete Jeit, gewiff nie gereuen fonnen —
er twird, (wenn er der Mann ift der entfcheiden darf
alsdann fiderlidher bie pindenbitrgifche Gefins
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