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L. Bon den Sleichungen,

I. ©cdanfen 1iber die Formen der FWumeln
einer jeben Gleichung,

BVon

teonhard Guler.

us bent fechoten Bande der Commentarien der St. Petersburgis
fihen Aademie der TWiffenfchaften, vom. Sabe 1733,

e

. @é ift in der That ju beroundern, daf man noch Peine alls
gemeine Regel jur Aufldfung  der Bleichungen Hat,
RKaum war die Ynalpfis ecfunden, ald man auch fchon die
@ntoickelung der cubifchen und biquadratifchen Sletchungen
fannte; und toie febr find feit der Seit die Grengen der Anas
yiié erwoeitert! wag fiie Manner haben jenem Gegenftande
ihre Jeit und ihren Fleif getwidmet! OB fie aber aleich theen
@ndgroect nicht evveicht baben, fo ift man doch ihren Bemis
U2 bungen
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I Bon ben Gleichungen.

hungen eine Menge der roicbtiaften Hilfdmittel bep der Bes
handlung der Glercbungen fobuldig.  Dabyer befirechte audy
ich feinen Tabdel, wenn'id einige Gedanfen uber die Fors
men dev Wurjeln einer jeden Gilcichung und fiber die etwas
nigen $Wege diefelben felbft ju entbecfen, mitthele. NWiels
leidht toerden dadurch andere in den Stand gefent, toeiter
su gehen,

N

Da eine jede hohere Gleichung alfe niedriqere Sleidhuns
gen in fich enthalt, fo ift leicht ei.n;;ufe!}gn, taf die Erfindung
Der Wuczeln vgend einer Gleichung die Erfindung der Waes
seln aller niedrigern Gleichungen evfordere,. IBill man das
hee die MWurseln einer GSleichung vom fechsten Srade ents
wicdeln, fo ift daju die Yuflojung der Gleichungen vom funfs
ten, vietten und dritten Grade ndthig. So fubrt aud die
SHombellifche Regel von der Aufidfuag der Gleichungen des
pierten Grades auf die Yufldfung der cubifden GSleichungen,
und die Aufldfung der cubifchen Sleichungen geht ofhne die
Yufldfung der quadeqtijchen Sleichungen nicht von ftatten,

N2
Die Ubhangialfeit der Aufldlung der cubifdben Gleichuns
g.sn bon der quadratifchen ftelle ich mic auf folgende At vor.
S fege von jeder cubifdhen Gliidung
X3 = ax ¢ b,
infoelcher das jtoepte Glied febic, die Wuryel
3 3
x = VA + VB
und laffle™A und B die bepden Wurseln einer quadratifchen
Gleiung

Z2 = a2 — B

fepn,




A

1. Ucber die Jotmen ber MWurgeln 2. &

fwn.. Nuf diefe Art beFomme ich, toegen der Natur dee
Gleichungen,
AT B=e«, und AB = 3.

~ Um aber « und B aus a und b ju beftimmen, echebe ihrb die

3 3
. Geidung x = Y A + VB jur dritten Poteftat, wodurch

3 3 3 3

x3.=A + B F3VBAWAL VB =3xvAB+A+B
tird. Denn pergleicht man diefe Gleihung mit x3 = ax
+ b, {o wicd

a == 3:’&.5: 35"3, b =AFB=«
und maa befommt folglich
e=Db, und g = a3,
9uf diefe Att ift die quadratifcbe Bleichung, vermittelft wels
der man auf die angejeigte Weife die cubifche C'ilelcbung .
x3 = ax 1 b aufldfen Pannm,
22 = bz — a8,

Kennt man neml:c[) Die %Burzeln diefer Gleichung, A und B,
fo ift

22 g
x=VATVB
§ 4

Man findet aber nach x = 3":& +B nidt blof; eine,
fondern alle drep Wurzeln der Gleichung x3 = ax + b
Denn bedeuten 4 und » die bepden cubifdyern Wurseln von I
aufier 1, fo ift auch

3 3
X = uv A+ B
borausgefesst, daf pr = 1 ift. 8 miiffon daher die Werthe

pon 2 und » fepn — 1-;-:"-—3 o et obet
umgefehet, und folglid thun aufier
43 X




3 J. Bon den Gleidhungen.

3 3
® NP Iv"B
aud folgende Wurieln

_ e —y ey 73
Y 374+ v 335
2 2
g — e s 2 = F 3 - 23
X == : :— 3{&'1‘ ' : ?V’B

Der gegebenen Gleidhung ein Gienitge.. Nach diefer Methode
laffen fih auch die Wurzeln foldver cubifchen Gleicturaen
finden, tworin das jwente Glicd nicdht mangelt, indem man
aus feder Gleichung dag jwepte Glied wegiufdbafen im
Stande ift.
§ 5 o b

Die biquabdratifchen Gleichungen fihet man auf mehr
alg eine At auf cubijche Gleidbungen sucdck, aber Feine das
von ftimmt ju meiner jegigen Abficht uberein. Allein aufer
ihnen babe ich eine der bep den cubifhen Gleidungen dhns
liche Methode, fo dak man davaus abqgef&t)!: fcbliefien Fann,
wie die hohern Gleichungen werden behandelt twerden mifz
fen.  Sft nemlich die Gleichung

X4 /= ax2 + bx + ¢

gegeben, toorin ebenfalls das jente Glied feblt: fo behaupte

i), Daf
X=VA+vBtVC

und A, B, C bie drep Wurseln einer cubifden Gleichung

23 = wz2 — 2 T ¥
feven.  uf diefe Act wicd

«c=A+TBTC

8 = AB T AC + BC, und

v = ABC. :
im aber @5g und o ju beftimmen, erhebe iy x = VA #
V"B F +C jut goepten Poteftat, und leite qug

x2 =




1. Ueber die Tormen der Wutselnsc, vi

-x2 =A%+ B¢ C+2VAB + 2V AC F 2y BC
X2 — a = 2yAB } 2v'AC ¥ 2V BC
her. Ferner echalte ich durch Crhebung diefer Gleidung
sut jtoepten Potefrat
x4 — 2a4x2 t 42 = 4AB t 4AC 4 4BC %
8VABE('A T VB ¥+ v'C)
oder
X4 = 2ux2 } 8xVy + 48 — &2,
Nebme idh nun diefe Gleiddung mit x4 = ax2 tbx e
jufammen, fo finde ich
e = a; 8V = b; und 48—«;?—::,
und daher mwicd
# = Ja; ye=hb2; g lc f Le2,
Diefes vorausgefest ift die cubifdhe Gleichung, vermittelft
welder man die biquadratifden aufldfen Pann, folgende:.
4c — a2 bz
6 a
Denn nennt man die Wurgeln diefer Gleichung A, B und C,
fo witd

23 = §az2?

x=VA+¥YB+ve

und die #brigen Wurzeln find
X=VA— VB — yC
x=VB — VA —vyC
X=VyC— YA — VR

§. 6.
Cetit manz = v, fo tird:
G T AL Ttz

und fnlgh-:ﬁ, foenn man quabrwt,
4c ¥ az (40 + 32)2 azt2 ab2t¢ ha
3 T e——t2 o e T
Srpee o : o
4 ohee
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4 mon ben Gilelchungen.
obet
cz azc
3 = --—-~—t-w e i e ) B
t ( ) '['( » o ,,56) t
b4
4046°

Diefe @[etd)ung Bat dabher die Cigenfbaft, dap ihre Wurs
seln Duadratwurzeln aug den Wurgeln der vorigen Gleis
¢hung, oder aus A, B und C find. Tennt man alfo die W=
aeln Derfelben E, F und G, fo wicd

4 4 4.

x =Y E ‘[‘ vV E ’{‘ v G
und e8 giebt folglidy eine cubifche Sleichung, wo die biquas
dratifiben Wurseln ihree Wczeln jufammen genommen die
SBurgel der gegebenen biquadratifden audmachen. Jtun it
awar diefer Weg, dic Wurzeln einer biquadratifhen Glets
chung 3u findben, Defchmwerlicher ald Der vorige, aber ev flimmt
dagegen mehe. ot dec Yufldfung der cubifden GSleichungen
fiberein, da dabey aus den IWhirjeln der niedrigern Gleichung
SBurieln von eben dem Grade gejogen tverden mifen,
i weldyem die gegebene Gleichung gehdrt,

§. 7.

Auf abn[:cbe AUrt wird aud die quadratifhe Gleichung
x2 == a, worin das jwente Glicd fehit, vermittelft dev Glei:
chung z = a vom erften Grade aufgeldfet.  E8 ift nemlich
vie Wurgel diefer lesten Gleichung = a, und die MWurgel dev
vorfergefenden x = v a, odet x = — Va. b .nenne
aber die um einen Grad niedrigere Gleicbung, veemittelft
toelcher die hohere Gleichung, worih das groepte Glied feble,
aufgeldfer toitd, die refolvivende Gleichung. Auf diefe Yrt
hat die Sleichung X2 = a Die vefoloivende Gleichung x = a;
die Bleihung x3.= =ax tb dagegen folgende, 22 = bz — 5{
und




1. Ueber bdie Jotmen der Wurgeln 1. g

und die Gleigung x4 = ax2 % bx ‘T‘ c diefe, z3 =
az c aZc a‘bz ba
) ——— 2}
8 2 256 t 32 .I. 63 +_4096_'
Denn toenn bey der quadtatifchen @fetd)ung vie TWurgel dee
tefolvivenden Bleichung = A ift, fo iff x = VA3 find bep

der cubifchen Gleichupg die Wurseln der refolvivenden Gleis

2 . :
cbung A und B, fo tird x = \7}'; t v'B; und find bep der
biquadratifchen Gleichung die Wurjeln der tefolvirenden

' a ke 4
Gleichung A, Bund C, foift x=v A% vB¥vC

§’ So

Obneracbtet wiv Hier nicht mehr ald drey Falle Has
ben, fo fcbeint mir gleicdhroobl daraus nidht ohne Grund ges
folgert werden ju fonnen, daf auch die hidheen Gleichungen
ahuliche refolvirende Gleichungen haben. So muthmafe
idh, daf der Sleihung

x5 = ax3 T bx2 tcxtd
eine Gleibung vom viecten Grade z4 = wz3 — gz2
vz —2 jufommen werde, fo dafi, wenn die Wurzeln von
Diefer A, B, C und D genennt toerden,

5 5 5 g
x=vYA}VBtVYCT VYD
fen. Ueberhat fcheint mir jede Glechung
X0 = axi-2 P bxu-3 f cxu-4 F 3¢,
eine refolvivende Gleichung von der Form
2= w202 —Bz"=3 J yzn-4 —3f,
pu-haben, aus deren n — 1 Wurseln, renn man fic Fennte,
und A, B, C, D, 2. nennte,

X = YA+ VB+VOEYD o
toerden toiirde.  IBare diefe Muthmafiung gegriindet, und
fonnte man in iedem Salie die refolvirende Gleihung an:

d> 5 geben,
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10 I. Bon dent Sleichungen,

giben, fo wéave e8 oudh mbglich, die Wurseln einer jeden
Gleichung ju entwicfeln. IMan toitede nemlich allemal eine
BGleichung von einem niedrigern Grade erbalten, und toenn
man fortgienge, endlidh die wahre Wursel der gegebenen
Gleichung Fennen leenen.

§. 9.
Wenn die Gleichungen den vierten GSrad fberfteigen, fo

| bin id swar nodh nidbt im Stande, die refolbirende Glefs
. dhung darjuftellen, aber demungeadhtet habe ich verfdbiedene

nidht unwidtige Grainde, tweldbe meine Muthmafung ju be:
ftatigen febeinen.  §ft nemhid) die Gleichung fo befdaffen,
daf in Dder refoloivenden Gleidung, aufier den drey ecfien
Glicdern alle tibrige verfdtoinden: fo 1afit fidh die refolvis
gende Gleichung allzmal angeben, und alfo auch die gegebene
Gleichung felbft aufldfen. Die hierher gehdrigen Gleichunz
gen find eben die, toelde Nioivre in den Trandactionen uns
terfucht hat, €8 fep die vefolpivende Gleichung

z“-r! = azl~2 — Bz0-3, oD 22 == wz — 8
{im aug diefer vefolvivenden Gleihung diejenige, weldhe das
durch aufaeldfet werden foll, ju enttwicfeln, fee man ihre
Wurgeln A und B, denn die ubrigen verfdhmwinden insge:
fammt, Alsdann ift die Wursel der aufzuldfesen Gleichung

e \?‘ﬁ. : :;'B
Nun ift « =A B, und 8 = AB, tozgen dber Natug dex
Sleichungen; folglidh

a
{Az h v"Bz ="%2 . aV5
ferner

n n n
YA3 + VB3 = x3 — 3y 8
VA8




1. Ueber die Formen der MWutseln ¢, 3y

n n [ b1

VA4 F VB4 = x4 — 4x2v 8 + 2y 82

b1 n n oo

VAT f VBS = xf — 5x3V3 + 53/ 82
und dberhaupt

n n
VA" § VBu =

n . n(n=3) n(n—4)n—5s)

;n.._.nxn-:.‘/"g -}-m_m_ xn-4 /‘ﬁz H*G‘f'gg
1.2 1.2.3

(1 — e —_—) n
3 n(n (n—6)(n 7xn-s{ﬁ4 SR e
- - Hpie

Diefes ift die @Ieid;ung, deren refolbirende Gleichung zn-x
B= wat"2 — £20-3 oDer 22 —az — 8 ift,

S 10,
Man findet aber auf diefe Art von der Sleichung

n n
X0 . nxn=2 (n 3)};:1—4\/" 2 — i, =
ﬁ 2 [

nicbt Hlof die eine Wurzel x = :}‘A ¥ -»;'B, foadern e8 tl’)ut

derfelben auch jede Wurgel von der Form x = uy A + nf'B
ein Geniige, mofern wn == ,n — v =1 ift, und diefes fann
auf n verfbiedene Arten feon. St 3. Bon = 5, fo find Ddie
funf Burzeln der Gleichung '

xf — 5x3V8 T SM"ﬂ- =«
folgende:

ix:z\’"z’xi-\/'ﬂ
——l-—w.f'si‘v’(-——m*i*ﬂw"'w}
4

— I — V5§ — y(— m-l*ﬂx""s)‘;”_g
4

il, x —

VAL

fil.
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12 I, Von den Gleichungen.
s i =2 z"r'.._
1L % = Soekl ; m*z“)\f’hf
e s 7 ] s
¥ =5ty (= 1019V fg
4
— - — — 5
- r+wf'.‘+v;( 10 v"-s)v,ﬁ,
=1 ¥ V5= l— 10 — 2 1"_‘?‘3\/‘-5
4
e P e N [ LE=az 5
s 1+ V5 — YV (— 10 hsj‘fﬁf’
4
—~1+\/'51-xf“(—-10—2\"'s),-j,
4

derin 8 find diefe Coefficienten lauter fanfte IWurzeln aus 1,
und dag Produft aud je ywenen ift = 1. Auf abnliche Art
giebt e8 aufier der Ginbeit fechs fechste Warzeln von 1, und
unter ihnen drey Paave, toelche mit einandet mu!ttp[:cu:t
jum Produtte r geben. Diefe Wurgeln. find die Wurjeln
Der Gleichung

yopys tydty3ty2tyti=o
. 1im fie gu finden Dedarf e blof der Aufldfung einer cubifden \
. Gleidhung, weil cine jede Gleidung vom fechéten Grade von
der Form
y6 + ays t by4 fcy3 tby2 tayfr=o
weldhe unoerdndert bleibt, wenn marm % ftatt y feist, vermits
felft einet cubifdben Gleidhung aufgeldfet werden Fann. - Da
Diefer Weg bey der Erfindung der Wurzeln dfters mit Bors

theil Betreten terden fann, fo will i tenfelben forylich bes
febreiben.

§, 11,




1. Ucber bie Sormen. Der MWurseln 3¢, 12

: TS N
Sch nenne aber foldhe Gleichungen, die durch die Subs

o s L re ; ¢ ¢ ;
ftitution von — fur y nicht verandert wevden, reciproke Gleiz
Y

chungen. Wenn darin die hdchfte Poteftat von y eine unges
rade Poteftat ife, fo laffen fic fid allemal durd) y + 1 divie
direrr, und die dadurch entftehende Glerchung ift eine vecis
profe Gleidbung von einem um eind nieorigern Srade. E8
ift daher binlanglidy, Dblof die reciprofen Glecichungen der
geraden Dimenfionen ju unterfuden, und die Aet iHrer Hufz
I6fung 3u ecflaren. @3 fep alfo juodederft diefe Gleidung
vom pierten Grade
y# tay3 f by tayti=o
aegeben. - Betradbtet man diefelbe als ein Produft aus fols
genden bepden quadratifchen Gleichungen .
y2teytr=o,umdy2 {8y ti1=o
fo icd
.:-,-f'ﬁ:a; unbaaﬁ‘}'?.:bﬂbﬂ'mﬁ:b——e.
Demnac find « und £ die bepden Wurzeln der quadratifchen
Gleichung
u2 —autbh—2=o0
und man findet die vier Wurgeln der gegebenen Sleichung
burh die Auflofung quadratifher. Gleihungen. IWas die
Bleihung vom fechéten Girade
yo T ays t by4 fcy3 $by2 faytr=o
betrifft: fo fege man dicfelbe dem Produtte qus folgenben
drep quadratifchen Gleichungen gleich:

y2teytir=o
y2tertt =o
y2tvyrt1r=o

3ft Diefes gefbehen, fo wird
st tr=a; spgtartsy=0b—3
- ound




i pa———— T e — - ry - " - - = -
A0S I i i L i M AT R et N i S et oo, L s

4
14 I Von den Gleichungen,

und
afy F=C =~ 2¢ == 28 ~— 2y == ¢ — 23,
Demnach find «, g und ¥ die drep Wurgeln der cubifhen

Gletchung
u3 —auz2 ¢ (b—3u —c F 22 = o,
9fuf abnliche Act 1Ft fich die veciprofe Gleidhung vom ady:
ten Grade
y8 tay? +bys feys +dyd fcy3 by tayti=o :
alg ein Produft aus folgenden vier quadratifhen Sleichuns ;
gen Detrachten ‘
y2teydir=o
y2teytr=o
y*tyyti=o
r*t9%ytre=o
und daraus flieft,
«tftytd=a p
a8 tay P ad oyt Aty =b—4 fe
afy T aBd T ayd + Byd =c — 32
wgyd =d — 2b ¢} 2
Hiernad find die Coefficienten «, 8, 7, & die vier Wurjeln
folgender brquadratifben Gleichung
u4 — au3f (b—gnuz—c—3a)ufd—z2bt2=o,
Sest nran ferner die Gleicbung vom zefhnten Grade
yI0 4 ay? + bys + cy7 + dys ¢ eys t dy4 + cy3
Tby2taytr=o
dem Produfte qus folgenden fanf quadratijhen Gleiduingen
gleidh
y2taytr=o .1.
Y2t Ay tTr=o0
@ Twtr=o —
yEey 1 =0
¥ T oy 31 .= o; fotverden .

#




1, Ueber die Jormen der Wurseln e, 15

®, 8, v, 3, s die fiunf Wurzeln der Gleichung
¥ —aud T (b— 513 — (¢ — 4a)u2 T (d—3b 'i- 5)u
: — et 2¢— 23 =0
Ueberhaupt (a6t fich die veciprofe Gleichung
y2n ’I' ay2n-1 -f- by:n-z p i cy2n-3 -j- dyzn-.q. + ey2n-§
T fy2n-6 4., .. 'f‘py"'f'....'l'fyf_f'feyi'
Tdy4 tby2 tay + 1 =0
al8 au8 n quadratifhen Gleidhungen pon folgenden Kovmen
betrachten
y2 tay fr
Y21 8ytin
¥ralvy 4ia
y2 t oyt
T
und die Coefficienten =, 8, 4, & 2. find dann die Wurseln
folgender Gleichung vom nten Grade;

1S

0 0 0 o

u? — gpo-1r 4 b"l}un_: —-\c:'lﬁun_'3
=y —(o—1)a j
y tﬂr =
= (m-—a)hl T (n—3) |
Gl e O L
1.2 J £ 1.2
y ==
= (n—gq)d] . T (n—5)e
vy (nhf)(:—ﬂbruu-s' -—.(n_'-?}{:_ﬁ')c Run-v‘a'
. B(b—4)n—s5) 3 n(n—r}(n-—sln-é}a
1,2,3 I.2.3 J

+ h
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16 1. Bon oven Sleichungen,
+ h)
i ln— 6O
(n—4)(n—7)
T T fe
(n—2)n—6 (r—7), {u“-s e o
= L.2.3 ’l
5 nE—5)n—6)n=7) E
Feanulen i O
F, D¢
¥ 12 D¢

Da eine jede pon: den quadratifchen Gleichungen, aus th
toelhen man die gegebene Gleichung beftehen laft, jum leks
ten Gliede 1 Hat: fo echellet; dag das Produft aus je ywenen

SBurgeln der gegebenen Gleichung = 1 ift.  Diefe bepden b
1 1 t’l
SBurseln muf man nun mit den bepden Gliedeen v A ¥ VB ps

perbinden, * wenn man alle Wuvzeln dee §. 9. untevfucheen
Gleihung Haben will,

| §ox 13 TG _

Tenn i dee veciprofen Gleichung aufier den aufierften be
und dem mittelften Gliede alle Gbrige fehlen, wie 4. B. in fo
y2n ¢ pyn + 1 == 0, fo befommt man die Diviforen y2

wy 15 72t By k13 y2 oy + 1 . wenn-man-fir ui
g, 7, 3, 1. die Wurgeln folgender Sleichungfest; :
i fn—allin=—
ut — nui-2 '1'11—{3—-—-31)11“'4 o e 440 Sju""ff {8
.- - 2 nl & 2 L] 3
=0 W

und jroar + py toenn n eine gevade, — p aber, wenn n ein
ungesade Safl bedeutet. Man fieht hievaus, dak diefe Glet RN

dhung mitder § 9. oder x» — nxn-2y 8 f . = & f_:bcreim
ftimmt, und daf alfo Davaus alte Divijoven angegeben twek

den fonnen,
§. 14




. Bon den Fotinen der MWurgelnt 0. 1y

§ 14
Die AuflSfung der Formel y22 % py? £ 1 in Faftoren
feiftet grofien Bortheil bey der Fntegration der Differensials
o dy
Soemel R dph i
fchaftiget haben, Denn hat nian den Renner in feine Fabs
toven y2 fayf 1; y2 F By T 1; i avfgeldfet, fo wich
Dadurd) die Fntegration auf die Quadtatur desd Cicfeld odep
der Hypevbel juchcfgefibet.  Aud it der Umftand voes
ug theilhaft, daf die Gleichung

2 u? — not-2 § Ho=—3)
vent 1.2

von. Oi¢ Theilung cines Kreisbogens in n Theile enthilt, toodutd
1+ Die Coefficienten &, 8, ¥, 2. fehr lidht beftimmt terden

b
B Fsnnen '
ten

, womit fidh die Geometer hHiufig bes

w4 — 3¢, ¥ p =g

Qe IXE;

Ui gur Methode gurich yu Fehren, aus dert tefolbivens
ton et Bleichungen die anfjuldjenden Sfeidungen zu fnden,
“in 1o fep die vefolbirende Sleichung
b 4 23 = az2 — Bz} ¢ |
) und die drep Wurgeln derfelben A, B, C; folglich

o= A P Bt O
B = AB + AC *F BC, und

Ce — ]

e | 3L W

Unf diefe et ift die Wurgel der aufjuldfenden Gleidng

st i o’ 1 i
5 8 = YAt VBt Ve

- Jtun fey !
oitl f o i
4 P = y'AB } V'AC } VBC
P

1o wird

14 B v A2
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g 1, Bon oen Gleichungern.

n il n
VA2 % Yy B2 f V(2 = x2 — 2p

1l 1 n i
JA2B2 3 AZC2 £ B2C2 = pF o 25 %
: Ferner

i It n %
VA3 ¥ VB3 b VG = x3 — 2px ¥ 3V
R it 1 -,1‘ .
LA3B3 TV ARG TV BICI = I — 3pXY L ey

f

o i 11} : : n
A4 ¥ B4T Y C4 = x4 —4px T 4xvy T2p2
11 n il P 11
v A4B4 1 VCA4C4 T v Ba4C4 = pa — 4}):{?; {-413-.'{'9,2 Y
i
ax2y y2

1l I

"v::'f\'; ¥V B ﬂ‘:'“c; ey &= §px 3 ¥ 53{:"}-7 'PSPZK'—'SP:}'?
'x‘;lh‘fﬁf 1*-::‘"?;5‘ Cs 1 }lEfC? —=p§ — 5p3}{;}-y ¥ sz}?: 3
prz\j’-?z = sx-\ift"w?'.
“ @i et und Toeife, Diefe Sabelle fortsufenen, ift feicht ju
cibennen, @8 tf nemlich

(it n iU
VCAM § PR R Yy Cm

-
—

J(FAN-T § VB9 T § YODT)
A s )
F Vo AB=3 f VB3 yCem3)

und

o d n
{‘AJHBm + W:/"Lfa,‘m(:mt T ,‘;"Bmcm

P(\}ihm—lﬂm-l -t- .:;'hanCm—I + -::"Bm—:[(:m-t'

Tl
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‘1. Bon den Fornten der Wurgeln 1. - 1g

il 1 ({1

1
o .\f‘?(‘rﬁm—zﬁm—z F VAM-20m=-2 + V Bm-2 Cm-;)

n 1 1 n
TV 2(LAm-3Bm=3 ¢ yfAM=3CmE3 gy Bn-3gm-3)

§.  10.

Diefe Reihen haben nod andere merProlivdige Eigens
fdbaften. Denn fest man

i 1 n
VAR dBm YO == R ynd
n

1 n .
-,,fAmBm .i- V’"Amcm + Y"BmCm — S,-

fo toicd

1 n 1
Y A2m ¢ yB2m & f'c':'m = R2 — 35, und
n 1 il
_‘{‘AzmgzmT{Az111@3111.f.‘f‘ﬁzznczlil': SZ—QR}:};IH‘ :
Auf ahnliche Act ift auch

1 T Il I
1;‘5_3111 ¥ 1,"5311'1 + 1‘;‘"'031.-1 =— R3 =— 3RS g 3.‘/'7'111’
und

n g

n
YV A3MB3M g/ AINCImM g BIMCIiN==G3 "'3?‘3:'}-7"1 T

it
3‘/'3,211*:’

~umd cégeht alfo diefe Reibye vdllig auf eben die Att fort, als

die vorfergehende.

8479
Wern n = 2 ifts fo wird & = x2 — 2p, UNd g = p2
— 2xV'7,  Nimmt man diefe bepde Gleichungen jufammen,
fo toicd
x =y A% vB ¥ yC und
p = v AB % VAC ¥ VBC
und A, B, C find die drep MWueseln der - cubifdhen Gleichung
D 2 z3 e

P L e =l
T NI B ST S T = .

i e
e
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20 1, Bon dent Glewchitngen.

73 = 5322 — Bz * . Sdafft man daher aus jenen bey:
den Gleichungen die Grofe p tweg, fo wird

e L )

( )2 — 23y y = B, odet

2

. x4 — 20%X2 — XV y == 48 — a2
und dieSBuriel diefer Eleichung ifi befannt, indem x = VA
¥ VB v Cift. Kommen zven Gleidngen von folgender
vt o

X3 — 313}: § 33”? = 2, und
p3 = ggx{’y ¥ :1;” = g: fo wird
%= J‘A ‘4 xfﬂ Gy w,f“c, und
e mj".’m}j T :’_AC + ‘3’—5()’
Daf A, B und C die drey Wurseln der cubifden Sleichung

z3 = az2 — Bz v jind, wie vorhin. Wian fann abee
auch deén DBudbftaben p wegfhaffen, und dadurd cine Glei-
dhung ;oifden x, 2, 8 und » finden, deren Wurjeln befannt
find. - Bbllig auf diefelbe Nt erbalt man, wenn folgende

swen Gléichungen vorfommen

4 :
x4 — 4px2 F 4xV ¥ F 2p2 = «, und
-'-r
pd — 4p2xvVy T 4pVy T ox2yy = 8

b ol

Diefe Beftimmungen
& a &
x=vYA¥+VEEvVC, und

4 4 4
pzxrr’\.ﬂ']‘xri(.’.'{"*fﬁc

und es find auch hier wicder A, B und C die Wurseln det

Gleidnwgg 23 = »z2 — gz + y=a. Um p auf eine leick>

teve vt Wegaufchaffen, fege man

de
X% == 2pi= R; und p2 =="2xyy = §
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1. Bon den Formen der Wuggeln 1w, 21

fo tird
R2 — 25 = a/und S2 —oRVy =8
Hierdued) befommt man aus jenen bepden Gleichungen nadh
Wegfchaffung des Buchftabens p,

x4 = 2Rx2 +} S_K{?’? + 45 — R=2
und vergleicht man diefe Gleihung mit
X4 = ax2 + bx T c: fo wird

a 4 b L4
Re= — A LR e P
n ] V-/ 3; ﬁbft F o 409&
C 22
md S = — 4 —,
4 T 16
Da man auf diefe et
a® c c? azc a% abz
eod Ty st s 32 Tg_§6-64

befommt: fo toerden A, B und € bie drep Wurjeln det
Gleichung
Y ats mfe B2 Saba b4
72 . )z R
2 25632 36 2hsv 164 4096
und diefed frimmt mit dem aufé genauefte fiberein, was wir
oben §. 7. gefunden bHaben,

§, 18

o oft fich daber bey der Rechnung sven Sleichungen
evgeben, toeldhe die unbefannten GSeodfen z und p enthalten
und unter die §. 15. gefundenen Formen aehdren: fo oft ift
man im Stande, denAWBerth von beyden anjugeben, die cine
climinivte Gleicbung mag fo jufommengefet feon, alg fie
will.  Xn diefen Fallen ift e8 Daber beffer, daff man anftatt
Sine Gleicbung u fuchen, goep, die Depden unbefannten
Gedfen enthaltende Gleichungen bepbehalt, und unserfucht,
o fie unter jenen Formen begriffen find.. Wenn man den

Calcul gehorig anftellt, fo findet folches ofters fiatt.
D 3 §. 19.




o I Bon den Gleichungen.

§. 19,
So toie tir die refolpirenden Sleichungen 22 = «z

— 8, undz3 = wz2 — fz.T v behandelt Hhaben, fo fann

man auch die Gleichung

74 — az3 «— 22 F vz — 8
behandeln, £afit man remlich die Wurzeln diefer Sleihung
A, B, Cund D fepn, und fent man :

T 1l ™ n
YA T VBE VCF VD =x

1 T Tt ! i | 41 .
Y AB ¥ VAC + vAD + yBC % vBD ¥ VCD=p
und

1 m T n
v ABC ¥ y"ABD ¥ v'ACD ¥ v’ BCD =74
11 1
und fuht daraus Ausdedcte fue v AmF B foac,, Deds

aleichen firr JAmBm ¥ ':"A:HC“’: F1c.¢ fo finbet man alles
mal je drep Gleichungen, weldbe x, p und q fiiv jeden Wecth
von m enthalten. Da diefe drep Gleichungen auf ahnliche
et fich darftellen, fo befommt man dadurd) jene drey unbes
fannte Grofien,

§. =0,

S glaube aber, daf ficdh, tvenn man x =y A% VB

by :;'C T wl;'D fept, ecine vationale Gleichung toecde finden
laffen,. in weldber x die fiinfte Poteftat nidht uberficigt, ohnz
erachtet folches faft nicht modglich su fepn fheint. Denn fo
wie it §. 17. aus den Sleichungen

4
x4 — 4px2 F 4xvVy f2p2 = & und
X 4

Pe — 4pixVy F 4pVy + 2327y = 8
duech die Wegfchaffung ber” Grodfe p cine Sleichung 'von
nicht mehe al8 4 Dimenfionen fanden: fo ift e8 vielleicht
durch
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1. Bon den Formen der Murseln . 23

durch einen ahrlichen Kunfarif mdglich, daf man die Aufs
(dfung ber Gleichung des fiinften Grades x§ = ax3 f bx2
fex t d endlidh entdecfe. Gin fehr wichtiger Umiftand ift
dabep, daf man, wie ih glaube, blof «, 8, ¥ und 3 aus
a, b,c und d ju Deftimmen ndthig Haben totrd, und nidt
audh diefe Buchftaben aus jenen; denn in diefem Falle twivs
de die Gleidhung zu cinem Hdhern Grade anfficigen. Fh
fbeclaffe aber diefed Gefchafte andern, oder verfthiche
¢8 wenigftens auf eine anbere Jeit, inbem idh) midh fie jest
damit begnige, daf ich vielleicht duvch das Bisherige auf
ben rechten MWeg geleitet habe,

D 4 2, Bon .




2. Bon dev Aufldfung der-Gleichungen cine

jeven Grades,
Bon
feonhard Culek

vent aeunten Theile der neuen Commentavien der St Pe:
tersburgifchen AFademie der Wiffenfchaften, vom I 1764.

VI o

¢, was big jest in der Algebra uber die Aufldfung det
Gleichungen gelehrt wied, erfivect fich, wenn von allgemeis
fien Regeln die Rede ift, blof big auf die Gleidhungen vom
viecten Grade, und nod bat man feine allgemeine MNethode,
die Wurzeln der Gleichungen vom fiinften oder irgend cinem
Hohern Grade ju finden. b fage aber audridich, Feine
allgemeine Methode, b. B. cine foldhe, nady welcber man alle
Gleibungen, die tu Cinem Erade gehdren, auflofen fann;
venn e8 giebt von jedem Grade mehrere Gleichy mgen, die
fich durch die Divifion in jwen oder mefrere Gleichungen
aufldfer lafferr, deven Wurieln jufammen genommen bdie
Wargeln jener Gleichungen ausmadben. Aud hat Vioivre

r'_-"a

l',lrf

: in jedem Girabe getoifie fpecielle Gleichungen entbeckt, deven

Aufldfung méglich ift, ob man fic gleich nicht duvdd die Diviz
fion in andeve Gleichungen jerfalien fann,
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2. Bon ber Auflifung der Sleichungen e, 25

§ 2

Yus der allgemeinen Methode die Gleihungen vony
gtoenten, deitten und viecten GSrade aufyuldfen, ift befannt,
baf fidh Die Gleihungen Ded erften Grades obne alle Gps
traction ber Wuryel entroicfeln laffen, dabingeaen die Auflds
fung der Gleidhungen des jepten Grades die Eptraction
ber Duadrativurgel erfordert. Die Aufldfung der cubifdben
Gleidungen ferner geht obne die Srtraction der Quadrats
und Cubifroursel, nicht von fratten, und die Yufldfung dee
biquadratifchen Gleichungen madht aufierdem noch die Eyz
teaction der Biquadrat - Wurgel nothivendig. Hierans [afit
fidh ficher feblieGen, daf bie Gleidungen des finfton Grades
nidt ofne die Crtvaction der finften und aller niedrigen
Wuezeln mdglicdh fep, und dag wberhaupt die Wurgel einer
Gleichung vom nten Grade durch cine Formel werde auss
gedrudt weeden muffen, toelche alle Wurgeljeichen forvohi
bon nten, ais von allen niedrigern Graden e1ghalte,

§.. 3
Hierauf I)abe ich vor einiger Seit (in der vorhergehens
den %Ib[)mmfung) eine Muthmafung fiber die Form ver
Wurgeln einer jeden Gleichung gegrindet, Sft nemlich eine
Gleidhung von irgend einem Grade '

X0 F Axn=2 4 Bxn-3 ¢ Cxp-4 § it. = o
torin, wie ffets angenommen werden Fann, das swepte
@lied fehit, gegeben: fo fcheint miv allemal eine um einen
Grad niedrigere Sleichung von der Form

}yﬂ"I ;l.éiyn 2 T%};n—g T@J,n 4:{-;; =0
(bie ich die refolvirende Gleidung genennt Habe) mbglich,

: durch beven n —1 Wurgeln », 8, ¥, 3, ¢, 2c. die Wurgel iene

@Slc:cbung auf folgende Yrt auégabrur:ft merden muBte.
D5 X =




6 I. Won den Gleichungen.

i3

x = ek WAt VYt VDt
Diefe Muthmafung Habe idy dadureh befiatige, bafi ich ges
seigt habe, woie die Aufldfung Der niedrigern Grade witklich
aus diefer allgemeinen Form flieke, und i) gweifele aud
jest nidht an ihrer Richtiafeit.

§. 3

9llein auferdem, daf die Crfindung der refolvirenden
Gleichung, fobald die aufjuldfente Gleichung den vierten
Grad fiberfteigt, febr grofie Schmicrigfeiten hat, ja bers
haupt genommen, cben fo unmoglich fdeint, als die Auflds
fung der gegebenen Gleichung felbft; denn aufer den fpeciels
Ten, den Wicivrifchen ahnlichen Fallen, Fommt man auf
nichts wichtiged: fo Habe ih bep der gedachten Form noch
andere Unbequemlichfeiten bemerft, toestwegen 1ch glaube,
Daf ¢8 vielleicht noch eine andere von jener eben nidt vers
fchiedene Form gebe, twobep diefe UnbequemlichEeiten nicht
ftatt fanden, und wobey fich eher hoffen liefe, in diefer fhwes
ten algebraifdben Materie weitere Fortfchritte ju machen.
Denn s ift daben eine Sadbe von IWichtigfeit, daf man die
Sorm der Wurgeln einer jeden Gleidyung genaues fenne.

§ 8§

BVorgiglich miffallt mic an der Form, twelhe die
SBuryeln alfer Gleichungen meiner Muthmafiuing nad) haben
miften, dag dodurd) nicht alle Wurzeln der Gleihung deuts
i ausgedeuctt werden.  Denn obgleich das Wurzeljeichen

T
v e fo-piel Werthe in fid fhlieft ald n Ginheiten enthalt,
fo Daf mlan, toenn a, b, ¢, ¥, ¢, 1. alle Werthe der Formel

n n
v 1 bebeuten, anftatt v« jede Diefer Formeln fesen fanm,

n
QT’F.‘;;
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2. Bon der Aufldfung der Sleidhungen 1e. 5~

a;}‘a, bv7e, V&, 0y, 26 fo fallt doch in die Augen, daf
n m b4
man foldes nicht ben jedem pon den Ausdricken v o, V&, vy,

\]/l‘a, . 3u thun befugt ift.  Denn tware die Berbindung die=
fer Yusdritcke mit den Buchftaben a, b, ¢, b, e, 10, willfihe:
lid, fowurde man pielmehr Combinationen madhen ff:rnﬁen,
als dre Oletdung Wurgeln enthalt, deven Sahl cllemal
X

§ O

MWenn alfo die mitgetheilte Form der Wurgel x alle
Wurgeln der Gleichung in fich enthalten foll, fo mﬁﬁen die

i 1] n

Combinationen der Glieder :,fl’u, V&, Y¥ V7§, 1%. mit den
Buditaben a, b, ¢, D, 2c. dDurch gemiffe Bedingungen einges
fbranet, und die sur Darftellung der Wurzeln unfauglichen
auBgefdbloffen werden.  Aus dev Nufldfung der Gleichungen
Ded Tritten und vievten Grades wiffen toiv, daf unter den
Burgeln der Einheit von demfelben Grade, o, b, ¢, b, eine
geroiffe Ovdnung feftgefest eeden muf, und daf darnad
audy dic Combinationen ju machen find. Man wird alfo

il

auch unter den Gliedern der Wurgel ;}_ [ 1}&, :;‘ ¥y VOO, 1.
eine ahnliche Ordnung beobadbten, und darnadh die Combis
nationen machen maffen. Allein da nicht bHeFannt ift, wie
Diefe Drdnung bep den Wurzeln der hdhern Grade gemadht
Werden muf, fo entfteht daher ein widtiger Mangel fir
meine cfjemalige Muthmafung, und iy till jest fuchen dens
felben aus dem Wege 3u réumen,

S,
Suvdedecht wird e8 nislich feyn, den Wurjeln aus der
Cinbeit, ihv Crponent mag fepn welder cv wolle, eine ges
wiffe




2.8 I. Bon den Gletdyungen.

tiffe Ordnung gu geber, toeil dDadurch meiftens die grofe
Menge der Combinationen cingefdhranft werden fann,  Iu
dem Gnoe bemerfe ich, daf allemal, toenn ¢in Werth von

i
denen, welche v'1 aufer 1 hat, = a gefest witd, aud a2,

a3, a4, ic. paffende Werthe von ;fl"[ geben, Denn ift an=

fo ift qud) (a2)n = 1; (a3 =13 (a4)" = 1; 3. TWenn
man alfn die” tibrigen MWurjeln b, ¢, 0, 1¢. nennt, fo ergiebt
fich davaus, toeil fih a2, a3, a4, 1. unter ifnen befinden, eine
beftimmte Ordnung fir diefe Buchftaben. Fangt man 3. D.
nad der Cinbeit, welde chmal bie erfie Cjtel!e befommen

mug, von a an, fo find die SIBctti)e der Formel v 1 folgendes
1, a2,-a3, a4 , . . ao=%, und ifjre Anjahl = n. @8 {ind
nemlich nicht mehr MWerthe moglich, weil av=1i; antI=aqa;
antz = a2 ;¢ ift.  Auf dhnliche Avt verhatt ed fich, twenn
mon pon dem Buchftaben b, ¢ oder d 1, anfangt,

§ 8

Sch muthmafe dahee nicht ohne Grund, dah aud unz
ter den Glicdern, weldbe die Wurgel einer Gleichung oder x
ausdeuchen, eine folde Ordnung ftatt finden, oder taf diefe
Slicder fo befchaffen fepn toerden, dafi die tbrigen von einem
jeden unter ‘ibnen Poteftdten find, tvobep ed aber nothig
tird, ihnen unbeftimmte Coefficienten ju geben.  Hat man.
alfo folgenbe Gleichung. in weldher das groeyte Glicd feblt,
xo 4 Axn-2 o Bxn-3 & OxB-4 o DPxoxs [, =ol
fo ift e8 fehr wahtiheinlich, daf die allgemeine Form ihrer
Tlurgel '
n

. 1 ™ 1 n
x =0y By vz b Cvva + DV va,, f Oy vn-x
fen, 00 U B, 6, D, . entiweder vationale Geofen find,

eder foenigfiens dasd Radicalseichen v~ nicht in fich febliefen.
S 9.




2. Bon der Auflofung der Gleichungen 1. 29

§ o
Aug diefer Forin erhellet juodedecft, daf fie nicht mehe

al8 n — 1 Glieder enthalten fann, Denn toollte man dies
felbe threr MNatur gemaf foctfegen, fo wihcden die folgenden
@licder fdhon unter den borhergehenden beariffen fepn, tweil
:"v"‘f'f = v:’"v; ::f'vﬂ’ri —] v:/"vi; i, ift.  Geste man
vabet jene NReihe felbft ind Unendliche fort: fo erhiclte man
gleichrwoh! in Unfehung der Strationalitat nidt mehr al8
n — 1 Glieder. 2a wir nun {hon vorhin gcfe‘)cn haben,
Dag der Auddrud fur die Wurgel nidht mehr Glicder haben
batf, fo ift diefer Umftand fein unbedeutendes Renngeichen
ver Wabhrheit jener Sor'n e8 gieht indef dafie noch frars
fere Grimbe.

§. 10 'i

@8 136t fich nemlich diefer Husdeuct fehr feicht auch auf
Die Gleicdunaen ausdehnen, in welden das jroente Glicd
nidht fehlt, welches bep dem andern nidht angieng, fo dag
Destoegen Der  gegenmwistige natﬁrlid;ncr g fepn fdeint,
Denn fesit man die ictationalen Glicder \f'x, 1{1".*2 :}‘v3 3.
fort, fo echalt man davunter auch v" vO, { va, foelche toes
gen bed wepten Gliedes der Gleichung nodh hingugefigt
werden muffen. Man fann daber, und dies ift nodhy allgemei:
ner, behaupten, daf die Murgel ciner vollftdndigen Gleis
dung vom nten GSrade

30 f Ax8-I 4 Axi-2 + Bxn-3 4 Cxn-4 + i =0
die ﬁmm habe

" T m
X =uf UV v+ By vz 0y v T DV vd. . F OV -k
Wo » den rationalen Eheil der Wurye! bedeutet, von dery

. I . . . 4
man weif, daf or = — -ﬁa it Die dbrigen Slieder ent:
' Balten




30 I. BVon den Gieichungen.

Balten die ivtationalen Zheile bom Grade n, teven es, infos
fern fie pon ¢inanber verfdpieden find, niht mehr alé n—1
geben fann.

e i

IWenn v eine foldhe Grofie bedeutet, daff man aus ihe

die nte Wursel wirflich ausjiehen, oder w:f"v entioeder vatios
nal oder durch niedrigere Wurselzeichen dacftellen fann, fo
echellet, dafi die Jrrationalitat vom nten Grade nicht in det
Kormel bleibt, toodurdy die Wurzel x ausgedruckt ift. Dies
muf allemal ftatt finden, wean die gegebene. Gleichung in
Kaftoren aufgeldfet werden fann, Denn alsdann enthalt Feine

n
Wurzel Das Feichen v . Da alfo in diefem Falle alle Radi:
1
caljeichen v~ verfhmwinden, und auf niedrigere reducirt twers
Den; ausd der obigen Fotm aber nicht erhellet, twie dit Vers
: il
fchwindung defjelben bep einent Gliede v ein Gleiches bep

n T _
den tbrigen Gliedern V8, vV 1. nad fih ziehe: fo mug
man allerdings diefe legte Form der Natur der Gleichungen
angemefjenet balten alg Die obige.

§ 12,
Ueberdem geigt diefelbe, toelched dasd vornehmite ift, alle
Burjeln der Gleihungen obhne alle Swepdentigleit, und ¢8

11
ift gat nicht weiter die Frage, tvie dDie Werthe von v 1 mit
It

ven Radicalgrdfien mit den Jeichen v~ ju verbinden find.
Deatwwenn die nten Wurseln aus 1 folgende finds 1, a, b,

11
¢, O, 25 Wb man v mit einer davon, a, combinict; fo

- P ; o e Sy g u i
inup mam; wetl Vo allerdings avy v it furvve, v v3,f vé
2




2. Bon der Auflofung der Gleichungen 1,  ax

2

i n

Tt
. a2yv2, a3yv3, a4y va, . [dreiben. Das befidns
vige Glied » aber bleibt in allen Wurseln unverdndert, . weil

es eigentlich die Form w:;*vo vorftellt, und alfo in aon:}'vﬁ
= 14 ubergeht. Da diefes aus der Theorie von den Gleis
chungen fehon fie fich flavift, fo hat man darin cin neued
und ficheres Kenngeichen fir die Nidytigheit diefer Form.

[ 4
Hieraus erhellet ferner, twie man nach der Crfindung
Giner Wurgel die ubrigen darfrellen fann, urd Man Hat dazu
blof die nten Wurgeln aus der Einheit ju wifen ndthig.
©egt man diefelben 1, a, b, ¢, D, 2c. und ift die eine gefuns
dene Wursel der Gleichung

x = o} ﬂlfft‘v -1-.553‘?2 -I-@\r}‘vs Ao ..%D}vn'f
fo find die dibrigen
x =t Yav'v § Ba2v'vz + G3Vv3 ., ¢
Sar- 1y o |
Xie="w 'f'&lb}v + %bzi}'vz 'i'(%?:;‘ﬂ e he el
,.gbn-x\i/l'vn—x |
X et %Ic?f"v + %clzf“v-’- + @'rh}ﬁ T rviasT

{)(11*-1-.:;'\;11*1
i
Auf diefe Art erhalt man allemal fo viel Wucseln als die

Babl n, welhe den Grad der Gleichung angeigt, Ginbeiten

in-fich fafit,
§. 14,
Durd diefe Grinde beFomme alfo bielfe neue Form der
MWurzeln einen fehr Hohen Grad der WahrefcheinlichPeit, und
€8




32 I, Bon bén Sleichithgen.

es Feblt sur vollen Getwifheit nichts roeiter, ald eine Regel
suc Gefindung devfelben bey jeder gegebenen Gleichuitg und
juc Beftimmung dev Coefficienten %, B, €, D, 1w, und bdev
Girdfie v. Riche fich diefe Regel entdecken, fo mwiirde die allge:
neine Aufidfung dec Gleichungen, toelhe bisher nodh immer
pergeblich gefucht roorden ift, befannt feypn.  Nodh Fann idh
stoat diefe HRegel nicht verfprechen, fondern i muf mid
damit Degniigen, die Allgemeinhiit jener Form eviviefen ju
habens Fiiv die Auflofung ver Gleichungen felbft muf indef
Died nothtoendig als ein Gewinn betracbtet toerden, da man
dagu der Kenntnif ener Form auf Feine PWeife entbehre
fanm

§ I3
Db wir gleich nodh nicht im Stande {find, aus ber gege:
benen Gleichung felbft, ihre Wutzel, ober die Coefficienten
9, B, €, D, w..und die @roﬁc v ju beftimmien: fo fchadet fole
ched bodh Dem Betweife fur die Ridptigfeit jener Formel nichts,
foenn it umgefehrt aug det angenommencn Wurgel die
Gleihung finden Ednnen, wovon fie die Wuegel ift.  Diefe

Gleichung muf das Wursilieichen w.r}“ nicht enthalten, weil
man die Gleichungen, deren Furzeln gefucht werden follen,
aus fauter tationalen @liedern beftehen 3u laffen pfiegt. @8
fommt alfo darvauf an, die Gleidung

-X""'N'I‘%{\rv f\?r'j'@v’v3-1- Lok }:\:}"vn—t

bon der Serationalital, ober dott den Wurjelzéichen \:}' i Des
fregen, und eine vationale Gleichung daraiis herjuleiten; von
weldber man mit Gemwifheit behaupten Fann, daf jenet Huss
druck eine MWurzel decfelben fen.  Vermag man diefes; fo ijt

man auch im Stande alle Wureln der Q‘lelc‘euna angugeben:
uf
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Auf diefe Art werden fiv wenigfiens fehe vicle Gleidbungen
angeben fonnen, deven Wurjeln befannt find; und toenn
diefe Gleichungen bie aligemeinen Gleidhingen aller Grade
in fidy faffen; fo wicd aud diefer ihre Aufldfung in unferer
Getvalt fteber
§. 46,

©8 wird joar twenig geleiftet ju feynt fbeinen, wenn toie
e einige Sleichungen darftellen, deven Wurjeln angegeben
werden Ednnen; indem aus den Glementen befannt ift, toie
Gleichungen bon jedem Grade, die gegebene Wairzeln haben,
gemacht toerden Fonnen. Denn roenn Formeln foie x — a,
x~b, x — ¢, 1. in beliebigér Anzabl mit einandet multiz
pliciet werden;, fo befommt man allemal eirie Gleichung,
beren Wurjeln x = a, x=b, x=¢, 1. find 3 allein diefe
At Gleicdungen zu formiren Teiftet bep der Aufisfung der
Gileidungen wenia Sftut;cn. Man echalt nemlich auf diefem
2Bege blof foldhe Gleidungen, die fich in Faftoven aufibfen
laffen, und deven Aufldfung felbft toeiter Eeinen Schierigs
Eeiten untertoocfen ift.. Eben fo tvenig BVortheil fiften aes
genwartig Ddicjenigen Gleichungen, die aus der Multiplicas
tion gwener oder mehrever Gleidungen bon niedeigern Gras
den entfichen; Ddenn-auch ibre ufldfung Hot auf die allges
meine Auflofung der Gletdbungen Feinen Ginflug.

[

§ei 15

: : 1 1
Wenn dagegen aus der gotmel x=w § YV v § By v2
T 16 eine vationale-®Sleichung gefunden wicd, fo Pann diefe

Oleichung feine tationale FalPtoren baben, toetl fonft ihre

Wurzeln das Jeichen v~ nicht bePonimen urden, iidem fie
dugleich Wuveln niedeigerer Gleicdungen waven, ' ©s ift
€ aber
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aber {don viel geleiftet, wenn nup die MWurjeln ivgend eine
Gleichung cines Hohern Graded, die fith nicht in Fafroven
auftdfen 1agt, angegeben werdeny und es verdient daher
Mioivre piclen Dank, el er von einzéinen Graden dev Glei:
dhungen eine in Fabtoren unaufidsbave Gleichung bLefannt
gemacht Hat, deven TBurjeln angegeben erden  Fdnnen,
SBenn feine ormeln einen gtofern limfang Hatten, fo

ficde ihe Ginfluf obne Sweifel nodhy viel wichtiger fepn,
da fhingeaen den Gleidhungen, die in Faftoren aufgeldfet
werden Fonnen, dergleichen gar nicht bepacleat toerden Fann.

§ - 18,
Doch toiv tehren guruct jur Befrepung fener Formel

pon Der Srrationalitat, die fie. durdh bas Seidhen \1} Bat.
Nach der gerwdhnlichen Methode die Wurjelzeldhen twegyus
bringen, wirde man eine Gleidung befommen, welde Den
nten ®rabd toeit tberfiege. Denn wenn nuv ein Wurgeljels

chen da toare, oder man x = » ¥ ﬂhf'}'v Batte’ fo totide die
vationale Gleichung bis ju n Dimenfionen von x auffreigen,
und es {cheint daber, daf fie viel mehr Dimenfionen enthals
ten ird, toenn mehr Wurjelieichen von jenem Grade da
find, Hangen diefe Warjeljeichen gar nicht von einander
ab, fo muf diefes nothwendiger Abeife fratt. finden. Allein
Da alle Poteftaten ded erften find, fo will ich seigen, dafi man
die Gleichung vational machen fann, obne hdher ald jum
nten Grade aufgufteigen,  Secb will nemlich dacthun, daf die
Gileichung

[ 1l n 1
B, 4 == H '{" %i\f-v -la %{V‘z 'I- (‘E‘sz .E' P !f' {)\r‘vn"l

(a4

auf die Artpon der Terotionalitat befrepet mwerden fann,
vafi Die fich ergebende rationale Gicichung die Poteftas x0
' al$
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2. Bon der Auflofung der Gleichungen 1, 35

a8 die hodfte enthalte. €8 wird alfo bdicfe Gleichung die
Form

x0 4§ Axn-% -{- Axn-2 4 Bxn-3 'f' . =0

-~ und jene Formel juc Wursel haben; und da die Anzah! dee

Wurgeln diefer Gleichung = n ift, fo mevben' it aus chen
diefer Formel alle Wurseln der Sleihung anzugeden im
Stanbde fepms

§. 19,

'Go toie diefes ein fehr dentliches Merfmal von der
RichtigPeit diefer Formel ift, fo verdient audh bemerft U
weeden, daf die vatfonale Gleichung; teil die Korm der
Wurzel n — 1 willfitheliche Gedfen enthalt, ebenfalls n — 1
willthelidhe Gedfen in fidy enthalten fverde. Dicraus erz
Dellet, daf fich jene Grofen auf bie et befimmen faffen,
baf die rationale Gleichung die dadurch gegebenen Goe ffiz
tienten A\, A, B, C, 1c. befomme,, und tvenn diefe Beftim:
mung toicflich vorgenommen. erden fann, fo gelangt man
Dadurd ju einer allgemeinen Aufidfiing der G leichungen, s
Grad mag fegn, welder ev-will, Auf diefe At hat man
wenigfiens feine icfache an der MdalichPeit jener Aufléfung
gu grocifeln.  Greplich finden fich daben grofie SchwierigPeis
temy die Flae in die Yugen fallen werden, wenn toir die Az
toendung von jener Form madden, und dabey von den eing
fachiten Sallen anfangen. Der Kiirze und Leichtiakeit twes -
gen wollen wic den rationalen Theil » weglaffen, fo dbaf wie
Jedesmal gu folchen Gleichungen gelangen, in twelchen das
stoepte Blied fehlt.  Befannteemagen leidet dadurch die AUl
gemeinfeit unferer Yufldfung nidpt,

€ I ‘Eiufs




36 I. Bon ven Gleichungen.

iy
Auflofung der Gleichungen des gwenten Grabes.
§. 20,

@3 fev alfo, i.sm pon den Gleichungen des jtvepten Gta

beg angufangen, n = 2. Sesit man » = o, fo wird unfere,

Sorm”
x= U/v

und tational gemadyt giebt diefelbe
: xx = AAwv.
Veraleicht man nun diefe Gleichung mit der allgemeinen
Koem Der Gleichungen des ywepten Grades, oder mit
XX =N,
in toclder dad gtoepte Slied fehlt, fo mwird
AAv = A.
Man fege, damit dies ftatt finden fonne, U = 1, fo tird
b
und e craiebt fich demnacdh aud der Gleidhung xx = A
wenn man U =1 und v=A fepst, fiir die eine Wursel
Decfelben
x= IV vr= YA
Da V1 goep Werthe hat, nemlich 1 und — 1, fo ift it
andeve Wursel
x=Vv=— YA
tie von felbft flar ift,

2,
Auflofung der Gleidhunaen des dritten Srades.

§.. 21,
Segtman n = 3, fo wicd die Form der Wurjel

R = Uy Byva
1im

”~r

Fu

A =

m

N

ai

fe
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Um diefe Gleichung rational ju machen, nehme man juvdes
derft den Cubug bavon

%3 = U3y + 3NABwW v + 3ABBvy v+ Biyz
Run nehme man die cubifche Gleichung
x3 = Ax T B
woraus, twenn man fir x den angenommenen IWerth
fcbreibt,

%3 —"A%hf’v'['h%v"v- + B
tird, unb diefe Formel muf nun jenee gleid gemadbt etz
der, fo daf man forwobhl die rationalen ald die ivvationalen
Lheile einander gleich fent.

A PR
Die Vergleihung dev vationalen Theile giebt
B = %3v + Biv2
und die Vergleichung der irvationalen ThHeile

A = 3UABv, und
AD = 3UADBBv;
aus bepden folgt
A =3By,

| Wenn alfo die cubifhe Gleihung

x3 = 3UBvx + Y3vz + B3z
gegeben wave, fo toticde die eine Wurgel derfelben

3 3
x= U v I ByYv2
feprt; und rodven 1, a und b die drey cubifchen Wuezeln aud
1: o waven die bepden ubrigen Wurseln

3 3 :
x = Aay'v F Bazyvz, und

X = %Ib\gf'v + ?Bbﬂf"'vz. -
e ol €s
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&8 ift aber

o L g2
O —— R . ; 3; und
.= g2
2
(TR 5

@8 laffen fich aber auch umgefehet, wenn' eine cubifde

Gleidhung
3= Ax B

gegeben ift, aud den Coefficienten A und B die Grofen Y
B und v beftimmen, und jo alle drep Wurgeln jener Gleis
chung angeben. Da man nur jtoep Gleichungen hHat, o
Fann man dabey einen von den Buchftaben A und B will
fabelich Geftimmen, Sest man alfo A =1, fo giebt dit
Gleichung

A= 3UPv = 3Bv

fir B :

A As
= —, oder B3 = :
3v 27.v3

Deingt man ferner diefen Werth in die crfte Gleidhung
B=v T Bviv2
{o ethalt man
A3 A3
B=v { ——, oder vv == By — o

ey

T,
und ¢ rird demnadh
ve=%BE y(§B2 — ;5A3)
too ¢ gleich ift, tvas fir ein Seidhen man annehmen toill,

»Irly'
-

§: s
Da auf diefe Art der Werth fite v gefunden wordes
und oug B = A
3%

B v
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Lo

9

3 A
By v: =

3V'¥
fliet, fo toerden die drep Wurseln der Gleichung
x3 = Azt B

3 A
| % 2 — R S
| fu‘.
b 3 gbh
Hn X — GY’-V -I’ ""_5—"
Ww
3 aA
9{’ II!.x:b{'r'{'-a—-
els z‘rv
,E’ . Da aber
- 1o 3BT VB2 = 5Al)
Di¢ o T 5%

ift, fo roird

~
&

o L
vv=V(EBL V(EB2 — FA3)) und

A 3=
= V(3B ¥ v (382 — ;-A3))

Vv ,
nd hievausd fliefien die gerodhnlichen Formeln fiv- die Unfls
fung der cubifchen Gleichungen,

| 3 :
Uufldfung der Gleichungen des wvierten GSrabdes.

§ .25

Jtun wollen wit n = 4 fesen, twodureh unfere Wurgel:

form in
el

X = ﬁ}v?%}vli-@}ﬁ
iibergeht, und die Gleichung auffuchen; decen Wursel diefe
vl € 4 Sorm
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Korm Hat,  Um Bice die Serationafitat weg ufdaffen bedacf

4
e$ nur cinct leichten Redhnung, Denn da vvz = v ift,
fo nehme man di¢ Gleichung '
4 4
x — By ve=AvVv  Cyv3
und quadrire fie. Hierdurd) wird
%2 — 2By v ¢ BBy = YUvv { 2%UCv + ECyvvv
oDer
x2 4 (BB — 2WC)y = 2%xvv T (UA + CCv)V'v.
Duadrict man abermals, fo bePommt man folgende vationale
Gleichung
x4 + 2(BB — 2YC)vx2 F (BB — 2AC)2yw
4BBvzx T 40N F QCn‘; vx T (AU F €Cv)2v
pder
24 = 2(BB F2UC)vxx ¢ 4 (UY + CEV)Bvx + Yav
—Davv T Cav3 F 4ABBCvv — AUECC v,

§. 26,

Bon diefer biquadratifhen Sleidhung ift alfo die eine

Wursel
4 4 4
x = YvV'v } By vz 4 €/ y3
und toenn man die vier bigyadratifdben Wurgeln der Eins
beit 1, a, b und ¢ nennt, alfo
=ty —1; b=—1; MDce=—+v —1
fest, fo wird

2 =—1=0) 3 ==—y —1=¢

b=+ 1 P3 = — 1= b3

2= r=0b; 3= FV—1I=a
Solalidh find Vledbrigen Wurseln jener Gleichung
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4 a 4

x = Navv t Bovvz ¢ Ccyvs
4 4 4

x=Abvv + Bv vz + Cbyv3
4 4

x = eV F Bbyvz + Cayivs

§. ¢« 27
€8 laft fich aber audd umgefehrt jede biquadratifche
Gleicbung auf jene Form jurhcffibhren, und die Wurzeln
derfelben angeben.  Denn follen aus ver Gleichung
X4 = Ax2 + Bx }+ C |
Die Coefficienten U, B, €, und die Grdfe v beftimme twers
den, al8 worauf eg bey der Ecfindung ihrer Wurzeln fedigs
lih anfommt: fo ift
' A= 2(BB 4 2U8)v;
B =4Q% + ECwBv
C = N4y — Bavyv § Cav3 -+ 4UABBCvv — YACCvy
: - ' oder
C = (U + CEv)2v — (BB 'i‘ 2%{@)2‘51{ 'f' SQ[’?B%QM
Aus den bepden evfren Formeln fliefit
(BB +29¢)v ="%
B
AU 4+ ECv = e
und fest man diefe Werthe in die dritte Gleichung, fo wird

B .
BT FAA T 8UABBECvv

Jun gicbt aber die evfte Formel ebenfalls
4ACv = A — 2B Bv _
und fubftituivt man audh diefen Werth, fo witd
BB '
= e — — 4Bayy
BT FAA T 2ABBy — 4By,

fo daf alfo fchon die beyden BDudftaben A und € tegges
{daft find, =

P
—

€5 §. a8.
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§. 28.

Da auf diefe Art nod 3mwey unbefannte Geofen B und
v tibrig bleiben, fo Fann man B willfihrlid annehmen.
Gepst man daber B = 1, fo muf v qud der Gleichung

v3 — FAv2 + 2(C § 3AA)V — HZBB=o
beftimmt toerden, und hat man daraud v gefunden, fo find
noh A und € aus ven vorhergehenden Gleichungen ju fus
dhene Da alfo

AR 1 CCv = fﬁ; 2ACYv = Az\ffv

ift, fo craiebt fich duech die Addition, Subtvaction und Eps
traction der Wurzel

AT Vv = (;;'I'-—--—v"v)unb

o — Yy = v’“{-—_— t —-'—- + Vvv); alfo
4v 2 Vv

gi‘j = ;‘*r—{(g '[' QI‘LW/—V S 4V'\/.V 'i"

4\,(",\"’(]3-—-2}\{? 4‘."\:’.1.?

I =
w '4—\" B+ 2AY v — 4vWv —

&

r{(ﬂwzﬂf‘? ‘i‘ 4\{\?

§. 20

Da alfo ?’Ij’ s t.j* v3i = (Y £ C._‘_r-.,ﬁ- v ift, fo
find dic Wurzeln der Gleichung
x4 = Ax2 + Bx } C
Hacbbem may den IWerth von v aus der Gleidhung
v — FAv2 + 1(C + 1AM — 4BB =0
aefunz
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gefunden Hat, folgende:
L x5 e -:;:7.-;}"'(31"“1? T 28v — gw)

I
gy v

% Vv —

(

Vv (BY'v F 24y — 4vv)
L. x =—v T fﬁ_\f(—— BY v § 2Av — 4vv)

V. x = — Y v — -—iuw.f'(— BY'v T 2Av — 4vv)
2y v

Yuf diefe Art pflegt man beFannter Mafien die Aufldfung
der biquadratifhen Sleichungen auf die Auf(dfung der cubiz
fben Gleichungen gucticiiufibhren,

4
Aufldfung der Gleidhungen des funften Grades,

§. 30.
Sept man n = 5, fo vertvandelt fich unfere Form in

S 91'1*5':_1.? + ﬁ,j"vz ¥ '@}VG + Q:':-v@
und ¢8 Fommt juporderft davanf an, ecine Gleichung som
flinfren Grade 3u finden, deren Wurgel auf diefe vt ausges
dructt wicd, ober jene Form von ifjrer Srrationalitat ju bes
frepen.  Yllein Bievbep jeigen fich groffe Sdbtvierigleiten,
toeil man gegentoartig nicht mehr auf die Art verfahren
fann, tofe vorhin, Swar laffen {id, wenn man
x¥-=-AX3 < Bx2 4 Cx-p=D

annimmt, und davin jenen Werth von x fubfrituirt, vies
Gleichungen machen, vermittelft welder je vier Wurgeljeis
den toegaebradt werden Finnen; aber die Beftimmung dep

angenommenen Budftaben A, B, C, und D, geht nicht pon
ftatten,

§. a1,
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. 9.

%y bin daber auf einen andern IBeg verfallen, der bey
jedem Grade Anwendung leidet, und twobey jugleich erhels
fet, daf die vationale Gleichung den nten Grad nie ubers
fteige. €8 beruhet derfelbe auf der Jatur der Gleichungen
felbft, und auf der Art die Coefficienten der Glieder qud allen
MWurgeln ju beftimmen. Da wic nemlicdh alle finf Wurgeln
det gefuchten Gleichung fennen, fo find it .nad) den befanns
ten Neaeln audh im Stande, die Coefficienten der Glieder
der Bleichung ju finden. €8 fepen alfo 1, a, b, cund d die
finf Murzeln des finften Grades aus 1, oder die IWureln
der Gleihung z5 — 1 = ot fo ift, twenn man die Wurseln
der gefudbten Gleichung «, 8, v, @ und s neant,

8= {'Jhs;'V + 55\;'\”' t @‘j‘v’ + @j’v-ﬂ-

8 = Nav'v + Bazvva § Caivvi + Dadyva
) = Aby'y + Bb2yv2 F Co3vv3 + Dbavva
¢ == %lc:;'v 4 %czxﬁ:’vz T @rié'ﬂ + @c’-‘b:’w&

5 5 5 5
s = AOVY F Bd2vvz F Cd3IY v F DdaVve

§. 32
Dicfe Veftimmung der Wurpeln «, 8, ¥ & und « vors
audgefenst, nehme man die Gleichung
x5 — Ax4 ph Ax3 — Bx2 . Cx — D =20
an. Alsdann ift
A = der Summe der Wurgeln
A= bder Summe der Produfte aus je gepen
B = der Gumme der Produfte ausd je drepen
C = Dee Summe der Produfte qus je vieven

D = bem Produfte aus allen finf Wurseln.
Nun
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tun fep dee grdfern Leichrigleit toegen
P=a 8 Tv T2 %:
' w2 § @2 o2 32 2
w3 -fﬁ3 + o3 -ivES —}-.53
wh g4 | y4 o} 84 T 4
«S T g5 f 35 35 oes
fo wicd

Q
R
S

T

S0 B |

A=P
AP —Q
2

AP—AQ'}'R

3
BP-—-AQ‘{"&R——S -

.4"' . :

CP — BQ + AR A8 HiT- -

!

]

§u - 33
Um die Weethe P, Q, R, S; T ju-erforfhern, muf man
subot alle Poteftaten der Wurgeln dev Cinbeit 1, q, b, ¢, v,
fummiren, Da diefelben die Wuryeln dev Gleichung 25 —
1 =o find: fo ift

o BT
Ita2¢b24c2v 02
1 a3 d b3 f¢3f 03
1t a4+ 064 % caf 04
It af 365 oy fos
Die Summen dev fechsten, bdev fiebenten, 2¢. bid-ju den
sehnten Poteftaten ver{chwinden ebenfalls, die Summe der
sehnten Poteftaten aber toird toieder =5, da af = 13
b =105 =1; 05 =1ift. Der Kurge wegen Fdanen
bey der gegenmwartigen Rednung die Wurgeleichen wegge-
| loffen

1R | 1 |
i .0 0 0 O
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faffen toetden, toenn man nue vor Augen bebalt, dag am
: . 5.5
@&nde mit den Buchftaben A, B, €, D, dieGrogen Vv, vV'v2,
5 ¢
‘Sf'vs, Y v4 perbunden werden mifen
§. 34

9ddict man nunmehr die Wuegeln « 8, v, 3, ¢ fo wird
P=d(ttatbtctd T Bxtazdbz fc2fd2)

o2 ==v0
und geht man ju den ubrigen Poteftaten fort, fo findet man
aufierdem
P =0

Q = 10(UAD F BE)

R = 15(UUC + AD2 + BD2 + €2D)

g = 20(U3B + AC3 + B3D + €D3) ¢
20(WADD + BBEE) + 120UBED

S(US B + 65 +D9) 1

100(U3ED | AB3C F BE3D  ABD3) +
150(UC2D2 + U2PE2 T B2ED2 §.Y2BH2D).
Hier Fommen Feine andern Produfte vor ald folde; welde
bey Hingufiigung dev Wurjeljeichen die Potefdt von v tas
tional machen; mit andern Worten, tvenn man dem Budhs
fraben A eine,dem Buchftaben B groey, dem Budhftaben ¢
brey, und dem Buchftaben D vier Dimenfionen gicdt, fo iff |
die Sahl der Dimenfionen in allen diefen Produften durdy
fanf theilbay, und der Coefficient eined jeden Produlfts ift
bas fiinffache des Coefficienten:, ~weldber diefem Produfie
wach den Sefesen der Combinationen jufommen witde,

T

Il

§e 35 _
Da alfoP = o ift, fo wied audh A =0, und.fir die
Gbrigen Coefficienten. crgiedt fich
A=
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A= — §Q; B.== IR;
C= — ZAQ — 35; und D = — IBQ % IAR f iT
@8 ift bemnach

A= — 50D ¥ BE)
B = s(UC ¥ UD2 § BD2 4 €2D)
C = — 5B  BID + AC3 § 6D3) #

5(2D2 + P2C2) — 5ABED
D=9 % Bs § 65 ¥ D5 —
5(U3€D + UB3E + BEID F ABDI) %
5(UC2D2  Y2PC2  B2ED2 4 Y2B2 D),
Wit diefen Gliedern aber muffen die ugehbrigen Poteftdten
von v verbunden tevden, wenn man ihren wahren Werth
haben twill,

: §. 36. %
GBenn alfo folgende Gleichung, worin A und € die ehtz
gegenftehenden Jeichen haben, gegeben ift
X = Ax3 + Bx2 +Cx+ D

und die Cocfficienten derfelben folgende Werthe Haben,
A= 5UD + BC)v
B = 5(U2€ t #B2 + BD2v + €2Dv)v
C= 503D % B3Dv f AC3v + €D3vy)v —
5(A2D2 + B2G2)vv ¢ 3 UABEDv2
D= Asy F Bsv2 +.65v3 4 Dsva -
5(A3ED + UB3E + BE3Dv + UBD3v)v2 §
S5(A2B2D ¢ A2PC2 4 YE2D2v i B2ELH2v)v2,
fo find bie fianf Wurseln davon
; 5 5
Lx =9Vvif Byve § Gv: § Dyva
3 5 ; 5
I x = Yav'v ¥ Qﬁﬁz'}vz t Ga3yv3 + @a"l-f""v_‘i-

5 5 5
I, x = Abv'y & BO2v5 4 €03y v3  Dhayva
IVv.
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il

5 5 g c
X Nev v F Beayv vz F Eesvvs 4 Deayva

5 5 5 5
V. x = Abvv $:Bd2y vz F €3y v3 § Dd4y va
o a, b, ¢ und d die funften LWuczeln der Ginbeit aufer 1
bedeuten, deven imaginave LWerthe beFannt find.

§. 37

SBenn man nunt umaefehrt aus den gegebenen Coeffis
cienten Ay B, C, D, die®rofen A, B, € D und v beftimmen |
fonnte, fo hatte man eine allgemeing Aufldfung aller Gleis
chungen vom funften Grade. Allein Hictin befteht eben die
Gihwieriafeit, da man feinen IBeg Fennt; die Buchftaben
A, B, € und D, wovon einer willfuhrlich angenommen wey:
ben ‘Fanit, nadh und nach auf die ek wegpufdaffen, daf
blof die Brdfie v und die Coefficienten A, B, C und D in einet
leichung jutiictblicben, die feine uberfliifige Murjeln ents
bielte. Man hat indef GSrund ju vermuthen, daf man, bey
gehorig angefteliter Climination endlich sur Beftimmung ded
Werths von v ju einer Gleichung vom vierten Srade gelans
gen wiicde. Denn wenn man eine Gleichung von einem hi:
hern Grade fande, fo-twiede dee Werth von v Warseljeichen
von cben diefem Grade enthalten, weldhes nicht fratt finden
fann. Da aber dieIMende der Glieder diefe Hrbeit fo fehwer
madt, dafi Pein Crfolg su bofien fteht, fo witd ¢ nicht un:
pienlich. fepn, einige tweniger allgemeine Falle, die nicht ju
fo vertvicfelten Formeln flibren, ju betradten.

Y« 38

it diefer Abficht twollen wiv dent Vuchitaben o, B, € |

und D' folche Werthe bevlegen, Daf dadrcd die Rednung

qbgd’ﬁrﬁt werden fann, und juvorderft H=o0, € =0
O =0 fegen, Auf diefc APt bePommen foir

A==0;
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2. Won der Aufldfung der Gleichunaen 1.
g 49
ADo B oy C/aoy umbD=9sy

toovans v v="y"v folgt. - Wenn dabet folgende Gleichung
x¥ =D

gegeben ift, fo find ihre funf Wurzeln
e e J’D
e % o G\}—D
5
byv'D
5
v D
5
11-?. e — b*,-"‘-D
Da diefer Fall von felbft Har ift, fo twar e8 qut davon

Il x

|

IV, x

auszugehen, damit die Anwendbarfeit unfever Methode auf -

die befannten Falle cinfeughtend twurde.

§ 39
Nun mdaen von den Vudbftaben ¥, B, € und D jwey

- perfchroinden, weil, wenn man dren =o werden G, fie mb:z

gen fepn toeldbe fie toollen, allemal der porige Fall toieders
fefhrt. @8 fey alfo € = o und D=0, oder ¢ine Sleichung
u fuchen, Deven BWurgel \

R J:”V F %ff'v:.
ift. Bey diefer BVorausfesung wird
A=09; B=5UB2y; C=5Y3Bv;
D= Usv + Bsv2
und die gefuchte Sleichung ift demnady
x5 = §AB2yx2 § 5YUIBvx § Asv F Psv2
Vergleicht man diefelbe mit folgender Form
xf = 5Pxx+ 5Qx TR
fo tied :
KD DIDSER?

—

ey

B e

———

T — L
T e
e s E
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50 I Bon den Gleichungen,
AB2y = P und Y3bv = Q
aljo
QQ ps
fy = — und BHBsy2 = —
AS v b o
folalich
el + =
P Q
§. 40,

Hierdurdd aelangen wir jue Hufldfung folgender fpeciels
fen Gleichung des funften Srades.

P3
_Xx§ =5Pxx?50xf9[-:—2-f-a-

§ 50QQ 5 s P3
Denn da AV v = ﬁ./‘—p—. und By ve = »,f-a- ift, {o twerz

ven die funf Wurgeln derfelben folgende:

5 .00 spP3

3 X-tm VP*E;‘"'{' v("'a'
QQ 5 P3

IL- —_— o A2V —
X GV’"P * {Q

5 QQ s P3

1L = b 2 2o/ e
5 0( 5 P3

iv. x-._—cf%;«%*i*tz'f-—-’
QQ 5P 3

g
e D‘VF—F—- "I' t‘-g‘\r-'a'o

Diefe Gleichung weicht von der Moivrifchen nicht fehr ab,
und Da fie fid mht in Faftoren anfldien (afit, fo verdient
Die gegentactige Auflofung um fo mehr bemerfs ju roerdent.

§. 41




[3

A

2. SBon der Auflofung der Sleichungen 1c. 51

St

Man Fann diefe Gleichung audh von den Bedchen bes
frepen, wenn man Pe= MN und Q = M2N fet.  MNan
befommt nemlich durdh diefe Subftitution die Gleidung

x¥ == 5MNxx f §M3Nx  M3N } MN2
Deven TWurgel

5 5
x = VY M3N ¥+ vMN2
ift. Debeutet a ivgend eine von den finften Wurgeln der
Ginbeit, fo ift die allgemeine Form dev ubrigen Wurgeln

X == affMSN e ar-J'MNz
Gest man 3 B, M= 1 unb N =2, fo ift die Wurgel der
Gleidung
xf = 10xx 'F tcx ¥ 6
allgemein audgedrucke

1 5 5
X — W2 T azvy4
und diefe Gleichung ift von der ek, daf fie auf Peinem anz
vern SBege aufaeldfet twerden fann,

8 42

Wenn man B und D verfdhivinden [aft, fo Fommt man
auf eben denfelben Fall guviic, - €8 rird nemlich alsdann
AE=o: = 5%28v; C = 5%C3vy

. D=Ysy ¥ GCsy3
und twenn man alfo die Gleichung
x¥ = gPxXx } 5Qx t R
annimmt, fo daf P =Y2Cv und Q= YE3v2 toird: {o
ergicht fich

QQ - 3 B sl
— == B5y3 A 5Y,
T €5y uan=2lv

Hicvaus flickt wie vorhin
2 2 R.=

o i S e e - =
- - - St = = =
e = =
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R=—f —
PTQ

and eben fo findet man diefelben Wurgeln. - Ein gleihes fins |
det fratt, toenn man enttveder A =oc uhd B = o, odet
9 =o und € =oc fest. Lafit man aber A und D, oder
B und € aerfcbmwinden, fo finden fid einige BVerfdiedenbeis
ten, und ed wicd daher nuslich fepn, diefe Falle genaucy ju
erwagen.

§. 43 |
8 fey alfo B=o und €=o0, Algdbann befommt man
A=5ADv; B=o09; C= — 5YYADDvv;

D = Ysv ¥ Dsv4,
Setst man daher ADyv = P, fo wird
A= 5P ud C = — 5PP,
fernet
DD ~ 4P = (USv—Dsv4)2 und Ysv — Dsvé ==
V(DD — 4P%).
Kolglidh
Asvy = 3D } ZV (DD ~ 4Pf%)
Dsv4 =— 4D — %y (DD — 4P%),
St daher folgende Gleidung gegeben
x5 = §Px3 — 5PPx + D
fo ift jede threr FWurieln
x=av (D tiv (DD—4P%)) ¥ o4V (ZD—3V (DD—4P5)),
Diefes 1ft die Gleichung, deven Auflofung YUicivre gelehret
hat.

§. 44
€8 laffenn fich aber aus der allgemeinen Formel unzahs
lige Gleicbungen vom finften Grade ableiten, deren Wuts
aetn angegeben weeben fonnen, ofnevachtet dic Gleichungen
felbft
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5. Bon det Auflofung det Gleidhungen 1. 53

felbft die Aufdung in Faftoren gar nichr julaffen. Denn
haben die Soeffictenten der Gleichung des funiten Grades
x§ =— Ax3 + Bx2 + Cx 4D :
folgende 2Werthe:

g5
—_— (3 3
A gk-.g T k3)

R —j“((mfn)(m g3 —n2k3) — (m—n)rr)

amnrr

.q
mnggkkrrﬁg mes B

(m{m ¥ n)gé — (mz mn — n2)g3ks
+ n(m —n)k6)rr — k3r4)

0o
l

e ) EET A 3k m e e kS
p= mmnk‘*gff((mg nnk) (m*gd— )[mgfrnk)

— n2k3 1-4) :

+ —iLfm’gsr’{m‘g3~—n’k3)—2m’g3+n‘k3}r"frﬁ)
mnng4r3 "’

§(m—n)(g3—k*)(m’g3—n’k3) - §(m¥n)(g3k3)’
T 2mngkrr G 2mngk

fo Fann man allemal die Wurzeln angeben,

§ 45
%Ean fee, der Kure wegen,

= (ngz — n2k3)2 — 2(m2g3 ¥ nzk‘a';rr ot L

und dabey fen

(m2g3 — nzksjs : .

203 — 203 2k3
P = — (m2g n2k3)(m2g -I-ﬁn k3)rr| | R A n e
— n2k3r4

+ ((m2g3 — n2k3)2 — n2K3r)V'T

‘.33-3. - Q&=
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54 L. Worr den Gleichungen,

(ngz — n2k3)3 “
Gl g o 0 Aty 203 % on2k3
Q= (m?g s Hm2g” T2 25 ‘omnnr

— n2k3rd "
— ((m2g3 — n2k3)2 —n2k3re)y'T

(m:‘ig3 — n2k3)m22g3
Re=— (2m2g3 fn2k3)rrfr4 ) 2mnnr

¥ (m2g3 —reVT

(mZgE L n$k3)m2g3
§ = — (2m2g3 F n2k3)rr ¥ r4 }:2mnnr
~— (m2g3. — re)y T
fo ift jede Wursel der Sleidyung

g Skk S kk SgE
__'—_", e— e 3‘ — 11 —
% anP-i-azv’“g*R{-a fg48-1- af'{MQ,

§. 46,
Um jur Gelduterung ein Paar BVepfpiele Hinguzufigen,
fn__ fliefiet davaus:

1. bafi Dic Wurgel der Sleidyung
x¥ = 40x3 { 70x2 —50x — g8
folgende

5
z:ftmaxmawf"—-?}1";"(——181'!0"-"--7)

V(18 =V =2 V(=31 —3V =)
und
1. die Wurgel der Gleichung
x5 = 2625x F 16600
folgende fey,

X = 3/‘;5_(5 T 4v'10) J‘::s(as ¥ 11v°10) %

5§ -
v 225(38 — 11V 10) + :’75(5 — Y 4V 10,
Diefe
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Dicfe Kalfe verdienen um fo mehr bemerft ju toerden, toeil
ihee Aufidfung ouf feine andere Art mdalich ift. Auf abhns
lidhe 2lct laffen fich diefe Unterfucbungen auf die hdhern Gleis
dungen qusdehnen, und ed ift leicht von jedem Grade eine
unjahlige Menge von Sleidungen ju finden, deren Auflds
fung nad) andern Methoden gar nidt von ftatten geht. daz
pon man aber gleidymwohl nach der gegentwartigen nidyt blog
eine, fondern alle Wurzeln angeben Fann,

D4 3 Q}m‘ -




3, Bon der Auflofung der numerifhen
Gleichungen.

Bom

Hetrn fa Grange,

Aug den 23ften Bande der Memoiven . der Kinialichen UFademie
ver Wiflenichaften su Berlin.

~icta ift Der erfte unter benen, meldhe eine allgemeine
Methode numerifhe Gleichungen aufzuldfen mitgetheilt has
ben; allein bey aller Bervollfommung und Simplificicung,
welde feine Methode durdh Harrior, Guateed, Pell, und an:
dere ecfabren hat, ift fie doch noch immer fo sufammengefest,
und twegen der Menge von Dperationen, welche fie erfordert,
fo abfebrecfend, daf die Mathematifer auf ihren Gebrand
Bergicht gethan ju haben fheinen. Die gerodhnlichite Mes
thode, welde von LTewron Heredibrt, ift fehr leicht und cing
fad). @8 wird dabep vorausgefest, daf man den erth
ver gefuchten Wurgel toenigftens bid auf ein Sehntel nafhes
tungstoeife gefunden habe. Dann bringt man diefen Werth
um eine newe unbefannte Gtdfe vermehrt, in die aeaebene
Oleidhung, und befommt dadurch eine neue, deren Wursel
dasgjenige iff, was man ju der vorigen hinguthun mug, wenn
fic genau fewn foll. g aber diefer Eheil nach der Voraugs |
 feiung Fein ehntel betrdgt, fo fann man in der gefundencn
Gleiz
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3. B, ber Uuflofung der numerifchen Gleichungen. 57

Gleichung dasd Ouadrat und die hHohern Poteftaten der un:
befannten Grofic aus der Acht [affen, und auf diefe vt
pertwandelt fich die Gleichung in eine Gleichung desd erfren
Grades, woraus man den Werth der Wurjel in Jehntheis
len fehr leicht und bald findet. Sndef ift aucdh diefer Werth
nicdht genau, fondecn nur n&!}emngémeil‘c'gafunben; allein
man fann fich Deffelben bedienen, um auf ¢ben dem LBege
cinen genaucen Wert) su echalten. Geht man auf diefe Aet
foct, fo befommt man bey jeder Operation einen neuen Degis
malbruch, welchen man enttweder ju dem vorhin gefundenen
Dingufepen oder davon roegnehmen muff, und findet: alfo die
Wursel defto genauer, je woeiter man fortacht.

Man Fann auch, wie Halley gethan hat, immer toieder
sur gegebenen Gleichung juricffehren, indem man datin
anftatt der unbefannten Sroffie die immer genauer und gez
naner gefundene IBursel, um eine unbefannte Grdfe vers
mebet, fest; und diefer MWeg {heint in gemwiffer ALficht noh
einfacher und bequerer,

Nuf diefe Art pfidat man die numerifchen Gleichungen
m‘tf}er_ungémei'[c aufjuldfen. @8 bat viele Mathematifer ge=

geben, welche diefe SNethode noch genaucr und leichter ju

machen gefucht haben, indem fie theilé auf bie Glieder mit
Nickficht nebmen, in welchen die unbefannte Gedfie in dev
stepten Poteftat enthalten ift, theild allgemeine Formeln
geben, vermittelft mwelder man den Werth des ju Dev nahes
tungsdiveife gefundenen Wursel Hinguzufiigenden Decimals
bruch8 auf cinmal finden Fann. Allein defto. weniger hat
man die UnbcquemlichEeiten, oder vielmehr Unvolifommens
Beiten bemerPt, toeldhe diefer Methode anfleben; tvenigftens
hat meines MWiffens nod) Niemand Mittel angegeben, Dens
felben abjubelfen.

D5 Die

-
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Die erfte und vornchmifte dicfer Unovollfommenheiten
befteht davin, daf tabep Die Crfindung ded Werths Dder
Furzel Bid auf ein Sehntel vorausgefest toird, Denn da
man nod Feine aligemeine und fichere Regel hat, von jeder
gegebenen Gleichung den MWenth eciner jeden Wurgel nabhes
runasweife 1u finden, {o ift jene Methode cigentlich nur in dem
Kalle antoendbar, two man den Werth dev gefuchten LWurzel
fbon jum ‘voraud ungefahr ju Dbefiimmen im EStande ift.
Imwar hat Volle eine Methode mifgetheilt, fid den Wurgeln
ver numerifden Gleichunaen fo fehr ju nabern, ald man nuy
toill; “allein e8 ift diefelbe nicht allemal ficher, jumal,” wenn
die Gleichungen imaginave Wurseln Haben. i diefem Falle
Lafit fie unenifchicden, ob die ABurzeln teell find oder nidht.

Die gwente NnvollfommenBeit betrift die Natur diefer
Miethode felbft.  Man vernachlafiaet darnacdh bep jeder
Dperation Glieder, deren MWerth man nicht Fennt, fo daf
man aufier Stande ift, den Grad zu fennen, big auf welden
man fich dem wabren Werthe gendhert Hat,

Audh Fonnte e8 fich vielleicht ereignen, daf die Neibe,
welde die gejuchte FWurgel giebt, nur twenig convergicte,
oder Dafi fie, nachDem fie eine Reitlang convergict hatte, ju
Bibergiven anfienge. Man hat wenigfensd noch nicht betwies
fen, dag diefes nicht fepn Ednne,

Endlich mag diefe Reihe immerfort convergiven, fo
gicht fic doch auch dann die Wurjel nur naherungsmweife,
wenn diefelbe eine Rationalzabl ift. €2 ift freplich wabr,
vaf man fie diefe Wurgeln befondere Regeln bat; allein ¢8
bleibt gleidrohyl immer ein Febler det gedachten Methode,
Daf fic en Weeth diefer Wurseln nicht genan angieht.

§. 1.
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§. 1.
Methode, Dert Wecth jeber teelfern ABurgel einer
feden numerifchen Gleichung in gangen Sahlen
{o genau als moglich zu finden.

3, Lr(ter " Rebrian,

It eine GBleichung gegeben, und hat man jtvey Jahlen
von der Befchaffenbheit, Dafh bie Subftitution devfelben in der
Gleidung ftatt der unbefannten Grife, Werthe von entges
gengefeiger Art, oder mit entgegenfrehenden Jeichen gieht:
fo hat die Sleichung sum toenigften ecine veelle Wurzel, und
Der Werth derfelben liegt jwifchen diefen Sahlen.

Diefes Theoren ift {don feit langer Jeit befannt, und
man pflegt daffelbe vevimittelft der Theorie Dev Curven ju bez
weifens es [aft fith aber der Beweis auch unmittelbar aus
der Theorie der Gleichungen fifiven, und jwar auf fole
gende JArt. €8 fep x vie unbefannte Grdfe der Gleichung,
nd «, B, ¥, 1. die Wurzeln derfelben. Dies vorausgefens,
fo ift die Form der Gleichung, wie befannt,

(x—a2)x—p)(E—%»)...,.=o0.
Sun fepen p und g die GSrdfen, welde, fir x in die Gleiz
dung gefesst, Werthe von entgegenftehender Art geben, fo
muffen folgende bepde Gedfen ,

=20 —B{@ = %) 0.

(@ — a)(q — B — ¥)wasee -
entgegenftehende Jeichen haben, und 3 muffen daher jum
toenigften 3toen gufammen gebirige Faftoven, tie p —»
und. q — «, einander entgegengefest fepn, €8 wird daher
auch unter den MWurseln der Gleichung um toenigiten eine
« fepn, die jivifhen die Fahlen p und q fallt, ad Heifit fleis

4 40 4
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net alg die grdfiere, und grdficr ald die Fleinere von thnen
ift; und diefe Wurael muf nothroendig veell fepn,

2, rfter dufang,

WWenn daber die Jahlen p und q blof um eine Cinheit |
obet um eine 0hl, die Fleiner ift als die Cinheit, verichies |
vert find, fo ift die Fleinfte vor diefen Rablen, wenn diefelbe |
ctne gange Sahl ift, oder dic ganje Jabl, die junadft Fleiner
1t al8 die Fleinffe von bepden Sahlen, wenn diefe Feine gange
Sabl ift, die ganze Jahl, welde der einen Wurjel Der Gleiz
dung am nadften Hegt. Wenn die Differeny der Jahlen
p und q grofer ift al8 die Cinheit, fo nenne man die gangen

Sablen, die jwifchen p und q fallen, n, n ¥ 1, n ¥ 2, 20

Gefit man dareuf nad und nadhy in die Stelle der unbes
fannten Grdfe, p, n, nt 1, n ¥ 2, 26 in die Gleichung,
fo finbet man nothwendiger Leife stoep unmittelbar auf einz
ander folagende Sahlen, mwelde entgegengefesste AWerthe ges
ben; und da diefe bepde Jahlen blof um eine Einbeit unters
fchieden find, fo findet man aus ihnen nad dem Vorherges
henden die Wariel der Gleidhung in gangen 3ahlen fo genau,
ald man fie finden fann,

3. dmeyter Jufan,

Fede Bleichung, beren leites Glied negativ ift, voraus:
aefetst, daft das erfte pofitiv fep, hat jum wenigften eine veelle
pofitive Wurgel, und man findet daher diefelbe, fo tweit fie
in ganzen Sahlen gefunden twerden fann, wenn man darin
anftatt der unbefannten Grdfie nach und nach die Werthe
O, I, 2,3, 2. fent, bid man dadurd jroep IWerthe befommt,
dic entaegenftehende Seichen haben,

Dent
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Denn [afit man Das erfte Glied xm und dad legte — H
feyn, fo daf H eine pofitive Grdfie bedeutet: fo hat man,
wenn man x = o fept, den negativen MWeeth — H, und
wenn man x = oo madht, den pofitiven Feril) «om,  Hlfo
ift in diefem Falle p =0 und q =s=; folglich die ganzen
Bwifdengablen 1, 2, 3, 4, 1., fo DaB Der jwente Jufof ans
gerwandt terden faun,

Hieraus erfennt man

1) daf iede Gleichung von einem ungeraden Grade, deren
leted Glied negativ ift, nothroendiger Weife Cine veelle
pofitive Wurzel hat. .

2) bafi icbe Sleichung von einem ungeraden Grade, deren
Testes @lied pofitiv ift, nothiwendiger IWeife eine reelle
negative MWurgel hat. Denn verwandelt man x in — x,
fo oied Dasd erfte Blied der Gleichung negativ, und folglich,
enn man nunmehe die Jeicben aller Glieder vevandert,
um das erfte Slied toieder pofitiv ju macben, dad lepte
negativ. 8 Hat folalich diefe veranderte Gleichung eine
reelle pofitive und alfo die urfpringlide eine reelie negative
Wurgel,

3) daf febe Gleichung von einem geraden Grade, deven lekz
ted - (Blied negativ ijt, nothwendiger IWeife 3vep veelle
Whurzeln, ene pofitive und eine negative hat. Dena einz
mal Hat Ddiefelbe eine veelle pofitive LWurzel, und va das
etfte Glied, tvenn man x in — x perrwandelt, Pofitio
bleibt, fo hat diefe peranderte Gleichung ebenfalls cine
reelle pofitie und alfo die urfprunglidhe Gleidhung cine
veelle negative TWursel,

4. AUn:z
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4 AnmerEung,

a man allemal die negativen Wurjeln ciner jeden
Gleicdhung in pofitive verwandeln fann, indem dagu blof dasd
Jeichen der unbefannten Grdfe in Das entgegenfiehende vers |
gnpert ju werden braudbt: fo wollen mwiv in der Folge dev |
Qiirse woegen blof dre pofitiven Wurgeln betrachten.  AWeny
alfo die Wurzeln ciner Sleichung untevfucht weeden follen,
fo wollen toiv jupdederft die pofitiven Wurgeln diefer Slei:
dung betvahten, Dann wollen toiv die Feiden aller dever
Glieder,, in welchen die unbefannte Grofie in einer Poteftas
mit ¢inem unaecaden Cpponenten vorfommt, in die ¢ntges
genftehenden perwandeln, und die pofitiven Wurzeln diefer
neuen Gleidbung nnterfuchen. - Diefe Wurzeln negativ gez |
nommen find nemlich die negativenSBurjeln der gegebenen |
Gleichung,

5. Dweyter LZebrian.

$Benn man in einer Gleichung, die eine ober mehrere
veelle und ungleiche Wurseln hat, an die Stelle der unbes
Fannten Stdfie nach und nadh jroep Iahlen fet, davon Vie |
eine grofer, die andeve aber Fleiner ift, a8 die cine von dies
fen Wureln, und toelde jugleich von einander um teniger
unterfhieden find, ald diefe und ivgend eine andere reelle
SBuvel Der Gleihung s fo geben diefe bepden Subftitutionen
nothroendiger Weife joey einander entgegengefeste IWerthe,

E8 fep « eine von den treellen und ungleichen ifﬁur},am
der Gleichung, und g, », 3, . die abrigen. Ferner fey ¢
ver Bleinfte von den Unterfihieden jwifdhen der Wursel « und
jeder Dee Gibrigen veellen Wurgeln, Alsdann ift Elar, daf
foenn manpi> @, q < = und p — q < ¢ nimmt, die Grofen
p— o Und q — & entgegenfichende Seichen, die Guoken

: P""""JS!
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p— B8, p— v bingeaen biefelben Zeichen haben tverden,
al$ diw jugehdvige Grofen g — 8, g — v, 1. Denn follten
p— &und g — B entgeaengejetste Guofen fepn, fo milhte &
ebenfalls soiiden p und q fallen, weldes unmbdglich ift. €8
haben alfo die bepden Grdfen .
(p—®ip— 80P —2)ii,
(@ —=a)(q—8(q—9%) ....
0. b Die Werthe, welde man befommt, twenn man. p und q

~

ftatt x in die Gleichung briggt, entgegengefente Seidhen,

6. dufag. '

MWenn man daher in einer Sleichung an die Stelle dep
unbéfannten Grofe nad) und nach die Slisder einer ariths
metifchen Proareffion

O, 4Nl 3N AN Y (K

fept, fo tvecden Die Daber entftehenden Werthe eine Neibe
bilden, in welder eben fo viel Abmedbfelungen der Jeichen
fich befinden, al8 die Bleicvung veell2 pofitive und ungleiche
ABurjeln hat, derven Unterichiede aber nidht Fleiner find, ald
die Differeny A det Progreflion. Mimmt man alfo A gleidh
oder Fleiner an, al$ den Fletnfien Unterfhied jwifden den
pofitiven veellen und ungleichen Wurzeln der Glerdhung, fo
muf die gedadbte Reibhe nothmwendiger IMWeife eben fo 'viel
Ubmwedbslungen der Jeichen enthalten, ald die Sleichungd reclle
pofitive und ungleiche MWurgeln Hat.

Wenn folglich die Differeny A gleich oder Ffleiner ift
al§ die Cinheit, fo findet man auf diefem MWege jugleich dewr
. Werth jeder von den reellen pofitiven und ungleichen Wursz
3eln der Gleichung, fo weit fich derfelde in ganjen Sahlen
ausdrucken 1ajt, nadh N, 2. Jujak I,

MWenn
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MWenn eine Gleichung nicdt mehr ol eine veelle Wurel
Baben fann, oder twean die Unterfchicde ihrer Wurzeln, im
Zall fie beven melvere bat, nicht fleiner find al8 die Einlpeit,
fo ift flar, dag man A = 1 fegen fann, 0. h. man fann in
- diefem Jall die natuclichen Sahlen, o, T, 2, 3, 1. nehmen, |
und fie nac und nady in der Gleichung an die Stelle der uny |
beEannten Gedfe fepen.  Allein tenn die Unterfchiede der |
ungleidhen Wurgeln einer Gleidyung Fleiner afs die Cinfeit |
find, fo muf man A fleiner ald die Cinbeit, und fo annehys
men, dafi e8 dem Fleinfien Unterfchiede diefer Wurgeln gleid) |
ober Fleinet wird alg decfelbe. Aifo fommt ¢d nunmehr davs
auf an, der Diffeven; A einen foldyen Werth) ju geben, der
den fleinften Unterfchied iztoifchen dDen pofitiven und unaleis
chen Wurzeln der gegebenen Sleidhung nicht iberfteigt. Die
9(rt und IB¢ife davon foll der Gegenftand Desd folgenden Pros
blems fepn.

2, dufag. 2.

Tede Gleichung, die nicht mebr ald eine Abtvechslung
ber Seichen hat, Fann aud nuv cine veelle pofitive Wurs
3¢l haben,

iﬁa-ﬂ ift suvdederft foaleich flar, daf die Sleicdbung notl
toendiger Weife eine veelle pofitive Wurze! Haben muf, tveil
ihr lestes ®lied ein IJeichen hat, tweldhes Das entgegenges
fente von dem Seichen des erjten Sliedes ift.

Stun fey, voraudgefesst, daf das erfre Glicd pofitiv ift,
toie foldhes gerodbnlich ftatt findet, X die Summe aller pofis
tiven Glieder der Gleichung, und Y die Summe aller negas
tiven, fo DaBidie Gleichung durdy X — Y = o ausgedruct
werden fann. Da-nach ver Vorausfesung nur eine Ab?
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echlung der Jeichen fratt finden foll, feo ift flar, daf die
Poteftdten der unbefannten Grore x in dem Polinonium X
insacfammt Hdhere Poteftaten tepn miffen, a8 die in dens
Solinontum Y, 2Wenn alfo x* dte ntedrigfte Poteftdt von
% in X 11, und man fowohl X alg Y dura x* dividict, {0

enthalt die Brdfe — lauter Potejtaten von x mit pofitiver, -
X
: geril. S : A
und die Grdfie — lauter Poteftaten von x mit negativen Eps
K -

G S
ponenten.  Hieraus folat, daf der Werth von i mit x wadhz>
fen und abnehmen wicd, wofern nidt X blof xT enthalt,

” o € ‘:{ ” € . v -
denn in diefem Falle wurde — cine beftandige GSrdfe feyn;
A

Y S -
Bingegen twitd — wadhfen, twenn x abnimmt, und abnefys
X xf 2

men, wenn x sunimmt. FNun fev a eine reelle und pofitive
Wurzel der Gleichung, fo hat man
b

x = aj; X =_¥, und alfo auch
X Y-

———

Xt Xr
Getit man daber anfratt x Sahlen, die grdfer find ald a, fo

Y o i s
—, und folglih X — Y gleidh ciner poz

; X
witd allemal- — >.
xF X

fitiven Sahl; fegt wan aber anftatt x Sablen, die Pleinee

r —

X
find alg a, fo wird alfemal — < I—, und folalih X — Y

gleich einer negatipen abl. @8 tjt alfo unmbalidy, af vie
@Gleichung reelle pofitive IWurgeln habe, Die grdger oder fleis
e witen ol a,

@ 8. Aufs
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8. Aufgabe.

Gs ift eine Gleichung gegeben; man foll eine andere
BGleidung finben, deren Wurjeln die Differengen jrwifden
ven Wurieln jenze Gleichung find. '

&g fep die gegebene Gleichung
xm — Axm-I 4 Bx01-2 — Cx®=3 3¢, = 0 ... (B)
Da x ohne Unterfchied jeder MWutsel diefer GBleidhung gleich
gefepst merden Fann, fo bedeute x* ivaend eine andere Wurel
eben diefer Gleichung, fo daf man auch :

XM — Ax'm=I & Bxim-2 ' Cx/m-3 ¢ 3¢ = O
habe, und daben fey u die Differeny jwifchen x und x’, oder
%' = x + u. Dringt man dicfen Wertl von x’ in die lehte
Gleichung, und ordnet dabey die Glieder derfelben nadh u,
fo bePommt man eine Gleicbung fiir u von eben dem Grade
m, welche, wennman von dem lesten Gliede anfangt, fole
gende orm hat

. X4 Yut Zu2 Vel P fum=o0
und die Goefficienten X, Y, Z, :. find Funftionen von x,

fo dafs _
X == xM — Axm-I 4 Bxm-2 — Cxin-3 ¢ 10,
Y = mx"-I — (m—1)Ax"-2 § (m—2)Bxm=3 — 2,
s m(m-—-l)xm__z 3 (m—1)(m— z'fﬁxm-a ¥ i
2 2.
0
Dol
dX d2X d3Xx
Yt —: 7= YEV s e e e
dx 2dx2 2,3dx3’

iit.  Da alfo wegen der gegebenen GBleichung (B 1 X = o ift,
fo verwandelt fich die vocherachende, wenn man durch v
dividict, in
Yt Zaf Va2 i fTur-t=o0,., (C)
Wenn




o
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Wenn man in diefer Gleichung fite x eine non den Wurzeln
der Gleichung (B) fest, fo find ifre Wurgeln die Unterfchiede
swifdhen jener Wurjel und den dbrigen Wurjeln der Glei-
dung (B), und {dhaft man daher aus (B) und (C) auf dem
Weae der Climination x toeg, fo befommt man eine Gleiz
dung fit u, deren Wurjeln die Unterfchiede jwifchen jeder
von den Wurgeln Der Gleict ung (B) und allen fbrigen Wurs
seln cben diefer Gleichung find. €8 ift daher folches audh die
gefudte Gleichung,

Man Hat indef nicht ndthig, diefe Glimination felbft
vorjunehmen, fondern darf nur felgendes erwagen.

1) Wenn «, B 7, 1. die Wurgeln er Gleichung (B)
find, fo find die Wurgeln der Gleichung (C)w'— 8, & — v,
WUy B—ea, f—1u,20, vy —a, v—F 0 Hiccous ift
Blar, Daf die Sabl derfelben m(m — 1) ift, und daf fe jroep
und jtoen derfelben einander gleidy aber entgegengefest find,
fo Daf die Gleidhung (C) Lein BGlied hat, worin u mit einem
ungeraden Grponenten enthalten fodre. et man daler
m(m — 1)

2
pon welder toiv reden, folgende Form _

¥,— ays-I ¢ byi~2 — cv0-3 ¢ 3, = 0., . . (D)

=n, und uz =y, fo befommt dic Sleichung,

2) Da (e — £)2, (6 — )2, (B— »)2 1. die vers
fchiedenen Wecthe von v in der Gleichung (D) find, fo ift ber
Coefficient ; '

A= (w—@)2 } (e — 92 F@—1)2 {0

MNun ift aber
(« = 8)2 F (¢ —9)2 + (B—4)> T 1.

pra——
o e

(m— 1) (a2t 83 § 92 §2¢. — 2(«p T oyt By F 1.
¢ 2 und
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und Dabey ift
whfey ¥ By + .= B, und
w2 T g% F 42 F 1. = A2 — 2B
folaiidh ift auch
3 = (m—1)(A2 — 2B) — 28 = (m — 1)A2 — omB,
Mui ehnliche Aot fann man den Werth der tbrigen Coeffis
cienten b, c,-3c. finden, :
Jm dazu auf eine Teichtere et ju gelangen fey

AT S P 8" T 9
A2 = a2 + 82 + ¢2 4,
A3 = a2 t 82 T v2 %1
1,
fo ift befannter Mafien
Ar = A
Az = AA1 — 2B
A3 = AA2 — BAI ¥ 3C
Ag. =

AA3 — BA2 T CAI — 4D
3 :
Run fey fernép
2y = (e—8)2 f (e —v'2 F+ (B— 92 F 1,
2 =(e—p4 f (sa—2)4 F B=2)4 f .
a3 = («—p)5 T (e—s T (8—)S T 16
2.

fo bat man
(A1)2 — Az
( 2

al = (m-—1)A2 — 2

)
- : j

a2 = (m—1)Aq4 — 4(A1A3 — Ag) + 6

83 = (m—1)A6 — 6(A1A3 — A6) + 15(&2&4—~ﬁ63
{A3)2 = ﬁé}

- 20(

e
odet




3. 8. der Aufdfung der mtmerifchen Sleichungen, 6o

odet

(A2
MAZ = 2mes
2

i

al

)2
a2 == mA4 — 4AIA3 T 6-(—"'—;’-

aial
2

il

a3 mAG6 — 6AIA5 T 15A2A4 ~

und tberhaupt
mA2u — 2uA1(A2pg — E)
2m . 2p— 1)
el S
o 2p(ep —D(ep—2) ... (¥ 1) (Ap)g!
T E¥a G5 S
et man auf diefe Avt die Werthe von ax, a2, a3, i,
gefunden Bat, fo hat man dadurch die Werthe von 3, b, ¢, ¢,
aus der Gleichung () nach folaenden Formeln

au

Az(A2p—2 —1

a = arI
aal — a2
h o Soi———
2
bar — za2 } ax
€
3
e €a1l — baz J aaz — a4
4
i,

Auf diefe At Ponn man die Coefficienten a, b, e, 2. et
Gleichung <€) unmittelbar aus den Coefficienten dDev gegebes
nen Gleidhung (B) erhalten,  Man fudt ju dem Ende nad
Den vorhergehenden Formeln die Werthe der Grdfen Ar,
A2, A3, i bid juAzn, dann die der Ordfien a, a2, a3
bis jut an, und nun endljcd die von den Coefficienten a, by
€, 26,

S | 8. 2n:
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9. Anmecfung,

&8 verdient hier bemerPt ju toerden, daf vie Gleidhung
{D) auf gletche Art die Unterfchiede jwifchen den pofitiven und
Den negativen IBuryeln der: Gileichung (B) ausdruckt, fo daf
fie audh gultig bleibt, wenn man — x fir x fegt, um die
negativen Wurzeln ju. finden (Nr. 4.).

Ucberdem erfellet; Daf die Gleichung (D) diefelbe bleidt;
foentt man aud die Wurseln der gegebenen Glerchung um
ivgend ecine Grofe vermehrt oder vermindert, Hat daher
viefe Gleichung das jwepte Glied, fo Fann man daffelbe theg=
fobaffer; und wenn man darauf die Gleichung von v fudt,
fo befommt -man eben die, welde man gefunden haben
toiiche, toenn man das jwepte Glied nicht wegaefchaft hatte.
Allein dasd BVerfchivinden ded jroepten Gliedes exleidtert alles
mal die rfindung der Coefficienten a, b, c, 2c. weil dabep
A =0 und folalih auch Ar = o ift. Hiedurch vermwandeln
fich die Formeln der vorhergehenden Nummer in folgendes

Al = 0
A2 = — 2B
A3 = 3C
Aj= — BA2 — 4B
3,
aI m mAz2

12 == mAg4 -]-69—21{

A3)=
23 k= mAb £icAakd — 20 z
p 1%
A = arl
aay — a2
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bar — aa2 f a3

3
26

c =

10, Erfier dufan.

Da die Wurieln der Sleichuna (D) die Duodrate det
Bifferenzen wifchen den FBurzeln der gegebenen Gletcbung
(B) find: fo ift flav, daf die Differensen jtotfchen den Buys
seln dee Gleichung (B), wenn alle Slieder der Gleidung

(D) Ddaffelbe Seichen hatten, in weldem Kalle diefelbe gar .

feine veelle und pofitive Wurgel haben wicde, indgefammt
imagindc foyn wieden. €8 Fonnte alfo in diefem &Kalle die
Gleichung (B) nicht mehr al8 eine veelle Wurgel haben, odet
toenn fie deven mebreve hatte, fo ronrden diefelben einandet
aleich fepn.  Findet died leptere ftatt, fo find die Methoden
befannt, toie man folches suerfennen und die Anfldfung ju vers
ticbten bat, aud Pann ver folgende stoepte §. nadhgefeher

merden. Tag den etften Fall betvift, fo folgt aus Nr. 6,
daf man A= 1 nehmen fann,

11. dweyter Jufan,

_ TBenn die Gleicdbung (B) cin obee mehrere Paare gleis
der Burseln hat, fo ift beFannt, daf dadurd) in dev ®lets
“dung (D) ein oder mehreve Werthe von v gleich Full ez
den, fo daf alédenn die Gleichung ein oder mebhrere Wiale

durdh v dividict twerden fann.  Findet diefe Divijion ftatt,

fo hat die Gleichung, elcbe man nadp derfelben echalt, tids
wacts gefchrieben, folgende Form
1k wvt Bv2 T yv b favi =04 .. (E)

. Joaxg
und r ift = odet <n. Man fepe v = . und oedng - die

Glcidhung nach vy, fo befommt man
€ 4 v

= Ty
e e ——a e

o —

s

e e

—

)

T
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y* F ayt=X f -2 qooyr-s f e =0... (F) |
Ferner fucbe man nah den befannten Wiethoden die GHrenge
Der poiit pen Wurgeln diefer Gliadhung, und fepe diefelbe §
=1, {o dafi 1 g:Ofier fep alé jeder pofitive Werth von y,

T < 5 I
Migdann ift - Fleiner alé jeder poiitive IWerth von ‘= oder F
Y

pon v, und folglich Fleinet ald jeder der MWerthe von u3y |
weil v == a2 gefet worden i,

w 7 l c
Diefed vorausqgefest, fo ift aud ﬁnnibmcnbiger Weife
Fleiner ald jeder der IWerthe von u, D. . ald feder von den |
Unterfchieder grifchen den teellen und ungleichen FWurjeln |

ber gegebenen Gleibung (B).

St daber 1) V1 < 1, fo ift man ficdber, daf die Gileis |
chung (B) Feine veells TWurzeln hat, die um weniger alg um
3 verfcbieden waren, und man fann daber obne Bebentfen
A =1 fegen, (Jir. 6).

2) Sft aber 71 = oder > 1, o Fann es fepn, daf die
@leichung (B) Wurjeln hat, deren Unteefchicde Fleiner alf
¢ 8 find; alletn da dev Fleinfie von diefen Unterfchicden alles

: g 1
mal nothroendiger Weife grofier it als e fo fanun man aud
Y

g : I
allemal nach der angefalrten Nummer A == oder ‘f"ﬁ
nehmen, :

Uebechaupt fey k die gange Jabl, die enttveder der 1
pleich ober gunadhft ardfer ald v1 ift, fo Fonn man allemal

I
O = = nehmen,

32, Efte
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12. Eefte Anmerfung,

MWas die Yrt und ILWetfe betrift, die Girengen der Wues
seln einer ®leicbung s finden, fo 1f die bequemfte und ges
naufte digjenige, roeldhe von YTewton herrithet, und rwobey
¢8 Darauf anfommt ein¢ Rabl su finden, die fo befdaffen ift,
pafi, wenn man bdie Wurjeln der gegebenen Gleidhung um
diefelbe vermindert, die dadurd entftehende Gleicbung feine
bwedslungen der Seidhen hobe.. Es Fann nemlich in dies
fem Ralle eine Gleicbung blof negative MWurgeln haben, und

. ¢8 muf folalidh dre ahl, um roelche man die Wurje dee

geaebenen Gleichung werfleinert hat, nothwendiger Weife
grdfer fepn, alg die grdfte von Diefen Wurseln.

1im alfo die Girenge 1 ber Wurseln der Sleichung

(F). - o y=t ey~ $8y"-2 foy=3 T ="
au finden, fege man datin y 1 fatt y, und ordne die s
bureh erhaltene Gleichung nacdh y.  Uuf diefe At toicd

Pih:Qy 4 ‘RyajiGyastd 16 ppiEso
and ¢8 ift in diefer Gletchung

P =1t } alr-T § 8Ir-2 F Ir-3 f 3, T =

Q = rl=1 ¢.(r — Dal'72 $(r —2)8lT3 T .
Rt e(r — r)lr__z + (£ 1) (5 =~ 2‘)&11'_3 e
2. I L] 2
S Sk B + 10,
TS
2.

fo dafi man alfo blofr fur I einen folchen MWerth ju fuden
hat, wobepy die Grdfien P, Q, R, 2¢. indgefamimt pofitio toers
den.  Kangt man dabep von der fepten diefer Frofen am,
fo bat diefelbe nur jroey Glieder, und gebt man alfo fufens
weife von ihr 3u den vothergehenden fort, fo findet man die

€ s Fleinfic
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4
i

Fleinfte gange Sabl leicht, die man fur I fepen fann, und
welde die gefuddte GSeenge ift,

aBill man all:8 BVecfuchen vermeiden, fo darf man fiv
1 nue den grofiten Coefficienten der negativen Glicder der
Bleichbung (F) um eing permebhrt nehmen; denn e8 ift leicht
3u Detoeifen, die Grdfen P, Q, R, ic. bep diefern Werthe von
1 allemal pofitiv find. o

Diefe Methode, die Girenge der MWutgeln einmer jeden
®leichung pu finden, vabhee, wie ich glaube, vom Viaclaus
vin fer; ich will aber eine andere mittheilen, welche dfters
die Grengen noch naber giebt.

Gind — pyr—m — Hyr-n— Fot-p — 3¢, dDie negativen
Gilicder der Bleichung (F), fo nehme man fiie 1 die Summe

m n r

dec Depden guofiten Srdfen aus x:’".»:.. Yo V' m, 1., ODeY itz
aend eine Jabl, Die grofer ift als diefe Summe.  Die Nidy-
tigkeit Diefer Methode A€t ficd auf eben bie Art berweifen,
alg die der pothergehenden, und fo twarve ed uberflifia, daz
Dep u vermweilen.

Uebrigens mufi bemerPt werden, defi man cuf bepden
$Begen felten die nddvften Grengen der Wurgeln findet; um
nahere ju befommen, muf man nady und nadh fiie I immer
fleinere Sablen fesen, und darunter die Fleinfte von denen,
welde Py Q/ R, 2. indgefamme pofitiv geben, nefhmen.

13, dweyte Anmerfung.

Dat man nun die Grenge 1 der Gleichung (F) gefundien,
nd k gleidh oder junachit grofer ald V71 genominen, fo mache

| -
man A= - (Rr,10.) Und fetze in dev gegebenen Gleichung

an
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an die Stelle der unbePannten Grdfe nadh und nadhy die Jah-
(¢n o, %, -i—, —i—, . Die Werthe, tveldhe man auf diefe
9t findet, merden eine Neihe bilden, worin eben fo viel Abs
toechslungen Der Seichen voefommen, ald die gegebene Gleiz
dung veelle pofitive und ungleiche MWurseln hat, und jede
diefer Turzeln witd jroifdben jwen anf einanber folgende
MWerthe mit entgegen gefesten Seichen falfen, GSeben daher

I |
bie Saljlen f— und 3—1-{;—-5 entgegcnggfcgte TBerthe, fo giebt
: : h hifx iy,
e auch cine Wurzel, toelde oifden e und A fallt,

und ¢ ift folglich die ganze Fahl, welde —E— am nadhfien

Fommt, det nachfte Werth diefer Wurgel in ganzen Jahlen
MNr. 2.)

SRan fernt alfo auf diefe Act nicht blof die Menge det
pofitiven und ungleidhyen Wurgeln der gegebenen Gleichung
Fennen, fondern man findet aud jugleich diefelben tn gangen
Sablen fo genau ald moglich,

Greignet o8 fich, daf ciner-oder mehrere von den fich
ergebenden Werthen gleih o twerden, fo ift flar, Daf die
Sablen, weidhe diefe Werthe hervorgebracdht haben, genaue
Wurgeln der geacbenen Gleichung find.

Um die Rechnung leichter und Firvger 3u machen, wollen

i nody folgendes anmerfen.

1) @8 fallt-in die Yugen, daf ¢8 bep der Cefindung der
Grengé der pofitiven Wurzeln einer gegebenen Gleichung uns
nup fepn rofixde, toenn man an die Stelle dev unbefannten

Sroke.
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¢

Gidfie Sablen fegen twollte,  die grdfer todren ald Biefe |
Grenge; 0b e8 gletch leicht eingufehen ift, daf man dabey nie |
andere alg pofitive Werthe befommen wird. . It dahera |
bie aedadte Grenge, fo ift die Wenge der vovsunehmenden
Gubfritutionen = 2k, und folglich allemal eine endlide |
Menge,

: fleherf)mipt ift s ohne die Grenze A ju fuchen, hinveis
hend, die Subftitutionen fo weit ju treiben, bid ag erfie |
@lied dev Gleichung, oder die Summe der ecften Glieder,
toenn 8 deren mehreve giebt, die ben daffelbe Seidven ho
ben, gleidh oder grdfer ift alé die Summe allcr negativin
Glieder. - Denn nach Rr, 7, beweifet man feicht, daf die
Subftitution jeded arofern Werth8 Feine andeve ald pofifive
Refultate geben Fann. '

o) Ynftatt i die unbefannte GSrdfe x die Bridy

%, —E— ic. gu feen, Fann man dafie aud fogleich —E fubs
ftituiven, oder welches eben darvanf hinauslauft , den Cocffis
cienten ded joepten Glicded mit k, den Coefficienten e |
dritten Glieded mit k2, u. . f. multipliciven, und dann an
fe Gtelle von x die nathclidhen Sablen o, 1, 2, 3, 2. fefien,
bis die Grenze dicfer Gleidhung, oder and dasd evfte Glied, !
pber Die Summe der ecften Glieder, toenn ¢8 mehrere mit
cinerlen Reichen aiebt, der Summe der negativen Glieder
gleich oder grdfer ift al$ diefelbe, Auf diefe Avt findet man

Die Nefultate in lauter gangen Sablen, und die Wurjel et

gegebenen Gleichung fallt nothwendiger Weife gwifchen die
Refultate mit entgegengefenten Seichen, wenn man diefelben
durch & dividict,

3. €8
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3. @8 fep m der Grponent der Gletcbura, in welder
man nash und nacdy die naturlichen Sablen o, 1,25 35 26
fubftituiven ioll, fo behaupte ih, daf man nady der Cefine
dung von m + 1 Refltatent, . h. nacdhdem man fir x die
Qaflen o, 1, 2, 3, 2 m gefegt Hat, die Gbrigen durd cine
blofe Yoditton finden fanm.

Ru diefen Gnde darf man nur die Diffevenzen der ges
fundenen Refultate fuchen, deren man m Dbefommt, dang
die Differengen von diefen Differenzen, deven Jahl m — X
ift, und fo forefabren bid jur mien Differen;.

Diefe legte Differeny fft deswegen nothiwendiger Weife
¢ine Deftandige Grodfe, weil der Erponent der hodbften Digs
nitdt der unbefannten Grdie m ift, und man fann daher
diefe mien Differemzen fo mweit fortfegen ald’ man will,
teil man dajubloff die gefundene ju miedecholen hat.  Hat
man diefes gethan, fo fann man vermittelit diefer mten Dif:
ferenjen die (m — 1)ten;, vermittelft diefer die (m — 2)ten
und fo toeiter finden, big man ju der erften NReihe gelangt;
melche die gefudhten Nefultate enthalt.

8 perdient fier bemerPt su toerden, daf toenn die T
gehorigen Glicder der Rethen, toelche man auf diefe vt
findet, einmal indaefammt pofitto find, die folgenden Glies
Dot jeder Reihe ebenfalls pofitiv feyn tweeden  Da nun Die
leste Differeny allemal pofitiv ift, fo 1ft flar, Daf man in je4
Der Reihe endlich cinmal ju lauter pofitioen Hlicdern Foms
men muf§, und o8 ift folglich hintdaglich, die Reihen fo roeit
fortiufegen, 6is alle jugehdrige Glieder pofitip gercorben
find, Denn ift dies gefchehen, fp ift man veriichert, taf
Die Reihe der Rejultate, forveit man fie aud for:fcggn mag,

numnee
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immer- pofitio bleiben, und folglich feine Abroechfelung det |
Beichen mehe enthalten rivd. |

Um dies dupch cin Bepfpiel ju erloutern, toollen toiy
die Gleichung
x3 — 63x ¥ 189 = O
nehmen, Die NRefultate, diegu x=o0, x =1, x =29
x =3, g¢hiren, find
189, IR7; 21 27, alfo
vie erften Differenien
—62 =56 —44
die jwepten Differenen
6 12
dDie dritte
Man formire alfo folgende Neiben
6 6 6 6 6 6
6 12 18 24 30 36 42 .
— 62 — 56 — 44 — 26 — 2 2864 -2
189 127 =1 27 I — 1 27 1.
Dasd Gefen; nadh tweldbem fie gebilbet worden, ift, daf je
des Glicd die GSumme aud dem vorhergehenden Gliede
eben ber Reibe und der uber diefem befindlichen der vors
heegehenden Reibe werde.  Huf diefe et ifi ed leicht, die
Reihen fo roeit fortufegen; als es irgend verlangt ricd.

=

oo
ke

tun ift die vierte Reibe, toie man fieht, die Reibe det
Refultate, weldhe man durch die Subftitution der natdelis
dhen Sablen o, 1, 2, 3, fiir x in der gegebenen Gleichung
befommt; und da die Glieder der 2ten Columne, nemlich 6
42y 64, 27, indgefammt pofitiv find, fo werden es die folgens
Dent Blieder ebenfalls fepn, fo daf daber diefe Reihe, aud
nod) fo roeit fortgefest, Feine Abwedslung der Reichen fers

ner-enthalten wird,
14, Aig
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2, 5B, det Uufldfung der numerifden Gleichungen. 7g

14, AumerEung,

@8 ift bereité angemerft toorden, daf man den Werth
aller reellen und ungleichen LWurzeln einer Glcichung finden
fann, indem man in der Gleichung fiatt der unbefannten
Grbfe die Glieder einer arvithmetifchen Progrefiion fubftis
tuict; indef Fonnte Dies aus Mangel der Beftimmung Ddies
fer avithmetifchen Progreffion von Feinem fondertichen Nupen -
fepn, SeBt Fennen wiv diejenige, toelde in jedem Falle ges
wabit merden muf, und werden von eben diefer Hufgabe
nun auch firr die gleichen und imagingren Wurieln Sebraucd
ju machen juden,

§ 2
BVon der At und Leife bie gleidhen und imagt:
naren Wurzeln etner Gleichung ju Hefommen.

15, _

9Bie haben im vorhergehenden §. blof die reellen und
ungleichen Wurgeln der gegebenen Gleidbung (B) betrachtet,
jest twollen wiv annehmen, daf die Gleidhuug gleiche Wurz
geln habe. Gn diefem Falle muff nad Ne. 11, die Glei:
dung (D) fo vielmal durch v dividivt werden Ednnen, ald
¢8 Gombinationen der gleichen Wurgeln ju jwenen giebt,
und fnlg’[ict'r miufferr eben fo viel bon den lesten Glicdern in
diefer Gleicbung (D) feblen.  Auf diefe Urt exfennt man fehe
leicht, toie viel gleiche Wurseln in der Glerchung befindhich
find. '

Da alfo in dem Falle, daf gleiche Wurgeln da find,
nothivendiger Weife u == o ift, (Jr.8.) fo giedt alsdann die
Gleidhung (C) Y = o = ©8 miiffen folalich die bepden Gleiz
dungen fur x, nemlich X=oumd Y =0, wam x eines

: ool
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pon den gleichen SBurseln dev Glewhung (B) gleidh ift, 3u
gleicher Seit fratt finden,

Man fube alfo auf den befannten Wegen den grofiten |
gemeinfcbaftiichen Faftor dec beplen. vieltheiligen Srdfen ;
Xund Y, und fc&:_.a- darauf diefen Faftor = o, fo twird man
eine Gleichung befommen, die blof aus den gleichen MWurs |
seln der agegebenen Gleidung jufammengefest fepn witd, "
aber exhoben ju einet um eind niedrigern Poteftat.

@8 fen R der grdfite gemeinfibaftliche Faftor von X nnd
Y, und X* der Onotient aus X turdh R dividirt, fo ift leidht
eingufehen, bafl die Gleichung X == o cben diefelber Wurjeln |
enthalten twird, alé die gegebene Gleibuna X = o, nur |
mit dem Unterfchiede, Daf die in diefer Gleichung dfters vors
fommenden Wurzeln in jener nue einmal entbalten find,
Diefe Gleichung [afit fidh alfo nacdh) den Regeln des vorher:
gehenden §. behanbeln.

SBenn man will, fo fann man aud jwep Gleichungen
finden, Davon die eine blof die aleiden, und die andere blog
die ungleichen FWurzeln der Gleidbung X = o entihalt S
diefem Gnde darf man nur noch den grdften gemeinfchafts
lidben Divifor von X' und Y fudben, und, indem man dens

i

4 X"

felber R! nennt, den Duottenten — fehmen. Sept man

Kl

R
18 = ound R =c.

= X', {o find die gedachten bepden Gleichbungen X

Die erfte enthdlt blof die unaleichen Wurzeln der Glels
dung X = o, und dic andere biog die gletchen Wurzeln eben
derfelben Gleidhungen, aber jede nuc enmal, fo daf die bev?

Dent
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3. B. ber Auflofurg der tumerifdhen Gleichungen. g1

ven GleicBungen X'"=ound R’ = o feine anbvere al8 ‘un:
gletche-Buvseln haben,/und fich-alfo nachy den NRegeln Des
porhergehenden §. behandeln lafien.

16.

Kennt man die Anzabl der reellen, foroobf gletdhen alg
ungleichen Wurgeln einer gegebenen Gleichung, und ift diefe
Angabl Fleiner al8 der Crponent der Gleickun a, fo hat man
baran cin Kenngeichen, baf die fbrigen Wurgeln imaginae
find,

Ueberhaupt, follen die Wurseln einer Gleichung (B)
inggefamme veell fevn, fo mifen die Werthe bon u e§ ebenz
fall8. fegn: - Folglich mifien alsdann die Berthevon u2z pder
bon v insgefammt veell oder pofitiv fenn, und alfo die Gleis
dung (D) Ne. 9. lautee teelle und pofitive QBmgeln habern.
Dieraus flieft fecner, daf die Seichen in diefor t Gletchung abz
wechfelnd pofitiv und rr-:'-f!fib fepn muflen; und wenn alis
blefe Bedingung nidt ftatt findet, fo ift o8 ein jichetes Senn:
seidhen, baf die Gﬂc@ung (B) imaginave 28urjeln hat,

Jtun ift befannt, daff Bte Angabl ber intagindren Wirs
seln einet jeden Gleichung, eine gerade 3ablif; und daf je
ey und jwey unter diefé allgemeine Sorm =+ 8V — 1,
& — 8y — 1 gebracht merden Pdureti, wo wund 8 reelle
Grdfen find, Dierdurd) wird u = * 28y — 1, und folgs
i v = — 482, Yut Otefe At eebheller, daf Die Gletcbung
(D) nothwendig fo viel teelle neaative Yurgeln bat, alg ¢8
in der Gleichung (B) Paare inraginarer Wurseln giebt,

Sesit mandaber v= — v, wodueéh vie Gleidhung (D)
i folgende. vermwandelt wird,
Wii= awa-X } bwn=2 o oW =0, 4 (G)

8 fo




i S A ————— T [
—— ———— .

g2 I Won ten Gleichungen,

fo hat diefe Gleichuna nothmwendiger Weife fo viel reelle pos |

fitive MWurgeln, ald die Gleidhung (B) Paave von tmaging
ten S0urgeln,

$at alfo die Gleidhung (G) nur eine bwedbslung det |
Jeichen, fo hat dic Gleicbung (B) auch nidhe mehr als joey "

imaginare Wurseln (NRr. 7.),

I.?O
(&8 flieht aus dem Worheraehenden, daf man blof die
reellen pofitiven Wurjeln der Gleichung (G) ju fuchen ndthig

bat, wenn man die imaginaren urseln der Gleichung (B) |

Haben will, €8 mdgen w!, wt!, wi'r, s¢. diefe Wurseln bedew
' " w
ten, fo hat man in iw, ‘r: ’ "F;V , ¢, Die Werthe von
8. Um die jugehorigen Werthe von « ju finden, fesse mat
fir x in der Gleidhung (B) = + 8y” — 1, unbd mache 3y
Gleichungen, davon bdie eine alle veelle, und dic andere all
Diejenigen Glieder enthalte, die mit v- — 1 multiplicict find
uf diefe Act befommt man fiir « jtoep Gleichunagen von
folgender Form
gl Pame T AREORM=28 4 1207
maf-1 § pat=2 o ga=3 oo e OJ>°

o o)

in roeldben die Coefficienten P, Q, 26,y p, g/ 16 durch a, b '

¢, 1c. und 8 gegeben find.

Bicht man daber 8 einen pon den porherachenden Wiy
then, fo mufjen diefe bepden Gleichungen ju glerchet it
ftatt haben, und eg muk alfo aud einen qemetrfebaftlichen
Divifor von bepden geben.  Man fuche alfo den ardfiten g
meinfchafelichen Kaftor derfelben, und fege thn = 0, fo bes
Fommt man eine Sleichung jrwifchen » und 8, tworaus man,
Da & befannbdft, « fiuden £ann,

Sind
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3. 9B, ber Aufldfung der numerijhen Sleichungen. 83

Sind die Werthe von 8, welde man qus dep Glei=
dhung (G) gefunden hat, indgefammt einander ungleich, fo
fann ju jedem Werthe von 8 nidht mehr al ein Werth von
= gehoren, und es fonnen daher aud) die-beden Gleicbuns=
gen (H) nur. eine Wurgel gemein Haben. Aus - diefem

Grunde Fann ihr gemeinfhaftlicher Faftor die-crfte Dignia
tat nicht Nberfteigen.

Jan fege daher die Divifion fo lange fort, 6is man
gu einem Refte gelangt, worin « blof in der erften Dignitat
befindlich ift,. und fege diefen Reft = o, Diefe Gleichung
toird Deir gefuchten Werth von « geben,

Sind aber unter den IWerthen, toelde man aus der

Bleidhung (G) gefunden hat, 3. B. 1wep ecinander gleiche,

fo Ednnen ju diefen gleichen IWevthen von 8 verfchiedene
Werthe bon @ gehoren, und fest man daher biefen dappels
ten MWerth von 3 in die Gieicbungen. (i), fo miffen Diefelben
fitc jeden Der gugehdrigen IWerthe von « giftig fepn. 9ug
Diefem Stunde miiffen fie joen gemeinfchaftliche Wurzeln, und
folglich einen gemeinfdbaftlichen &aftor vom jwepten Grabde
Dabem. - Jn diefem Falle muf man daher die Divifion
nicht toeiter fortfesen als bis ju einem Refte, worin « in
bet jwepten Dignitdt vorfommt. Sest man. diefen Reft
= o, fo.hat man cine Gleichung vom jrveyten Grade, twors

aug man den doppelten Werth von « beftimmen Fann, dee
allemal veell fepn wicd,

abe ed drey gleiche Werthe boh £, o ditefte man die
Divifion, um = ju finden, nicht weiter alg big ju einem
Refte fortfesen, worin « in der Britken Dignitat enthalten
ware, Diefer Neft, = o gefest, gabe eine Sleiduitg vom
S 2 dritten
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dritten Grade, die brep reelle Werthe von « enthalten twuste,
und auf apnliche et verhalt e fich ferner.

. 3
Mete Tiethode die Wurgeln nunterifcher Gletchiins
gert naherungsoeife ju finden,

18,

&3 fep die Gleichung

T s b e T ol O olbaC b i Sy o8 e—— i o RN T
gegeben, wnd eine veelle und pofitive Wurzel derfelben ent:
weder nach dev vorfetgehenden oder irgend eiiter andern
Methode in ganzen S[ablen befannt.  Man nenne diefen
evften Werth p, fo dafx > p aber < p F 1 fep, und fege

[ - " . . T ~ » i
x=p F — Bringt man diefen Werth fir x in die geges
= .

bene Gleichuna, multiplicict darauf alle Glieder durdy ym
und ordnet fie nad) y, fo befommt man eine Gleidhung vor
fnlaenber Fotm

My st Qymea ok et Kli="10 , ... (b)

X
Da nun nad) der BVorausfeung — > o und < r fepn foll,
. :

foift y > 1 und e8 hat daher rﬁi-ﬁleici'unj (b) gum toenigs
ften eine reelie 2Wurzel, die grdfer alé einsd ift.

Dean fudbe alfo auf die §i 1. erflacte’ Art den Werth
Diefer Wuriel tn ganzen Sablen.. Da dielelbe nothmendiger
Weife pofitiv 1ft, fo ift e8 genug y ald pofitiv ju betracyten
(Je.4). :

Faddem man auf diefem Mege den Werth von'y in
gangen Jahlen gefunden hat, dev g heifien mag, fo fese
man
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| : : 7 5 g
man y = q ¥ — und bringe diefen Werth in die Gleichung
Z

(b). Hicdurch befommt man eine dritte Gleichung fiir z
von folgender Form .

Affam f BUzmSEGp Clzm=2 o 30, oK ="0", . . (¢)
Dicfe Bleidung hat nothmwendiger Weife jum wenigften
eine reelle Wurgel, Dic grdfier ald eind ift, und man Pann
alfo aud) den 2Werth diefer Wurzel in ganzen Babhlen finden.

©8 heife derfelbe r. Sefit man z = r ¥ %unb bringt

dicfen SWerth in die Gleichuna (c), fo erhalt man eine Gleiz
chung fur u, die wenigftens cine veelle Wutrzel bat, toelche
grofer ift ald die Cinbeit, und eben fo verhalt es fich ferner.

Gahrt man affo auf diefe At fort, fo nahert man fich
vem Werthe der gefudbten TWurzel immer mebe und mehr,
Gretgnet e8 fich aber, daf cine von den Jahlen p, q, ic. cine
genaue Wurgel ift, fo-hat manx =p, Det y=q u. . 1.
und die Operation hdrt dann auf.  Sn Biefem Falle findet
man alfo fir x cine commenfurable Sahl.

30 allen ibrigen Failen ift der Werth der Wure! noths
twendig incommenfurabel, und man fann fidh vemfelben nur
big ju-jeder beliebigen Grenge ndhern.

19,

Dat dic gegedene Gleichung mehtere teelle pofitive
Wurgeln, fo fann man nadh der § 1. ecfllrten Methode
den Werth von jeder in ganjen Sablen finten; und nennt
man diefe Werthe p, pY, p, . fo Fann man fie nach und
nach gebrauchen, um fich dem wabhren IWerthe immer mehe
3 ndhern.  Man bemere aber folgendes,

: & 3 - 1) %Benn
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1) $enn die Sablen p, p’ p” :c, indgefommt von
einanber verfdbieden find, fo hoben die Sleichungen (b) (e) e,
Der vorhergehenden Jummer nicht mehr ald eine reelle
SBurgel, die gugleich grdfier ift al8 die Einheit, Denn follte
3. B. vie Gileichung (b) gwep reelle Wureln bhaben, die
guofiet waven alg die Ginbeity) 3. B. vy’ und y'*; fo hatte

I 1 ey
man x == p ¥ v und z=pf—, fo daff bicfen bepden
4

SBerthen pont x einerlen gange Jahlen p twider die Vorauss
fetung jufame. - Auf abnlide Ut riede ed fich: mit dev
Gleichung (c) und jeder der ubrigen verhalten, twenn fie
aioep veelle Wurgeln Hatten, die grofer tavenald die Einheit.

lm alfo die Werthe q, r, . et Wurseln der Geis
hung (b) (c) 2c, in gangen Sablen zu finden, ift e8 in die
fem Falle hinlanglich, fir v, z, 2. die natilicdhen Sahlen 1,
2y 3, 2c. und 3oac blof pofitio, gu fegen, bid man durd
Diefe Subftitutionen ey NRefultate mit entgegenftehenden
Seichen befommt,

2) $Behtt ¢8 3tveny Werthe von x giebt, welchen einers
fey gange Sabl p jufommt, fo Haben, toenn man diefe
Babl gebraudt, die Gieichungen (b) (c) 2. jede jroen. reelle
Wurgeln, die grofer ald cins find, bid man ju ciner Gleis
cung fommt, toorin die Werthe diefer bepden Wurzeln
vurdy verfchiedene gange Sahlen aquggedructt werden. Sos
bald diefed gefdhehen ift, giebt jeder Ddiefer Werthe eine
Reihe von Gleichungen, davon jede nicht mehr ald elne re
elle Murzel hat die grofer ift ald eins.

Denn da x gwey verfhiedene Werthe Hat, die bepde
pic gange Jahlp gemein Haben, fo laffen fich diefe beyden
' 2Werthe
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Werthe durd p * ? ausbeucfen, und es muf folalich y

niothioendig gwep veelle GBerthe haben, die grdger find als
¢ingd, - Habeh nun diefe  beyden Werthe von y die gange

] |
Sah! q gemein, {o muf qudy, toenn man y = q ¥ = feat,

z $toep veefchiedene MWerthe faben, die grofer al8 eing find,
u- ri m+

Wenn aber die TWerthe von y in gamen Jahlen vers
fdbieden twaren, fo mifite man, toenn man diefelben g und

I I
q' nennte, y=q F —und y= q' ¥ — fehsén, und dabey
Z : Z

fallt in die Yuaen, Daf z in beyden Fallen micdht mehr ale
einen reellen Werth haben tourde, der qrdfier ald einsd mware,
tocil fonft y, anftatt einen jroepfachen Werth ju Haben, cinen
deepfachen, vietfachen IWerth u, f. ro, befommen witcde,

Sft man daber durd die gedadhten Subftitutionen ju
einer Gleichung gefommen, deren bepde Furzeln, dic grds
fier alg die Einbeit find, durd) verfdiedene ganje Jahle
ausgedruckt werden, fo hat jede von den folgenden Gleis
dungen, die man durdh diefe bepden Werthe erhalt, nicht
mehe alé eine veelle Furgel, die grofer ift als dic Einbeit.
Solglich braucht man, um den Weeth diefer Wurgeln in
gangen Sablen gu finden, in den Gleidhungen nur die natirz |
lichen Sablen 1, 2, 3, 1. jufubftituiven, bis man wey Refuls
tate mit entgegengefetsten Seichen befomint (Nt 6).

Achnliche Anmerfungen laffen fich bet bie Falle mas
den, wo die Gleichung (a) drep oder mehreve Wurzeln Hitte,
Deten Weethe in gansen Sahlen nidht von etnander vevfhies
en waven,

S 4 20.
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20,

Wiv haben in Der 18ten Rummer angenommen, daf
die gefuchten Wurseln pofitio find:  Um die negativen Wavs
geln gu finden, braudt man in der gegebenén Gleichung
nur — x fie x gu fegen, und dann die pofitiven Wueseln
diefer neuen Gleichung su fuden (Nr. 4).

ABas die imaginaren Wurseln betrift, die allemal durd
« ¥ 8Y" — 1 ausgedrucft werden foanen, fo find §. 2. Res

T ———— -

geln gegeben worden, nady teldben man Gleichungen fins |

den fann, dte w und & ju Wurjeln Haben. Man darf alfo
nut die reellen Wurseln diefer Gleichungen fuchen, twemn
man die imaginaren MWurzeln der gegebenen Gleichung has
ben will,

2rT.
g i oy ; 1o
Um fich die Subftitutionen Ne. 18, von p + — fir x
y

| ER y =
pon q F 4 fue yac. guerleichtern; Gemerfe man, daf fidh

Die Coefficienten der Gleichung (b) unmittelbar aus ben
Coefficienten der Gleichung (a) Herleiten laffen, €38 ift
nemlih

Al — Apm - Bpm-:t s Cpin-2 -f- Dpm=-3 + i,

B! — mApn=T T (m _.,,,I}}gpm—:, + (HI-HEJC}J'“_?' .1:, T

m(m — 1) (m—Dim—2)
Ches ———;—Apm-l’ by 2 Bpm=3- 4,
Wy

Eben fo befommt man dic Coefficienten der BGleichung (c)
aus den Coefficienten dev Gleichung (b), wenn man in den
vothergefienden Formeln q flic p, A% B €% e fie
Af BGCG ee, und A%, B, C% s fie A, B, C, ic. fest,
und.guf ahnliche Yct fFann man weiter fortaehen,

Man
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Man ficht hievaus, daf der erfie Coefficient A oder A’
i, nie == o fepn.wied, wofern nidht p oder q 2c. eine genaue
Wurzel 1ft, denn tn diefem Falle endigt fich mit diefer Sahl
Det continuirliche Brud, welden man auf dem befcbriebez
nen 2Wege findet (Nr.18.). Gt nemlicd A” = o obder AY
=0, fo befommt man y = 0 odet z = oo, und folga
lih x = p oder y = q 1,

22,

Sind alfo p, q, 1; s, t, 2. die Wurgeln der Gleichungen

L

(2), (b), (), 1. fo dafi x =p + =, y = q % - i =
) Z u

2. ift: fo befommt man, twenn man diefe Werthe nach und
nah in Den Werth von x bringt,
I

q %

x=p% :
T sl

s ek

und 8 foird folglich der Werth von x oder der gefuchten
Wurzel durch einen continuiclichen Brudy ausgedructt. €3
it aber befannt, dafi diefe Art Briche fehr gefdhickt ift, jede
vationale forooll alg irvationale Fahl auf die moglich einz
fachfte und genauefte MWeife auszudrucfen,

wiydgens fcheint Det evfte gervefen 3u fepn, der diefe
Gigenfthaft der continuitlichen Briiche bemerfe und diefelbent
gebraucht hat, um die einfachiten Bruche u finden, die
einem gegebenen Bruche am nadbfren Pommen, Man fehe
feine Abhandlung de Automato planetario,

Jtach ihbm Haben viele grofie Mathematifer die Theo:
vie diefer Bride tweiter entwicfelt und mit Cinficht und
Nueen gebraucht, Allein noch Hat man meines Wiffens
mdt daran gedadt, fich ihrer bey der ufldfung der Gleis
dungen ju dedicnen,

85 23,
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27,
Berwandelt man die continuiclichen Briche
g, p f;f P ¥ ~;— i
— 1
: r
ingemeine Brirche, und fest dabep
« = p LR 1
B= qut1 Bl = qa'=gq
y=1r8 T « v = r 8! fiu
e =sy tp L
{8 ¢,
fo befommi man
P B v )
— — 3.

.ﬁ&" ﬁo" ,y.-" E;"

Diefe Beuche nabern fich nothrwendiger Meife dem twahren
Ierthe von x, und wae ift der erfte von ihuen Fleiner, der
andere grofer, und der dritte wieder fleiner, der vierte toies
der grdfer u. fi ro. ald Diefer Werth, fo dafi derfelbe: alles
mal jtoifchen jwey unmittelbar auf einander folgende
Bricde fallt. Diefe Behauptung (&ft fich fehr leicht aus der
FNatue der Matut der continuithichen Brude herleiten.

RNhin uberseugt man fich leicht, daf die Werthe von
«, B, 7, 16, und &, g% +* 2. allemaf fo Defcbaffen find, daf

Ba' = af’ = [

By! — w8 =2 &
3y — 53 =1
3¢,

i, Hieraus folgt.

1) Daf diefe Brirche bereits auf die Eleinfren Sahlen
achrade find. Denn wenn 3. B » und ¢/ einen andern ge-
saeinfdhaftlichen Divifor Hatten ald die Einbeit, o mifte,

04

e
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ba gy’ — o8 =1 ift, aud) die Cinheit durd diefen Divifor
thetlbar fepn,

11 ‘B 2 e I - ’3 ? P I "
2) gernerut;’ e R S o

PhEL : Sias ;
“petay {E,, 36,, und 8 fonnen daber die Briche

-, —, :, ¢, pon dem twahren Werthe von x nidt toeiter
unterfchicden fepn al8 um ¢ine Grofe, die Fleiner ift ald
1 | X : o e ; .
e i, Hicenach laft fich die Grofe der jes

desmaligen Nabherung leicht deurtheilen.

Ueberhaupt da g > o4 o' > g’ 1. ift, fo ift auch
1 I I I g :
TR Syt G > P, 1.5 und es Fann folglich die Abs
wetdhung eines jeden Brudhs von dem toahren Werthe der
Wurgel nie fo viel betragen ald die Cinbeit durdh das Duas
Drat Ded Jennerd Dicfed Brudhs dividirt,

3) @8 fommit nicht nur jeder Bruch dem IWerthe von
x nafer ald jeder der vothergehenden Briche, fondern audy
nafer al8 jeder Brudy, veffen Nenner Eleiner ift. Denn follte

e £ ‘
der Bruch = 3 B, Dem gedahten Werthe naber Fommen

v tavg 4 L
als ber Brudh) — und o4 gedfer fepn alg 2!, fo mifite —'f—;
4 ¢

vifchen 2 = und =— faller, Mtan hatte folglich "— =

by b L 2
s b i g —
e s ‘é\,unb::-o alfo ¢! ,v/c:g

ud 5 o, teldes mdt featt fnden Fann.
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24,

A

Die Briche -—, et
ﬁ’ ¥

nennt toerden, toeil fie fich dem gefuchten MWecthe fo fehr alg |

y
-, 1¢, fonnen Hauptbriche gu |

|
;
i

moglich nabern; find aber die Jahlen p, q, r, 2. Feine i |

eiten, fo fann man nodh andere Bridye finden, die fid
vemfelben Merthe ebenfalld nahern, und diefen Pann man
ven Namen Fichenbriicdhe geben,

Sft3. B.r > 1, fo fann man joifden die Bride 5

und — dic bepde Fleiner find afé der Werth von x, fo vid
v

Jebenbriiche cinfhalten, ald r — 1 Ginbeiten enthalt, in
vem man nach und nad 1, 2, 3,2, r— 1 anflatt r fefit.
Day=rpteundy =rp ¥« iff, fobePommt man aif
biefe Urt folgende Reibe von Briichen :

@ BT 28 1 a 3B F 2 8+ «

;",r ‘[3,1_.“‘;! ;}_"3,17“,; 38 T o 0, A 1 2y
Die bepden dauferfien Glicder diefer Reilye enthalten dit

y.; . o y L > 1 [ s
vauptbeiiche - dte mittlern Hingegen {ind Yicbens
¥

briiche.

Sudht. man nun die Diffeveny von jwey unmittelbar avf

ethander folgenden Briche diefer Reibe, 3. B. von - j; a:
(o] &
38 1
und -, fo findet man - ;o fo baf
28 % & (287 T ' )(38' 40"

diefe Differen; allemal pofitiv ift und Defto Fleiner tvird, J¢
toeites vom ?infng die Bricdhe genommen werden. Do

folglich ber 13md; = fleiner ift al8 dev Werth von x, fo
muffen
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3: 8. det Auflbfung der numertfhen Gleichungen, 93

mifien auch die gedachten Bruche indgefammt Fleiner fepn
als diefer LBecth, aber fich dabep gleichivohl demfelben ims
met mebe ndhern.

Diefe Scblirffe paffen audy auf alle ibtige Hauptbriiche,
; " 8] |
und wenn man ju denfelben diefe bepden fiiget, 3 und =

wovon- Der erfte allemal Fleiner, der andere aber allemal
geofer ift als jebe geaebene Geofie: fo fann man gwen Neis
hen von Britcdhen machen, welde fich dem gefuchten Werthe
nafeen, und wonon die eine die Briiche enthalt, die Fleiner,
und die andere Diejenigen, toelthe grdfer find als diefer
Werth. :

Beuche, die Fleiner find,

S S R - p (w)
ol" lf Il‘ [ . I 4 7

B how 28%a 384« L8 B et
ﬁ' »41- “" ’2!3" ,11 %J’ 3|l3f 'I‘ “!. {8 b 3 ; 0. (-—:;)

Sy 28 ¥y 2 de 0ty (s

- sl
o’

f n . ¥ T . w, ‘
ity 23 tal! 3 F T 3ty

Briche, die gedfier find.

I wt1I 2a%1 2&‘}‘12{ qoF'1 ' (B)
Df H,"i“'lf 2“_.1‘[’ 3’:.,'{*1 . q“-i-l'“‘ :’

ETB 2y B v+ B8 e sy ¥ 6 (é‘)
v 487 Tay' h B 3t @ syiomp AN
P ik :

Was die Natur diefer BPriche betrift, fo ift leicht ju

beweifen, fo-wie wir bereits von den Hauptbrichen bewiefen
haben,

1) Daf




) I, Bon- ben Gletchungen. .
:

1) Dap jeder derfelben auf die Fleinfien Sahlen gebradt |
ift.. Da alfo die Fahler und Nenner tmmes groger weeden, |

ie weiter man fortgeht, fo folgt, daff diefe’Bruce immer |

purdh defto grofiere Sabien auﬂg;bma‘t oerden, je toeiter |
diejelben vomYnfang Dev Reife entfernt finds !

2) Dafi jeder Bruch der ecften NReihe dem Bevthe bon _'
x nafer Fommen toird als-jeder andere Brud) der fleine
ift al8 dicfer Weeth, und dabey einen Fleinern Nenner hat,
alg eben diefer Brudy: fo wie audh daf jeber Bruch do
stoepten Neihe dem Werthe von x nafher liegen muf off ju
Der andere Bruch, Der grofer ift ald dicfer Werth und eine
fleineen Jtenner hat ald eben diefer Brud.

Dentt gabe e8 einent Bruch f—; der Fleuter toave ald du
i
Recth von x, und fich sugleich diefem Werthe mehr naberk:

S v
ald 3 B, der BDrud 3', ! =,
38" Tou!

fo-mugte fich, twenn man
- : I Ny
28’ ! > w! annahme, weil der Brud) = aedfier  ift ol

der gedachte Werth, die Grofe f—; swifcdhen den Hepden G

fien ; :11: und — beF inden.  Collte diefes feon, fo mijk
£ 28 T e

,:;_-gf-"'f'w‘ .
B . 3BF« Ca! == b’  §

<= — 20— < SR
i\ B 36'ta CGE 1 fx‘) 636’ T ')
| und folglich

& N !
(367 ¥ &’) — u'(36 1 &) < sepa < X

L

fepn, weldes nicht fratt finden fann. ‘
Hebev
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3. . der Aufldfing der numerifhen Gleicdhungen, g3

lebrigens fann e8 fidh eveigren, daff ein Brudh aus
der einen Meihe dem Werthe von x nidt fo nahe Fommt
alg ein Bruch aug der andern, obaleich die Sahlen deffelben
Fleiner find; alletn wenn der Brud, der den grdfiten Nennce
hat, ein Hauptbrud ift, fo findet diefer Umftand nie fratt
(MNr. 23).

§. 4.
Anwendung der erflarten Methode auf einige eins
gelne Falle,
25,
Dag erfte Vepfpicl mag die Gleichung fepn, telde
Ylewton nady feiner Methode aufgeldfet hat, nemlich
X3 — 28 — §=o0,
3 fange davon an, daf ih rach den Rormeln der gten
Nummer. die Gleicbung fir v fudbe, die aus diefer Gleis
chung entfpringt. Ju tem Ende fege ih
m=3 A=0 B=—2mdC=sy,
Hierdurdh erhalte ich
.2
M= =—===3, Al =0, Ao=4, A3=15 A4 = 3§,
A5 = 50 und A6, = 91
folalich
al = 12, a2 = 72, a3 = — 1497
und hierausd
a=12 b =36 c=— 643
fo Daf bdie gefudste Sleibung ift
¥v3 — 1ov2 4 26v + 643 = 0O
Da in diefer Gleicbung die Seichen nicht durcdhaud abtwechs
felty fo feplicfe ich Davaus fogleidh, dap die gegebene Gleis
ung
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dbhung nothwendiger MWeife ey imaginarve, und folglid
nicht mehe als eine veelle Wurgel hat (e, 16).

T ————————

Zolglich find. die naticlichen Sablen o, 1, 2, 3, 20, Dies
ienigen, welche man anftatt x ju fegen hat (Je. 6).

Nehme ich nun x pofitiv, und fuche nad der N,
12, ecflavten Methode die Grenge der TWerthe vom x, fo finde

ibva+ w}'s < 33 folglich ift 3 die gefuhte Grenze in
gamen Sablen, und ed ift daher genug, bey bder gebadhten
Subftitution bis 3 fortsugehen, — Hierdurd) findet man
m— ==y, "'—I,’I(}

und s erhellet auf diefe Art, daf die gefuchte Wurjel 3mwis
fdben 2 und 3 fallen twicd, €& ift demmach 2 der Wertl
Decfelben in gangen Jablen (v, 2).

Run fese i, nadb §. 3 x = 2 F 1— und befomme

i/
badurch, toenn ich die GSlieder ndch y ordne; die Gleichung
y3 — 1oy2 — by — 1 =0
totin ih die Jeichen vevandert habe, um das erfre Slicd
pofitiv 3u erhalten.

Diefe Gletcbung bHat nun nothwendiger Weife nur emne
einzige Wurzel die grdfer-ift ald ensd (Jr 19), fo dak man
Datin, um den TBerth von y durdy die aherung su Anden
blof bdie Jablen o, 1, 2, 3, 2. ju fubfittutren braudt, bid
man jtwey Refultate findet, die entgegengefente SJeichen has
ben,

Um nicht it piel unnif? Sabftitutionen ju verfuchen
bemetfe ich, daf y=o0 qefent; ein negatives Refultat giebt,
und Daf man dergleichen ebenfalld durdh die Subftitution
¥ = 1o befommt, Kb fange dabher von y = io an, und

finoe




3. 9B, ber Auflofung der numerijdyen Gleichungen, o=

finde, indem ich nach und nadh 10, 11 2c. filr y fee, ‘die Re-
fultate — 61, 54 2. Folglich ift der Werth von y in gangen
3ahlen 10, und alfo'g =10,

Gepe i nunmehr y = 10 g~ =, fo befomme u:b Die
Gleichung

6123 — 942 — 20z — T = O

tnd bringe ich in diefe Gleichung fir z nach und nadcb die
Sablen 1, 2, 2., fo ecrgeden fich die Kefultate — 54, 71, 1,
und eg ift dafer z = 1.

Nun fese ih nochz=1 ¥ :I: und befomme dadurch

§4u3 | 25u2 — fgu — 61 = o
meldbe, u = 1, 2, . genommen, die Refultate — 71, 293
2, gifbt. Golglich iftr =1, y. fi v,

ar)rt man auf diefe At fort, fo firdet man die Sahlen
2,10, 1, 1,2, 1,3, 1, T, 12, 2., und ¢8 [aft fich Daber die
gefuchte Wurgel durd folgenden Beudy ausdruden;

I
:i"‘._"g-i--—

10 f°I
11
1T
2 F 1,
welher nadh Rr. 23. folgende Brhiche giebt
& L-23. gt - ITI 155 5§76 3%
10 10" " ot 53 Ta A 349
1307 16415
624’ 7837
die toechfeldtoeife Eleiner und. grdfer find, ald dov SBerth
bon x,

4

& Der
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w

I : ¢ : 5
: 475 iff arbfer alg Die gefuchte Wuvs
7837
: Sy : : 1
3¢l, aber die Abtweichung betrdgt weniger alf ——— (e,
(78372

23. 2.) b.-B. weniger al8 o cooocco163.  Wenn man Daher

Der febte Brud

ben Brucd l;;;: in einen Decimalbruch verwandelt, fo ift
verfelbe bis auf die 7te Stelle genan, Man findet aber Durd

bicfe Bermandlung 2,0945514865 . . . und ¢8 fallt daler
die gefudhte MWurgel swifchen die Sablen 2,09455149 und
2,09455147.

YTeweton fand durch feine Methode 2,09455147, und
eg giebt daher diefelbe Hier ein fehr genaues Refultar Al
fein man rotficde fich taufcbem, tvenn man diefelde Senanigs
Peit in allen Kallen von-ihv evwacten toollte,

26.

MWas die bepden-fibrigen Wurgeln eben diefer Sleichung
betrift, fo haben wir beveits gefehen, daf diefelben imaginae
find. Wil man fie indef finden, fo enthalt Nr. 17, den
Wea, toeldhen man dazu ju betveten fHat,

SMan nehme alfo die oben gefundene Gleichung fur v
toiedet juc Hand, und fege davin — w flivv. Hicedurdy bes
femmt man '

w3 + 12w2 — 36w — 643 = o0

. and ¢8 fommt Hier blof davauf an, daf man eine veelle
(% und pofitive Wurgel von diéfer Gleichung finde. Da nun

| ' bas legte Glied derfelben negativ ift, fo Hat fie nothrwendis
get SWeife eine reelle Wurgel, und man findet den Werth
verfelben in gangen Rahlen, wenn man firr W nach und nadh
die Sablen o, 1, 2; 3, 2. fest (N, 3.) Segt man w =6
fo
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fo ift Daé Refultat = — 211, und fesit man w = 7, o
ift Daffelbe = F go. Folglich ift der Werth der pofitiven
WBurgel diefer Gleichung in gangen Jahlen = 6.

Man fege alfo we=26* i—, twodurch man nadh Vecans

detung der Seidhen

211u3 — 216u2 — 30u — I ='0
findet. - 2afit man' u nach ‘und nach o, 1, 2, 3, 2c. bedeuterr,
fo findet man — 1, — 36 + 53, und ¢8 ift daher 1 der Werth
poit u in gangen Sahlen,

. ! '
et man alfo o = 1 ¥ = foerhalt man, nad abers

maliger Beranderung der Jeichen

36x3 — I71X2 — 4I7x — 211 = O,
Subftituict man aber fiir x nad und nacdh die ablen o, 1,
2, 1¢., fo geben diefelben big 6 negative Refultate, und x ==
¢in pofitives, nemlich 9218. '« €8 ift folglidy 6 der SBerth

von x in ganjen Saflen.

Kahet man auf diefe Ant fort, fo ndhert man fich dem
Werthe von wimmer mehr und mehr, und findet dafie fols
genden continuirlichen Brudh

I
w=6% okt
6 + 1
tweler folgende Behche giebt,
6 7 48

TR S I ¢

S
Dat man fo w gefunden, fo ift (Ne. 17.) 6 =f§f—, und alfe

¢ beFannt,
& 2 Nun
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Nun bringt man «F 6v” — 1 fur x in die gegebene
Gleibung, und formict daraus jwen Sleichungen, fo daf die
eine die veellen und dic andere die imaginaren Glicder mit
dem Seichen v — xeenthalt. Hievdurch befommt man

a3 — (362 —2)a —5=0

3,;51 e LR ey ey
Getner fudht man den grdfiten gemeinfchaftlichen Divifor dies
fer bepben Gleichungen, und fest dabey die Divifion blof fo
tocit fort, Bi8 man einen Reft findet, worin « nur in der
ecften Dignitat enthalten ift. Diefer Neft ift

= M&; —— 5
3
und = o gefesst giebt devfelbe
15

T 4(262 f 1)
Huf diefe vt Hat man alfo nunmehr die bepden imaginaren
SBurseln det gegebenen Gleidbung « + 6y — 1 und « —
ey — I.
27,
Setst toollen toiv folgende Gleidhung nehmen

X3 —7xt7=0

tvo
m = 3, und folglih.n = 3
ferner '
A =0,-B :\--7, C= —7
Al =m0, A2 =14, A3 = — 21, A4 = 98,
Ay = — 245, A6 = 833
al = 42, a2 = 882, a3 = 18669
unbd

a = 42, b= 441, ¢ = 49
ift, fo Dag die Gleichung fir v folgende wied:




2. 8. 0. Auflofung der numerijdyen Gleichungen. 1o

v3 — 42v2 F g41v — 49 = 0O, .
Da die Beichen in diefer Gleichung abwedbfeln, fo hat man
dacan ein Kennjeichen, daf alle Wurjeln der gegebenen Glei:
dhung teell fepn fonnen (Nr. 16.), und da diefelbe nicht durch
v theilbar ift, fo folgt auch, vaf die Gleidung fur x Feine
gleiche LWurzeln hat (Je. 15.).

- I
Man fege alfo (Ne.11) ve= —, fo- befommt man,
J
foenn man noch y ordnet,
42 1
y3 — 9y2 T —y — — = 0.
; PRUSET

Da hier der gwdfite negative Cocfficient = 9 ift, fo fonnte
man I = 10 feen (Nr. 12.); man fann indef cine genatiere
BGrenge finden, wenn man die Fleinfte Sahl fudt, wobey fols
gende dren Grdfien pofitiv twerden

42 I
S e A} ] 2 Sl e
i 49 49

42

12 — 381 F —

. T 49

33 =20
Lhut man diefes, fo ergliebt fich 1= g, und man Bat alfo
k= 3 (e, 11.) und folglich A = %,

Bringt man bcmnacb% fur x in die gegebene Gleis

dung, fo befommt man
x3 — 63x T 189 = o

tootin man fiiv x blof die natitclichen Sabltn o, 1, 2, 3, 2.
au fubftituiven braudht.  Nach der Metbode N, 13: 3. findet
man, dafi die NReibe der NRefultate nicht mehr als Froey b=
oech8lungen der Seicdhen hat, und e8 Hat daher die gegebene
Gleidhung anch nicht mehr alg joey: pofitive Wureln, rovon

S 3 Die
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bie eine 3wifchen die Jabhlen -f;- und =, und die antere jivis

) [

fdben % und -g- fallt. SRan fieht hieraus, daff der Werth
pon bepben WBurzeln in ganzen Jahlen = 1 ift.

Nun nehme man x negativ (Nr.4.), um auch die nes
gativen IBurseln der Gleidhung gu finden. Hierdurch bes
fommt man die Gleichung

X3 — 7X — 7 =0

Da das leste Blied diefer Gleichung negativ ift, fo muf fie
nothtoendig eine pofitive Wurgel Haben-(Nr. 3.); allein da
toiv bereitd die bepden Sbrigen Wurseln fennen, fo wiffen
tviv auch, daf fie deren nicht mehr haben Fann,  Man I)az'
demnady audy, die gedachte pofitive Wursel in gangenSahlen
ju finden, Olof ndthig, fir x die natirlichen Jablen o, 1,
2, 2¢. pu fubftituiven, big8 man jtoey NRefultate mit entgegens
gefegten Setchen findet (Nr. 3) 5 und da die Jablen 3 und 4
dergleichen Nefultate geben, fo ift 3 der MWerth von x in
%3 — 7x — 7 == o, und folglih — 3 der Werth vonx
in ber gegebenen Gleichung.

Nacddem man auf diefe Avt gefunden, daf die Gleks
chung drep Wurgeln hat, itwep pofitive und eine negative, |
und jugleich den Werth diefer Wurgeln in gangen Sahlen
Fennt: fo fann man fich dem wahren LWerthe ciner jeden nach
§. 3. fo febr nabern ald man irgend will,

Wit twollen von Dden pofitiven Wurgeln anfangen, |
und in der Gleidung 23 — 72 ¥ 7=0, x =1 % —;—

fegene Dadurdy befommen wir
¥ —4y2 T 3y 1 1

fl
o

Da
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Da 1 der Weeth gmweper Wurjeln in gangen Jahlen ift, fo
mu§ diefe Gleidhung (Ne. 19, 2. jwep Wurseln haben, die
grdfer find alg eins,

S verfucbe offo, ob fidh die MWerthe diefer Depden
$Burieln naperungéweife duech die Subftitution der ganjen
Bablen o, 1, 2, 1. finden laffen.  Da blofi dad Glied 4y nes
gativ ift, fo ift e8 (Nr. 13, 1.) hinlanglich, diefe Subjtitution
nue fo mweit fortfegen, bidy3 =obder > 4y2 ober y==4 trird,
€ept man nun y =0, 1, 2, 3, 4, fo find die Refultate
1,1, —1,1,13; toraus folgt dafi die gefuchten Wurgeln eins
mal jwvifchen 1 und 2, und gweptens jwoifchen 2 und 3 fals
len. Solglich find die Wectheivon y in gangen Sahlen 1
und 2.

Setit man alfo 1) = 1 ¥ —E, fo Dbefommt man Ddie

Sleidhung
23 — 222 — zZz F I = O

und diefc Gleihung Hat nicht mehr al8 eine veelle Wursel,
die grdfer ift ald cing (Nr. 19. 2.) Seft man demnad
z2=1, 2, ¥. Bid man jtwen Nefultate mit entgegen. gefenten
Reichen DeFomme, fo findet man bey z = 2, — 1, und bey
z2==3 17 Folalich ift = der Werth von z in gangen Rah-
len.

Man fee alfo z = 2 ¥ r:{, fo defommt man nad

Verandberung dev Seichen

u3 $3u2 — 4u — IE==0
@ett man u = 1, 2, 3. fo findet man den AWerth von n
i gangen Sahlen = 1. Auf dhnlide Avt Fann man weiter
fortfahven,

S 4 Sent
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T ;
Gebt man 2) y = 2 ¥ —, fo findet wan, fwenn man
z

diefen Werth tn die vorhergehende Gleichung bringt, und
Die Seichen verandert,
Z3 } 22 — 2z — T = 0O

Diefe BGleidung hat, fo wie die vorhergehende Gleichung
fiie z, nicht mebe al8 cine Wurgel, die grofier-ift als eins,
fo baf man nur z = 1, 2, . feken darf. Hierdurd ers
balt man die Refultate — 1, T5, und egift aljo r der Wert)
bon z in gqgen Sablern,

Man fesse daher 7 = ,:,1. fo befommt man nad

Bevanderung der Jeidhen

13 — 3u% — U —T =10
und diefe Gleichung, auf die vorhergehende et behandelt,
giebt fiir u in ganzen Sablen 4.

Get man u=-4 F — fo 156t fich auf abnliche et
W

Der Werth von w finden, u.f. w.

€3 find ﬁemnacb die bu)bcn pofitiven Turgeln der geges
benen Gleidhung

I
x"I%T'i-I
E-{-I
15 8.
1 >
'\_IT;-}I
T-j-r
4-I'zc.

und hi‘efe Bruche Fann man, twenn man will, wie Ne, 23.2
verwandeln,
Lim
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Um nun den Werth der negativen Wurgel n&i;etungé}
toeife gu finden, nehme man toiedes die Gleidhung
X3 = 7K = 7 =0

sue Hand, twovon man fdon weif, daf x in ganzen Jablen

2 I
=3 ift. Man fege alfo x =3 ¥ :}" fo beFommt man nady

Bevanderung der Seiden
y2 == 20§83 —~Qy — T =0

und da diefe Glcichung nuveine reelle Wursel Haben Fann,
bie grofer alg eind ift (Nr. 19.2.)¢ fo findet man den Weeth
pon y in gangen Safhlen, wenn man nady und nadh) y=1,
2,00, fepst, big8 man jwen Refultate mit entgegengefehten
Seichen findet.  Dies gefeicht, wenn y = 20, 21 rird, und
¢8 ift Daher der gedachte IWerth von y = 20,

ahet man nun ouf eben die Hrs ald vorhin fort, fo
findet man fie die negative Wursel der gegebenen Gleichung
T

) 1
3 PTI
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4. Sufage st der vorbergehenden
2Abhandlung.

Wom

Hetrn de [a Grange.

P Delr vier und jwaniigfen Bahide der Memoiren Doy Kuigl,
Ntademie der Wiffenfchaften su Verlin.

S:b Babe unter dem Futel: Ueber die Auflofung der nus
mecifchen Gleichungen, eine allgemeine Methode diefer
Yufldfung, woran es bis jest nodh fehlte, mitgetheilt, und
boffe, daf dadurdy die Ricke ausgefilit fepn wird, welche der
gemadbten BVerfuche ungeachtet noch immer ftatt fand. Sie
fefyre nemlich nicht nue, toie man die Menge der recllen pos
fitiven ober negativen, gleichen oder ungleichen Murjeln in
jede Gleichung finden Pann, fondern fie macht auch mit den
2Wegen befannt, fih dem Werthe diefer Wurzeln in rationas
len Sablen fo tocit junalern ald man irgend will; und dies
ift e8 meiner Meinung nady, toovauf ed8 bep der Unfldfung
ver Gleihungen anfommt, '

Da i Gelegenbheit gehabt habe tiber diefen Begenfrand
mweiter nachsudenfen, fo habe ich verfcbicdene Bemerfungen
gefammiet, wodprch meine Methode noch vollfommner und

feichter gemadit weeden fann, &8 fheinen miv diefe Bemers
Fungen
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fungen der YufmerffamPeit Der Mathematifer nicht untoerth,
und i will fie daher ebenfalls mittheilen,

§
Ueber die imagindten Murjeln der Gleichungen.

£rfte Ynmerbung.

Yie man exFennen Fann, daf eine Gleicdhung lautee reelle
Wurseln babe,

1.

%ch habe Ne. 8. der vorherachenden Abhandlung allges
meine Kormeln geacben, vermittelft welcher man. aus jeder
gegebenen Gleidung eine andere Herleiten Fann, beten
MWurzeln die Duadrate der Differengen der Wurjeln dev ges
‘gebenen Gleidpung find, Sind  nun alle Wurgeln einer
Gileichung reell, fo ift flar, daf die Duadbrate ihrer Diffes
rengen inégefammt pofitiv fepn miffen; und e muf folglich
die Gleichung, teren Wurgeln diefe Quadrate find, und
welde in der Folge die Gleichung der Differensen fHeifen
foll, da fie Peine anbdere ald veefle pofitive Wurjeln  hat,
vom Anfang bis ju Ende lauter Ubroechfelungen dev Jeichen
enthalten, fo daf Daher die urfprimgliche Glcichung, tvenn
diefe Bedingung nicht ftate findet, nothwendiger Wetfe imas

ginare Wurseln bHat,

2.

Da - ferner: die Unzahl der imeginaren Wurzeln e
den Gleichungen allemal eine grade Sabl, und die aliges
meing Form diefer Wurgeln v + 6 — I, & — CVF — I
ift, wo « und € veelle Grdfen bedeutgn: fo Fann die allges

meine
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108 I Bon den Gleichungen,

meine Form Der Differeny feder jweper jufammen gehdrigen
imaginaren Wurgeln FPeine andere fepn, ald 2 &V — 71,
und folglich dasd Duadrat diefer Differen; feine andere Form
Haben al8 — 462, fo daf Daffelbe allemal eine reelle negas
tive Grofie wird. Wenn alfo die gegebene BGleicbung ima:
ginare Wurzeln hat, fo muff die Gleichung der Differengen
aum toenigften eben fo viel reelle negative TWurgeln enthals
ten, al$ e8 in dev gegebenen Paare von imagindren Wurs
- 3¢hn giebt,

Diefes habe i) bereits im 2ten §. der gedachten Ub:
handlung bemerft; alfein es (4t fih daraus nod eine ans
bere Folge Herleiten, welthe ich ihrer Wichigeit wegen hers
fezen will,

34 -

AWir haben gefehen, daf jedes Paar imagindver Wues |

geln ciner gegebenen Gleichung jum toenigfien eine reclle nés
gative ABuvgel in Dec Bleichung ihrer Differengen Hervors
bringt.  Nun ift beFannt, daf eine jede Gleichung nidt
mehr rveelle pofitive Wurseln als YbwedbSlungen ungleicher,
und nicht mehe veelle negative Wurzeln als Folgen gleicher
Seichen haben Fann.  Wenn alfo cine Gleichiing imagnate
SBurzeln hat, fo fann die Angahl decfelben nie grofier fepn,
alg die Ddoppelte Angahl der Folgen gleicher Seicpen in der
Sleidung der Differengen.

4.
Hieraud und aus dem Obigen flieft, daf die gegebente
Gleidung lauter teelle Wureln Hat, wenn die Ghleichung
der Differenzen lauter Abweehslungen ungleicher Seichen
enthalt, und vaf bagegen nothroendig imaginare IWurseln
* in
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in ihe angetvoffen toerden, tenn diefes nicht fratt findet,
9luf diefe Act 14kt fich alfo allemal beurtheilen, ob eine Gleis
dung imaginare Wurjeln hat oder nicht,

Sweyte Anmertung. '

Regeln 3ur Defimmnung der Nienge der imrxgi’n;‘ivm
. Wurseln der Gleichungen,

g;
€8 feven a; b, c, d, . die reellen Wurieln einer Gleiz
dung, « + &V — 1, « —CYV —1; ¥+ N — 15
y — 3V — 1, 12, die imaginaren. - Dann find die Duas
brate der Differensen diefer Wurseln
(a —1b)2, (a —e)2, (a~— d)3, 1.
~ (b—1c¢)2, (b — d)z, 1.

(c — d)2, 1.
— 482, — 402 1.
(¢ —atcy —1)2, (¢ —a—£8&y —1)2
(o = BT S — D3y (e hatiCie 1)3
(¢ —ctey —1)2, (¢ —c— 6y —1)2
(b —d 50/ — 102, (e —d — 6f — 1)

2.
(y —at vV —12 (v —a—3 —1)2
(v — btV —1)2, (+ —b— 3y —1)2
(y —ct ¥ — 12, (y —c— 3 —1)2
(r —dt &V —1)2, (v —=d—3 — 1)2
2. ;
(e—ovt(E=30W —1)2 (a—y— (=) —1)2
o=y T E TNV — D2, (a—vy— (€ T DV —1)2
i

und felbige alfo queh die Wurseln der Bleichung der Diffes

rengen.

&8
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Gs fep m der Gpponent der gegebenen Gleidiuna, two
alfo m gleich ift der Merge dev Wurjelna, b, ¢y 2 6V —I,
#—Cy — I ¥1 —1, ¥ — 3V 1,20; foift dex Eppos

nent der Gleichung dev Differengen f-rim—:-—l-z = n (N. 8.

d. porherg. A6H.).  Tun fep p die Anzahl der reellen Wu
selna, b, c, ¢, und 2q dieHnjahl der imagindren w16V —1
e—Cf —1, v¥ W —1 v — 3 — 1,1, folglidm
= p * 2q. Dies vovausgefest erhellet aus der potftefiens
den Sabelleleicht, Daf 8 unter den nWargeln Der Gleichung

: | e
ver Differenzen p_(p_;__l veelle und pofitive, q reelle und

negative, und 2q(p * q — 1) imagindve Wurjeln ges -

ben toich,

@.9

Gudt man nun dag Produft aller diefer Wurgeln, fo

ift Elar, daf dDas Produft der g@_ﬂ—_}_} pofitivens Wurgeld

allemal pofitio, das Produft der q negativen Wurzeln aber
pofitiv oder neaativ fepn witd, je naddem q eine gerade
ober eine ungerade Sahl ift, und wad die 2q(p + q — 1)
negative Wurgeln betrift, fo ift dad Produft derfelben ebens
fall8 allemal pofiti. Da nemlich je jwep und jtoen inagis
nare TBurgeln unter die allgemeine Form (A + BV — 1)%
(A — By — 1)z, gcbracht toecden Fdnnen, fo hat Dad
~ Produft aus je swepen die Form (A2 + B2)2, und 8 ift
demnacd das Produft aller diefer Wurzeln allemal pofitiv.,

Ll

Solalich ift dad Zotal - Produft allemal pofitiv oder
negativ, je nadhtem q eine gevabe oder eine ungerade

Sabt it .
Stun
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Nun ift, wie beFannt, das leste Glied einer Gleicdhung
gleich den Produften aller Wurgeln, uad pofitio oder negas
tiv, je nachdem die Anzahl diefer Wurzeln eine gerade oder
eine ungerabe Jahl ift.

€8 mug folglich das lepte Gilied der Bleidbung der Dif:
ferengen, Deren Gpponent n ift, pofitiv fepn, wenn n und g
bepde enttoeder gerade oder ungerabe Jahlen find, negatip
aber, toenn die eine von Ddiefen Sahlen gerade und die ans
dere ungerade ift.

i
P &

Wenrt nun die Sablen n und q enttveder bepde gerade
obet bepde ungerade Jablen find, fo ift n — q nothwendig
eine gevade Sabl, ift aber die einc von ihnen gerade und die
andere ungerabe, fo ift n — q nothwendig eine ungerade

—1) : :
Lt , und m=p ¥ 2q ift, fo wird

Rahl. Da alfo n =

p(p—1)

n—q= t2qp ¥ q—1), und e8 ift folglih

n — q allemal eine gerade oder cine ungerade Jahi, je nads
plp—1)

e

bem gerade odet ungerade iﬁ..

Yuf diefe Art muf alfo nothwendig das feite Blied dee
Bleidhung der Differenzen pofitiv oder negativ fepn; je nadz
Dem pR1) gerade oder ungerade ift, d. B. je

: ; Do B jenadbdem
bie Menge der Combinationen der reellen IBurzeln der geqes
benen Gleichung ju_ 3twen durch cine gerade oder durch eine
ungerade Babl ausgedructt wicd,

8. Unez
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80
Ingenommen alfo 1) daf Dasd gedachte feite Glicd pofis

p(

tio fen, fo mug ciaie gerabe 3abhl, und folglich

—

— == 2> und p=4», oder 8

= 2x ind p=4rt¥1
2

fepn,  Hievaus folgf, dafi-in diefem Falle die Aniahl der veck
fen TBurseln der gegebenen Gleichung, wenn der Eyponent
der Gleichung etne gevade Sahl ift, ein Viclfached von 4,
oenn aber diefer Erponent eine ungerade Sah! iRk, ein Viel:
fahesd von 4 um 1 vermebrt feonmuf. €8 fann alfo in dies
fem Falle die Gleichung nicdht 2 oder 3 oder 6 oder 7 veelle
Wurieln u. f. f. Haben,

Gt aber 2) das lefste Glied der Gleichung der Differen

; aen negativ und alfo P(p—1) ginte ungerade 3abl; fo muf
entioeder .
: —
%=2A-I*Iunbp=4wi-e, oder =22 F 1 und
2

: P=42%3
fepn. @8 ift alfo in Diefem Falle die Anzah! Der peellen Wurs
geln dev gegebenen Gleidhung nothwendiger TWeife entweder
ein Vielfached von 4 um 2 vermehrt, menn der C‘-fgvtment
ver Glcichung eine gerade, oder ein BVielfaches von 4 um 3
permehrt, tvenn der Exponent der Gleicdbung eine ungerade
3apl ift. €8 fann alfo die Gleichung tn diefem Falle nicht
I 0Der 4 oder 5 oder §-oder 9 reelle IWucyeln u. f. wv. haben.

Qs
Auf diefe Avt ift man im Stande benm blofen AUnblicke

' Der Seichen der Gleichung der Differenzen ju beurtheilen
1) 0b




4o Tovtfelung, bee briteen Abbanbdlung. i3

1) ob alle Wurzeln der gegebenen Sleichung reell find
ooer nichts

2) ob dic Wenge der recllen Wurieln cine von den Sablen
Iy 4,5, 8,9/ I2, 13, 1. oder von diefen 2, 3, 6,7,
10, 1L, 26 ift. Diefes reicbt bhin jur Deftimmung dep

Monge dev veellen und imagindren Wurseln dever Gileis !

chungen, welde den funften Grad nidt dberfieigen,
und uberfrupt, toenn man jum voraud ek, Daf; die
Angah! dev imaginaren Wurzeln nidt grofer als 4 fepn
Fann.

Biclleicht laffen fich, tenn man diefeTheorie weiter forts
fegt, fidbere Regeln finden, um die Angah! der reellen Wups
geln einer jeden GSlaidhung u beftimmen, wo;u die bigherigen
dtegeln entmweder nicht hinveichend find, wie die vos Ylewton,
factaurin gc., ober nidye rolieflich gebraudst werden fonnen,
toie die von Stirling, Gua u. . w. weil dabep die Auflss
fung der Gleihungen dec nicdrigern Grade voraudgefest
060s

f.l 4

Dritee AnmerEung,

oF
L

dnendung des Bisherigen auf die Gleichungen vom

. Buoeysen; Oritten und vietten Grade,
\
10,

- B8 fey eime Gleichung vom jwepten Brade aegeben, Des
ven aligemeine Form diefe ift,
X2 — Ax + B =
Ete fs}lu-i\tma Der Diffevenzen 1ft eine @lucbung bed Giraa

deg = —2— = 1, und, nad) det 8ten Nr, der vorbhergehenden

Uohandlung,
D R v

o > oo e i . 5 : E it i e
T e, . S i - SERrvagdS s TR g 5 - 4 B
it ool = b - " E P _— ~r - - s
e T =2
= — o e T = e =L = e e = = = - e ===
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y— a = o0 1
o man alfo

_ 4a = A2 — 4B

hat. Rolglich. find die Wurieln diefer Gleichung enttwede

bepde reell oderbeyde imaginar, je nadydent A2 —4B>o0

obet < o, und bepde einandee gleidh, wenn-A2 = 4B it

AT,

@8 fep die allgemeine Gleichung Ded dritten Grades
%3 — Ax2 3 Bx — @=0
gegeben, Die Gleichung ihrer Differenien gehoct ju dem

-2 :
BGrade ?’—2- = 3, und ijt, nach der gedadhten Methode ge

fucht,
vi—avz§bv—c=0
fo dag
44 == 2(A2 — 3B}
16b = (A2 — 3B)2 |
e ¢ e se ug f‘

ift. Sollen alfo alle 'drey Wirgeln veell fepn, fo muf
1) A2 — 3B > o, und

2) ¢(A2 — 3B)(B2 — 3AC) — (¢C — AB)2 > 0
werden. - Fehlt eine von diefen Vedingungen, fo hat die
Gleichung sroey imagindre Wurseln, /

I2.

Ehnd un fep die allgemeine Gleichung des vierten Graded
¥ x4 ¢+ Bx2 — Cx 4+ D=o0
gegeben, toorin bas jtoepte Glied fehlt. Die Gleichung dit |
Diffevengen ift eine Gleichung ven Gten Srade, und. ihee
Sovm folgende
76 —
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2

v6 — avs f bvd — ¢v3 fdvz — evF f= o0

fo daf
4a = — 8B
16b = 22B2 } 8D
43c = — 1883 J 16BD + 26C2
44d = 17B4 + 24B2D — 7.16D2 +3,16B02

4%e = — ¢B¥ — 2.27C2B2 — §,27C2D + 3,43BD2
— 2.42B3D
46f = 4D3 — 23,4282D2 } 42,32C28D + 42B4D
— 4C2B3 — 33C4

beveutet.  MWenn daber die Grofe

4D3 — 23 ,42B2D2 + 42 . 32C2BD + 42B4D ~—

4C2B3 — 43C4

negativ ift, fo hat die gegebene Gleichung nothwendig 3twcp
reclle und jwey imagindre Wurgeln; ift fie aber pojitiv, fo
find entioeder alle Wurgeln reell oder alle imagindr;

Jtun find alle Wurzeln veell, wern die Werthe aller
Coefficienten a, b, ¢, d, e, £ pofitiv find, und twerden alfo

“inggefammt imagindr fegn, wenn f pofitiv 1, und fich dabep

unter den ubrigen ein negativer befindet,

&8 fep alfo der Coefficient £ pofitiv, fo dal man
4D3 — 23 42B2D2 4 42 32C2BD ¢ A2B4D — 4C2R3
— 33C4 >0
habe: fo findet man, da§ die ubrigen Goefficienten ebens
falls pofitiv fevn wecden, wenn ju gleicher Seit
B<ound B2 — 4D 5> 0

ift; und. Dag Hingegen einer von ihnen negativ werben mu,
einn

B> o oder'B2 — 4D < o
ift, :
P 2 6

. . = =—ag_ & e
b e et e ®

e e e e —— Ty
e g e
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14.

Fenn die veellen Theile ¢ o, 2. Der imaginaten Surs
sefn & F w oy, 64— B —1, v { ¥ —1, 1 forwoh
@ntey civa Mer alé auh von den recllen Wursein 4, b, ¢, i
gutecfhieden find, fo ecficliet aus dev Tabelle Der vorherges
kanben HnmerFung, daf die Gleichung ber Diffevensen feine

andere reelle negative Turjeln haben fanw|, al8- — 4832,
— 432, 3., fo vaf Die. Uazah! dicfer ,')3 teaeln mit ber 2ns
30B! Der Paare der imaginaren uzzely Dev gegebenen Gileis

A S %
Ul :'-; h,.'!..-.l'\ralh.s v

“ 2

9ifein evcignet ed fich, Daf fich unter den Grdfien «
v, 3. folche befinden, Die entweder unger einander oder Den
Grdfien 2, b, ¢ 16, gleicd finds fo hat die Gleichung dev's Dif=
ferengen nethmendiger TWeife mehr negative Siﬁmf.c[n ot
die gegebene Paare von imaginaren:

11 ——— 2 G

L)enn Lt} fﬂ" d == 2, ﬂ it Ll! \. L Eul }Li Ll!J%Illlb\n-
5 RS SEr o 5 e & % -
E&vit:strm (¢ == 3 2 BV — 102 (4 — a— &l — L%

bepte — 82, und alfo veclle und negative Grofen, fo vaf,

perin-die gegebene Gleichung blof die beplen imag Inarem
Wurjeln e F 8y — 1, & — Y — 1 enthalt, dic Gleidung
deg Differenjen, wenn « == a ift, auler dee veellen negatis
ven E;E‘aurgel — a2 audh noch diefe uu}bm alcichen Wrrzeliv
~— A2, — B2 in fich fblicfit.

Hat atfo die Gleichung der E‘-iﬁ-.‘-:"ta&-??l prey reelle nes
¢ Wurjeln, davon e einanten gleid find, fo hat bie
gegebene Glecdhung er:tmucs brey ’.paare gbec einPaar tmaz
ginace 28ureln, |

Enthatt die gegebene (Jmﬁu.g pler  imoginate
Tucyeln
S 3 “

e

et —

e s - S A




118 L Bon den Sleichungen. 1
@« P AY — 1, &—pY — 1

yfIoy —1, v —3& — 1

fo befommt Destegen die Gleidhung der Differengen die beps
den vecllen negativen Wurzeln — 482, — 422, St fernee
=4, fo hat fic aud nodh dicfe bepde, — 82, — B2 ; ift
y = b, fo hat fie nodh) — 2, — 2 ; und ift endlich a=1,
fo gehen die vier imagindren Wurzeln

(el T (B =Y — 1)2
(2 — v — (8 — DY —1)2
(0 — 7 ¥ (8 F DV — 1)2
(¢ — v — (B + OV — 1)2
in :
—E—=92, —(E—2, — (€12, —(C+¥)2

P

uber, dad heifit, fic werden reell und negativ und ju jwep

genommen ¢inander gletd.

e,

-
LA e ]

Hicrau

[aft fidh feicht folgended fcbliefion.

1) 2Benn-alle- veelle negative Wurzeln Der Bleiduna
ber Differenyen unter einander ungleich find, fo hat die qes
gebene Gleidhung nothwendiger Weife fo viel Paar imagts
nave Wurgeln, ald jene Wurzeln hat,

Jennt man in diefem Falle irgend eine dicfes IWureln

Vw . :
= und bringt man diefen

— w, fo hat man fogleich € =

§ Weeth in die bepden BGleichungen (H) der 17ten Nr. det
‘ vorhergehenden Abhandlung, fo ift man im Stande « ju ents
tofcfeln, und alfo durd jede negative Wurzel — w gtwepn 1mas

gindve Wuvgeln & + € — 1, & — 6V — 1'3u finden.
2) Wean
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2) SWenn fich. unter den teellen negetiven Wurgeln et
Gieichung dev Differengen cinander gleiche befinden, fo-giebt
jede von den ungleidhen Wurzeln, wenn pergleichen da find,
¢in Paar imaginare MWurgeln, wie porhin; allein jebes Paar
gleidyer WBurzeln Fann audh entiweder gey Paare imagindre
9Burseln geben oder feing. Folglich geben joey gleiche SBur-
soln enttoedet vier imaginarve Wurjeln oder gar Feine, drep
gleiche, entmeder fechs imaginave MBurgeln oder ztvey, piee
gleiche, entiveder acht imagindre Wurgeln oder vier, w.L.f,

16.

Run feen 3 B, —w, —w ey gletche negative
i ; Vow
WBurzeln der GBleichung der Diffevengen, Man fepe € == e
toie oben, fubftituire diefen IWerth von € in Ten Bleichuns
gen (H) der angefibreen Ner., und fudye den gemeinfcaftlis
den Divifor derfelben, -inbem man Ddie Divifion blog bis ju
einem Refte fortfent, o « nur in der jtwepten Dimenfion

yorfommt, teil & nue einen doppelten TWerth hHat,

Sept man dicfen NReft = o, fo befommt man jur Bes
flimmung don « cine Gleichung des sroepten Grades, Die
alfo entmeder joey veelle oder jivey imaginare Burjeln hat.
Sm erften Ralle nenne man ihre Wuegeln & and «*, fo
find die pier imaginaren Wurgeln *

a' "!‘ {:\!"’ et |
w — 6y — 1
ST O iy

! — 6 — 1
%m andeen Falle find die Werthe von » wider bie Boraue:
fesung negativ, und dies ift ein Kenngeichen, daf die beyden
gladyen WBurjeln — w, — w Ffeine imaginare Wurgeln
dev gegebenen Gleichung geben.
9 4 17. Wenn
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17.
Wem die Gleidung der Diferengen drey gleiche negos
tive Wuegeln — w, — w, — w hatte, fo mifite man

W 7 ] P -
fenn man g = }i— fepte, die befannte Divifion blof bid

au einem Refte fortfenen, worin « in der dritten Dimenfion
enthalten ware. Septe man darauf dielen Neft = o, fo
hatte man eine Gleidurg desd dritten GBrodes fiir o, rooraud
than entiweder Drey reclle, oder einen vecifen und jroey iniagis
nare IWerthe finden olrde. Sm erfien Falle hatte man fods
tmaginare “Burgeln, im andern aber nur jvep; denn Dig
imaginaren Werthe von « dicfen nidht gebraucht werden,
twetl fie fidh nicht mit der ?[smal}mé pecteagen.  uf abhm
Tiche At verhalt ed fich fernee,

8.
Leber bie Methode, fich ben Wurgeln der ek
chungen in Jahlen 3 ndhern.

18,

$Wie Baben ia dee 3ten Rr. der vorherachenden b:
handlung aefehen, wie man die Wyrjeln der numeeifchen
Gileidhungen in continuivlicdhe Briiche verwandeln Fann, und
toie botyialich diefe Reductionen vor allen andern find. Sept
will i nod) einige Unmerfungen mittheifen, wodurch diefe
Lheorie alle mogliche Allgemeinheit und Ginfachheit befoma
men wird, Joe

0

Lefte AnmerFuny,

Ueber die periodifchen continuiclichen Bride,

16.
Wic haben fhon unter ver 18, Ne. dev worherachenden
Abhandlung bemerft, Daf der continuicliche Bruch, wodurd
vie

o T—
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4. Gortfefiuing dee britten Abhondlung, 121

die MWuryel einer Gleichung ausgedtuct witd, endlich fepn
muk, wenn dicfe Wurse! eine comminfucable Jahl 1ft, und
man alfo diefelbe genau angeben fann; alicin es giebt noch
einen andern Gall, wo man nidhe weniger den 2erth Dep
$Burseln genau haben Pann, ob gleich Der ‘continuirliche
Brudy, wodurch er ausgedtuckt wird, ofne Ende fortl! ufr
Dicé findet ftatt, enn der continuiriiche Bruh ein perio
difcher Brudh ift, das Heift, wenn bey thm Diefelben ?ennee-
in eben der Ordnung ohne Ende toiederfihren,  Hatte man
i B. den Druch
i
pT Tt
PTI
qt X
P __
fo ift flar, daf roenn map bten Wert) diefed %mc{;é 2
nennt,

i
x=pt —
qfx

X
feon wicd, @8 flielt aber ieraus die Gleidyung
qx2 — pgx — p =0

woraus fidh x Beftimmen 1aft. Gben fo wicde ed fich vers
Balten, tenn die Menge dee wiedesfehrenden Slieder groz
fier are, man befommt allemal jur Peftimmatug von =
cine Gfeichung ded proepten Graded @8 fann fidy abes
audh ereignen, daf der continuiviidhe Brudh in feinen erfien
Gliedern icregulde fortgehet, und nuv etft nad ciner Des
fiimmien Menge deefelben periodifed wird. In diefem Galle
fann mian den $Berth des Bruchs auf cben die Ant finded,
und et wivd alfeniaf von einer Gleichung des rocyien Gras
Des abBanaen. @8 fep 3 B. dev Brud) foigendes

o5 il
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122 1, Bon dew Glelchungen,

o
i X
P q T

\

by

. T
r T 1
s o1
T T I
s dor
T e a0

@eit man ben gangen Brudh = x; und den perviodifchen
Sheil deffelben, oder

I
s s o
el
> E
i
=y, fo bat man
. =pF = :
gt I |
y |
woraus |
ok X~ P f
< e X ==p) 5
flieft.  un hat man auch
I
— T —_—
y fre ot
b
und bdiefes gicbt
§Yy2 =— 8y = r = O ‘

pber, twenn man fir y feinen durdh x ausdgedruckten Ierth
fent, |
$(% = p)2 — rs(x=—p)(1 — qx — p)) —

t(t — q(x—p)2 = 0o, :

SWenn




4. Tortfebung ber dritten Abhandlung. 123

aRean man biefe Gleidhung entwicfelt und nadh x ordnet, fo
hat man eine Gleihung vom wepten Brade.

20.

Man fieht aus dem, toas fo eben gefagt toorden ift,
dafk der gedachte Kall allemal fratt finden muf, roenn untee
ben Gleichungen (a), (b), (e), (d), . der 18ten e, det
porferachenden Abhandiung jwey Sleidhungen vorfommer,
welde diefelben Wurseln Haben. Denn ift 3. B. die Wurgel
der Gleichung (c) nemlich z diefelbe alg die Wurgel x dee
Gleichung (a) fo hat man

Bl p kot

9 ik

_ X :
TWenn daber in cinem continuirlidhen Bruche aetvific Sahlen
in cben der Ordnung twiederfehren, fo fann man fich auf vie
Qct Davon ubergengen, ob dev continuitliche Brud ein perios
bifcher fep ober nicht, Daff man unterfudt, ob tie Wurseln dev
bepden Gleichunaen, welde in ganzen Sabhlen einander aleich
find, folches audh durchaud find, d. fy ob die bepden Gleis
dungen cine Wurgel gemein haben, Died erfennt man leicht,
tenn man den grdfiten gemeinfhaftlichen'Divifor derfelben
fubt, weil derfelde alle gemeinfchaftiiche TWurzeln enthalten
muf, toenn e8 deraleiden giebts und da toir gefehen haberny
bafi jeder periodifche Bru eine Skicdhung vom FOEHIN
Grade giebt, fo folgt, daf der grofite gemeinfbaftliche Diviz
for, davon bier die Rede ift, nothroendiger Weife jum jwenz
ten Grade gehoven witd.

21.

Vorausgefest alfo, daf man fchon wiffe, daf 8 unter
den Bleichungen (), (b), (e), (d) it ey gebe, Die eine
\ SBurael
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Fhes i
I s 4 I. SRon best ‘T-*'Ha"tll Bt el
! i Ay 1. 2OLRT0EN DU Aot

-l bl

Baryfaemein-haben, to it man auch verfidrert, bol deg

gefuchre continuichide Brud ¢in peviodifdher Brud feon

fe Tieberholung

muf, fo tagman olfo denfelben durdh blofe ;
. Lt : _ % ;R ; % +
der micderfehrenten Glicder fo weit Fortfenen Eanm alg man
wille “Aliin nun wolten wWir aud urkerfohen, wic man die
NReihe der convergrrenden Briche, deren e, 23, Dot vols
bergehen .
ofe einen nad den anbern vetonbers 1 Herechnen
' 4% HUELIL 10EED Au v-”-_‘-uyn,.u

By Sl e Bl aer o ATy s ki A PRI e i Bt
e gfb,‘jﬂ.‘[-.,.;t_{,’;:-.-_ Tt Bare ik, roriiepen E't.iizﬁu

22,

Su dicfem Ende wollen wir annebmen, daf man aligy
mein babe

i‘ T
i ol i | e ¥ AR e ) e :
X =S AT =, xlm M g o A g,
X' x! ey T 1
oy

¢, - aber D¢
1nd, soelde

fo daff x die gefucdhte Wargel, x/, x, x*,
SBucieln ber Gleichungen (b), (o), (d), 1.
wic oben duvch y, z, u, w, bejeichnet Haben,  Higdann |
Bat man : :
|

XL Yy '

Vg 1
|

L

|

1 X L

I Af | 5

1/ 7, W B ¢ P

P i o g Betes 3t Y + L

I'v ATV e G Lv 1 P L”J .
1C, €. |

I
g B } R

o0l

Set man alfo, toie oben ‘
|
|
|

1 | |
|

I

ol

1o hat man folgende Bridye, bdie fich x naheen
i 1 1! IH Iru }_-’V

Bl T ot et

23, Nt
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4. TJovdefung ber britten AbGandlung. w25
23
;
Din alchi die Gleichung x = »° ¢ -
: =

xx' e 1=l
@egt man dajer far x in dem goepten Gliede Disfer Gleis

dung feinen Werth 2 T —-unb multiplicict darauf mit x*,
» oy

fo befomimt man
xx'x? = ("¢ D%tV = 1x" y 6 b
unt eben fo findet man, wenn man fur x in dem grwoepten

; ’ S I e
Blicde diefer Gleidung 2™ ; == fjeft

~5

xxhn‘l’ - — ln‘ﬂ‘ fid ,T., ,’._-h.f
and fo feener, '

9uf Ghnlidhe Act gieht die Gleidung x" == »" Bt

x'’

I‘KFK” —-— AHKH .'."I. [ = Lnrxi,r ..1.. Lf
4 » . I L3
und fubfituict man in dem givepten Gliede A7 Ta foy x

#nd ma'ﬁtipiicirt darauf durch x, o befomnit man
g X'” == "A“L” i.. L% il *:" L4 L”x“’ .i. LH
und ‘fo fecner.
Sietaus folgt, dah ﬂmlt aaqemem haben toird, ber contie
mdicliche Deudd mag peciedifd feyn oder nidy

0.p & 1p—171
Fx' 4 .1 L. ooaes

Txix o, oxb =LisP g LI

li

rxlxtg 5 xf

WS
Dicfes vovausdgefent toollen tiv annehmen, dof maon

b B, x TP xt gefunden - Habe, 0 D, Daf die  IBuvgel
bee

-

T PR e, e e s 2= - = =5y -

e o e ey | T, T
i .

- v
e, e i Yy Ny, ——

T

Co— i — = - Fome -, .. D - ___.:'_,_'-.- x

=
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I, BVon den Gleichungen.

26

der (¢ Foten Gleichung aus der NReihe (b)), (c), . dot
FBurzel der wten Gleidung eben diefer Reihe gleidh fen; o

hat man auc

wirta ol

ptrta _ T2

Il

X

2C,
und uberhaupt
wetmiw xl:-:.-far

alfo auch
Nt e s 5

aetrie — #t2
und aberhaupt
etmta _ uta
fo. baf Daber fepn toird

b —E LR ¢
T ok T

|

r ]

}“a:fj-l:‘ T
?\'u-t[ 'i" {1

95,

Sekt man nun uberhotipt ¢ =+ nr + x, fo iftleidt
eimguielien, daf dadurd die bepden Glefchingen (B) dev vor’
Bevgehendenm Rummer in folgende veriwandelt toetrden

xx'x"




4. Joetfefung der dritten Abhandlung, ‘127
et x:{"x”..‘x-”:.xf‘frxf‘fz...x""f’r.(x-“r]:f"}z...x#h)“

I . = 1Px#t7 3 p—I
| und
[ X!xh".‘hf‘".xlﬂ'fIxﬁfga—‘xﬁ'fﬁ'.(xf&‘i' IHFTQ.“E#'I;-'}[]

—LPxFt” o S

: : : =
i ! £ g % x 1 N
— e —— -
'*-r-.--g" e SR P -2 e LS i i g _
e sy . - e L b — —c e
e ———— e e aa

! %un hat man, wenn man in den Fovmeln (B) der vorhers [
achenden Jie. ¢ = p annimmt, H
xzx . . xPo= 1ExE gp— L L
%z, .. xF =1Fx# ¢ L¥ L it i
Do ferner xP = aefr i 2 b S SRTER P I‘TEE
s a2 i
i, ift, fo hat man, foenn man ; E jJ:
h =1 s H =0
ht = aefl H =1 | 4
he =50t2h +h CHY =t .0 a
W == 313 "+ b/ HY = 2#T3g” + H |
: h'v. = a%Tdap bl X = AT g + H"’ ! $
: fest, allgemein i '=
: L VR B S "
( ;-"‘-L BT ST T e H x# Fo g 1o —I | i
: Solalidy -jt (e ’
wetigpete o qute o prgete g pt—I 1
b und toeff x#TY = x* fepn foll
¥ x#t1ypi2 CxE — H"x'“‘{'H""*I
i : 26, %rinﬁt
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128 I, Bon e Gleichungen,

26. |
Bringt man temnach diefe Werthe in die benden obis j
gen Gleicbungen, fo erhalt man
A x4 BT ETRETT BT D 28 ¢ 5T )R
= Jextt” + jf—1
. und
CHLPGE T o ol LA B I o 8

= LizHi% & [ P—1

o

127,
Sun geben bie Gleichungen (D), durd einander do
pidict,
B = i h"'lg i
HoxFTe 4+ g7t
und Hievaus fiieft
o e HTRG R et |
hY = Hix& |
St man babér e = = fo befommt man '
g1 7 = ot R e

R Al o [
und Hierausd '

REHTT o phprEl o
H-r:xlp;'!*r ,i, H’Jr--—-—I — : H b |

hS Bl
Da alfo aus der Jratur der Grofen h, b, K, i, H; H,
B/ ic. erbellet, daf
H:h___hfﬂz{’ H”'h""—h“H'rﬂ:—*-T, I'I”"h”-—-h”"H”E:IH-
ift, fo Bat man allgemein

hfﬂﬂ'—-l -2 2 Hﬁ-hx—] = & I

o




4. Fortfebung ber Dritten AUbhanbdlung. 129

foo Das obere Jeichen gilt, wenn = ¢ine gerade, und das uns
tere, wenn = cine ungerade Sabl ift.

Braudt man alfo diefe Subftitutionen in den bepden
Gleichungen der mé_ften Nummer, fo toird
£ (12x# F 18T Dzl $ g2 IR

e —= T — 11— IuT)xt 4 iF-Ih“" — 1Ph*T,
E (LExP ¢ LE—T@’g# ¢ g*— )R
—
(LPEF—T o LA=THT)g# + LE—Th% — L pp7—k
id de Seichen 1 und — gelten gben fo toie vothin,
a8, _

Sest man nun in der Gleidhung (E) der vorhergehens
den Nummer « = », fo befommt man, da x#T” = x#if,
hl gl il 2
H'z# ¢ »”—1
Diefes giebt folgende Gleichung fue x*

H' (342 — (W — BT DHx#—h"—T =o...(F)
worausd
W= BT oy — B2 4 i Y)
nH’
flieft, @8 fey-Der Rirge wégen
h’ — u*—1 e

!Q=PB1‘__—“
2H’ - B’

x¥ =

x ¥

.
—

B

und  alfo

K =27P 'i' vQ
b fo

o M g

> B === R e e - e e e e e e i = -
S e e e et e M T e .- d “ra i v — e e I e ey
: - = = T T T A Py S bt £ TS e
; - = o e e e e e T A e S s T e
= S—— s i i e = e = s e e -




130 I, Won den Gleichungen.

fo hefrmmt men, wean man Diefen Werth in Die bepden
(rnre - Gleicbungen Dec 27ften Nummer bringt

£ (#p 1A 13y QiE" P T p—1 4+ 1P

T

PPt — TP+ Q) + P RT —1FhTT

+ (Lep+LE-T R Ly QRP HE ™! T HVQ'

@™ — L THN) RV QLT R — EPRS
Da die Wurielatdfe v Q einen jroiefacben Werth hat, fo
hat man hievin vier Gleidhungen, uwm die IRerthe von

1, 1P—%, L?, Lt 3u finden.

29,
Denn fepst man der Kurge toegen
japiys Tl o g
Eepig pic el = ¥E
und
g aitl =K
fo befommt man folgende vier Gleichungern

Il

Hape—L 1ty =

r iy # & e nr];
* ) (F* + 1% Q)X ¥ BV Q) L sy’
| — (£ — 14V QK — H'Y Q)]
P=Ip® " T =
F P4 r-fy: T l-lc‘- VR = B *;n
x (P4 v-Q) V- Q)( vy Q 1:2»/"@
L—(P—V"Q)(f* + 14y QK + H'Y Q)

L
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LPET— I . [ P—1Iyg™ —
- T LG H”\f‘Q}H'].%'Q‘,_Q
L—(F¥ — LEVQK” — B v Q)rj
LF—Ihﬂf = Lphﬂr-—-'[ e
[ @ QF —LFV Q)R —HYQr]
L —(P—V QF — LAY Q)(K — BV Q)] -
9ddivt man demnady die erfte Gleichung, durch h™ multiplis

=+

—

2y Q

citt, jur groenten, durch H* multiplicict, dedgleichen das Pros.

buft aus der dritten in h™ guc oferten in H, und fest man
dabey der Kirze wegen

- B7P ¥ h*® = G*
foift, weil hW*H®—E — H"h™ =% 1 (RNr.2%.)

1 =
(t# § 11YQXOT + HVOE! paivey]
g 2y &
— (£ — 14V Q)(E" — KV Q)(R* — B™v'Q)r
LP =

(E¥+L¥VQGT +BTY Q) K’ TH’v’Q)“"-?__,

—(FF—LF v Q) (G =R Q) (K —H Y Q)] -
Wo ¢ = gt nr o ift. :

2v'Q

30,

Hat man alfo vermittelft der Grofem A1, Al, A, s,
APTT qah den Formeln (A), (C) die Grdfen 1, 1, 17, 1.
L, LY, LY, 3. bis 3u 1* und L¥, und h, b', L, ¢, H, H,
H', 3¢, Bi8 qu b, H" bevechnet, fo fann man nad Deft pots

: S 2 : Berges

'
: E = : - -
e e e A R S S P g e e
A - - =
R e T A S s - e = =
ey oo =em———— - =
T T e st =i = et
L3 L} .
TR e
e e e PE——— ——— -
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132 I. Von den Gleicdhungen.
Bevgehenben Formeln die Werthe von 1# und L°, 0. B, der

1P
Gliedet ded Brudhs -T finden, o mag eine Sahl -bedeuten,
E

toad i cine 8 will, Man darf nemlich nur » vor ¢ abjies
fen und die Diffeven; durcy » dividiven, tweil man auf viefe
et in dem Duotienten die JFakl n, und in dem Rejte die
Sahl # exhalt, welche daher allemal Eleiner ift al8 »,

21,

tim tibrigens allgentein die Gleidhung des jwenten Clras
Des 3u finden; woducd bdie MWurzel x der gegebenen Sleis
chung beftimmt werden' fann, twenn x# T = x# 1ie M.
24; darf mannur bemerfen, daf die Gleidhungen (B) .23
durdh einander dividivt, allgemein geben

]P'xF ]_P""I
X = .f. o-oi-(G)

Lexf 4 LI T
Aimme man e = g, fo flicht hiecaus
g ke gk

&

x =

14 — L¥x
und beingt man dicfen Werth von x* in die Sleiduing (E)

der 27ften Nummer, fo befommt man
H(L Tx—1F=T)2 (b — B Iy Tx 1)

(¥ — L3y — W'TI1* —L¢x)2 = o
oder

LDz 4 (W — BT HLETTLE (L F)2)x2
(R LT AT T Ty T 1A 1L
— (b’ LA + B D2 $ (W T ) Lo

— Rz = o

and

e ————————— _ .
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4. Fortfefung Dber dritten AbBandiung. 133

and diefe Gleichung ift nothrwendiger Weife ein Divifor dev
geachenen Gleichung.

Sweyte Anmerbung,

Eine febr cinfache Niethode, die Wurseln der Gleichuns
gen dcs sweyten Grades in continuirliche Bruche
3u perwandeli,

32.
&8 fep die allgemeine Gleidhung des ymenten Grades
E/'X2 — 2tx — E =0

gegeben, two E/, ¢ und E, damit die SButyelnn ‘veell fepn
mbgen, foldbe ganje ablen bedeuten follen, daf ¢2 F EE’
s oif, Diefe Gleichung giebt
¢+ Vv (¢2 ¥ EEY)
_ 5
and in diefem Unsdeucfe fann die Wurzelgrdhe entweder
pofitio oder negativ fepn, €8 fey die gefuchre MWurgel pofis
tip, und »¢ die gange Sabl, die jundachft Fleiner ift ald Dev
IBecth von x  Seht man bep diefen Umftanden x = '

X =

+ i‘, 1nd Bringt diefen Werth in die gegebene Gleichung,
X

fo beFommt men cine neue Gfeichung, toorin die unbefannte
Gedfe x’ ift.  Multiplicict man aber diefe neue Gleichung
durch x'2, verandert Davauf die Seichen, und lafit det Kigge
toegen

! = x'E! — ¢

EY = E } 2¢a/ — EN'2
fton: fo bePommt man die Gleidhung

EV/5'2 — n¢'x! — E' == O

und diefe aiebt

% 3 x4 zs

bswen

T ——

i
i B
| 18y
1 i
1
] |81
g | LENLN
J Bl AL |
1 ! 2
{§ ¥ i _' 4
i Al ke
g P
3! e 1l 31 (W
; 1 i
TR ;
3 A |
| e i
At
] kf il
b i
¢ | |
Tal i | 1IHig (1R
! 1 1N
i il HR-T g el
iyl
'. i Wi
L A
; {MEE ||
i T
il 1 il iR 10
13 ]
it
{ 4 HIE
"0y ' I
IRELE -8 e
{1 ERS- b HyiE i
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134 I, Won den Gleichumnge.

B e o v (e'3F E’E”)‘
EH
Man Fann alfo aud hier toieder die gange Sabl A" fuden,
vie junachft Fleiner ift als der Werth von x’, dann x' =3 a#

I L » 3
p; fegen, und auf abnliche Art toeiter Handeln,

©ubjtituict man nun in dem Yusdructe #'2 f EEY
Die Werthe von ¢ und E¥ und [aft die Grofen weg, die
fich aufheben, fo befommt man e2 + EE/, und alfo denfels
ben Husdruck welchen man in der Beftimmung von x Hatte,
Hievaus ift leicht abjunehmen, daff die Wurielgrdfe in den
Werthen von x, x, x%, 1 allenthalben diefelbe feyn twird,

33

Sehit man daher der Kirse tveaen
= s2 J EE’

. und auferdem, twenn dag Jeichen. < die Bedeutung: hat,

Dafi man Ddie sunachft fleinere gange ahl nehmen folle,

: F VR
Ao t ) g = ANEf =
'
§
E'=E 'i' 28a! — E'2, 2 f:—ngfg, gl = AEM —5'
R
B"=E/—2¢'a% —Et ltz, )" ':"—-g:;j, £ E" e
1
E."":"-’-""E”*-2-3”3-”'-—E"”-’l””, AJ'V ﬁi_gig’ .-:"":}.""'E‘V——s”'
iy
::.} Il:. Ifa
fo befommt man
g -t VB b &
o ._T.,._ = At —
E! x
Be vy vaoass &
E %'
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i SR D s e el
B "%
2C.
folglich
s=at .
A W

A ose

gRas bie Wutselardfie v B betrift, fo muf man ihe jebedmal
dag Seichen geben, toeldyes man bep derfelben in Dem Wers
the der gefuchten TWurgel x angenommen hatte: '

Da man 2 + EE” = 2 + EE/ =B ‘gefunden hat;
-1

¢ B — o
fo ift EY = = 27 und auf ahnliche Aet:audd

B — l“:* B j— 2”}3.

Hl o= o= e
Bl = Bt Ev _ B
. 20 . :

Zindbet man e8 Daher bequemet, fo Fann man aud diefe Fev
meln ftatt der oben. gegebenen gebraudpen, - um die 9Becthe
von E/, E, ¢, su befommen,

34.
Nun behaupte ich, daf der continuirliche Hrudd, welder
denIWerth von x ausdrudt, allemal und nothroendiger MWeife
ein periodifdher Brudh fepn wicd.

Ulm diefen Lehrfak su beweifen, toollen twiv supdrbetft
allgemein darthun, dafi man bey einec jeden Bleichung, toenn
man fie auf die §.3. der porhergehenden Abhandlung Nr. 18
befdbriedene Art verandert, unter den peranberten Gleichugs
gen folche antreffen wied, deven erftes und lested Glied ent:
gegenaeferte Seichen Haben, Wiv haben nemlich in der ge-

S 4 dachten
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136 I Bort dent Sleichungen,

dadten AbHandlung MNr. 19. gefehen, daf man allemal auf
eine veranderte Gleichung fommt, die nicht mehr als eine
SBurel hat, weldhe grdfier ift als die Einheit, und baf nad
ibr allen fibvigen veranderten Gleichungen ebenfalls nicht
meht al8 eine Wurzel jufommt, die grofes alg die Sinfeit
ift, €8 fep alfo
aum 4 bom~¥ 4 cum=2 4 3¢, F k= o0

eirie pon diefen veranderten Gleichungen, die nicht mehe alf
gine Wursel haben, telde grofer ift. ald bie Cinheit, und
dabep fep s der Werth von u in gangen [ahlen, Sent man,

fim die folgende ber&nberte @leicbung gu finden, u = s ¥ %

und bringt diefen MWerth in die angefliihrte Gleicdhung, fo ift
vad erfle Glied der dadurdh erhaltenen Gleidhung |
(asm § bsm=T § csm~2 $ 0 F k)wm

und das leste a. Da nun der wahre LWerth ven u in dee |
Gleichung |
aum $ Bum-¥ 4 cum-2}ae fk=o
awifthen o == s und u = oo fallt, und wifchen diefen bey: |
den Werthen fein anderer LWeeth von u fratt findet: fo muf |

man, twenn man diefelben in die Gleichung fiir u bringt,
nothwendiger MWeife Refultate mit entgegengefetiten Jeichen |
befommen. Denn ed ift leicht einjufelen, daf in diefem Falle '
nue einer von den Faftoren diefer Gleichung bey dem tiebews |
 gange von dem einen Wecthe von u 31 dem andern das el |
thert perdndern Fann (Ne.5. der vorhergehenden Abhands L
fung). FNun giebt die Subflitution u = o das Refultat !.

o aum (denn alle dbrige Glieder verfchwinden gegen diefes)
{3 R und diefes Refultat Hat daffelbe Jeichen tweldes a Hat; folgs |
st lidh mug u = s ¢in Refultat geben, deffen Jeicdhen dem [eis |

chen von a entgegenfteht. - Da alfo diefed Refultat as™ F

bs®=X f csm-2 4 3¢, + k gleidy, und biefe Grofe auch der

e | € oeffiz
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Goefficient des exfren Glieded der veranderten Gleichung fiie
w ift, welde a jum legten Gliede hat: fo folgt, Daf diefe
veranberte Gletchung in ihren bepden duferfien Gliedern
othendiger Weife entgegengefeste Jeichen haben mug.

Auf eben die Art aber {afit fich Detveifen, ba§ diefer Ums
frand noch vietmehr bey Den folgenden perandetten Sleichuns
gen fratt finden mug,

35

Diefes vorausdgefesst, fo giebt die Bleichung
E'x2 —2ix - E = o
folgende veranderte Gleichungen (Nr.32.)
Ef!xf; Foda zifxi‘ s Ec‘ — 0
Bl L nglix!t — E-” = 0
2.

und nach dem, twas fo eben (Mr. 34) aefagt worden iff, mu
man nothrendiger Weife ju Gleidungen gelangen, tie
pYTFx7)2 — 2:7x% — EY =6
gvi2ar¥ng _ axtIg vt o grtE— o
A 3. 3 :
e das ecfte und lfeste Glied diefetben Jeichen haben, fo daf
daher die Grdfen EY, 7T, 5v 12, 1, insgefammt vog
einerlen Act find,  Nun ift (Ne.33)

B — (5'}‘)2 + E‘:‘E‘/'i" I — (5_'1"1' 1)2 ..I. E?"I‘IE?TQ — 1, .
und folglich, da E7, EYTE, E¥T2 3¢ bon cinerten vt
find, die Produbre E¥E¥ T, EYTIEYT2 4 nothroendiz
ger Weife pofitin.  Hieraus folgt

1) daf (92 < B, ¢¥T152 < B, 1., d. B. enn man
won Dem Seichen abfrcahict, ¥ < VB T < VB u.fw,

ohne €nde ift,
33 2) baf




138 1. Bon dert- Gleichungen.

2) dafi auch, da B EYL E4 1, ‘gange Sablen find,
£Y < p, EYTI = B EYT2 < B fepn witd. Da alfo
B gegeben ift, fo it die Menge der ganjen Sahlen, vie flelz
ner als B.und VB find, begtenst, und es Fdonmen daher die
Sahlen. EY, grtL gri2 o 47, 1L T2 sc nue
cine Deftimmte Menge verfdyiedener Werthe haben, fo dab
in der einen diefer Reiben fowohl alg in der andern, tvenn
man fie ohne Gnde fortfest, Diefelben Slicder unzabhligemal
toiederfehren mitffen.  Yus ebern dem Grunde muf aud) dies
felbe Combination der gugehdrigen Glieder in beyden Reiben
unidhligemal wicderBehren, und es wird alfo 3, B. nothwen
Diger IBeife

E?%ET” — ET"I‘?’ unb' i‘/'}‘a‘i‘v s 57‘{'?
oder; toenn mdn'y 4 & = g fehit,
Eetr = E# und 4T = .

Da alfo B = (:#)* + E¥ gt = (172 4 p#dvg il
ifty fo [at man and) petrb T o pet X . un ift aber

- S L S BN
25 A R R o ey
'_E!""f[ I 'E{“"i'"'fl

folglidy ift audd x™T” = x und alfo dex continuirliche Brug
nothrendiger Weife periodifch.

36.

SNan fichet aus den Formeln der 33ften Rummer, daf
toenn

T = EF und Rk AR
ift, aud
und
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and fo ferner ift, for baf fberhaupt die Glicder diefer drey
Reihen

B, B EY b nishoall it vl 40007«
weldbe sum Grponenten » + n» + = haben, Diefelben find,
al8 die porhergehenden, dDeven Erponenten g F & find, tvenn
n irgend eine ganze pofitive Jahl bedeutet.

9lfo. twitd eine jede diefer drey Neihen von EX, o,

y# 1L an periodifd, und jede Periode enthalt n Glieder,
nach toelcher diefelben Glicder ohne Ende in derfelben Orde
nung toiederfehren,

3.
aWir haben betviefen, daf man bey der Fortfehung dev
Reibe dev. [ahlen E, E, EY 1y nothwendiger Weife auf
cinander folgende Glicder mit einerlen Jeichen befommen
muf, und daf davauf die Reibe allemal periodifch toird.
%ft man nun.in diefer Meibe ju jtoey auf einander folgenden

®liedern EY, E¥ T mit einerley Seichen gefommen, fo bes
haupte iy, daB dad eine von diefen bepden Gliedern {hon
eing von den periodifhen Glicdern fepn und alfo in jeder
DPeriode wieder evfcheinen witd.

Da EY und EY TT daffelbe Reichen haben, fo ift flar,

daf die veranderte Sleichung :

Ef?l(x?jz — 0sYx% — EY =0

nothtoendiger TWeife eine pofitive und negative Wurgel Hat,
und daf fie alfo nicht mehr ald eine Wuryel haben fann, die
grdfer al8 eind ift. - Kolalich haben die folgenden veranders
ten Gleidhungen in ihren &ufecften Gliedern nothwendiges
MWeife entgeaengefette Reichen (Nr.34.) und aljo die Sahs
fet

o borla - - -
e e e e e S T e i e B R

B e
.
e

e e e e e S e o BASERY eredmani
: B ey s e e
e e -
= " PRl Bmcsme i —ege e -
e o T T e

e s

RAE——

e A
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ten £7, EYYE EYT2 o diefelben Seichen, fo daf jede
pon ifren Eleince als B, und jede von denJahlen «¥, ¥ T1,
12, 2, Bleiner al8 v'B ift (Nr.35)

38.

Danun B = (*)> LEYEYTLift, fo find die bepden
Qablen EY und E¥ 1T entweder bepde Pleiner als v'B. ober
foentt die eine von ihnen gedfer ift, fo mufp dodh die andeve
Fleiner feon, und e ift daher jum wenigften allemal etite von
ihnen £leiner ald VB,

@3 fey EY < VB, fo 1fF ficdh Beweifen, daf die Jahs
fen B¥, EYTL, g¥12 o o, S TE %1250 inggefammt
¢ben daffelbe Seihen haben miffen, tocldhes die Wurjels
ardfe VB hat.  Denn da dieMWurjeln der vevanderien Gleis
chungen x, x“, x*, i wegen der Jatur ded continuirliz
dhen Bruds insgefammt grofer fepnmiiffen als die Einbeit,
fo ift audy

¥ p, WP sy

folglich
¥ B GV ot | B
E.Tvr =~ I, : —I”‘. > I 4C.
EY i EY 4

und da

B (:7) FEVEYTI = (v TTy2 4 gy gy T2 — g,
ift, fo wird

% VB S R g¥ 11 c

EYT1 S _V/-B_“;?' E‘?.‘f‘l H.‘f‘B_"}"l"lz
affo
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alfo aud
E?’ E?TI
—_—, ————— > 11
\F}J—‘iy {B_‘f‘yfl

Da nun ¥, YT ge, Fleiner {ind ald VB, fo miiffen, was
aud ¥, T e fliv ein Seiden haben, die Menner

VB — 7, v'B — ¥ T 1, nothwendig eben das Seichen
haben ald die v'B, und eben Diefed Jeidhen muB alfo auch

ben 3ablern EY, BYT Xy, jufommen,

Dee Khirge wegen wellen wiv v'B pofitiv annehmen, o
baf daber auch E¥, EYT T 2c, inggefammnit pofitiv fepn mifs

fens idy behaupte, vaf ¥, o7t I T2 56 ¢8 ebenfalls fepn

wegden. Denn ware ¢ o= — 7 (tvo 7 eine pofitive Sahl bes
deutet) fo mufte, da EY f;--\/‘ B ift, noch meht EY < v'BEa,
EY EY

i Y T T u
flatt finden fann, Da dicfe Grdfe > 1 feyn muf. €S Fann
baher audp < nicdht anders alé pofitiv fepn,  Ferner fep
I = v, Da nach Rr. 33 7T v TIgric
— ¥ ift, fo hat man AY TYEYTT =¥ _ ¢ folalich (da
¥ und « pofitive Jahlen und Fleiner ald V7B find, und a¥ TE
ehenfall$- cine pofitive Sabl ift) EYTT pleiner al8 v'B, tm.b
in diefem Falle bereifet man eben fo al8 vorhin, daf ¥ TT
pofitiv feyn mug.  Anf abnliche et fann man weiter forts
gehen,

und alfo

< 1 fepn, toeldes nidht

ABenn

g a7

cm - S

SE TR S P TS

e A ————

ST

o - ? R V ..
e e e e S iy =
._ ez it o e

e N o =
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L \ 142 I, Won dHen Gleichungen,

IBenn "B regativ genommen twate, fo betwiefe man

auf ecben die Urt, daff ¥, Y TI 3¢ negatin feyn mufiten;
ja ohne pon neuem ju rechnen darf man nur bemerfen, daf
die Fovmeln det vorhergehenden Jr. diefelben bleiben, wenn
man dacin die Seichen aller diefer Grdfen E, E/, EY, 1.
5,6, ¢, 2c, und der Wurjelgrdfe v'B vecandert, fo daf
man die Wurjelarofie allemal ald pofitiv betrachten fann,
wenn man die Gedfen E, E, EY, 1. ¢, 5, ¢ 2. mit den
entgegengefessten Seichen nimmt,

39
Diefes vovausgefert, behaupte ih, daf alle vorherge |
Benden Glieder detReihert E¥, E¥TL gYT2 o ¥, 7T |

712 3¢, gegeben find, fobald man jtwen gufammengehirige
Glieder diefer Reihen Fennt.

@3 fen 3. B. £7%3 yno 13 aeaeben, denn der By
weis Dleibt allgemein, die gegebenen Glicder mogen feyn,
toelcbe fie wollen, fo lafjen fich nach den Formeln der 33ften
Nummer und -den Bebingungen der vorigen die vor diefen
Gliedern vorheraehende finden. Man hat nemlich foaleid

13 = rT3prT3 _ 12 ai |

SRS e e L

sk o S A?'!'gﬁ'}"f; B R

Nun muf 712 « g fepn, und e8 ift bemnad auch

| 2 },.71‘3 2 57-[.3 'i' 1{-5
:'L'. S 713 :
" Eben fo ift

A & A SR

folglich, da s¥ T < VB ift, !
a2
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a2 < m
E?Tz

und da toegen der Fatur des continuirlichen Bruchs ¥ T3
cine ganie pofitive Sabl fepn muf, fo muf ouh ¥ T2 &+ v'B
& Y12 fopn, JNun hat man aud

gri2 EJTB.__B_,__( /;-—}--_r B+ /i‘a-){{g ,»t-z)
folatich v'B — s 12 < E¥ T3, ober indem mon. firw ¥ T2
femen porigen Wecth »¥ T3 gv¥3 713 fent

B — Avt3gvT3 #4713 o g¥T3
und darausd befdmmt man

T3 + B

ErT3

Da alfo 273 cine gange Sahl fepn muf, rn !ft Blar, daf fie
blof Der gangen Rahl gleidy fepn fann, die sunadft fleines

VTS .

Rl £ 1 S et :
ift ald . ;:- ; alfo i|’tA"’1‘3 geaeben: und da g1z
B

_ B — (7137

ifty fo evhellet; Daf man auch E¥ T 2 habe.

g7 T3
Nun ift R ,\?-'T'IE'}"I'I A
und alfo, da ¥ < VB ik
oL + VB
g7 11
Goll alfo »7 1 T eine folche gange Sabl feyr als verlangt witd,
fo mug

N S

und folglich, va EYTIEYT2 =B — D g,
{f}, ko




{ oo e AR e

44 I Bon ben Gleichnngen,

B g E-y'i'z
oder, twenn man fur 11 feinen obigen TWerth fegt
VB — avTagri2 4 oi2 4 gri2
und folglich
Y2 + VB i
Y 1=

feon. €8 fann demnach 372 goine anbdere gange 3ah! feyn
al8 dicjenige, die sundchff Fleiner ift als die gedebene Grofe
vtz & #p
’————j_l-_-;f—, und ¢8 ift daher diefe Jahl gegeben und mit
E'}‘

iBr audh «* TT und 1L,

Da endlich EY < v B ift, foift auchum fo mehr « 48
> EY, und alfo, da EVEYTT = B — (:+¥)% ift,
VB — ¢ < EY
ober, tenn man fir «¥ feinen vorhin gefundenen TWerth
fest, _
¥B — AYEFIg7 il - Pl SR
und alfo

7L o I+ vB s
grT1

@8 fann demnadd A7 TT Feine andere gange Sabl fepn, ald

" Ddiejenige, bdie junachft Fleiner ift al$ die gegebene Grodfe

I
x::r ", unb ¢ ift folglich die Rabl gegeben und alfd
E

aud < und EY,

40, IBir
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40,
2Biv haben gefehen,- (e, 35.) baf bep der Jortfesung
der Neihen B, EYTT g, s, Y TL 3¢ nady einer beftimms
ten Angahl vor Gliedern nothtvendig jiven jufammengehdrige
Blieder, toie E"’“I‘g, s?']‘b.\, toiederfefiren, fo daf 1.9,
prTodd — pvid,  oirtd — 210
itd, Nach dem, twas fo eben bewiefen worden ift, bat
man daher aud racfroacts '
it —1 o EY T il —1 oy Fi—1
g Tt prid—2, yIrtd—2 _ s1d—a
26 2,
Ev1' = E?, i es
4T
Wenn man alfo in der Reibe der Sahlen E, B, EX, 1,
gtoey auf einander folgende Sablen mit demfelben Seichen

findet, fo ift allemal diejenige von ihnen, toelthe Fleiner ald
Y B ift, nothwendig periodifch.

Wenn alfo in der Gleichung
E'x2 — s4x — BE = 0o
vie Coefficienten E und E’ cinerlen Seichen hatten, fo toficde

die Reihe vom evften oder vom joenten Sliede an perios
Difeh fepn.

42.
; T : e
Wenn ¢+ = o, alfo x = {E ift, fo wird B = EE’, und

8 1ft-alfo- von den bepden Bahlen E und E die Fleincre noths
Toendig Fleiner und die gedfere nothwendig ardfer aldiy B
Q it

—_-c--—-wl‘—-ﬁb-'.. % . __'- -
e g T s
e s el R T LT T
s e It Ty
e e =

e
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E :
&ft daper die Fahl =7 wovon die Duadrattoursel gefudt
soerden folf, Eleincr al8 die Einbeit, fo ift bie Neihe vom e
E & i e
flen Gliede an, ift aber = grofiet alg die Ginheit, fo ift die

Reibe vom jwepten Gliede an periodifd.

43

Man Hat {dhon langft bemerft, Ddaf fidh jeder petiodis
fdbe continuicliche Vrud) auf.eine Gleichung vom goepten
rade juchictfubren (aft, aber Jiemand Hat meines Wil
{eng den umgefehrten Sag betviefenr, nemlich daf jede Gleis
chung vom groepten Srade allemal nothroendiger IWeife einen
periodifchen continuitfichen Brudh giebt.  Jioav. hat Here
s£uler im gten Bande der neuen Commentarien der S,
Petersburgifden ALademie dev WBiffenfchaften bemerft, daf
die Duadratoursel einev, ganzen abl fidh allemal auf einen
peciodifdhen continuiclichen Brud suviictbrinaen: laffe; allein
et hat Ddiefen ©a, ver nur cinen fpeciellen Fall enthalt,
nidht bewiefen, und e8 Fann devfelbe aud, twiec miv fcheint,
nicht anders alg vermittelft der oben feftgefesten Principien
bewicfen tweeden,

44

g0ir Haben oben allgemeine Formeln gue leichten Crfins
dung der Glieder der Briiche mitgetheilt, die fich der AWBura
3¢l einer gegebenen Gleichung immer mehr nahern, vorauss
gefent, daf man teiff, der continuirliche Bruch, mweldee
dicfe Wurzel ausbruct, fey ein periodifcher Brud.

S nunt die Gleidhung eine Gleidung vom jtoenten
@rabe, und bedient man fich, Dabey der Methode der 33ften
Srmmer,
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Jtummer, fo Fann man die Rechnungen der 24fken und dee
folgenden Nummern um vieles vereinfachen,

Demt da man
ko LB EAE So S B ST
gpTI gt et

Bat, too ¢, #T7 peTT gttt gp00 find (# ift

fleiner al8 +): fo braudt man nur diefe Werthe in die bepa

den Sleichungen RNe. 26. gu bringen, und der Kirze tvegen
]#EF

1 a= fA

HISF‘T"A‘ _E_ HW_IEM’{‘W'I"[ e Gi"
feient,  THhut man biefeé, fo befommt man

(€™ 4 -

@™ HRTYBE’ ¢+ L
E# o~ g 1'1

10 0T% 4 p—Tgrtatr 4 '19{’3

L“/B B

(F‘“'l' )(G”TH”v’B)(K 'I‘

T —n
Tt

LP; wrw _i_ LP""IEP‘;I‘”‘I‘t ,i, LP\.’_B

uid foedent des doppelten Werths der Wurselgrdfe VB fina
¢t man Bicraus jogleich

f a ¥ o

e
L ne s

s Ao ———
— e 3
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==
5 1%y B B ; VB W
(s ;(G I‘HWB{K‘I'*—-—~
E# g1
B~ : - ;:‘rB
R e T B S
B“Tl EETI
l..-ln o=
o 5 SByom pommyaye s D ;
n
EJ""’T‘ . £ El“'t' I)
Lllu : 22{3
—(F¥ ~= X0 WGT=H"V B) MRE= B:]n
getl get 1

und e ift wie cben =gt nv .
454 |

Der Werth von L 1aft fich ouch vevmittelft 1° und IF"'_I :
ofne neue Rechnung:beftimmen, - Denn B4

s'i'fﬂ___ E
% e oy ——, und ¢ben fo

__E,?
Y B — &f

ift, fo hat man aus der Gleihung (G) deg 31ften RNummer

Ty CMEF L P TIGB — )

VB—= ¢ Pef + LI (yB — )

oder
E(L!EP + L~ I(vB— ") =1PE(WVB~—®)F |
-~ VP TIB et — (P b W B) |
Bergleiht man alfo die vationalen Theile und dann die frras |
tionalen Eheile unter einander, fo befommt man

. {ig =

ik
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1PER s IS I (el F 958
- E

LI —

: unb

_ —MEL: $ TR fouefy
und da B — (:")2= EPEPTT ift, fo hat man
PP — o) 4 1P TERIE
E
Nun ift p = =+ nv ot ow, und.alfo sf == LTFEP T

P75 o baf«f und BFET fiie jede Bedeutuns von s
befannt find.

LIEP il A gt

Ll =

46.

lim die Untwendung der votrhergehenden Formeln an
einem Bepfpicle ju geigen, wollen toir annehmen, daf die

Tt ; cihre
Duadratoursel aus —3—- durc) einen continuirlichen Beuch ge-

fuchpt werden foll,

<3 I 2 ;
Sent man x=v’“—§-, fo hat man die Gleichung 3x2

— 11=0; alfo MNr.32) E=11, E‘'=3, s=o0. Man
nchme demnach B = 33, und rvedne (v, 33) auf folz
gende Art,

E =11 £ =0

Pt L e,
' fas” +

B = 3___3 3,_.._9= 3 Al -:"}_...g.;g—-—-z_.. I, . all== g 8—: =5

B/ = 33—25 1"'_33'['§

§ 3 Elh‘f

i e -7 08 =i ; : - e
3 = a5 e o = e S =k e e
= T : " . - —x=iT — - . : vro oy




xgo - L Bon den Sleichungen,
b L ﬁ_?f_‘i=8’ AHH,;@:[’ ”“':I.S——Szg
Ev — 3—3'—;;:'2::3; AV ﬂ{Sﬁ‘g:?: =2 1=

Man bleibt Hier frehen, toeil man fieht, Pak Ev = E’ und
v = ¢ ift, ‘und man Hat olfo in diefem Falle = 1 und
y = 4, folglich
x=1%r
= T4
ot
1fz
2% 1
T4

10 'i' 1,

47
Died It olfo der continuirlidhe Brucdh, weldher den

MWerth mmwf"geI ausdrucht. IBill man aber die Brirche fine

ven, toeldhe fich diefem Werthe imnier mebhr nabhern, fo nelys
me man in den Formeln der 44ften Nummer pe=1, 1y =4
und = nadh und nah = o, 1, 2, 3, el = < 4 feyn mug.

Man hat alfo 1¥ = I/ = (Nr. 22. Form. (A)) »' =1,

lf“_rzzlzjg ey =g, EFTI = Ev = 3,
folglich £ = (r. 44.) LT +1 = '8_’[ Auf abnlice

et findet man L =1 und F¥ = -3- Nun berechne man

_®ie Weethe von H H’ s, big u B = H" nach den Fots
meln (C) Der 25ften Nummer, wodurdh man befomme

H=10

[
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lich fep

i e o
e e

*
('
i}
4

H : ==0 j
B cneay It
HY = 2B = 10 it
H = »"H" 4 H' = II ﬁ;;
H# = v H" 4 H = 32 .iﬁ?
€8 ifr bemnach B’ =32, B’ ! = 11, und dahet K’ &=
2, 0|
g 2 e -[* I =23 Nunfey
1) = = o, fo hat man B* =0, und H” — ' =1.(RNr, e
23, (C)); alfo GT = Tl =g Kerner fep - ‘:T»J -
2) w=1, fo bat man B =1, H*— L =o; dlfo'c* 2104
= ¢TI = " =5, G8fep i E
3) = = 2, fo hat man H* = 10, H* — 1 =1; alfo G¥ '{ l |
sn

- S g i

4) = = 3, fo bat man H® = 11, H* — ! =105 alfo i i
G® = 11" + JOEV = 63. %dfi
Bringt man diefe Werthe in die Ausdeicke fuc 1F und :

1l
L! (e, 44.) und multiplicict die bepden Faltoven
B
Pl i B, G* = H"VB
geTI
fo tie aud
.r
FAE Y B, G* = BB
E 2 | |
mit einander, wodurd man folgende Faftoren beFdmmt
1“B*R 1#G*
(G e (AR OV B
& Tl EX
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‘IcTIWB L.l'.’
8 B el ¢ (a0 BT

E.-'M 't' L I'_n' & ‘t' | §
fo findet man folgende Formeln:
(L + v33)e3 1 4V 33 "1‘ :

FHGT )\!‘ﬁ

140+ X — 2
— (L — ¥ 33)(23 “4\”"33}” V33
i 5s - n7 ;
B (T V3303 Tmraa Sor ail 4
— (3 — V33)(23—4V'33)"J
14042 = (rr T 2v3(3. 4"*33)“1 22y 2
== 2V L e
Yanaae s it XS gV v
— (6 — V3323 =a¥330f"
Lrmtal -~ ; +~%1
jants = G AGNSDEE TS, =
___\!rle sl 2[‘!“32).,23""'"4\,—13“J I3
Lawy i (63 T 10VENGIT AN Lo
—(63 — 11V 33)(23 — 4V 33" [V 33
jantam BT BT 335 L
: —(132 — 23V/33) 23 — 4V 33) "J
P D r
pauid (00t a8 33033 Pglal o

~—(69' —12¢733)(23—4¥v"33’"]
Wermittelft diefer Formeln fann man den Wecth jgbeﬁ pon

,' i 1 fid

folgenden Braden —

§ TN :
v"? immet mehr nahern,

o

Madt man nemlich jueeft n = o, fo beFommt man die
vier ecften Glieder. Sest may ferner n = 1, fo findet man
?\1 : Die vier folgenden Glicder, u. f, o, Man findet aber auf
' | Ddiefe Art folgende Briche .

ol 223 22.67 .05 967" 1057

r T R o R 30

L "1 11 12 35 47 505 552
43, Wollte
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2

. 48
Wollte man 3 B,-dasd scfte Glied diefer Reibe, d. 1.

Iso . e
den Bruch o haben, -f:_: laqlrfte_nmn_nur 50 durch 4 divis

diren, toodurch man 12 juw Suotienten und 2 jum Refte
befommen tolicde, und ne=12 annehmen. Entmwickelte man
dle 12te Poteftat vom 23 X 4v733, und feste der Kirze
fvegen

M = (23,22 % 66(33)(@32(23)1° T 495(33)2(4)4(23)8

T 938(33)3(4)0.(23)S + 495(33)4(4)8 (24,4

T 66(33)5(9)'°(23)2 T (33)0(4)*?
N = 12(4)(23)"* T 23033040323 T 729(33)*(4)%(23)?
T 792(33)3(7(23)5: T 220(33)4(4)2(23)%
T 12(33)5(4)12(23)
fo befame man (23 * 4v/33)" = M = Nvy'33, unbd Ddiefe
2Werthe in die Ausdrucke flip 14nt+ 2 ynd Lan+t 2 gefeht, ges
ben fiie Den‘gefuthten Brud
aM + 1N
M + 6N .

49.

b befchliege diefe Anmerfung mit folgendem mir merPs
wirdig fdeinenden Sufage. Wenn die geaebene Gleichung
ommenfurable Diviforen vom ecften Grade Hat, fo find die
continuizlichen Beiche, welche die Wurseln diefer Diviforen
geben, nothroendiger Weife begrenste Briiche, und wenn die
Gleidhung commenfurabe Diviforen vom swepten Grade mit
teellen Wurzeln hat, fo find die continuirlichen Briiche, el
the diefe Wurgeln ausdructen, nothwendiger Weife periodis
he Briche. Auf diefe Art hat die Methode die Wurzeln
der Gleidhungen durdh continuiclihe Beiibe auszudructen,

nicht blo§ den Borjug, dafi fie der gefuchten Wurje! fonahe.
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134 I Won den Gleidhungen,

al8 mdglich Fommende IBerehe aiebt, fondern audh den, dof
man burd fie alle commenfurable Diviforen Ded erften und
stoepten Grades findet, . welde die gegebene Gleichung enty
Halten fann. €8 wave ju winfchen, daff man ein Kennjeis
chen entdecPen Ednnte, toelched jur Auffindung der commens
furablen Diviforen des dritten, des vierren Grades u. 1
biente, toenn dergleidhen Diviforen in der gegebenen Glel:
chung enthalten waren; e8 ift died wenigftens ein Gegen
ftand, Dec vesbient, von den Mathematifern unterfucht

foeroen.,

Dritte Anmertungy.

Yerallgemeinerung oee Theorie der continuirlichen
Seuche,

50.

%®m zten §. dev vorhergehenden AbHandlung Haben wir
porausgefest, daf die Sablen p, g, r, ¢, die Werthe ot
SBurgeln x, y, z, i, in ganzen Sahlen, aber jundchft Eleiner
acen a8 diefe Wurgeln; ed fallt aber in die Yugen, daf
man darunter durc die sundchft ardfiern ganjen Sahlen pets
fiehen Fonnte,

st?

Angenotimen alfo, dak p die gange Sahl bebeutet, die
sundchit grdfier it alg x, fodafip > x und p—1 < x ift:
fo ift Flar, dap man alsdann

I
X = piesi=n
) 4
fegen, 0. B, y negativ nehmen mup. Da nun x < p und

> p—1 ift, {0 mirh% s o #nd < 1, und folglich y > 1
fo




4. Jottfebung der dricten Abhandlung. x55

fo toie in dem Falle (Nr. 18. dev vorhergehenden Ybhands
lung) wo p sunachit Fleiner ald x war. Man fann alfo von
neuem die Sahl q nehmen, die entroeder junachit Fleiner ober
anachfe groer ift ald y.  Sm ecften Fall fest man y ==

gt -;—-, und imandern y=q — v:——, i 1. fe

Yuf diefe Art hatte man
X T 4
x=p";——,y=qi’.?z=r:—u~ 16
und erhiclte fo den continuiclichen Brud
x=pl 1
qx

: !
=ity

i )

sl |

o bemerft toerden muf, daf jeder der Nennet q, r, . auf
welchen dDasd Seidhen — folat, nothwendiger Weife entrweder
= ober &> 2 fepn muf. Denn da y > 1 ift, fo bat man,

I X I
me““m““}'ﬁqn?ﬁf%hq-“z—b- 1, alfo q > I'i'-;,

und folglich da q eine gange Fahl feyn muf, nothtoendiger
Weife g entroeder = oder > 2. Eben fo fann man in den
ubrigen Kallen fchliegen,

52, :

@8 laffen fich aber die Bruche, bey welden auf diefe
At bald addirt Hald fubtrabict wicd, allemal fehr leidt in
folhe Briiche vermwandeln, die ducch die blofe Addition ges
bildet find.

3u diefem Ende tolfen toir Gberhaupt
I I
N ;;‘ = AT "-f

feBen,
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156 I. BVon den Gleichungen.

fegen, o a und A ganje Sablen, und ¢ und T folche Rah: |
fen bebeuten die grdfer find al$ cing.  Diefes angenoms |
men ift

I I
2 — A= —
=—t

I Y . .
#nd da = und Tl ift, fo ift aud

I I
g

und e8 Fann dDaher a — A nur = 1 fepn,  Diefed gicht |
A =a— 1, und daburd wird

I I , :
a — — =5 a3 — —, folgli :
t_..@...l_?T;fgé |
1 1 t =3 |
T_“I_"t—‘-uan_t——l.—ITt—l
uf diefe Act hat man alfo. allgemein
I I
a — —=a-—1 o
t ' TI“{' I

————

t— 1 ]
und vermittelfy diefer Formel Pann man ang jedem continuis
lidhen Brudye alle Jeichen = wegidhaffen,

€2 fen 3. B, der Bruch
I

B =gt

T
P

T i

geaeben. Sept man as==p, und t =g -{--i— + 16 fo be |
fommt man

I
1P 1
:]_—-:TI
?-i*zc.

e S

anie
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1
. e e
= —— = S —
- e =
Fr— ==
== = - = m——s

Bare dev Brud ail
I ik
P a‘ =y !
PR T AT
gegeben, fo befame man ftatt deffelben fogleid fl'
p— 1 f 1
IF 1 :ﬂf'i.:::_
T+ 18
und darauf g} :,
BT ib
N SR il
qg—2 %t 1 Gl
Toda iy b |
- r— 1 T 2 i

Eben fo verhalt es fich bep andetn dhnlichen Brichen, €8
perdient aber Bier angemecft ju toetden, dDaff bep diefen BVers
wandlungen Jtenner verfchwinden fonnen, und fo oft diefed
gefchieht, wird dadurch der Bruch einfacher.

@3 fep 3 B, der Bruch

P
5 o
Tt
s beewandeln.  Dev Bruch, weldhen man findet, ift
p—%t 1
1 T I
a e !
P
abee
P
I_-;‘ ‘i' i
- Auf




158 I, Bor den Sleichungen,
uf afnliche Het giebt der Bruch |
p— I |
RS
r T i
diefen
p— It I
1t 1
ot 1
1% 1 |
r—1 % 1
obet :
et 0 3 |
Ao
r—I TG

und fo in andern Fallen auf ahnliche Art,

53¢

Die vorhin gefundene Forntel, toelder nan diefe Form

geben fann, :
a ¥t B L o G |
F1 e ok
t

sefat, DaR ein continuivlicher Brudy, tootin alfe Slieder od
Seichen + haben, oft durd die Cinfihrung des Jeichens —
abgefiicst: oerden fann, und jmwar findet diefes fratt, tvenn
Nenner vorfommen, roelche =1 find. E8, fep 3. D, ¥

Brud \

I
 §

| Pt X _.
e It |
T4
geaeben: fo verivanbelt fich devfelbe nach dev votftehenden |
Formel in

p i
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pF I— I
e |
weldber, toie der Yusdrudk lehrt, ein Glied toeniger hat,

Hatte man daher den Bruch

fo toiebe fich devfelbe in folgenden
o R
2 F x

und tware der Brud
2
< ko Ak
58§

| §
i §

geaeben, o turde fich diefer fogleich in

PP r— 1
- B
1 ¢ 1
s
und dacauf diefer in folgenden
PT I — 1

s

|

s+ X
betwandeln laffen,

Man fann affo, wie fich Hietaus leicht fbliefen 1a6t,
jeden continuiclichen Bruch, wovin blo das Jeichen + vors
fommt, und Nenner, die = I, enthalten find, allemal in einen

andern
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160 I. BVon den Gleichungen. :

andern Bruch vertvandeln, der fo viel Glieder tweniger hat,
alg o8 dergleichen Jenner in ihm giebt, toofern diefelben
nicht unmittelbar auf cinander folgen.  Dinn twenn ey
uamittelbar auf einander folgen, fo fann man nur ein Glied,
wenn dren unmittelbar auf einander folgen,  nur gtoen Glies
der, und tberhaupt, toenn 2h odee 2n 1 auf ‘cinander
folgen, nuc n oder n 1 Gliedér weajdhaffen.

54
Da alfo der continuicliche Bruch, twelher das Verhalts
nif bes Umfangsd des Kreifes jum Radiug ausdrudt,
3T L
7
15 T

I
Sy

29

ra |

F o1
1 o |
T g :
1t
2 .
ift, fo 166t fid derfelbe in fofgenden vertwandeln, toeldir

fcbon drep Glieder weniger Hat,

3T £
7 Tk
16 — 1
294 — T
i
3+ 1
55

Umdie continuiclichen Bridbe, welhe blof dad Jeidhen

T enthalten, mit denen, worin aud dad Reidhen — vor
fommb |




4. Jortfebung der dricten Abhandlung, 16:

fommt, untec eine allgemeine Form 3u bringen;, ift e8 gut,
diefe leten auf-die vt ju verwandeln, daf die Jeichen. —
bloff su Den Jtennern gehdren. Dicd Fann fehr leicht gefches
hen. Denn ift 3 B. der Bruch
pated
o
r — 1
s ¥ 1.
geaeben, fo ift Plar; daf tran#Mfelben fogleicdh in
R .
—q — i
o
P
und diefen daranf in
pt ¥
s
“—f P
s ol [
vertvandeln fanr, und fo andh i andern dhnlichen Kallen.
uf diefe Avt ift. die allgemeine Form der continmicliz
hen Beiiche, von denen toiv bisher gevedet haben,
Pt
q 7 I
il ol 9
0 p, g, r, i¢. indgefammt ganjé Sableri bedeuten, aber daz
bep fomohl pofitiv alg neaativ fepn Ponncn, dagegen diefels
ben bep Den obigen Brischen durchaus pofitiv waren.

Man muf indef bemetPen, daf allemal, toend. einer
bon den RNennern q, r, 2c. der Einheit, pofitiv oder negativ
genommen, gleid) ift, Dev folgende MNenner eben daffelbe Jei-
den haben muf, und dies folgt davaus, teil cin pofitiver

g Nennee

P

e —— e

‘__ _
e ek, e e S

- S & L

gk
4
il
2.7
il
I
-I

T T TR e S
i rr——
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Nennet, der = L:ift, niemals dad Jeichen — nach fich has
ben Fann (N 51.)

5’5.‘
‘@8 fann alfo bie Approrimations - Methode ded 3ten §,
der vorhergehenden Abhandlung auf folgende Yt allgemeis
nee gemacht toerden.

@3 fep x die gefuchte Wutrzeli  Man fese den Weeth
Detfelben in gangen Sahlen p, v. h. man mache p gleich einer
von Den gangen Sablen, jwifden welde dev IWerth von x
fallt und welde man allemal nach §. 1. der vorhergehenden

bhandlung finben. fann, und fefie davauf x =p + i, 9fuf
4

diefe Avt beFommt man eine veranderte Gleichung, deten
unbefannte Gedfe y ift, und diefe Gleichung hat nothroen:
Dig eine pofitive oder negative Wursel, die grofer alsd 1 ift
Eben fo laffe man g den Werth von v in gangen Sablen-fepn;
fo daf q entiveder unadft grofer odev-unadft Fleiner if

I
ald y, und fegey==q t i und:fo ferner.
$enn die Gleidhung fliv x meftete Wurgeln hatte, fo
hatte man tber die verdnderten Gleihungen flic y und

abnliche Schlirffe ju machen ald v, 19, det vorhergehenden
Fibhandlung:

St daber

1 ' ¢ 1
x = . ‘f' '_'_" f ;: —""’ : e &
_ P y Y qt e X r } 2, i’

fo bat man,

b @ ]




4. JortfeBuhg der britten Abhahdlung. 163

x==-p dx
q t i
T ¢

foo- bie Nenner g, ¢, 2¢, Pofitip und negativ fenn Fonnen, wie
wit fhon angemerft hHaben; und diefer Brudh a6t fich hees
nach allemal in einen andern bérmwandeln, ‘tworin die Nenner
inggefammt pofitiv find und blof das Jeichen + vorfommt
(Je. 52.).

Der Bortheil, welchen biel’e gegentoartige Methode ges
tahet, befteht darin, daf ed Dabey frey fteht, fiir p, q, r,2¢:
untee den Dbepben gangen Fahlen, jwifdben toelchen die
Wurgeln x, y, 2, 2. fallen, nach Believen ju wahlen; und
bierdurdh: evlanat man dfters AbEdrgungen des: Caleuls, wie
toeiter unten gejeigt roerden wied.

58

WBollte man ubrigens den Firseften continuirlichen Brud
und alfo auch denjenigent haben, det fich dem gefuchten Wers
the am ftavfiten naberte, fo mifite man die Yablen p, g, r, 2¢.
allemal fleiner af8 die Wurjeln x, y, z,'1c. nehmen, rwenn
diefe Sablen von der Einbeit verfthieden warven: allein wenit
fie Der Ginbeit gleich gefunden tofivden; fo mifte man dié
borhergehende uin eifid vevmefhren, dag heifit, diefelbe us
nachft grdfer annehmen al8 die jugehidrige Wurzek: Dicfes
flict auf deutlichite aus dem, was wic (Mr. 53.)0bex diez
fen Punt aefagt Haben.

59-

©égt man nun, toie Str.zg ber nnthergcbetrbcn ABz
Bandlung

I e —— S &

“qf 1 R ='a'g

[l
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B e e e |

ERRE SENEE S S
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y=pfrta 7'.:3'1"[‘&'
d=os } 8 ¥ = o's t p'
2C. 2C.

fo bat man nacb Himufiigung ded Brudys —;—, welder arofer

ift al$ jede. gegebene Grdfe, die Bradpe
I ® B ¥ 3

'6'9 ':,: E,'r ;jr g}r [

tocldbe fich Dem Werthe von x nothtvendig nahern,

6o.

Sur Beurtheilung der Natur diefer Brirche ift ju bes
merfen,

1) daf allemal

a0 = Ia! = — I
el o ==t
yB' = By = —.1
oy = ¥d¥ =

r '

ift. Hieraus erhellet, daf die Bahlen «, «/, 8, 8, 2¢. Feinen
gemeinfchaftlichen Divifor haben, und daf folglich die Beus

the f{, g, 3¢, bereits auf Die Fleinfien 3ahlen gebradt find.
&

2) dafi dieRahlen «, 8, v, 1., &', &, ¥, 1t. pofitiv oder
niegativ fepn Fonnen (roenn der Werth von x pofitiv ift, {0
haben bepde Glicder ded Brud)d Daffelbe Jeichen, und das
gegen entaegenftehende , toenn der Werth von x nedativ ift)
und daf diefelben, menn man pon den Seichen abftvabict,
immer. gedfer fwecden.

3) ba




4. Fortfebung der dritten Abbandlung. 163§

3) baf, ba:::p%%; yzq%—;-zc. ift

ey P I
a'y
2z' T
>
b Bzt el
gt

X =

i

- fepn micd.

6I.

MWenn daher tuberhaupt =, ¢ « drey auf einander fols
gende Glicder der Reifye #, B, v, 20, 7', ¢, ' aber die gehos

vigen Glicder aus der Reihe «', £, »* 2, und alfo 5 ' 5,

—f; orey auf cinanber folgende und dem FWetthe von x fich
nahernde Briche find: fo ift

f /
g'.l' —'Jrg

i
il

g = g
wo die obern Seichen gelten, wenn die Drdnungsiabl be'_ﬁ
1 ;
Drudhs %, pom etften Bruch 55 an gecechnet, eine unge:
e

tade, und die untern, tenn diefe Jahl eine gerade Jahl ift.
Unferbem fHat man, wenn man die Seichen bep Seite febt,
e>% e>¢ ¢oa, o>¢

Endlich ift, mwenn ¢ dasd jugehdrige Glied in der Reilje =,
Y) 2, i, bedeutet, in vdlliger Strenge
RS o

g't T =¢

e ‘ und

-

.

S ———
o

T 3
e N e g R e
5 e
N 2azh e
R AR Wy T e R S
: I i

e e
e
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S ST SRR S
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166 I. Bon den Gletchungen.

und, toenn k den Wevth von ¢ in gangen Sahlen aysdrudt,
¢8 mag k grofier oder Fleiner fepn als ¢,

e gk F#, o = ek ¥t a’.
62.

Diefes vorausgefest twollen twir den Brud 3; betrads
4

fenn, und untecfudhen, um wie weit decfelbe von dem twahren
Werthe von x unterfcbieden ift,  Hiegu haben twir

KT et Twate e — a0
¢t g = eet Toe)
X

Folglich betragt die Abtveichung = ——-I----— Wenn alfo
et b m )

S und 5 ¥ 1 die bepden Jahlen {ind, jtwifden twelche der

wahre Werth von t fallt, fo ifi flar, daf die Srofe ot + 4

awifchen diefe bepden ¢S F #/ unbd (3 + 1) + = fallen, und
alfe die Abweidhung ded Brudhs 5 pivifchen Dicfen GSrengen
= 2 und | :
TS 1w T oee' 1) tal)
enthalten fepn wicd, Nun Pann man k=3 ober k — S#1

niehmen, fo dafi man entweder o' =3 ¥ #* oder r =S F1)
T = hat. Wenn man alfo, um diefe beyden Falle von eins

anber ju untericheiden, den Nenner desd Brudys » Dt a_uff;

folgt, =/ nennt, wenn man den Pleinetn, tind =, toern man
den gedfern TWerth von ¢ nimmt, fo ift dey Fehler bep dem

Drudye :—,» nothwendiger tWeife stoifchen diefen Grengen

=
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PR it
i é‘;‘: und I ;?:7
enthalten,
61.

Man fieht hietans, daf diefer Febler immer Fleiner und
fleiner toird, fo twie man von einem Brudhe ju dem folgens
den fortaeht, weil die Nennet ¢/, «* oder = 1¢. nothwendiger
MWeife immer grofer werden. Auch echellet davaus, da
o' & ol und = &> ' ift, daf der Febler allemal fleiner ald

= % feon, d.6H. Daf die Abweidyung einesd jedenBruchs tweniz
4

aer betragen wird, alé die Ginfeit durch DagDuadrat deg Nen:
nees Diefes Bruchs bwtbtrt. {)iemuéiﬁgt fi d; fehe feicht fcbliefe

fen, daf der %rntb bem %Bert{)e tmn x naher Fommt, al8
jeder andeve %sud), der durch Fleinere Jahlen ausgedeuctt

titd. Denn follte der Brud % der TBurzel x naher foms
men al8 der Brud ; und dabey n Heiner fepn ol ¢’ fo
; : 4 g L : e
mifte, da x gwifden =und = ¥ T odeéir jtvifdhen —é;unb
g -
(4 I > ; m . i -
e o2 enthalten ift, audh = swifchen diefe Srengen fal-

len. Folalich mitfte der Nnterfchied groifchen %unb -‘fl—‘ <

PR me‘

Ly o
— fepn.  un ift -abee diefe Differeny = -‘?-g,,n
der 3ahler nie Fleiner als eing fepn fonn, und der tenuer
nothendig grdfer fepn muff ald g’2, weil ¢f > ifte Ofuf

¢4 diefe

i e i

e R O

s ——

r: e e s e S g
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diefe Avt erhellet alfo die Lahrheit Der vorftehenden Bes -

Bauptung.

64.

Webrigens muf bemerft werden, daf die Fehler twedys
feldtoeife pofitiv und negativ find, roenn die Jenner «* 3 o
2¢, alle ‘Daffelbe Seichen haben, oder die Jeicdhen bep ihnen

abwedbfeln. Aug diefem Srunde find auchgdic Briiche 5,

-;—3;,- -E, in diefem Falle wedbfeldeife Fleiner ober grdfer als
ver toahre Werth von x, tie Nr.23. der vorhergehenden
Abhandlung,  Allein dicfer Umftand fallt roea, fobald von
den Sablen o/, £, ¥“1¢. nicht je 3wen diefelben oder entgss
genftehende Seichen haben, und diefed findet fich allemal
nothtoendiger Weife, twenn unter den Nennetn g 1, s, I,
Des continuiclichen Brudg einige pofitiv und andere negativ
find, b, b. renn man die Naherungs-Weethe von x, y, 2 1
bald grofer bald fleiner alg die wahren Werthe angenoms
men Hat,

654 .
: . £
Wollte man ftatt der convergivenden Bridhe b
®

Ty

(4

-;% 2. Iie[wer‘ eine Reihe abnehmender Glieder Haben, fo ift

8 P Ba! — ap’

s ! 5y a'g! 0!‘;3'

- A =) I J 9 I

- T R AP iz s
20,

folglidy, ba o' = 1 ift
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Lo
—;_': = Th_’%’ i EI_»fT' £ 7’13‘{
und uberhaupt
f;m o} GL, - ﬁ; -l*';a, — 3, £ e

Man hat alfo den Werth von x in dee NReilje » F ;% -—

I . [ 3 . @
o + 1c. toeldhe fih Demfelben um fo mefhe nafect, je toeis
ter fie getvieben toird, Wil man nach der Fortfesung dies
fer Reibe big 3u einem getviffen Gliede = -;—; wiffen, um

toie viel fie noch bon dem roahren MWerthe verfchieden ift, fo
leidet ¢8 Feinen Sweifel, daf die Abrveibung swifdpen diefen

I T
Brengen o und = = (Nr. 62.) enthalten fepn; und

: ! I
alfo allemal toeniger betragen toird, ald g—;

66.
= : I
R) lied der Reibe e S e R A '
Fedes Glied der NReihe = F Y T Fic. entfpricht
cinem Gliede ded continuiclichen Brudhs
pt 1
et r
208
s F e
g5 aus
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170 I, Won ben” Gleidhungen,

aus telbem man dic Reihe Hevaeleitet Hat, und ¢8 wird {id
alfo die Reihe dem wahren Werihe defio fracfer nahern, je
ftarfer e8 det contingicliche Brudy thut.  Run ift oben
(Nr.53.) das Mittel angegeben worden, einen continuvirlis
chen Bruch o convergent ald mdglich ju maden, und man
fann daber auch ecine fo ftarf convergirende Neibe finden
alg moglich ift.

6.

Um 3. B. die mdglichft convergivende Reihe firr bas
Veehaltnif des Umfangd ded Kreifes jum Durdpmeffer defs
felben 3u finden, nehme man die Reifhe, tvelde diefed Ve
haltnif ausdruckt, und behandele fie nah Nv. 54, Yuf Diele
et befommt man

3T I
A R !
;(; ; o

und hat alfo
P=3 g=7 r=16 5§ = — 2094; %
Hieraus findet man
o' =—F gy =R a6 P11y Y = L=

294F7=—33215, ¢ = —33205% 3 13 =—
99532, ¢’ =— 09232 % — 3 — 33215 == 265371

und 8 ift demnach die gefuchte AReihe

I  § X

I

2 G e -

7 7-113 113.33215 33215. 99532
I

_— : $C

99532 . 205371

Vierte
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Vierte Anmertung.

Yerfchicdene Niethoden, die Rechnung mit continnivliz
chen Lrichen su vevanfachen,

68,

w .P . -
Wenn — und -ET atoey auf einander folgende converqis
x 4

vende Briiche fic den Werth = find, fo Hat man nach Ne. 61,
allgemein
et F =
X e
Selt man daher diefen Ausdrud von x in die Gleichung,
Deren Wurel man fudbt, fo befommt man eine Gleidbung fir
t, weldhe feine andere fepn fann alg dicjenige, welde man

T L4
erhalten haben wurde, wenn man nadh und nadh p + — fiiy
2 Y
I = ¢
%, q F = fir y 26 (Je. 56.) gefetst Bitte; und um den fols

- ﬁ' - I
genden Brud — ju erhalten, muf man den Werth vont
L

i gangen Jablen fuden. Thut man diefed und ift k Die ges
vadhte ganze Fabl, fo toird

o= ke tw o= ke ¥ =

'}

il . & A
Kennt man demnach die bepden evfen Bricde o und 2

toefhe allemal -é—unt\—}:— find (RNr. 59.) fo fann man nach

und nady alle iibrige blof vermittelft der Gleichung fir x
finden,

69. e«

i T t k > % . te e el e i
X 5 R S R e =g i G -
o e e e e M e ey o S 8, e ~ et 2 e e
£ e — e . T s Pl - ——
s T

e

T
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17
Uebrigens mag man nadh und nadh die Subftitutionen
I [
Xz p = =g — 3¢ braucben, oder den allgemeis

i, _
— flir x fesen, fo befteht die Shwies

t =

nen Ausdrud

gt
e't
tigfeit allemal darin, von jeder veranderten Gleichung den
Werth ihrer pofitiven oder negativen FWurzel, die grofer
ald 1 ift, und telde diefe Sleidbungen allemal nothiven:
dig enthalten, in gangen Sahlen ju finden, Kommt dev evfie
nahecungsroeife gefuchte Werth p nicht mehr ald einer Wu
sel qu, fo haben audy alle fbrige veranderte Gleichungen fite
y, z, 1. nicht mehe alg eing Wursel, die grofer ift als eind,
fo Daf man die Werthe diefer Wurgeln in gangen Sahlen
inggefammt duvch die blofe Subftitution der naturlichen Saly
Ien 3u finden im Stande ift (Jir. 19, der vorhergehenden Abs
Bandlung). #llein wenn p mehrern Wurgeln jugehdrt, fo
Haben die vevanderten Gleicdungen nothwendig mebe ald
cine Wurzel, die gréfer ift ald die Einbeit, bid man ju einet
Gleichung fommt, die nicht mehr ald eine Wurgel pon diefer
9lrt hat. Denn in diefem Falle haben alle folgende Glels
dpuﬁgzn_ ebenfalls nicht mehr ald eine Wurgel diefer Sattung

@he man ju einee folden veranderten Gleichung v
Tangt ift, ift die blofe Subftitution der naticlichen Sah?
len Ofterd nicht Binceicbend, bdie Werthe, weldhe man
Baben toill, in gangen Bahlen ju finden, weil die Glei
chung LWurjeln enthalt, die um teniger al8 eing pon ein:
ander verfchieden find, JIn Diefem Falle fcbeint die Mes
thode Desd 1ften §. der porhergehenden Abhandlung nothtvens
dig. AUllein da man diefelbe fchon bep der Crfindbung der e
ften Werthe von x in der gegebenen Gleichung gebraudt Hak
fo fann man bey den verdnderten Gleichungen einer neuen

Redpnung
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Rechnung tiberhoben fepn; und diefer Umfand verdient auss
einander gefesst ju werden, :

70.

Macbt man von der ‘gedachten Methode (&Jebraucb fo
findet man die Grengen, jwifchen tweldpen jede veelle Wurel
der gegebenen Gleichung enthalten ift, fo dofi fidh wifdhen
diefen Grengen nidht mebr ald eine eingige TWurgel befindet
(RN, 13. der vorhergehenden Abhandlung.)

8 fepen 2 und A die Grengen der gefuchten MWurgel,

t K — 7 :
Da der Nusdrud x =-g-; T ———,- giebt, fo ift
gtt@ R
JA—sr A —m

und —
¢4 e—¢A
enthalten. Wenn alfo Dbiefe lesten Grengen von einander
um rvemger alé um eind verfchieden find, fo bat man fos
gleich den IWerth von ¢ in gangen Jablen; find fie aber von
einander um ens oder um mehr al$ e¢ind unterfchieden, fo
ift" foldhed. ein Senngeichen, daf die gefuchte Wurzel t von
ben uibeigen MWurieln der verdndetten Gleichung fur t um
Grofen unterfchicden ift, die der Einbei gleich, ober grdfier
alg die Ginfyeit find. Sn diefem Falle ift man fo lalich pexs
fibert, ben Werth diefer Wuszel in gangen Jablen durdh

der TWerth von t jivifchen den @rengen s

die blofie Subftitution der natdclichen Sahlen fir ¢ ju finden,

nud diefes um fo mefr bep den folgenden brranberten Gleis
duhgen.

75,
i

I X
Die Formel t = ?-—-— fann audh mit Vortheil ges
— ¢'x

braudyt weeden, twenn irgend eine Grdfie x, die jwifhen ges
gebénen

SN T e G A

R g ER Y Tk B

e e+ st

= -

- Prsire— — = e Y i
T = =S anes e z e e SRy o . e = = e e -
i : TR EEEES gl S £ R . . 3 STk > e P s Y poe e - - 3 *
o < - 2 o e = — iZe S = Zra s =- — - -
= - = Tea e T e e S e T - — e e ——— g - e 3 = F
e R R T — - e IR = == 3 . N — T - b~
= e 5 o e - B eling e = = TETEEE e —
— = - : i - - o SECCRr i - — — - - ~ g —— A
= = - — s TS - T = e = - = !
= = SSeemT - - - - R T e s - st r———
= i + T e o s e B W RN et R —ieee == — - = S 3
== e - = - .

e — ~-

TR R iy e T T

e

e

SR

= i
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gebenen Grengen enthalten it in-einen continuirlichen Brudy
pertandelt werden foll, roenigfiend fo weit, ald die Glicder
diefes Brudys durc die gedachten Brengen gegeben fepn Fons
e, Denn nennt man diefe Grengen von x toieder 2 und A,
fo:hat man

al) —or alA — =

— und -
£ g ey

fic die Grengen von t; fo daf man, went der Untetfhied

diefer bepden Grengen nicht grdfer ift ald eing, den Werth

pon t in gatizen Sahlen genau ju fiden im Stande ift

F—

- 1 I . %
Nimmt man aljo 2 und -Fli (oo p Den LBecth von xin gais

sen bedeutet) ju den Bepden exften Briichen an, fo Fann man
Die Meihe der convergivenden Briche, und folalicdhy audy den
conttinuirlichen Brach, fo weit fortfegen, bis die gedadyten
Grengen von cinander um mebhe al8 eing unterfchieden find.
Greignet fich diefes, fo mufy man aufforen teiter ju gebhen;
toeil die Grengen A tnd A dem Werthe von x Peine grofete
Genauigfeit geber, :

Bey diefer Methode Hat man nidht ju befhrdhten, det
continuitlidhen Brud weiter ju treiben ald man foll, wie
folcbes febr feidht aefchehen Fann, mwenn mon, tm Ddiefen
Brudh b finden, fich begnigt, eine von den Sahlen A und 4
au nehmen , und, dev gemwdhnlichen Methode bep der Bers
tvandlung gemeiner Vriiche in continuirliche gemdf, diefelbe
Dperation ju brauchen, durd weldhe man den groften ges
meinfchaftlichen Faltor findet,

~Bollte man dicfed mit Sicherhelt thun, fo mufe mat
Diefelbe Operation mit den Beyden Jahlen A und A vornehs
men, und dann blof den Theil des continuislichen Drud?

behals
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behalten, welchen man bep bepden auf einerlen Ark fande,
@8 fdeint aber die vorhergehenbe Methode bequemer und
¢ginfader ju feon,

s,

Sekt roollen toic nody andere Mittel jur Crleidhtetring
ber Eriindung der IWerthe der veranderten Gleichungen in
gangen Sablen Fennen ju leenen fuden. &8 fey

2 — ath=X 4 hn-2 — 3¢, = 0

eine pon diefen veranderten Gleichungen, two ¢8 darauf anz
fommt, den Werth von € in gangen Jahlen 3u finden. Wie
toollen benfelben allgemein k nennen Da die angenommene
Gleichung aus der gegebenen, Gleidung fiv x abgeleitet ift,

fo gehdet fie mit dicfer ju eben dem Grade, und wiv fetsen

alfo veraus, daf diefer Srad der nte fep.

!x___ﬁ,

; i o
JNun haben toic Ne, 70, allgentein t = T gefuns

ben, und es ift daber ‘aud

i e =
! h——;‘? =/ ?—;
t-—-:;x : =?N(c ""‘"lj
= b
—a X ==
4 4

R I > ;
— — — == — e Dag obere Jeichen gilf;
: %

RNun ift aber
4 %!

wenn die Ordnungsiabl des Bruds i‘ eine gerade, und dad
€

Untere, wenn diefe Sab! cine ungetade ahl ift, Folglich in

, f
e S
g

Bes

D e

iy
AP SIRR_EY

e

=

P

A A P SRR T
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g

e e o
g e = e

S e b T T o =
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e -t oo
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WBedeutet dabher x die gefuchte MWurgel, und =/, x”, 20, die
fbrigen Wurgeln' der Gleichung fir x, deren Menge =n
ift, endlich ¢, t/, t”, 2. die jugehorigen Werthe von ¢
fo ijt

¢ o= E s
e ¢
¢ 5)
4
'
Ve X : il
12(__4 xt} g
tlf — "4'_; I e -W_f
[ ‘ L ;
e3(E —3, ¢
4
(W

Mun ift aber, toie befannt, de= e+ ¢+ ¢/ +2¢, und fest
man alfo die gefundenen Werthe von ¢, £, 21c. Deven Menge
a — I ift, fue ¢/, ¢, 2. ¢ fo BeFommt man

(n—1)=*
a=t = (mf =
£
Y 1 : I T, | :
‘ g __xf _g_ e xu‘f g e p x;“‘
cl’ % ga‘ gf

b - I
Nun Haben wie (Nr. 62.) __e_ = X I o==——, pher toenn
¢ gt ')

man

't T al = ¢’

[

Yot d
den Srenjen « und =’ enthalten ift, die bepde grdfer ald ¢’
ind, fo muf 4 nothrendiger Weife grofer fepn ald eind,
Braudt man daher viefe Subftitution in der vorhergehens
ben Fovmel, fo wird

ftlét;_:_' =x* gefunden, und da ¢'t + = jroifchen

t =
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(h—1)=’
t=g3t T
I I -
= ( e = T 1)
e'2(x—x) £ = g2 (x—x/0. L P

Da aber die Grdfen x — x’, x — x" gegeben find, und ¢
& B ¥ I Y ' & B
immet grofer ticd, — aber Fleiner ift ald eind: fo muf aud

jede dey Grofen

1 - T
' : BE Y 2['.
ta /s iy == I R - o3 pa 1
e (x—x) =+ g(x—x") =
-\1" ’?j

und die Summe der n — 1 diefer Grofien mtf)meri:
Diger MWeife immes Fleiner und endlich auch fleiner ald %
werden,

Sman.ge[angf Dafet hotﬁmenﬁigeb IBeife 11t einer vers
anderten Gleichung von der Act, daf die -‘?Buraef vecvfelben ¢,

bid auf Z naherungstveife beftimmt, = -1- s e wicd,
g’

f90 a Den (Sucmm nien Ded jtoepten Blieded, negativ genoms
men, bedeutet; D, . Daf diefe Wurgel jiifchen den Grengen

(n ——-I;-x*' oo An — P’
at——+ 3 u!!DaT-(-——m—}-—-——%
4 4

enthalten ift, ind eben diefes muf um fo mehe bep allen fols
genden vecanderten Gleidhungen ftatt finden.

o bald man daber ju einer folchen veranderten Gleis

dhung gelangt ift, fo braucht man nife die gange Sabl ju nehs

¥ (n — 1) 3¢ : :
mem; welche a £ 7 ) am nadften fommt; oder ivi:

(n —

D v

n — %

{den den Gt

‘l

S S L O R

e etE

R A e e e
T -

P

i g e T BT A

e e - =
v 2 -
T -
=
=
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% enthalten ift. @8 ift nemlidh diefe Jab! nothtvendiger |

Weife eine pon den bepden auf einander folgenden Jablen,
swifchen welchen der wahre Werth von tliegt, fo daf man fe
mit voller Sicherheit firr k nehmen Fann (Nr. 68.). Auf diefe
vt fann man alfo die Naferung forweit man will, ohne alles
LVerjuhen, fortfegen,
73+
Daa=t+t' 7 ift, fo Hat man, twenn man die
Werthe von t, ¢’ 2c. (Nr.72.) fubftituict,
I I I I nz’
a==%x —(— 2,) — ==
p'ap ¥ P t p i)

— ——-:{"I ——I-IX

¢ P’ p

MNun fep

X0 we Ax0=X 4 Bx0-2 — ¥, = 0
die gegebene Gleidhung. Sest man die erfe Halfte diefer
Gleidung = X, fo ift aud der Iheorvie der Gleichungen leidht

; dX _ , ’
eimufehen, dof s foenh man nach Der Diffrvengiation =
: f

an die Stelle von x fest,
I I I
e T f %

/

s ey o
f g 3
toitd, toeil x, x, x*, 1c. die verfebiedenen Wurzeln dev Glels
chung X = o find. Man Har demnach

i X na=’ :
ol P P und folglich
e (n — 1)=! X d

¢ ¢2Xdx ¢

Setit man dahet
ngt=X — (n—1) Apn=2p’ } (n—2) Bpiv3p/2 — i,
' p — Apr-Igl f Bpn-24'2 — ¢,

R =

fo

|
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(n — 1)&’ = — ' s
fo beFommt man a + 7 = — , und far die
Grengert, wovon in der vorhergehenden Nummer aeredét
torden, |

+ R ;

s ! T R—=w
""—‘T“-'f'% llﬂb-'—-;;—'—“—i'.

Man fann alfo diefe Grengen unabhanaig von der verandet:
ten Gleichung fite ¢, blok vermittelft der gegebenen Gleichung
flic x findert und dicfen Umftand juv BVecfarzung der Nedhs
nung benuben,

74+

Fun ift noch 1brig yn unterfudben, wie mai erBenndh
fann, .ob die Wursel ¢ stvifchen den gedadhten Grengen liegt.
Diefes ift leicht, fobald mam die bepden auf einander folgens
ven g&maen Sablen & und 3+ 1 fennt, jivifben welchen diefe
MBurjel enthalten ift. Denn e fepen 27 % und A — F die
gegebenen Grengen, fo ift flav, dak 2, toenn t fich oifhen
diefen Grengen finden foll, 3wifhen & und 3 1, und jus
gleich Derjenigen von diefen bepden Sahlen am nadfien liea
gen muf, der t am nadhften ift. Dtan unterfuche daher

1, 0b » gwifchen & und 3 F 1 fallt,

2, Wenn Ddiefes ftatt findet, fo nebute man von dOiefent
bepben Sahlen dicjenige, der A am ndchiten Fommt, fur den
Naberimasdroerth von ¢, welden wiv k nennen wollen, fege,

[ ¥ 3 v (3
t=k+ = und unterjuche, ob die veranderte Gleichung fur

w eine pofitive ober negative MWarjel hat, die grofer al8 2 if.
findet diefe leste Bedingung fatt, fo Fann man verfichert
fenn, daf die Wurgef ¢ jroifchen die Grengen A + 3 und »—§
falle, und die Rechnung nach dem, was MNr. 72, gefagt wors
den ifty fovtfesen,

M 2 &z, Man

e e T e o - T = o o et el e A S
= e T - e Y -

e e A e B e e e

e

= T e = S e A
o == Sa e = o = & e b e T DT e S e i
R S i SV e i e Rt P CESSE e O
ey T e e e e e =_—
— - it T e = prEe— 2= e i = L TES R—— —
= =rs el et S e = e e e

B

bt P e R
ke

= T e e v
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| 75
9an fann {ih aber aud anf folgende et davon fber:
seugen, ob die Wurgel ¢ jvifcdhen Den i Grengen At 3 und
A—% ;r'o.lle. G8 erhellet aus Ne.72., daf man bazu blof
¥ e * = s € I
3u wiffen braudt, dag die Summe Do Grbdfen :
= =
5

I Lampa : E rars :
———— 3., Dividirt duech p'2, Fleiner al$ & ift. Folglich hat

P
______xff
i

P

man nut nothig eine Srofe su fucben, die grofer ift ald Diefe

53
Gumme, und dann 3u feben, ob diefelbe Eleiner ift ald i,T

Nun fepen x, x’, /3¢, 'die veellen FWurgeln Doy geges
beren Gleidhung, und ihre Anzahl = w; fernee £ v —1,
E—d — 1, ETPYV —1, 5 — YT — I i Die imes
ginaven Wurseln eben diefer Gleihung und thre Unzahl =ar

g 5
alfo ' 2v=n: Da der Brud) — odon dev Wutgel x um

weniger al8 -;-;- unteefcbieden ift (9%, 63.) fo ift Elat, daf

enn /A eine Grofe Bedenter, die gleich oder Fleiner ift afd
den den reellen Wurgeln eben

berfelben Gfeidung, jede der veellen @rofen ——
sl
3 P’

I S s |
— sc. nothroendig fleiner ift als ———; und dabee
,f,._ e A & = ...3.

- p'2
ift denn auch dic Summe diefer Sudfen, dever ¢ w—F
n ; % o —q
gicht, Fleiner old ~ -
Ax —
e

f Qﬁaﬁ
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Ras die imaginarer Grdfen betrift, deven jegtwey und

stoey unter Die Form
T I

!

p
R e e b R
g

gehbren, testoegen man alfo », Gedfen von der Form

2(f =)
P

hat: fo ift alfemal, die Sahlen -:— £ und

¥ mdgen feyn, toelde fie twollen Fleinet

T

; g ”
alg Denn fest man in — ;11/,_, y = Ytang. ¢, fo be
; sfin.cof.¢ = fin.2¢ ; ’
fommt man 1 = ———, und Da der grofte Werth
V

e
von fin. 2 ¢ der Ginheit gleich ift, fo folat daslebrige leicht.

fop

T

Bebeutet alfo 1 eine Grdfe, die gleich oder Flelner ift
v
al8 dit Elcinfte von den Grdfen ¥, 4/ 1., fo ift die Grofe =

nothroendig grofict alg die Summe oller der imaginaren
Gedfen, wovon hier die Nede ift.

R ] - e A | r i
Atfo ift tberhaupt die Srofe —— fie grofer als
AT —

P

P

>y
¢ e s W

e = . z  § T

die Summe aller diefer Geofen ————) ——— 1
- p

— = K

¢ P

i

M 3 aBenn

i i g

e b M e ey
e e A o =

L
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182 I, Bon dben Gleihungen.
SBenn man daher
v
e e —— = O < &

hat, und dabep A und I pojitiv genommen werden, fo hot
man daran ein ficheres Kennjeichen, daf die Wurzel ¢ jivis
feben den gegebenen Grengen liegt,

1im Die Sablen A und 11 ju finden, toenn mar die Wty
geln Der gegebenen Gleichung nicht jum voraus fennt, braudt
man nue in der Gleichung der Differenen (D) (Nr. 8. dev
- porhergeh. Abhandlung) die Grenge 1 der pofitiven und die
Grenje — h der negativen Wavgeln ju fudben. Hat man dies
gethan, fo fann man A = oder < % und n = oder <
- ehmen.
v’[ph n } (14

26,

-_— 1
MWenn man

e g % < % batte, fo fande die erz
fotderte Bedingung vom Anfang der Reibe an fatt, fo daf
man fich dem Werthe von x gany ohne alled BVerfudven nds

Deen fonnte.  Man redhnete alsdann auf folgende Aet,

Nacdydem man den erften Werth von x in ganzen Jahe
fen gefunden, fo hatte man, vorausgefest, daf man diefen
Wevth, ev modhte grofier oder Fleiner fepn als x, p nennte,

Die bepden erften Briiche -:—:;, %

~ Jtun fegte man’
1)':':1, =m0, p==p, p' =1, bracdhte diefe Werthe
0 den Ausdrud fiv R (N, 73.) und ndhme die ganse
Zaht
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— R — = < A
Babl, welde e S b. b. — R am nadften £a-

me, Nennte man dicfe gange Jahl k, fo hatte man den

ke kp ot 1
Dty — = .
d)kp"rw k

2) ©efite man s=p, ='=1, p=kpt1, p'=k, brachte
Diefe Ierthe in ber{ iluébrucf fur R, und ndhme die
gange Sabl, tne[d;c b. b.

ften Eame, @8 fey diefe Sabl == k’, {o hatte man ben
kp = Kkptrtp
%fucb k,;_i_ AT k‘k'i'I

am nad:

3) Geptemank=kpt 1, #' =k ¢ = — k'(kp ¥ 1) ¥ p,
o= k'k ¥ 1, fubftituivte und néfyme die gange Jab,

— R —k
twelde .__}}-—-—- oher ————— amnadften Fame,
p’ kk‘ ¢ 1
Sennte man diefe Sahl k7, fo hatte man den Brud
kp I = {
-— L] Fi .
P 1¢, . f

Oluf diefe Art rotirde x durdh folgenden continuiriichen
Brudh .
PT X
k|3
U

K 16
oder Durch diefe convergivenden Briche audgedruclt
I p kptfr kMkpt D)F P
o I~ k '~ kk*t1

’ 1:#

Ma 77, J3ent




e
e e h = e e D T M S Y N e

184 L Bon ven Gleichungen.

77, :
et | 1 ¥ #

« — < % Bat, fo
ﬂ-——-[ i I }L [ f
darf man nur den continuitlichen Bruch nach der gervdhnlis
en Methode fo toeit fuchen, bis man ju einem Bruche ges

IWenn man nicht fogleid

Tery Sonne i .._].ﬁi___,_l_ ...f.__. i
langt, bep deffen Menner AT + e < 1 ift, obet
bi8 man su einee peranderten Gleichung Fommt, welche die
e, 74. befdricbene Befchaffenheit hat. Algdann laft fid |

vie Recdhnung nadh der vochergehenden Methode fortfesen,

Da ubrigens, twenn man alle Wurgeln einer Gleichung
in irgend einem Werhiltniffe vergrofert, die Unterfchicde
Dicfer Wurgeln dadurd in eben demr Bechaltniffe vergrofert

- R e - X -
werder, fo erheller, dafi bey der Subftitution von = fur x

in der geaebenen Gleichung und der dadurch hervorgebrads
ten Bevgeofierung ihrer Wurzeln in dem Verhaltniffe von
X:f, Die 3ablen A und 11, teldhe der neuen Gleichung jus
fommen, in.eben dem BVerhaltniffe vergedfett twerden, umd
alfo in £A und £ Ubergehen miflen. Man fann demnad
Die Bedingung der76ften Jtummer erhalten, wenn manf
etnen folchen IWerth giebt, daf

po— T y
-—& : -ﬁ;mober-:%

tictd. Thut man diefed, fo Fann man fich allemal det voz
Hergehenden Methode bedienen, um den Werth von x ofhne
alles Berfuchen auf dem Wege der Naherung ju finden; nut
muf man den gefundenen WerthDarauf nody durch £ dividis
ten, um den Werth dev Wurgel der gegebenen Sleichung,
gu befommen. Rwar echalt man auf diefe Art die Wursel
nicht mehe in einem blofen continuivlichen Bruche, aber dodh

dem
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4. Jortfehung der dritten Ubhandlung. 185

demr-tvahren MWert f;k fo fehr gendhert als man ivgend will,
und diefed veidht flie den gewdhnlihen O ablfsam) B,

78
@8 fey die Gleichung
1.— A=0
aegeben, o alfo die nte Wurzel von A ju finden ift.
@3 fep 1) n ecine getade Sabhl und = 2m, fo Hat die
Gleichung, tvie beFannt, oep veelle Wurjeln + v A und

— \Ifl‘ A, und n — 2 imaginave MWurzeln, welde fich auf fols
gende Yrt ausdrucken laffen,

(cof—- o ﬁn.-\f e I)V”A

toenn c den IImfcmg eines Rreifes ober einen ﬁﬁmfel pon
360© bebeutet, und firr s nach und nach alle natirliche Sah=
fen, 1, 2, 3,1 bi8 m — 1 gefest toevden. Man hat alfo

C
in diefem Falle (Nev75.) =12, »=m — 1, URd da ﬁn.;

it sC .. n
det Fleinfte bon allen fin. — ift, fo Fann man A =2 VA,
8}

I = ﬁn.::—;.;' A nehmen, @8 findet demnach die Vedinz

aung des 76iten §. fratt, wenn
| § m—1I

e g »i- e

—_ odet < %
FI‘_ C ﬂ 2 -
2y A — 1 [in.—y :

11

und alfo ficher allemal, toenn

A = odet >

ift,
M5 Sernes

b o s

=

: e i — - e - ot = e
i ey P, e~ = T s P i s + e = - e——1
L o o s -.4 - e RS £ ; = it =" E—thnn PR S S e
| B = A . R e e T s Es i i =— e b ;
- - s : z S e e A e o - A et T e, O T et
o - o S i am ARl = S S pe A = - Sk
o CEpRe - vl d : i i e B A s = e et = e - = e
= = 2 B - Ll L = i —— — - 8 1
e —— T = = -- Ty = = =t = —r
5 - - - - = =r——=— - - - —~ e = = 1

.

S A——
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186 I Bon den Gleichungen,

Getner fey 2) n cine ungerade Sahl und = 2m ¥ 1,
Gn diefem Falle hat die Sleidhung nicht mebr ald eine veelle

il
IBursel v°A, und 2m imaginare, deten Forne
: £C sC n
(cof, — £ fin.— — 1)VA
n n

ifty toenn fue s nach und nach 1, 2, 3, . bi8 m gefetst twied,
Man hat alfo fiie diefen Fall o= 1, » = m; und da unter
1800

SC - mc¢ *
den ﬁn'—:; ver fin, - i fin, | : (teil n =2m % 1)

y : 1800 "R .
ver fleinfte ift, fo fann man M = fin. ——v"A nehmen.
n

Bolglid hat die vorhin gedadhte Bedingung fratt, toenn

m
ISOOH — c‘hﬂf < %J' b' go foenn
ﬁﬁ.-—-—-—-\f'
n
— I "
A = ober > ( ) ift,
1800
{11, Se—
n

it daber die 3abl A nicht Eleiner al8 die Grengen, tvelde
toit fo eben gefunden haben, fo Fann man jededmal obne
alles BVerfuchen nadh der IMethode der 76{ten Ne. die nte
ABursel diefec Sabl finden; und ift fie fleiner, fo fann man
fie allemal grdfer machen, indem man fie durch eine Rahl
multiplicict, weldye eine genaue Poteftdt von eben dem odet
vom nten Girade ift.  Denn hat man die Wursel von diefem
Produfte gefunbden, fo dacf man diefelbe nur durd die Wuts
gel Ded gebraudpten Multiplicators dividiven, um die ges
fudbte Wurgel von A ju finden.

Der Werth von R (R, 7a,) fiie die Gleidung x= — A

== 0 ift #brigens
R A3 DFH""I
gt —c AR

79, D4




4. Jortfehung der deitten Abhandlung, 187

79¢

Da vet Fall, wenn n = 2 ift, nach der Methode der
aten Anmerfung aufgeldfet toerden Fann, fo wbergehen toie
ihn bicr. - €8 fep alfo

260°
1, n == 4, fo bat man fin. =—— == 1, U alfp
. 4

A = oder &> 44. Kerner fey

2600 3

! 2, n = 6, {o hat man fin. = '-‘,-;—, und alfo

A = ober > 33.46. FNun fep

600

3. n = §, {o hat man fin.

= %, und alfe

A = oder > 24.48
T

e i e e e bt e

€ben fo, toenn

o] : ’
i e ?, und alfp

Py e -
e e £ o s o
=

- = Sl —a pe ——
3 ol §
e T o e e ey W : Ty - P mmn = e 1
= — . E 3 —r- i E e T ey

I, n = 3 ift, fo hat man fin.

(i
i
Wl

Ty

EpE——
e
=T

i
|
|
|
I
f
|
|

e i i L A gl i A T AN i 0 . g ¢ iy ey

43
A = odet > -, ik
3V'3 Al

(o]

60
2. n = 5, fo hat man fin. g—r—-zﬁn.;‘co, und vechnet
I o

man mit den Logavithmen, fo findet man
A = ober > 1315

uff

80, :
Gefenst 3. B, e8 folite die Cubifrourgel ansd 17 gefucht

= — s o —————

3
| weeden, fo ift 17 = :—;'7_;, weil 3v'3 > 4 ift. Man fann
. av¥ ;

alfo foaleich die Methode der 76ften Ne. braudien, und hat,
% n =3 und A =17 ift (Nr.78.)

e s
83 s

R =

SNun

e g P S, gy
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188 I Pon den Gleichungen

Sun ift die ganse Rabl, weldbe der Cubifrourie! von 17 am
nachften Fommt, 2 ober 3, fo dafman alfo’'p =2 oder p=3
feen fanm.

!

I
€3 fey p = 2, fo find die bepdben exften Belicdhe —,
O

folalich

| 12

3 3.4
DNe=1 =0 p=2 p=1I; aljo R = ———=
) ;7 P f b) 1 3 _]?
: — R — !
= - i;-, und die gange Fahi, welde _9‘ - = f;i am
nacdften fommt, ift = 1. €8 wird demnacd) k = I, ub

kp 4 1 : :
P Seener ift
k 1

39
) we=g, w1, =3 =1} alfo R._.;B und

R—= 17 A 17 ¢
= _. Daalfo die gangeJabl, roc[cbe;‘i am nédy
p 1C 0

ften fommt, 2 ift, fo fefie man k/ =2, twodurd) man den

" kp # & 3 3
Drudh s i e befommt, Nun fe:;»

Q2
3} w2, sr’:]t, p=g, p‘: 5 a!fo R::----—v—---'3 §
| ¥ - 83—'-"1713]
192 | «—R —=! 245 ;
= —und - = — —43. Die ganse Jahl, relde
33 P ' 159

diefem Brude am nachften fomme, ift — 2, und alfo ift Vet

k ¢ = — 13
— = =, Jun fann man
it - =)

4) #=5
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Q) v=8, =3 p=—13, ¢’ = — 5 fefien, und
auf ahnticye Act damit verfahren wie vorher.

3 L »
uf diefe Art erhalt man flir v 17 die convergivenden
Bruche

-4 g
P o
e
—2 4 2
W L TR A

G

{
H
ti
b
11
fel
{]
4
b
il
i.
)
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5. Newe Diethode der Aufldfung der Geis
thungen vevmittelft der Reihen,

Wom

Heren de Ta Grange,

YUug deftt 2aften Bande der Metttoiven der Kénigl, AFademi¢
Vet Wiffenfchaften iu0 Berlin.

Sd) till in diefer Abhandlung eine feht einfache und fehe
aligemeine Methode mittheilen, die Wurgeln algebraifder
Gleidhungen in ohne Ende fortlaufende NReifhen ju verman:
deln; ein Gegenftand, der beveits viel Mathematifer bes
fdaftiget hat. -

Weeine Methode Hat, two ich nicht ivre, vor allen bis
jet befannten Methoden betrdchtliche Botirge. Denn eins |
‘mal erhalt man dadurdy eifien Ausdeuck fie jede TWurgel dee
gegebenen Gleidbung, da die fibrigen hingegen gemdhnlicher
Weife nur ju cinem Yusdruce fiie eine eingige Wuegel leis
ten.  Bum andern giebt fic die gefuchten FWurgeln in requld
ten Reifert, . b, in folden, deven Glieder nach einem alls
gemeinen und befannten Gefeie fortfchretten, fo daf es leicdt
ift, Diefelben fo toeit fortyufeen ald man ivgend witll,  Drit?
tens find diefe Reifyen fo befcbaffen, daf man die Form ihrer
fegten Glieder leicht finden und daraus die Vedingungen
hecleiten Eann, mwobep fie entweder convergiven pder divets

given.
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5, MNeue Methode 0. Aufl. algebr, Sletchungen. 191

given, YAuch Fann man viertens durch eben diefe Methode
einen Nusdrudk firr jede Potefhdt, ja fir jede Funftion der
gefudhten Wuigel finden.  Endlich 13t fich diefelbe funftensd
auch bep den tranfcendenten Gleicbunaen, welde fogariths
men uad Keeigbogen enthalfen, anwenden, und fann gez
braucht twerden, verfcbiedene wichtige Probleme diefer Batz
tung auf eine viel einfachere und genaucre Yrt aufzuldfen,
alé man ¢8 big jest gefonnt hat,

[ Y 7

BVor der Erfindbung der Summen der Poteftaten
eines jeben radbes von alfen AWurgzeln einer
aegebenen Sleichung.

Die Nufldfung diefed Problems ifi bereitd Hinlanglich
befannt; i theile fic indef gleichtoohl andh hier mit, theils
teil Diefelbe mit dem Gegenftande diefer UbhHandlung in Vers
bindung fteht, theild weil meine Methode in verfchiedenes
RicEficht cinfacher und allgeneines ift ald die gewdhnliche,

1 8
S8 fen
o==2a—bx tcx2 —dz3 + 1. ...(A)
eine Gleichung von irgend einem Seade, und ihre Wurzeln
P g5, 26 fo ift nach der Iheorie von den BGleidungen
a —bx } cx2 — dx3 1,
=

= X X
— — t — — ——— P e T Y B
Tl T (B)

Dividict man demmad durch 2, fo wird
bx i C¥3 0k dxd et
& - g
a

I-n-u—-

(€~

T — g T

& S—

o e e SR b s
1R T e :. 5 -

PRI

| il
i
it |

B
i
i8]

i I|
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192 I Bou den Gleichungeit,
X X X
{.['_"_')(I‘_"_')([H__-.ooe |
P q T [
und nimmt man von bepden Seiten die Logavithmen, fo bes
fommt man
bx — ex2 } dx3 — 3,
1(1 — = —) ==
I — =)t — =) 11 — =) 1.
P i r
Nun ift allgemein
uz2 u3 u4
r —u)= — 10 — == — == — — [,
2 3 4
und alfo
: X X : |
103 =)+ 10— ) F I —2) 26 |
P q X
X I P o
=X (s = =PI
P q I
X2 - I I
— (= F — F — F 20
P (p:: q° :: 2 T )
X F I 1 :
— (== = P — P,
BT | 16 :
©éht man daher
: bk — ¢x2 + dg3 — i¢.,
SR vt A e =
' d
AX F Bx2 J Cx3 § Dx4 4 i
fo oird
' i I I
A= — + =+ —+ .
P q r
; i I I
B \ ; = —l_‘-z- - — 'f' a0
i g% ot
i T P>
3= P51

g =]

a2, Da
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2.

Da

bx =~ ecx2 4 dx3 ~~ 1
— I(1 = L

L

a
Ax 3 Bx2 4 Cx3  Dx%& 4 1.
angénommen tworden ift, fo findet man, wenn mah bepde
Geiten diefer Gleichung differenziivt und durch dx dividirt
b— 2¢x F 3dx2 — 1,
a -~ bx P cx2 — dx3 $ 2,
AP 2Bx + 3Cx2 % 4Dx3 + wn;

Multiplicict man daber fibers Creuy unb pergleicht dic Slie
det; fo befommt man,

b
A= -

a
Ab — 2¢
a
2Bb — Ac¢ } 3d

a

25

i |

36 =

i f. f. TRan firidet auf diefe At die BeFannten Jteftonias

pifchen Formeln;

@in jedet Eoefficient feist dabey alle voe ihi vorBergea
hende vordus; will man auf einmal dDen Ausdruck fiie deft

Qoefficienten der Poteftdt == haben ;- tweldhen wie M nénnen
tooklen und der folalich

I I i
P"'n‘l'i'('rﬂ;‘f'r—n;'f'zfn
m

gleich feyn foird: fo fann man diefe Abfidht auf fnlgenbem
MWege erreidhen;

9 2. Mar

T e, = s T

il e e e SR b 0 Y o
o g Wi G

r—
L s e

S S N

e g A S
s : e el

i e A SR AT T A e .

o, B e
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E e T

s
7
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e
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194 I Vo ben Sleichungen.

§ 3
Man erivage, #af
bx — cx2 dx3 = 1.
I(r — 1 )=
a
bx I ex2 P dx3d — 1,
1([——){-1{[-—-— -
4 bx
a(r — —)
a

ift, RKerner fege man dev Kicge wegen
— ¢x2 f dx3 — U

b .
S ¢
—_—

twoburch man
Wl e px2 Pidxd — 20
(1 — % o) =

bx X
1(1 = «— (f — wm—
(1 =) Pl =1
I — —
a
befommt., Berroandelt man nun viefe bepden legten Logas
vithmen in eine Reibe, fo wird
: bx — cx2 dx3 — 1,
. lc{ XTF A '.x C .i.

)

— - Te
a ¥ 2a% t 343 ot
X . X2 : X3
1"'- b‘!{ 'i' ’i‘ 1' bl
et T el O
4 d d
=

A Bx + Cx2 i T Mzm T,
Nun ift befannt, Daff

I bx .. b2x2 b3x3
—— —_— P e L]
. bx 1 a T az -T a3 T ‘_
a
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I 3b2x2 4b3x3

it et S et e
( h.\;) AR + az al T %
] — — pe-
<
1. - 2, 3bx | Figb2x2 b3x3
—— 3 312 2 1'34 JH x']'f.
(1 25 : &
a’ :
: (123} =22 "‘?f-t-g‘“ﬂ:’fr ’T4qﬁng3
([' o h_xid‘ 2:3 a az a3
a
$16)
3G,

ift. ©ekt man daber der grofern Leichtigfeit wegen -

X = ax2 f a'x3 + a'/z4 + 2,
L2 = gx4 T px5 ¥ Bx6 T
X3 = 4x6 -[- g AR L &

fD fallt in die ﬂugcn, Daf det Coefficient der Eﬂotefmt xm in dep

nach Den Poteftaten von x entrvictelten Srdfie

T durch

I——ﬂ.—-—-

b
d(.___\m-z ‘I- "5(‘%1)1“ 3 -f- Ic. -i- aini=a7
a

X2

ver Coefficient eben diefer Poteftat in der Srdfe
2(r — -—x)z

= B b a
3((m+-3)8(=)m-4 4 (m=4) B e AT A)

8n0 in der Grife =

X
30— )3
d

¥ W e - SR
: ;l"?’f:(m.—&l)(m*'ﬁ) y (;}m"g 1 (m"S)(tﬂﬂﬁj?'(:)““‘i‘

2{.. _i. 1. erm"';ﬁ’) .

A0 fo ferner fepn toird,
| N a Diers




196 I Bon den Sleidyingen,
Hierand flieft
b I
M = E.( ._)m |
m a
g2 )me2 + o(2)m-3 1 amiest
. a a
b b
fl-%((m——g)ﬁ(;;lm—“ P (m—-4)ﬂ‘i_;—)m'f + 2, 4
,@m" - 4;)
= b o
} —((m—4)(m-5)y( - )=6 T (m—3)(m—6)r' (=)™
2.3 a a

T 3¢ f 1,29m=6")

g 05 _
Da alfo Mm = _p— T EE‘ -t- — . iff, fo-Hat man alls
gemem
e ";;1 T '; + %
b_
(—)m -f maa{—-)m"i G g ma,,f(___Jm—3 + 2. -l- mam/~2'
a
3 PO, B g BB D e Dgs £ 10,4
. |
.n:ﬁuﬂ-ﬂ' I
m(m—4)(m—g) (E\m d‘-{-m(mdsj(m 6) 1:) 1
203 43 a
1

m
4 16 F —pm=6/
3 :

m(m — 5) (i — 6)(m ==

: \",? (.E.)m—s +
d

2.3.4
¢ m{m—6)(h—7)(m— i m,.
m{m 7)(m Sjai(ﬁ)m-g 30,4 M o gir-g!
L 1 3 * 4 a ¢ 4

’i' 148
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5, Teue Methobe o, Anfl. algebr. GSleihungen, 197

3. Erftes Erempel
3 fep die Gleidung des jwepten Graded

a— bxtcx2 =0

gegebm.- % diefem Falle iff X.= — xz, folglidh

: c2x4& .. c3x6
Xmm e X3 =3 e ) A,
.I\,__. a- a3
alfo

C cZ o3
@ — — —_— Y = — ¢
af azr' 5 39' 1-#

und alfe ubrige Grdfen «!, g° 1, =o. Sind daher p und
g die Wurgeln diefer Sleichung, fo hat man allgemein -

m(m —3)c2 ( Neae m{m—ﬂ(mw—:)csrﬁj_m =

" 2a2 2,3a3

'i' p{ ¥

; : e :
big man ju Poteftaten bnn;— mit negativen Crponenten
fommt. '

4. Jwentes Erempek
@8 fey die Gleichung ded dritten Grades

a — bx + ex2 —dx3 =0
gegeben,  Sn diefem FKalle ift
&5 L 3 z
X — ekl M ._—-..——ji-(c-dx}
a a4 1
folalich

x5 <o
X2 = ;—;(ci — 2¢dx ¢ d2x2)

X3

il

G‘ !
3‘.;(63 — gc2dx | 3cd2x2 = d3Ix3)

T
M2 alfe




198 . I. Pon den Gleichungen:

alfo
c d
R — s =
a a
. &2 . s2cd o dz
g = — BT e B ——
A% a2z 32
c3 ; 3c2d :
By T — Y — e o
r & 3.3, a3 !

fNennt man demnach die drey MWurzeln der geaebenen Gleis
cdung p,.g und’r, fo hat man allgemein

i £ I I
511_1_ tgm rin

]
pe—

) mc b md b
.__\ —— CE— --'m“'z —— —— 111-';
(axm a(a) "I' a(a.)

£ (=
- _E_mkm_—a) b“ 1 —— .._.___.__......mkm 4) i gcde)m-f
d

232 a 2a2
mm—5) b o mm—gm—s) b
T a2 e 2.3a3 o
— ==F
m(m — 5)(m — 6) o zd(_]?.)m--;
2.3.a3 a
- 8 b
p m(m 6) (m ?) . 3 c dz‘ (_..)1.1’11' s
2,3a3 a
m(m — 72} (m —8) +-b. - o
t e d3(=)m=2 F i

und diefe Reihe lauft fort, bis man ju negativen Poteftaten

b
pon = fommt,

5. Drittes Crempel
&8 fep die Gleidhung

a—bx —x0=20

geacher,  Sn diefem Falle ik




5. Neute Methobe b, Aufl. algebr; Sfeidyungen.. zgo

X =2 folglich
<

Xx2n x3in

folglich
an-2! = -I*- p2n-4' = —E o [

und alle tbrige Grofen =-o, Demnadh ift

—'l-m'i'-—-fzc.

P]H Ln 1-]11

—_—
e

b m b —2n ¥1)
A AT e - s =38
(o § B 2ymn y B2 ED 2 s

_i‘m(m—gni':)(m 3n-i'1) b

_)m 3in
2.3a3
¥ m(m — 4n ¥ 3)(m — 4n ¥ Ql{m"“ 40 ¥'1) b (_meds
2.3.424

o ¢,

! -] # {3 b
bi§ man ju negativen Poteftaten von — Fommt.
dad

Dbneradbtet toic tbrigend Hier blof die Formel fir die

m

" I = "
Summe der Poteftaten };;1,_ ;' = 2¢, gegeben hHaben, two

P, 9.1, 2. Die Wurgeln einer gegebetten Gleichung find: fo
136t fich doch auch daraus dle:Summe der Potefidten pm,
g™, 1™, 3¢, fehe leicht finden,  Ju diefem Ende braudbt.mgn
blof bie Wurseln der gegedenen Gleichung in ihre reciprofen

Gedfen 3u vevivandeln, indem map S fie x fegt, Denn
X

neant man die Wurgeln der verandevten Sleidung p’, o', v

., fo hat man
: 1
N s Er,;;




e e S ™ ) Bl S e B e =

200 I, Bow den Gleichungen.

I X - ! : i
;_,;;‘I‘ﬁ'j';;;'kzc.=pm'l'qm'l'rm-1-:¢.
6,

Da
X = ex2 T} «x3 F 106
X2 = x4 ‘I B'x¥ P 1,

X3 =ryx6 Jyx? F 2w
ift (Ne. 3. fo erhellet, daf in dem Falle, twenn man x=

I ; : e :
= fegit, und Y dic Funftion von y bedeuten laft, swovin X

vertwandelt toitd,
Yym = aym=2  afym=3 o,
d.Y2ymix
dy
ﬂ:.‘Y?.ym-H,
dyz

=(m — 3)fyn=4 % (m — 4)g'ym~5 1

== (m—4)(m—5)yy™~6 T (m=5)(m—6)y

T 9
ift. Hicraus folgt, daf man bdie Formel der angefiifrten
Jtummer auch auf diefe Aet ausdrucken Fann

d,Y2ymir di,Yg},:n%z
edy % 2.3dy%

y=
= T Yym + e

> T
oern man nadh dev Diffevenpiation = fie y fest und afle

b
Blieder weglafit, tweldhe negative Poteftdten von y oder =

enthalten tueden. Yuf diefe Act laffen fich alfo die Sum
men dee Wurgeln ciner jeden Sleichung, und gwar diefer
EDureln in jeder belicbigen Poteftat feby leicht finden,

§. 2,

e




L |

-z L Lo o, ot
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5. Newe Methode . Mifl. algebr. Gléichungen, 2oz

§ -
L ] bl

Sethode, die Aurseln einer jeden Gleichung Buedh
cine NRethe darzuftellen,

7,
Wir roollen wieder die Gleidhung
0o=—=a — bx ¥ cx2 — dx3 2 .....(A)
qut Hand nehmen, die Wurgeln decfelben p, g, r, . nennel,
und fehen, toie man den IWerth. einer jeden diefer TBuraeln
indbefondere finden Fanm,

€3 ift, tofe wie im vorhergehenden §. gefehen Haben,
a2 — bx P cx2 = dx3. .} exd — 2

—
e

a(t — i—)tt - E)(I"'—: i:—) S )

Dividict man diefe Gleichung durh bx und verandert davin
Pi¢ 3eicben, fo toird 3

a cx — dx2 F i
. ;
bx b
=

Shei Tl S ST
—
4
bp |
Nimmt man ferner von bepden Seiten die Logatithmen, fo
witd

X % -
(r = Dyt — —)a =" e
X q r :

a cx-—-dxﬂ“?zr.
I — == = ; A
bx b

=Era T o ]
e R R  —— i T T e b
SRR B e S emiTm e e = e
S o e - e e : 7
Laf RN o e =
= R N Rty T s —C— S T . = S e
R on b = . o - : R : - - >
— e -- — T R - e
= = = i = - 5 = - = e =
= T e e — i
7 = H—T— =y = e Vi =)
= 5 == == T — e 2
=y e - == — = - g
— - - e R e T g T e LY ’




S = -

RO .6 I Bon Ben Gleichumaen.

1—- T (e —) 'I'llfl——) T 1(r ——) F 16000 (0)
Segit man i‘rmrad} ber Kirge toegen

a
X = —%cx — dx2 § ex3 ~— 3,
b, 4

und verwandelt I(1 — l),. I(r — -H), (1 — —), 2 i
Reihen, o ift nadh Vecanderung ber Reidhen, |

'—"'I‘g*—b;'i"a—b-;'f‘zt.

2x2 T 3x3 .i' e
I

— 3 — i1
¥ x(2n

ﬁféf lmfzc.)
2 g% r?
x3 1
'i‘.“é‘(i—z'i";;’f‘lf.)
e R T e )

Sun muf diefe Gleiung identifd fepn, da die Gleichung
(B) ¢8 ift; und tvenn man daber an die Stelle von X den

¥

TWerth defjelben, odet —3- Foox — dx2 F ex3 F 3¢ tie?

der fest und dabey
b R € mimt o
— 'f' by 657 T _:l;*; i, =

»'I'-;'i-;—;-r;i-m

F Ax T Bx2 P Cx3 ¥ ¢
ennimme, {o giebt die Bergleihung der Glicder
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5, Neue Methode 0. Aufl, ‘algebr. Gleichungert, 203

»:11['-?—, L gge—2h. 15 'y=?—2, 3=;£ iC.
a 2 3
9uf diefe Aet feent man alfo nicht nue den Wertly der TWur:
3l p, fondern andd dag Duadrat, den Cubus 1., fo tie
auch den Cogarithmien Derfelben Fennen. “Diefer Fogariths
me ift ;
b

a
lp —=ia — |— = ==
P « f b

a
8. Etfies Erempel

63 fey die Gifeichung ded ywepten Srades
a —bxTcx2 =0
geaeben.  Hier ift

i G — -3 . ex, folglich

22
X2 = — f 2ac T c2x2,
1.‘1
z a3 2a2c¢ .
X3 = — § —— ¥ 3ac2x f c3x3
%3 X
asd da3c -
4 — — 202 3%3 Gy
b’ 41‘ xziﬂﬁac T 4ac3x3 f c4x
o«Ca
~und alfo
2ac 2,222¢c2 = 6.5.4a3c3
® = T 1 - T ged g 1t
oh2’ -~ ni4b4 2.3.6b6
a 3a3c ,4a3c2 .6.5a4c3
b= 2243 e F 1.
b " 3b3. " 2.5b& 2.3.7b7
az 4a3¢c 6 %adc2 _ 8.7.6a%c3
Y = o 'I‘ ?f{

ha L bee b6 2.3.8b8
1C.
Sett man demnach x in die Stelle von p, o wird

il
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204, I. Bon den. Gileichungen,

a ac 3a2¢c2> 5.4a3c3
B - e 3¢,
b : bz 5 b4 S 2.3bs6 K
a a2¢c _ 4a3c2,.  6.35a4c¢3
=2 = ¢,
. b : b3 2b% o 2.3b7 .
x2 2 .-a3c . 5adc2 basc3
e oty § 2 ¥ 26,
2 2b2 b4 2b6 2.3b3
3 a3 a4c _ basc2 _ §.7a6c3
= e b = o2,
3 3b3 = bf 2b? 2.3b?
1
und: iiberhaupt
wm qm quitfIp (m F3)am+2¢c2
Tn- s T hm+z chm¥4
(m ¥ 5)(m + g)am T 3c3
st 11"
2 3‘bmr6

fofct man die gegebene Gleichung auf, fo findbet man
o _E 4o V(b2 — gac)

2c - 2C
und vertvandelt man die Wurgelgrdfe in eine NReibe, fo b
fommt man

2ac . (2ac)2 . 1.3(2ac)3 1,3.5(2ac)4

' b 2b3 2.,3b¥ 2,34 b
odet
ac _«a2c2  4alc3 _ 6.5adc4,
bi=elp By JiT Ty ¥ 460
fo Daf die bepden IWerthe von x find
b a a?c g4a3c?  6,5a4c3 e
c b b3 2 by 2.2b7 ==
a _a?e  4a3c2  (.5adc3
Rt TR e L

&3 ift aber diefer lepte Werth mit dem, tweldhen wic gefuns
ven Haben, durchaus cinerlen,

9. D
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'5. Teene Methiode . Aufl. alacbr. Sleithungen. 205

{).
Da die ganye Sdmwierigfeit bietbey  in der Crfindung
ber Coefficienten «, B, ¥, :¢. Vet negativen Poteftdten von x
o Bhed t BRNS C Peit, =
fhas f ~ by 3713_5 F 3¢, (e 7.) lieat, fo. wolfen toir fus
den, Diefe Grfindung fo leidht und jualeich fo allgemein zu
madben alé mbglich ift. -Su dem Ende wiederhole ich, daf

AT L A RN R
T T o e e
it Danun

d
X= — F¢x — dx2 } ex3 — 3,
-

ift, fo wied, toenn man der Kire wegen

T BT = dx2 f:ex3 — 10,
e e
. fest
E-{'ET wie ¥ 2 -_——1'('1—i-g)
b ~ 2bz  3b3 bx
—_—
= =) = U =
o G

Bervandels ntan aber diefe bepden Logarithmen in Reifjeit
fo ethalt man

—}: 2h2 3 3
a §3 oioa3
bx ' 2b2x2 T 3b3x3 L2
z 3 ,
iy : P : Tt e o [
];..__a.;. ;[I__i}z u.._-z-l-:_a
b bx z bx’




206 I. Bon den Gfeichungen. J

bp

a

2 3 !
T—E-I-p—-f?-r-{-zr. : '
X 2x2

1
3%3

TSRS a0
q T 2-7q%
x3: T 1
T _g_(:i_-;- + ; 1‘ zcz) .'f 2(0 & & & & (E-)

Man veegleide hietbey Nv.7.  Tun ift, in eine Reile vevs
twandelt,

I 'i' a4 # 2 -1— 93
e e L S - 3.
a bx b2x2  bix3
e 7= .
bz
Y 24 . 2a2 4a3
T = I ? ‘__* |U 2('
Q. bx = b2x2 = b3x3 R
(r — >
DX
! 4 2.3a _ 3.4.a2
a ( T bx T 232 )
(1 — =3
bx

0

@Sept matt demnach allgemein
¢ =7 Tta'xt xx2 F ¥x3 T U,
22 = ¢ F o'x Fe/'x2 ¥ %3 T 1,
23 ¢ Fo'x F ¢"x2 F '3 F 1

2.

1

)

(o findet man, indem man vom eben den Glicdern, welde
pofitive Poteftaten von x enthalten wircden, abftral)ict,

: == f H’E- + w"f' by z‘”ij T2
a b bz b3
I — ﬁ :
y ey a2 a3
'i‘ -;(ﬂ'-g- 'f‘ F.l"‘g; "f 'ﬂ'”g; 'i‘ “.)




s, Meue Methode b, Aufle algebr. Gleichungen, 2o

I a2 a3 a4
—— —— ‘_ “——.
v & xztxbz T. wbi ¥ w )

¥ 16
£z .
. d(e ¥ 2¢’ *Psa’” 'y 4¢’”—+ 1€,)
a(1 --5'-*_}3
by —(ze— “b, +4e” 1‘ 1c.)
2 o
mgia Lk “%s § 50 b4 %)
72C,
23
AR, Sl ..__(1 zf'fzgr—-'f'g 4#”“ ”i‘!‘.‘.)
(1 __,..E..)S A3
3 bx

:: —-"(2-3 —-1~3 4 ‘1'4 5e ”-—*cm.)

(3 4 & 'I‘ 4. 5.— o TS 6r”+ ~ )
~I~ 2.
nd fo ferner,
Bringt man daher diefe Werthe in die Gleichung (E)
und vergleicht die Glieder, worin x°, x-I, x-2 ., Pors

’ b.\
fommt, fo findet man, toeil lf = lp — 1% ift,

a “El. 22 23
lp_l—l;--fsr'i‘srg -x];—;'i‘r —~»{~zr.

F & T 2.-.:’-3- T 3¢ -{- 4g”‘ ”E‘ )

'I'———(I 2r % 2, 3a-—-fcg 4r”-—--[-2c}

92

-r——g—-(u,gri' 2,34 r—'i*s 4.5 ”E-— ¥ 1)

¥ 2.
p:‘-""-»’




208 I, Won den Gleichungen,

.4 'a" a3 |
P :-b—-»]:«:rg-'fﬂ—-—'fﬂ'g;'i‘m.
a3
¥ 32 1-3»2—{-4,,03*?10

r;u—(z 3s-~— t 3. 4r--1~4 sr” T 1)

b3
T ?,C.

P==EZ+2(EE'1"'—'I"““'1'3C)

q 4
-Ir——(se Jr 4e 1‘ 58— 10.)

b4
'I'-—(g 4-—1‘45 ’rsﬁw” t ) |
Tsc.

a3 as | 34, as S .
isﬂ:*- A=t "——rzw . |

;. ~C4e T 5’&"- T 65“ 36D

‘i~-——(4s -‘I~56‘——1'67r” fzc) |
-i-zr. |

#no fo ferner

10:
Da man nun
il b a3 P b
£ =g tex Tex tu
£3. == ¢ F o'zl e x2S 3¢, I
o fo fetnet angenommen hat, fo iff leicht cifigufelen, 0o

| Bg g 1o
enn x = T gefest tird

ip = |




e =

d.£2x dz , £3x2 g
Ipi= 1% —— e P —— i 13 gttt g
P B ¥ 2dx f 2.3dx2
: d.g2x2 | d2, g3x3
—_X X o = = Lo s ik
: i 2dx 2.3dx2
d.22x3 d3 , £3x4 S |
2 == X2 ¢ 2lfx2 o T
P GEed 2dk 2.3dx2 ¢
d.t2x4 | d2,g3xs
3 = x3 J 2fZx3 sy 1 — L & se, {1
p X .I 3(3 *(Jq 2 3&};2 5 C l:"_-. j' .l i
2 Y
und dberhaupt
' d.g2xmiI  d2 g3zgmiz e |
I e it m( xiu — 5c, i_; 'v i
P Bl 1 2dx T 2.3dx=2 T 1) rieattn N
Tt S €
ift -:';:
_ ; ; 4 .J f
Aut diefe At ift p eine Wurgel et Gleidbung o =g — it !;;_;,
; cX — dx2 & i, .l |
bx T Ccx2 — dx3 | b [ Ut’ff ba E — ‘ ‘—r\—“-'-*—l-; pon :\jll

der Gleicdung

a—-bx*fbxézo_
w0 £ eine Junftion von x ift,

i‘:l"é'
it
e
il
il
b
{
£

11, 3wentes Erempel,
G8 fev 3. B, die Gleichung
a ~ bx ¥ ¢cxn = o
geaeben. - Sn diefem Falle ift bxf = cx#, und falglich

(=T - "
§ = C—%—- 2apt man daber p eine Wurgel bos Diefer

Gleichung feon, fo ift uberhanpt >

cxingn=-1x c2d. xmy2n=-1%
b 2b2dx

c3d2, xmyi3n=-2
: T i)
‘2.3Db3dx2

D toenn

_pm = x| 4 m(




210 I, Bon den Gleichungen,

s -d..--q!

4 3 2
‘yoenn man nady der Differensiation = flie = febt. Ulfo hat

man, toenn man x fur p fesit

am c;:-!l‘i‘-'l (m ¥ 2n — 1)g2amizn-2
XM = ~— T m{— t - -

i bt n abhmiz2n

+fm $ 3n — 1)(m ¥ 3n — ﬂ‘(;;am }3n=~3

o 2 3%131? 3n

(m# 4n— 1)(m+4n — 2)(m § gn—3)chamidn-4

S SRR L

3¢,
I [ a - "
glenn man x = —}- feat, fo bag man tie Gleidung

ayn — byn-I fc=o0
Bat, fo toicd ym == x~™, und um y™ ju finden braucht man
folglich in Bev porher: gefyenden Formel nut m negativ ju nehs
men.  uf diefe Are findet man

b el (m — 2n T 1 c2phm=22
Ym _— i — mf: e I e 5
am 3111-[:-111_ zqn—‘-n-{ﬁ

(m —3n ¥ ‘)‘m < 2n f2)c3bhn-3n

s :fi

. 3am=—3nt3
Diefe lete Formel f)at miv vot einiger Jeit Hr, ,..ﬂmbarr
allein ohne Weroeid mitgetheilt.

19, Drittes ESrempel

@& fop folgende Bleidhung von vier Sliedern grgeoen
q — bx * cxt — X' = 0,

Set man bxz = cx? — z*, und folglid)

z T i ——— walile
: b
fo toitd
62 = C2x20-2 == gcxiTre 2 Pixanir 2
O NN e e
b2

53 =
g




5. Dteue Methode d. Auff. algebr, Gleichungen. 211

€3x3n-3 — 3¢c2x2antr-3 § goxni2r-3 . x3r-3

b3

§3=

20,
und alfo, wenn man x an die Stelle von p bringt,

> g gam fn-1 antfr-1
xul T e M= o s
hm b +n bm3r
1' LR (m+¥2n—I)c2amtzn-2 ,-,(m ¥n ¥ r—1)caminfr-2
5 ° b+ 2n = hmintr
(m ¥ or — 1dgmiar-2
T mtar )

m (m¥3n—1)(m+% 3n— 2)c3amfisn-3

S

2.3 hbmd 3n

ﬂ(m Fendr—1)mFonfr—2)e2amiznir-3
2 bt zn+r

s

(m¥nfar—)(m$FnFor—a)eagminfar-3
hm -}-n.]'_z:*

(m¥3r— 1)(m F 3r — 2)amis-3

. Pt T I e e e
bmtsr )

BRCac,

T

14, Biertes Erempel.
€8 fep die allgemeine Gleichung
28— bx f cx2 — dx3 f ex4 — 25 % 3¢, = o

gegeben. Hievift bxf == ¢x2 — dx3 } ex4 — fx5¢ + 2.,
und folglich
cx — dx2 F ex3 — fx4 ¥ 3¢,

b

Sl —

gz

ll

bz
€3x3 — 3cdx4 } 1.
b3

£ 3

D 2 24 =
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212 I Gon ben Gileihungen.

cHx4d — 3¢,
ba
it

i4 =

Alfo
a‘:ﬂ
H == e
pin
gt Ic gmt24d qmt3a q mt4f
\

et e

.I- m( bmtz bt 3 Fm+t & bmtg
m (m ¥ 3)amtzc2 (m+4)amt3iccd

'1‘;( B -

pmt4 bints
¥ (m 4 5)amt4 (a2 + 2ce)
hnt6s
m ((m*{’ﬁ)(m + ) amt3c3 (mfﬁ)(m+5}alz1}43cd
2.3 bmte 22 bmt7
¥ m(m¥9)(m ¥ 6)(m F 5)antdcs
2% 55.4'“ bwt8 -
+ 2.
MWenn 'm = 1 ift, fo Hat man die beFannte Nerdtonis
nifde Kormel
i T Tl a3d . a4fe acf
T b4 T B Fs i
2a3c2 adcd 2a5(d=2 2
I i + = (@2 1 Ce)-—zcr
bs bhe b7

5adc3 arascd
™ = a3,

— 1(.)

T

T6)

— 1)

14a%c4 |

+ T + ¢,
. ic, :

14.
RNun wollen toiv die allgemeine Gleidhung
e — X T @gxX =0

betrady




5. Jteue Wiethode o. Anfl. algebr. Gleichungen, 213
betradvten, o ¢x ivgend eine Funftion von x bebeutef.
Bergleicht man diefe Gleidung mit a — bx + bxt =o

oA 2
RNe 10. oder mit o x F x£ = o: fo hat man » ::-5

oxX .
umd £ = = Bedeutet demnadh p eine Wurzel von der ges

gebenen Gleihung, fo ift aus der Formel (F) der angefihra
ten Pummer
d' xin-1 '@x}z

pm = xmn + m {X!nulgpx -}-
2dx

,xm =TI @xJS

-1- IR R lf)

e} “’dxz

wenn man nad der Diffevenziation x = « feht

' d,xm | y o7
Da nun mxm-T = = ift, fo [aft fih Die vorhers

dx
gehende Formel audh auf diefe Yt ausdrucken:
1
d. i;.f_.(‘p x)2
M = xm d'xm@x .I. dx .1:.
P . 2dx
d.xm
1z, i 3
5 dx (#x) 3§
2.3dx2 :

Hievaus fliekt aunf eine leichte Art, daf ecine ighe Junftion
bon p, 3. B. vp durch folgende Reibhe ausgedrvuctt wird

dg )2
e a1 . dx*w’”
it T s 2dx
o délq/x(@xﬁ
X
+ e T i

D3 toofern
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214 1. Bon den Sleichungen.

toofern man, wie gefagt, nad der Diffevenziation « fir x
fesit,  Yuf diefe Urt gelangt man gu folgendem, tvegen feis
ner Simplicitat und Yllgemeinheit merPwledigen Lehrfase,

€2 fep die Gleichung
:&*-“"K’}‘{PK:O‘¢..(H)
geacben, und ox bebeute davin irgend eine Funftion von x,
Fevner fep p eine von den Wurjeln diefer Gleichung, und
Daben twoerde nach vem Werthe jeder Funftion von p, 4
. ¥vp gefreat. seichn an dev Kirze foegen die
B. vp gefreat,  Weseiknet man der § wegen D

end P | :
Girdge e durch ', fo hat man allgemein

d. (px)2J'x dz.(ex)3¢x |

- I e el A et Mo, L
P 2] dae 2dx 2,3dx2 l
d3.(¢x)4d’ .
'i‘ — KH wx T Zf. iYW (!) ;'
2.3.4dx3 a

wo man ftatt x nadh der Differengiation « fegen mug.

16,
Wenn man x = ay fest, {o Daf die Gleidhung (H) in

.l r) €
folgenbe 1 — y F ?—zﬁ = o ubergeht, und q den Werth
pon y bedeutet: fo erhalt man den Ausdruck fur die Funk:
tion 4q, wenn man in der Formel (D) q anftatt p, y anftatt |
@lay)

X und anfratt ¢x fest, upd nach der Differengiation

y = I annimmt,




5. Neue Meehode d. Aufl. algebr Gleichungen, 215
Da al*+)q_“'}:- fo ift
o
x o e(endy o d.elep)2dy
$(—) =4y % I
e 2al d}'

2, 0(ay)3dly , d3.0(=y)4dYy

2.3w3dy? - 2.3.4e4dy3
-f:c....,.,.....(ii)

o nach det Differengiation y = 1 genommen werden mug.

17.
Da alfo 4y = {4y dy ift, fo befommt man ven Werth

Bon ~:V{-}i), o x tine' Wurzel der Gleichung (H) ift, toenn
2 :

man den Brud

v
9

'“Y))

naa) den Poteftaten von z entoicfelt, wodurd man
o 2 3
@k”f;‘lf}’_% ¢ (e }) Ly* L0 y) wy'f'zc.

z2(1L — z

_:::— w3
¥ = 5 d e :
beFommt, dann — in fdy, z in —— 22 W —, z3In
Z "’d}’ 2.3dy#*

d3.
7. perwandelt, und, nacdhdem man afle angeeigten

2.3.4dy3
Difererziationen vorgenommen hat, y =1 annimmt,
Man fann aber die Reihe, toeldhe den AMWerth von

-\I«-;%:-) ausdeuckt, nady jebem beliebigen Buchftaben orduen,

dennt 8 ift Daju toeiter nichts erfordeclich, ald die Reibe,

teldhe aus der Entwicfelung des Drudhs -
¢ aX)

o

D 4 ents

I — Z




216 I, Bon den Gleichungen,
entfpringt, nach eben dem Budbftaben ju ordinen, Folgende

Crempel toerden diefes jeigen,

18. Sunftes Erenpel

Rimme man roicder die allgemeine Gleichung
0= a—DbxTcx2 — dx3 + ex4 — fx¢ 2,

gue Hand, und veraleichet diefelbe mit der Gleichung (H),

fo bat man nadh der Divifion dureh b

a CX2 — dx3 % ex4 — fx5 + 3¢,
'E.' Px = . b

' Solalich ift
egizgi__ cay2. ~da2y3  eadys fadys

— T 1

& . hs b3 h4 bs

[

und der Bruch

@({zy
“
e r— — I
ayz dazy3 galy4
et RS it s (.
bz I b3 b4 T

Bervandelt man diefen By ‘ud in eine Reibe, und fegt man
Dabey vboraus, daf die Reihe nm:ﬁ; dem Ducdhfaben b geotds

net fen, fo echellet, da y und —b-~ allenthalben diefelbe IUns

3abl von Dimenfionen haben, daf die Form der Reihe fol
gende fepn wird
Py2 Qy3 = Ry4 "-F}rf
1} '-—‘:- — '—E—; ‘I" 'I_’-;— o j' 26
Multiplicict man demnadh tibers f“uzug, und veraleicht dats
guf die Slieder, fo findet man
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Pl== 3¢z

Q = a2dz

R = 'a3ez ¥ aczP

S == a3fz f a2dzP ¥} aczQ

T = a¥gz FadczP + a2dzQ T aczR

iC.
Enttvictelt man nun diefe Werthe und ordnet dabey diefelben
nadh z, fo ecfennt man feicht, daf fie fich auf folgende Ust
augdrucken foffen

P-=-Rz
Q= Bz
B.—=-Cz-% C%2
S = Dz % D’z2
¥ = Ez T Efz2 + E'2
30, .
und findet dabey
As==ac |
B = az2d
C = ale, C' = acA
D,= a4f, D' = a2dA % acB
E = asg, E/ — a3eA | a2dB ¥ acC, EY = acC! :
20, i
Folalich foird L i I
1.1 y _\:/,f A B : a fi
V};Ma}_} = —;'i' ﬁ?’*l/')’—g;}f’*?’)' it
2(1 — ) : it
o A
/ / i o
¥ < Zf “yadly — E%D—Z-FW’? i1
R |

b6

I P
Bevwandelt man demnadh) — in fdy, z.in 73 ¢, (Numsz
Z

mee 17.), fo beFommt man
95 ¥




B.isia
s E_; :-\yl'g
6. C' d.yad'y
—y ) N T LR
EEtk e
et Ezyr¢’ __33 ,d'Y‘fff
bs bs 2dy
b g6 Yy = - Lasky
* b6 bo 2dy

E” dwz _}zﬁﬁ

b6 * 2.3dy2

o man nur nach dee Differengiation y == 1 311 nehmen hat!

Da die Coefficienten A, B, C, 1. den Buchftaben b nidt
in fich fcbliefen, fo ift flav, daff diefe Reile nach den nes
gativen Potefiaten von b geordnet ift.

GSept man ¥y =y, odurd +'y = mym~-z wird, fo
BeFommt man

‘bmxm

a!ll

— I

i mA

mbB

e ——

b3

m(m ¥ 3o

mC

[ 8]
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G
, m(m % 4)13‘

mD T —
a8 o
L m (m F S\E-" > m_(m -}-:}fm T S}E”
2 . i
t b6

5 I
Sehit man 4y = Iy, fo witd 'y = = und

bx
l— = 1
a
% A
b=
B
b3
C¥ic
3 b;
D ¥ 4D
o o
E ;E' % 4.5 ok
2.3
T e
19,

Die gefundenen Reiben find nach den Poteftdten von b
geordnet; tvollte man fie nacdh dDem Duchftaben a ortnen,
fo durfte man nuv auf eben diefe et die Reihe ordnen, tvel
the aus dicfem Brucdbe fich ergiebt

I
CHY"‘" dalyi ea?-y‘ﬂ- :
e, E e, T

Da

e A M
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220 I. Bont den Gleichungen.

Da nun darin jede Poteftat von a durch eine gleiche Poteftdt

pon %— multiplicict ift, fo fallt in die Hugen, daf die Form

Diefer ﬂ%eibe
33}r3 a"', 4

I 'I‘ P ‘i’ Q—*" 'I' R—E-::ﬂ "E" a"‘gq:— 0
fepn mwicd, u_nb babep ergicht fich

P:E—E.Z
|
L1 pCZYy dzy |
e b |
< s BV dzy . ezy i
R = o Pb |
czy dzy ezy fzy |
S = R—= = —
b Qb i b b

16,
Gntroicfelt man nun diefe IBerthe nach den Dimenfionen

b rby' fo laffen fich Diefelben auf folgende vt ausdruden ‘
ey

P = A <
3 .

— ..z_y / z_}:\:, |

. ‘ |
R =ct ¢ ez ¢ (s

S-:_D_-I-D’ )2~f~D”( )s t prLya

¥ )

S
und man Hat daher
AX=FC
Be—d
£as#
D= — f
i€,
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BJ
Cn‘
D’

cA

— dA ¥ ¢cB

eA — dB 4 ¢cC
L

cB’

— dB’ T el
oL

D.‘.H ] CCFI’

¢,

Il

I

1

Q
ol

Dn‘

Folglich beFommt man

By3 Bzyd-
20
e e

,4 C"iﬁ}’f C”&Yd

toGe t 1 S0

Yy

Dy$  D'zy6  D'z2y7 = D'"z3y8
= g4 —— 2 il LT i i SIS B LS
et o s B8 ol
G

Auf diefe Art wicd die allgemeine Formel (N, 17.)
bx
4’(;) = ¢y

-I. a__ 41.‘
+ az(_q 3’y 'f‘ Bf d‘_}mﬁ
2dy
C’ 5-4/; c 2800
Y b .i‘ 2dy be 2.3dy2

T a%




232 I, Bon derr © Gleichungen.

y (s34 P e 7kl
F as( ?”w?’l‘ = d—gd—j—y ;;%5
D d.y3wy
bs ‘E;g.qdy 3
o 3
too nach der Diffevengiation y = 1 gefest tverden mug,

@8 fen 3 B, Jy = y» und alfo ¥’y = mym-1, fo bes
fommt man
bmxm

xlll

o 23

a
b=3b _
mb ; mi( mi “)R’\’a’

b 2bz “b2
mC m(m$4)C!  m(m Lﬂ,kl 1$ 5)CY a3
NI o

b 2b2 2.3b3 b3
3 (mD 4 m(mt5)D’ B m(m ¥ 5)(m 6 D"

b 2.,3b3

(al i'}dr

3 m{m ¥ 5)(m ¥ 6)(m ¥ 7)D"" a4
2.3.4b% ‘b4

+ 1,

Sept man dafjer m = 1 und muitiplicist m*t — o wird

H
X = —
b
A a2z
L% b
B 1 Pias3
e N
T (b L 2bz’b3
.i. (E .{. SCI s éf“)‘fl—-
bi . 2b2 2b2 b4
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6D/ _ 6. 2D! _ 6.7.9D/ as
2bz . 2.3b3 2.3.4b4 b¥

i D
T('?D— T

s LV :
und twenn man by == ly fegt; fo witd, tweil Iy == o ift, wenn
y = L genommen twicd,

173:{ e AR
T Soe
B 3Bl az
e AR
L hehs
C  4C'  4.5C" a3
: (*b; E 2bz 2.5133)!;5
D  sD' 5.6D" §.6.9D" a4
o of 2 T :

b ~ 2bz ' 2.3b3 ' 2.3.4b4 b4
¥ 1. '
liebrigens find die Werthe von xm, welde twir hier und in
der vorhergehenden Nummer gefunden haben, im Grunde
ehert Die, twoelche toir eben tm gten Crempel bePamen : allein
hier tft ihre Form einfacher und bequemer, insbefondere im
legten Falle, und man nimmt dabep febr leicht das Forts
fdreitunasgefes wabr, fo dak die Berechnung der verfchiedez
nen Glieder und ihre Fortfebung, fo tweit man will, fehe
leiche ift.

20, Sedystes Srempel,
&8 fey die Glerchung
O==s &« — x T BxP T ¥xPFa F Ixpt29 4 ¢xpt3q 4 ¢,
gegeben,  Wergleicht man diefelbe mit Her Gleidhung (H)
Jqr. 15., fo hat man
'\ @x = BxP } yxbtq § Sxpt2d F exPH3Id § 3,

folglich
¢ (ay)
o = faPmIyR F yaRtd-IyRiq § Ixpt2a-Tyriaq
' T 2%,

und

18
i
b
|
¥
_I
It
i




2
&)
Y
o
&
o
=
or
L
e
@
Y
&
=
3
L e
=

und
[ e——
AR AL
[+ /]
I
I — BaP~IyPz — 4aPTd-Typtdz — 1.
€8 fep der Kurje wegen wP~d-Typ-9z == 11, fo Hat man
den Brud
; i
1 — Bu(ey)l — yu(ey)29 — du(ay)3d — i,

Entricfelt man benfelben nady den Poteftaten von ay, o
befommt man daducd
It Pey)d & Qay)2d % Ray)3? ¥ S(ay)dd 2. |
und dabep |
A
P2u % »u
Qzu ¥ Pyu ¥ du
Reu + Qyu ¥ Piu ¥ ¢u
¢,
Gntwidelt man von newem diefe Werthe nady dén Patefids
ten von u, fo echalt man
Au
Bu ¥ Bu2
Cu % C'uz % Cu3
Du ¥ D'uz 4 Du3s ¢ D"u4
Ew f E‘u2 4 E“u3 % E'ué § E/ns
2.
wenn die Coefficienten A, B, C, 2. auf die Yt deftimmt
toerden, daf

oo
|5 A

o AL @
R | | |

A= 5
b=y B =gA
C=23 C = yA } 8B C" = @B’
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D:E, Df:éﬁf'}'ﬂfﬁc; DuszBrTﬁ-C{r
Dh.f —= ﬁch

¢, E' = A ¥ B 4 #C % gD, E" = ¥B’ %

?CJ ,i,, ﬂD‘, EHJ - ‘,'.VC” .1. ﬁD”, EHH — I!SD(H

E

3¢,
ift. Sest man demnach wicder an die Stelle pon u den
Wevth veffelben, fo wird
vy iy
¢ T - (B Y
o e T Aar-1yrdYy
o
T BaPta-TIyprqlsy 4 Bla2p-2zy2p'y
f Cart2g-rypizadiy + Ca2rta-2zy2ptqly
| $ 3¢ ey itly

Bevtvandelt man diefes Refultat nah den Borfebriften der
| I7ten Nummer, fo bePommt man den Werth von x.!f(--}-r-)
&

2l - 2

buech folgende Reihe ausgedructt, wy man aber nidht vers
gefien muf, nadh Bollbringung aller angejeigten Differens
jlationen y=T13u fegen

\Hfz-) = ¢y

| $ Awb-Xypliy
. | e
T BaPta-Xyptad'y -I- Blazp-2 d. ?d?i"_}f_
2ay
d.}’i_!-"_‘lr"'-hi«"y
2dy

£3

+ Cubt2a-1yptaadfy+ Clz2pte=32,
dz.y3rdy
2.3d_y_;_
it ] + DaP#30-1yptiad/y | Dla2pizg-2
| d.y2ri2dy'y dz,y3ptad'y
2dy

4 Ca3p-3,

D/ a3Pt9-3
s 2.3dy3

d3,yardly
2.3.4dy3
5 P T Ea

+ D“gap-4,

o ki s =
Sy~ P

P

e

ol
e
i
£l
o
Btk
i .-
{4
|
.
1 W
| ii
FEF
I \
F |
o8
qidi
g
ol
g I
i ]
t
|
I '3
i
ol
f
el
£
Al
g 13
it LR
- 1
!
R
6l .
R
e
AR
Bt
i
e
B
)
il
Jd'H
H
1
144
it
14
1118
']
110
11418
1 1
5
i 14
i
91
i 4 |
W
|

¥
i
¥
1
|
¥
[ |
i
!
1
£

ESas

- T ———

—
S s L

e I e o TRl S B T A A S e -

T L

S R L P
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226 I BVon den Gleichunger.

1 ya2ptiqd?
§ Exptdaa-Typidql'y 4 E'x2P} 3q—z.f’.'_f__a._i_}'
) 2dy

dz y3pt2ql’
4 E'e3pt29-3, y S

# Eudptd-4,
T 2.3.4dy3

d4'. f";".?,‘v
:i. E”-Hd.fp.._ 5" 0__#_
2.3.4.5dy4

s

@Etgt man 4y = y, toodurd Yy == myh-1 toied; o bes
fommt man

xm
0

ﬁ!i'l'

m(m$ 2p — 1
¥ mBapfa-1 4 (m ¥ 23 ),

2 = :
j" mCart2a-1 -}- m(m ¥2p T4 )Cfﬁzpjtq—z
2

m(m % 3p — 1)(m + 3p — 2)

253

m(m¥2p¥2g—1)
o

CHa3p=5

t

D’gz pf29-2

+ mDaPt39-1

'I' m(m+i3piqg—1 }(m t3ptq— E}D”ﬁpﬂ' 3
3.3
J m(m ¥ 4p—1)(m F4p—2) (m T 4p— Z)D 11 BY~%
2 - 3 L 4
A 2p —1) =
% mE«ht4q9-1 mim bgn ¥l I’E'mz}ﬁ}q“?

n

m(m F SPT gq—l)[m-}« 3pt Qq_z}ﬁrfﬁc;p{—zq-}
2.3

¥

&
i




5. Neue Methobde . Aufl. algebr. Gleichungen. a2~

+ m(m-.'nipf"q—!](nﬁ“-’#?{'t}*z)(m‘?‘4P’f"J*3)Em

«iPtq~-4
2. +344
m(m435p—1)(mt5p—2)(mi5p—23)mysp—-4)
i P F5p—3)imfSp E"s peg
2.3:4.5

& 2.

und fest man Jy == ly, fo befommt man, wzil ly = o ift,

X
] == "AxP=Z

2 9

ap — I

m
-

+ Barid-1 ¢ Ble2p=2

2p T q —

I
% Capt2q-1 4 - - C'a2pta=3

Cu3p-3
2.3

+ Dart3q-x 4 i “D'uzptag-2

,E_(}P%q— D(G3p tq—2)
2 - 3
(4p — 1D4p — 2)04p — 3)
: R:Teid
2p 't 3q —
2
Gpt29—D@Bpt2q—2)
e
) (4pTa—1)(aptq—2) (aptq—3 it .
2 .34 . .
4 (5p—1)(5p—2)(5p—3)(5p—4)
2,3 +4+35
T 1.

D2 3ptq~3

D 4}’"-4

] ]
T EaPf4q-x -1- Efz2pt3iqg-2

EYx231t29~-3

35

E/asp~§

P2 a1, Sies




228 I. Von den Gleichungen.

21, &Giebentes Crempel.

Hatte man die Gleichung
o= @& — x' § BxP } yxPtq F Ixpt2d J gxri3q
fo tonnte man diefelbe auf dasd vorhergehende Erempel ju:
eick fibren, indem man x* =t fente. Dadurd mwird
nemlich
P pta piaq b3
o e —tPp F ot Fot. T 4 it T 'j--m

und man Hat daher blof ndthig in den vorHergehenden For:

meln ¢ fiir x, % fur p, lj- fie q u. f. w. u fesen, um fie
auf den angeflhrten Fall antwenden ju Fdnnen.

Sekt man der grofieen Cinfachheit twegen « =g, fo
befommt man, twenn man x* an die Stelle von ¢ fest,
Diefelben $Berthe der Coefficienten A, B, B bepbehalt

‘Jf(‘—r) = ¥y

P
T Agrmry T4y
pta e
t Berisry © gy f Besear, X 40
2dy
paq - 125,
P r 1.1
FCpiaary T 4y f Clozpra-arSL 2
2'dy
3p
1. Cﬂgzp_gr d?«.yr‘\lﬂf}r
2,3dy2
aptag

pHa e
'l-Dgfl{dq-ry r -4,’7-!-])"2;:{-211—:1" ' il

DH

2dy
e
4
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5, Neue Wiethode 0, Aufl, algebr. °Ieidyingem 229
3ptq

3 r
+ D"g3p+q—3r,d = S 24
2+3&Y2'

ip_
a3 'Y‘: \V’.
2.3.4dy>

.1. D“’g4p'41’,

o 0%
wo sach der Differengiation y = 1 genommen werden muf.

m
- . xl‘ xm !
Setit man Yy =y", {o hat man -J/_(é;_) == und

gl‘ﬂ
findét demnach

() = 1
4
- ?—Ac“““
m (m-fzp =¥)
— Bepig-r ‘e3p-2
| - : ¢ -I- = ~B'e r
m m(mT2ptq—r)
~—Cgpt2g-r. Clezpta=2r
¥ =8 T e :
¥ m(m T 3P'—;l'1(::; *+ 3P “_Qr‘}cuc;p_gr
t EDgPhq-rT‘m(mszhq—r) e2pt2g-2r
T 21'
{ e ==
‘I‘ m m"f‘?,pfq gr)‘s(n;i(gp?q 2r )Du Ipig-3r
r
Tm(m'!’;;p—r)(m'l‘.l.p‘*ﬂl‘)(mf'af.p ~3r) x 4;,41-
2.3.4r3
T i

x? xr X :
Set man Jy = ly, toodurch -»1/(;.) — le—; = ri-é- tvied,

fo befommt man, wenn man durch « dividiet
D3 =
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230 I, Bon den Gleichungen, |
e E.Agqu !
¢ r
o -l—BgF‘]'fl"T + e -? Ble2p-2"¢
r 2r®
I L 2ptq—r
$ Logprar ¢ 2B Tcipznpq-ar
r 212

(3p — r)(3p — 21), e3p=3r

by

2.3%3
i ‘1_ ngP‘PSq-l‘ % 2 2. 12— Drg;p{-:q-:.r
P 2 r?
¥ (3pct q % I'?)Hp T q St "Zr’DHe‘Jp’rﬁl'-Sr
2.3r3
5 @GP SNSRI Dpeipap-ar |
243414
¥ 2, |
22, :

Die Formeln, toelcbe toir Gey den bepden lehten Epems
peln gefunden haben, verdienen fehr gemetft ju toerden,
theils wegen thver Vllgemeinheit; theils wegen ihres Ges
Braudhd bep der Grfindung alley Wureln der Sleidhungen
twelde der Geaenfrand des fofgenden §. fepn witd, =

Nother aber muffen toit noch eine Bemerfung maden,
weldye die Coefficienten A, B, B4 2c. betrift,  Sie befteht
dacin, daf diefe Soefficienten gany und gar nicht von er
®rdfie = abhangen, fondern bloB von den Srdfen &, 7, 2, 10
§o dag die gefundenen eihen in Rickficht auf den Budfar
Ben « alleseit fhon von: felbfe geordnet find, die Sunftion |

von f;r teldhe fic ausdructen, mag fepn toclde fie wils

SHat
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Hat man ubecdies diefe Coefficienten einmal gefunder,
’ 3 L3 i [ 4 roar L. x
fo dienen fie fir alle mogliche Funftionen von T und da

bas Gefess, nach weldhem fie fich tichten, febr cinfadh ift, fo
ift ed leicht fie fo weit ju bered)neu alg-man icgend will,
Man findet 3. B

A8

B v, "B =g

D=1, D= 28012 Dl==38%, D" =p4
E:‘z’ E*:ﬂﬁ .1-25\?’ Eu_.,sﬁﬂtx,i,geﬂz E'”"—-}ﬁi
2, e 1C, 3,
EHH — ‘6;

1,

§ 3.

| Methobe vermittelft der NReihen alle Wurselu einer
jeden Gleichung zu finden, -

23,

a Wir Haben im porhergehenden §. gefehen, twie man
permittelft dev Rethen den Ausdrud fiie cine von den Wurs
seln einer jeden Gleidhung finden Fann, jest toollen wic die
Mittel Fennen lecnen, alle Wurgeln, welde eine Gleichung
haben Fann, gu finden. Su diefem Endgwecte muffen wie
tinige allgeneine Anmerfungen tiber die verfdhiedenen Wurs
geln ciner Gleichung und uber die AUrt diefe Wurgeln von
tinander ju unterfdeiden, vorausfcbicten.

Wir wollen die allgemeine Gleidhung
O == a~ bx Foxs — dx3 F exd — 'y,
beteacpten, weldyes eine Gleidung ‘vom mten Srade feon
P4 mag,

e i e e i
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233 L Bon den Gileidyungen,

mag, bdie alle ihre Glieder Bat, fo dab Ffeiner von dey
Coefficienten a, b, c, tr. = o ift. Oefesit man hatte den
usdruct fiur jede Wursel diefer Gleichung gefunden, fo if
flar, dafi Diefe Ausdricke, deven ¢8 m gieht, Junftionen
pon a, b, ¢, 2¢. fepn erden; aber e8 fragt fich, twie man
diefe verfchiedenen Funftionen von einander unterfcheiden
fonne 2

Hier bemerPe ich juvdederft, dak die Gleichung, toenn
maon a = o fetst, in folgende fibeyacht,
0= ~— bx § cxz2 — dx3 § exd — i,

welde fich in diefe bepden zecfalien 1aft

) —

©= — b § cx — dx2 T ex3 — 3,
, &8 madt alfo diec Yuinahme a = o, daf cine von den W
#eln vecfchoindet, und e8 mug folglich unter den Funltionen,
toelche Die Wuryeln der obigen Geichung ausdiucken, eine
geben, die verfdhwindet wenn man a =o fest. Hudif
Flav, daf ed nicht mehr al8 eine Junftion darunter geben
fanm, weldhe diefe Cigenfchaft hat, toeil dasd Verfchtvinden
von a nur etne eingige Wurgel auf RNull bringt,

~ Behdlt man die Borausfesung, da a == o fey, und
abftrahict dabey von der bereits gefundenen Wurgel x = o,
fo twerden die Wbrigen Wurseln durch die Gleichung beftimmt
o= —Db ¥ ex — dx2 ¥ ex3 — 1.
Seft man nun auch b = o, fo zerfallt diefe @:&Ie:@ung pon
meuem in folgende 3tvep
0= x
O=¢ — dx ¥ ex2 - 3.
@8 macht alfo diefe Annabme, daf wicder cine neue Wurjel
perfbwindet, und ¢8 mug alfo andy untec den Funftionen,
toeldpe
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eldbe die Wurgeln der obigen Gleihung auddruden, eine
geben, die verfchroindet, twenn mian a = o und b = o fett.

Scblicht man auf diefe vt toeiter, fo fieht man, dah
¢s unter den Funftionen, tvovon Hier die Rede ift, cine ges
ben muf, die vecfcroindet, wenn mana=o,b=o0,e=0
fest, fo tofe auch eine, toelhe verfhroindet, twenn man
150, bamo, 650, d = Q eBt, U | s

24.

Da e gleid ift, twie man die Glieder einer Gleichung
ordnet, fo wollen toiv die Gleidungen in der Folge allezeit
auf die Act geordnet annchmen, daf die Exponenten der uns
befaninten @udfe eine freigende arithmetifhe Progreffion
bilden. Auf diefe st ift vas erfte Blied der GBleichung dass
jenige, toovin fich die unbePannte Grofe nicdht findet, das”
jwepte dasd, weldes die unbefannte Grdfe in eciner Dimen:
fion enthalt u. f. f. Dies vorausgefest, wollen toir allge:
mein unter dev erfren Wurjel einer Glcichung dicjenige vets
ftiehen, weldhe Null wird, trenn man vad erfte Slied der Gleis
dung == o nimmt; unter der jwepten Wurgel dicjenige,
weldhe Null wird, wenn man die bepden exften GSlicder det
Gleicdhung jugleich = o fepn 13ft; unter der dritten Wurgel
Diejenige, twelche verfdhivindet, toenn die drey erften Gliede
Der Gleichung jugleih = o weeden u. f. f.

Nuf diefe Urt Fann man die verfdiedenen Wurseln einer
1eden Sleichung allemal von einander unterfcheiven, und
audh, wenn man mehrere Husdricte fir die Wurjeln einer
und derfelben Gleichung hat, beurtheilen, ob fie eine und die:
felbe oder 0b fie verfhiedene Wurzeln davgelien,

9P 5 25. Wie
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2;'

28ir haben fo eben aefehen, bak die Annahme von a=o
und b=o jtoey Wurieln dev gegebenen Gleicbung verfdmin
vend madht, und biefe Wurgeln find hierdureh von allen fibeis
gen hinlanglich unterfcbieden. $akt man daber fogleich b=0o
fepn, fo ijt flar, dak die Annahime a = o 3wep “Butgeln ju
gleicher Seit in Jull verwandelt. Die Yet und Weife, diefe
Wurgels in diefem Falle von cinander ju unterfcheiden, ift
folgende.. Set man b==o, fo vertvandelt fich die geger |
bene Gleibung in "

O=aTcx2 — dx¥ J exéd — i,
Anftatt a = o ju fegen, nehme man eg unendlich Flein an,
too Denn einfeuchtend i, dafi die bepden gedachten TWuryeln
ebenfalls unendlich fletn fepn toerden, weil fie fonft nicht vers
fbroinden fonoten, wenn a = o tolicrde. Nimmt man alfo
x unendlich Flein an, und (4t tie Glicder tveg, melde man
bey diefer Annahme weglaffen muf, fo verwandelt fich die
pothergehende Gleichung in
atezr=o

und Diefe Gleihung gicht die bepden Wurzeln »,"-—-:;'

a ; 4
umd — 7 — = Auf diefe Art hat man ein neyes Kenn

geichen Die Depden erften Wurgeln der gegebenen Gleichung
fowohl unter fich al8 audh von alfen Gbrigen ju unterfdhels
ven, @3 muffer folglidy die Funftionen, rcide diefe bepben
2Burgeln oorftellen, von der et fepn, daf fic die Wurelt
et Bleichung a + cx2 = o werden, wenn man b = o und
a unendlich flein annimmt, :

- Auf abnlide At betweifet man, dag die Kuntionen,
toelhe die Drey evften Wurseln ausdrucken, von der Att
fepn
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fepn mufier, daf fie die IBurgeln: der Gleichung a — dx3
— o werden, tvenn man b =0, ¢=o0 und a unendlich

flein nimmt,

Da ferner die jwepte und dritte Wursel Nuil toecden,
wenn man b = o und ¢ =o annimmt, nachdem man fchon
a = o gefenst hat, fo ift Plar, daf die mahmevon b=o
nad der Annabhme von ¢ = o biefe bepben Wurzeln ju gleis
dyer Seit in Null verwandelt. Sest man daker b unendlich
flein, fo mifien auch diefe bepden Wurzeln unendlich Plein
werden, Nimmt map aber in der Gleidhung

o= —Dbtcx — dx2 } ex3 — 1
au8 welcher man bereitd die erfte Wurzel durch die Unnahme
a = o abgefondert hat, ¢ = o und b und x unendfich flein
an, fo vectoandelt fich diefelbe in

; — h — dx2 = o0
und eé miflen folalich die Gunftionen, tweldbe die jtwente
und dritte Wursel ausdrucken, fo befdaffen fepn, Daf fie die
Wurzeln der Gleihung — b — dx2 = o merden, twemn
man darin a — o, ¢ =a und b unendlidd fivin annimmt,
Diefer Umftand fann gebraucht werden um diefe Wurseln ju
erfennen und_von allen 1brigen ju unterfdeiden,

Geiit man ¢ = o, d = o und b unendlich flein, (oors
audgefetst, dafia = o bleibe) fo findet man, daff die Funk-
tionen, weldhe die wente, dritte und dierte LWurgel aquds
dructen, Wurseln der Sleichung

~— bt ex3 =o
fey miffen, w. f. f. Kerner ecfennt man auf ahnliche Urt,
Do Die dritte und piette Wursel der gegebenen Gleichung
burd) folhe Funftionen ausgedructt feyn miffen, daf fie die
Wurgeln der Gleichung
¢ T ex2 =0
werden,

S T e

B T
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tozeden, toenn man et a=o, b=o danm d=o und ¢

unendlich Flein annimmt, u. f.

Diefe Methode die Wurgeln einer GSleidhung von einans
ver gu unterfcheiden ift viel aligemeiner al8 die der 23ften
JRNr., welde in vielen Fallen nidt gebraudyt werden Faun,
inébefondere, tenn in der Gleidhung ein IJifchenglied fehlt,
toeil alédann dad BVerfchwinden einesd eingigen Buchftabens
mebreve 2Burseln auf einmal in Null vecroandelt, wie wir
fo ¢ben gefehen Baben,

RNach diefen HnmerFungen uber die Act, die verfdiedes
nen Wurzeln einer Sleichung von einander ju unterfcheiden,
wollen toir die Wege Fennen gu lernen fuchen, diefe Wuryl
felbft au finden. Um alles defto verftandlidber ju maden,
wollen wiv diefelben fogleich bep den Gleichungen einfehloz
aen, toelde wir in dem vorhergehenden §, betvadbtet haben,

28.
Eefte Aufgabe,

Die beyden YWurseln der iﬁieid)ung
a—bxtex? =o
31 finden.

Eefte Auflofung.

Nr. 8. haben wiv gefeben, daf der eine von den Wers
then vor x durd) folgende Neibe ausgebruckt wird
a azc . 4aic3
E‘ ‘I- ij3 .f bf 'f 1,
Ehe man den andern Werth auffudit ift e8 niplich gu tils
fen; twas fiiv cine Wurgel durch diefe Reibe ausdgedruct

toetde. Bu dem Cnde fesie ich nadh der Methode der 23ften
L.
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Re.a=o0, und da diefe BVorausfesung alle Glieder jener
Reihe in Null verrwandelt, fo fbliefe ich daraus, daf diefe
Reihe die erfte Wurgel der gegebenen Gleichung ausdruckt,
€8 ift alfo die jroepte Wurzel 3u finden ubrig,

Um diefelbe u exhalten gebe ich der obigen Gleichung
die Form
4

b—c¢cx——=op
b

weldhe man auf die Gleihung der xrten Ne. surhcf fihren
fanm, tenn man davin n = —1 fett, ainb, b in c und
cin — a vermwandelt. Auf diefe Art erhilt man aug dee
gormel decfelben Nummer, wenn man m= ¢ nimmt,

b a . a3c 4a3c2 5.6a4c3 =
e e 2.3b7 %

Gest man nun Bier juvdederft a = o, fo verfbmwindet diefe

b
Reihe bid auf thr erfted Glied ) und diefeg verfdmwindet

ehenfalls, twenn mdn b ==o nimmt. &8 druckt daher diefe
Reihe nothroendiger MWeife die jroente Wurgel dep gegebenen
Bleihung aud, und diefes frimmt aufs volfommentfte mit
bem diberein, was wiv oben Nr. 8, durch die Yuflofung der
Gleidung felbft gefunden Haben.

Jrennt man daher die erfie und roente Wurgel de
Bleichung :
a4 —bx +cx2=0

x' und x, fo hat man nach den angeflihrten Nen.

x.lln o a]l'l maln-i-]:c m{m -'E- 3‘) a"l ‘f :CZ
Pee hmn bintz2 a b+ 4
m(m £ 4)(m  §)amt 3c3
.t. 2-3b|1}i-6 Sy >y (e

xh’u'_
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2
b mbm=-2a . m(m —3bm-432
g, o o — s
¢ cn-1I cin—2z2

m(m — 4)(m — 5)bm-3¢c3
T T OCI-

52. 20151—3
und till man die fogarithmen von = und x* haben, fo ift
a ac , Ja2c? 4.8a3¢3 "~ 5.6.73%c8

e —
A b T bz * 2b4 2,3b6 2.3.4b8

15 ac 3a2c2> 4.5a3c3 5.6.7a4c4
: 5 [ bz ob4 3.3bC 2,3.4b%

|
T
I
I
|
|

Swente Auflofung:

Sefst man x2 =t, fo witd x = V¢, und die geaebene
Gleichung dadurch in folgende vermwandelt
atet—byt=o0

welche man wieder mit der Nr. 11, vergleichen Fahny, wend

man b in—c,cin —b, xintundning pertoandell,

Getst maa demnadh Der Kirge toegen f‘(-—;&) = ¢, folhat

man
2Mm.2m

2

b
tm = e2M gmezmq-l(}.’.) " g:.m-}z(-}z
24 27

am(2m — 1)(2m ¥ I”ngm* 3(.?_)3
2a

~

-

am (2m — 2)(em)(2m ¥ 2)
g
gk
E{n(zm—gﬁa a_r_r.}_n—rW(emﬂ)(em-};f}ezmﬁcg};
@503 iy 23

am+ 4( _E.,..)S'
2a

T

T

2
Da min x ==t ift, o Hat man nue ndthig m ;zi i*

feen, nm
x =
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Gy £, 1 aa g
x=e— e )2 — 3o ya i | |
2a 22 354 Tad e il | |
b el By
33 8 20 A
R ReT 1 A
3 . 3 - [ . i { _ .';' |{_'!r' I.: I
qu finden.  TWeil aber ¢ = x/‘(-g?):ft, fo fallt in die Augen, |l R
; . =ik il
dafy dev IWerth) von ¢ eben forwohl pofitiv ald negativ genonts J §
men toecden Fann, und braudht man demnach diefen doppelten 1 i B
Werth, fo beFommt man fitr x folgende doppelte NReihe i l & b
. Ul
ey o nr 3t e 1Y 3. 308 T
_'—-([_24"__ L oy H | :-’E'-‘:i
c 4ac 2,3.4 24a2c2 2:3:4:%5.6 | S e
b6 a ber
e T i kg
26a3c3 IV ( ) A
Get man b =o, fo ethalt man fatt diefer Genden b
Keiben iwf'(~c—), weldyes ein Kennjeichen ift, def fie die gt g
¢t und jwepte Iursel unfecer Gleichung wicklich davfrels
len.. $Hiervon Fann man fich andh auf die Aet leicht Hberzens A B
gen, Dag man dic Wurselgrdfe v (b2 — gac), toelde in ';.#_ ti
bem Nusdrucfe fir x (Mr.8.) befindlich ift , in eine Reihe
beerwandeit, und dabep — gac als das erfic und b2 ald pag R g
joepte Glied des Binomiume betradbtet. WL
e —d : ‘:I '
@est man daber ¢ =X Vi(—) fo bat man allge: R E ol
mein in dev Gleichung ? :‘
8—bx T cx2 =0 b
folgender doppeiten a{;mtb ffw m ¢ /
:m:em([_ni i -l- *:4_}'}4“ 4 B
2 4ac 298 2432c2 £ 2l
_ m2(m2 — 4)(m2 — 16) REETE S il §|1N |
2.3!41506 ; 26a3c3 & $o “I:. :E_“.-;}l’
y .| & i 1
; ¥ I 1!"'r‘
it e
i i, i
il
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m2 —1 b2 (m2 —1){m2 —q)

- mgm{IE{[ e

2c 2.3 " guc 2.3.4.5
3 b4 (m*~=1)(m*—9)(m*—25) 2°%a3c3
24a2c2 2.3.4.5.6.7 L The A

Und fiar den fogarithmen von x bhefomme man
: : b 5. Ty b2 % G5 ba
Ix = lg e ¢—(1 + — . — — 33,""—
24 2.3 4ac 2.3.4.5 2%a2c2
L .2:3:%.8 b6
e + 1)
2.3:4.5.6.7 26a3c3

T

UnmerFung.

Die Reihen, woeldhe wiv bey Ler evfren Nuf(dfung, gefun:
den haben, befigen den Vorjug, daf ffe Feine andere ald rus
tionale Grdfen enthalten, dabingegen dicjenigen, tvelche die

stoepte Aufldfung gegeben hat, die irvationale Grdfe v —%

in fid {cblichien, welde imagindr toitd, wenn a und ¢ einers
lep Seichen haben, obgleich wbrigens die Wurjeln der Gleis
dung teell feyn Ednnen. €3 fcbeinen daber die Reihen det
erften Auflofung vorgiiglicher ju fepn ald die der. ywepten,
indefs find bepde nur algdann brauchbar, wenn fie convergis
rende Neiben find. Hievvon wird toeiter Hin im 4ten §. gos
tedet toerden.

49,

Bep einiger HufmerBfamPeit auf die Art, twie twic das
vorhergehende Problem aufgeldfet haben, erfennt man leicht
allgemein, daf fidh bep jeder Gleichung fo viel verfchiedene
Reiben fir die Wurgeln derfelben finden laffon, alé die Gleis
dhung Sombinationen ihrer Glieder 3u jwepen darbietet, und
vaf jede diefer Reiben eine cinfache ober Doppelte odet dreps

fadhe Reibhe u. f. 1. fepn wird, je nachbem er gu einet Coms
bination




5. MNeue Methode 0. Uufl. algebr, Gleichungen. 241

bination-gehdet, die Exponenten von x in den bepden Gilie:
detn von einander um ¢ing oder um jtoey oder um drey u, f.
f, unterfchieden find.

@s ift nemlich Elar, Daf man fo vicl Reihen fir den
PWerth von x finden fann, als eé Arten giebt, die gegebene
Gleidhung mit der allgemeinen Formel ¢« — x F 0x = o
(M. 15.) ju vergleidben. Da man nun fir ¢x jede Funf:
tion von x feen fann, fo folgt, daf man aud fiir die beps
ben ecfien Glieder @ — x in jener Formel jede jrvep Glieder
det gegebenen Gleicdbung nady Gefallen g nehmen berechtis
get ift. Hievausd flieht aber, dak man die Vergleichung auf
fo viel perfchiedene Urten anfiellen Fann, al8 eé angeht, die
Blieder der Gleichung 31 sroey au combiniven,

28.
®$ feen Gberhaupt Mx® — NxPT7 jrgend stoen Glies
ber der ‘gegebenen Gleichung, und X bedeute die Summe
aller ubrigen Glicder, fo daf die gegebene Gleichung fals
gende Form befomme
Mx¥ — Nx#T? Xz 0
Dividict ntan diefe Gleichung durch Nx¥, fo verwans
belt fie fich in

N

¥y
und febt man nunmehr 2 = ¢, folglih xv't, und (a6t da=
bey T die Funftion von t bedeuten, tvorin fich die Grofe X

Berrvandelt, foenn man \:ft tur x fesst, fo befommt man

f-(«
M i o 5
il g = 0
N 1‘

N —

o

e
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Diefe Gleichung aber [afit fich mit der allgemeinen Form
« — x T ¢x-= 0 vergicichen, wenn man

S
M Cah Eroct
N e N

annimmt.  Auf diefe Act erhalt man nah Nr. 15, toem
man t oder x” an die Stelle von Fiest,

2 2 pe
-~ y ¥
Pl g T i T L 9
N 2N 2dt
LE

3 d2. (T3t 74D
2,3 3dt2
tvo man nacd BVollbringung der angezeigten Differengiatios

M
e L e0e feen mug,

I—
I kAT

= ’

; o g t
Fimmt man demnadh Yt =1t" und mithin V't = —
¥

um nemlich 4. x" = x ju echalten, fo toird
I=—ft—yp I =00 —y
¥ - ¥
Tt ; d.(T2t )
yIN yN2dt

Y=gt

I
¥

et T

d2 . (T3t ; )
by i B Wiy )

und. biefe_ﬁ ift der Ausdeuck, tweldhen die Combination der

Glieder Mx* — Nx”T der gegebenen @leidung fir x
pieht,

31, st
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29, |

et ift offenbar, daf ber fir x gefundene Yusdrud
nothroendig die Wuvgelgtdfe v N enthalten muf, weil man i § ol
S : , : F e
barin = fae t ju fegen hat, fo twie man fich aud leicht das TR i
. ] r-l_' '1-: | {
pon Uberjeugt, daf derfelbe Beine andere TWpurselgrofie ent: g
halten Eanns - Denn da X eine vationale Funfiion von x iff, | e
fo it auch T eine rationale Funftion von v't, und mithin | B
, > s : : y g
auch die gange Neihe eine vationale Funftion von vyt oder i
vy M it
von v-.—. RS
N Etaie il
: : v M : R &
Stun ift bePannt, Daf die Wurselgrdfie {E v erfchiedez Fd
ne Werthe Hat, toelche die Wureln der Gleichung s § ke
M —'Nx’=o0 '
find, und, toie befannt, allgemein durdh. die Formel iy
A, 3600 2.3600_ v M i
(cof.z = + v — 1.0n 3 Ty —

v y N iR}
gefunden terden, wenn man davin fur » nad und nad AR
1,2, 3 W f. . big » fet, & T

S AT

Sent man alfo. diefe GSrdfe fur {i\'I fo vermandelt fich g
bie Neibhe, twelche den Werth von x ausdeuckt, in » Reiben, kg
weldhe eben fo viel verfchicdene TWerthe von x gelien. LEL Y
30. : i

Run behaupte ich, daf diefe » Reihen oder Yusdricke

fir x, welde fich aug der Betrachtung der Glicder Mx” — H !
Nx# T per gegebenen Gleichung ergeben, d. b, toelche
2 man i
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sman findet, indem man diefe bepden @lieder ald die exfien
Glieder det allgemeinen Fovm (H) anfieht, nothrotndigs
perfdicdene TWurgeln diefer Gleichung darfrellen, und ngs
mentlich die pte, Die (g1 1)ie, die (% T 2)te 2. DI jue
(p Ty — 10N (e 24 :

Dicfés u- beroeifen hat man wah der Micthode e
asften Nt nur nothig datjuthun, daf fich der allgemeine
_ usdruck fiie & in derFovmel (L), roenn man dacin die Coely
- 1 ficienten Dever Glicder dev gegebenen Gfeichung, worin dle
Egponenten von x Plotnect find ald iz, fo toic audh die Cocffis
cienten devienigen Glieder, die jwifthen M und Nt 1’
fallen, = o fet, und gugleich M unendlich Elein annimmi, |
a M :
in w,f"iﬁ ober Die allgemcine LWurzel Dev Gleichung M=
Nxr = o vertoandeli.

Svun iff lag, Daf die Grdfe X nach Bertilgung et {0
¢ben gedadhten Glicder Feine anbeve Poteftaten von x alf
foldbe, Die ardfie find alg =* T, und folglic) die GrdfeT
feine andern Poteftaten ‘von ‘tald folde, die ardfee find alé |

gty |
¢ 7, enthalten toird ; toofjerdenn folgt, daf die Junftioneh ‘
I —2r —1 |
¥ p— -
d. (T2t : ) : ‘
: Tt s, in ‘deér Formel (E) |

dt }
lauter Poteftdten von t enthalten miifien, die grdfec find o

¥

Sz M - _
t’,  Gest man demnah ¢ = = und M das Heifit ¢ unends

fich Flein, fo ift cinleuchtend, daf alle diefe Potefraten port t
in
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in Bergleichung mit dee evfen ¢° verfhrwinden und  alfo e
I el |

— bl

der Musdruct fiie x in ¢° oder (FZ‘) fibergehen ticd, teil !L [

M.
t:— It¢
= it

3r.

Sieraud 16t fich leicht folgern, Daff man, um vermits
telft unferer Reihen alle Wurgeln einer gegebenen Gleichung 1
fu finden, nut das erfte Glied der Gleichung mit dem legten |
au combiniven braucht. IBiv nennen aber hice groep Slicder
ciner gegebenen Gleichung combiniten, diefe Glicber als die

bepden grften Glieder Ber allgemeinen Form (H) betradbten,

und in eben diefem Verftande toollen wiv ung diefer Redensz 1

art in der Folge bedienen. Nimmt man dag erfte und lepte
Blied, fo befommt man: eine Neibe,- weldhe alle Wurjeln e

der gegebenen Gleichung ausdruckt,  Man fann aber aud 14§
dag erfte @lied mit irgend einem Mittelalicde und datouf ] it
diefes mit Dem lehten oder tvieder mit einem Nittelgliede . : i
pecbinden, und fo fortgehen, bis man endlich ju dem lepten g i

Gliede gelangt. ede Combination gieht cine einfache odee fE s
doppelte oder drepfache Neihe u, f. . und deudt dem ges
maf enttoeder eine oder jwep ober drey Wurzeln w. f 1o,
aus, je nachdem der Swifchenvaum jwifden bepden genpms
menen Gficdetn befchaffen ift, fo daf man, man mag eine

-

-
i S g ol

Combinationsavt wahlen, tad fiic eine man will, nie |

mehr und nie weniger Wurgeln findet, ald die Gleidhung i

witklich haben muf, ' i
big
b L
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|

&8 verdient hier angeqrerf ju tverden, daf die Reihen, |

toeldbe man durch die Combination -itgend jweper Glicder |
einet gegebenen Gleidbung findet, eben fo viel veelle und eben
fo viel imagindre IWerthe haben, ald diejenige Gleichung veclle
und imaginare Wurseln hat,welche man Befommt, toenn man
diefe bepden Glicder = o fefit (. 29). Ferner ifi flar,
vafi man nut dann durchausd rationale Rethen findet, twenn

man jwep Glieder ic diefe Mx* — Nx#TT combinit,
und daf man alfo, toenn die Gleidung alle Glieder hat,
fauter vationale Neiben fire alle thre Wurzeln finden Fany
toenn man jeded Glicd mit dem unmittelbar davauf folgen
Den combinivt, IWenn Hingegen in der Gleichung Glicder

fehlen, 3. B. wenn auf Mx* unmittelbar — Nx#T” folgt
- und alfo dajwifchen » — 1 Glieder fehlen, fo geben bisfe
| Depben auf einander folgenden Glicder eine NReihe, welde

. e : j
die Wuryelgrofe v~ ~ o fich fcblieft, und teldhe folglid

fo viel verfhicdene TBurgeln auddrucht, alg man durdy die
Betradbtung aller Swifdenglieder aqefunden Haben wiide,
wenn von denfelben feing gefehlt Hatte,

Sn diefem Falle Hat man demnach fo viel imaginate

. s T <
NReihen, als dbie Wurgelgrofe {ﬁ imagindre TWerthe hat,

M
D. b al8 ¢8 imaginare Wargeln in der Gletichung »* — T

== o giebt. Nun tveif man, daf eine Gleichung, in tweldir
Glicder fehlen, nothoendiger Weife fo' viel imaginare FWuts |
3ein hat, alg e8 deren in der Gleidhung geben wiirde, welde
man befame, indem man die Summe der bepden Glicder
awifden weldhen die fehlenden liegen mitften, == o fepte

Folgt
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olgt daher auf Ddas Glied Mx” unmittelbar dad Glied
—Nx*T?, o bat die Gleidhung nothwendig cben fo. viel

imaginare SBurjeln ald ed deren in der Gleihung Mx —

: M .
Nx#T? = o oder ——#=0 aiebt.

IBenn man alfo alle auf einander folgende Glieder ciner
Gleibung su wey combinict, fo findet man nie anders imaz
gindre Yusdeicke fur die Wurgeln, ald fwenn die Gleidhung
witflich imagindre Wurjeln hat.  Anderd bingegen verhalt
¢ fich, toenn die bepden combinirten Glieder nidht unmit:
telbar auf einander folgen, denn in diefem Falle findet man
dfters eine imaginare NReibe, ofhnerachtet die Wurzeln veel
find, toie wir folched bereits in dev Unmerfung am Ende dee
porhergehenden Aufaabe gefehen Haben.

33

Enblich ergiebt fich aus dem, wasd tir Nt. 30. gefagt
Baben, daf die Neifen, relde wir bey Ven Cpempeln ded
pothergehenden §. gefunden haben, bloff die ecften Wurzeln
ber gegebenen Gleicdhung ausdructen, roeil alle diefe Reihen
burch die Combination dev beypden erften Glicder gefunden
worden find. Um die ubrigen IWurzeln 3u finden mifte man
das groepte Glied entweder unmittelbar mit dem [ehten oder
mit einem Dder folgenden und dann diefed mit Dem lesten
combinicen, fo toie folches bereits vothin bemerft worden ift.

34
Swente Aufgabe.
Alle YWurseln dex Gleidhung
a — bx %} cx" =
3 finden, wenn n eine ganse pofitive 3abl bedeutet.
. 23 Srite
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Erfte Auflofunag.

Combinivt man juodederft die bepden etfien Glicder
diefer Gleidhung, nemlich a — bx, fo findet-man fiiv x dies
felbe Reihe, welde wir bereitd oben im 2ten Epempel Ne,
11. gefunden haben. Dicfer Werth ven x ift Demnadh die
erfte Wurgel der vorfrehenden Gleichung (MNr. 33.) und nennt
man ihn x‘, fo ift Gbechaupt

n-=1 oG — c2g320=-2
x'm’ = ( * Encrj m(m } 2n I)
an bu ohan
m{m } 3n — n(m-fﬁn — a)c3330-3 0
3]:13“ .i- z';'

Um die ubrigen n — 1 Wurseln eben diefer ®leichung
finden, mug man die benden Glieder —"bx + cxn combinis
ten.  3u dem Cade wollen mir (Nv, 28.) die Gleichung e
auf diefe Form

b gz~
—_— — x =X —_——— G
c C

und dann auf diefe

 §
brifigen, indem toir € = xn-x ynd folglich x = o —1 fefsen,

Da nun diefe Bleidhung mit der vorhergehenden filr 2
etnerfen Form hHat, fo Fdnnen wit eben diefelbe gormel braus
chen und den IBerth fur t daraus abguleiten, Sept man

L3 L3 g ¥ I
demnady b fir a, cfir b, — aflve, t fur x und 1—:-5
fite 15, fo hat man fverhaupt

=
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an
1 ¥ n
L.--.—' m{m 0-1- _1.:1_.._.._ azb‘ ==
b omabl Sl —n
M=t T wm
L a”\[ - T &
3n
LT2n
m(m I L N3 3hieed
u L) %
- t20)

3

el =N

1 . m e
Da nun t = x1=¥ ift, fo toollen wir e fiie m, und dDep

L ¢

L r—

Kirge wegen (E)n“ 1= g feen. Dadurd) befommt man
c.

ma 'i' m(m—n—1)az
(il = pin — ey —
X = ¢2 (I (n— 1)be 2(n — 1)2b2s2
X ——n—ﬂmu—-2n~-i
— (e —2 b o)

2.,3(n — 1)3b3¢3

5 t} 'y 1
Da nun ¢ der (n — 1)ten Waurgel aus - aleidh ift, fo hat

¢8 auchy m — 1 perfhicdens qBerthe, deven alfgemeiner Russ
bruck
R . 3600 n-I b
e = (cofl—— 7T fin. \"'-—I)v’“—
n—1 n—

ift, twenn man 2 nash und nadb =1, 2, 3, 2. bid n — 1 fekt,

Gubftituict max demnadh diefen Ausdeuc? fiv g in dee
vothergefyenden Fornel, fo beFomntt man n— 1 verfdiedene
Werthe fiiv xm, und diefes find die Werthe fitg xm, x'm

% (xm)m, wenn x7, x“ . (x°) die gtveyte, die dritte, .

Bnd die nie Turzel dev geachenen Gleichung anzeigen.

: 55 Auf
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Auf diefe AUrt hat man alfo alle n TWurgeln der geaebe:
nen Gleichung, ja felbft eine jede Poteftat von einer jeden
diefer Wurgel. Man Fann auch vermittelft unferer Formeln
eine jede Funftion diefer Wurzeln finden, indef ift 8 nidt
ndthig, die Yvt und Weife davon ausfuhelich ju seigen,

Imwente Aufldfung.

Nun wollen wiv die bepden duferfien Glieder a F cxo
nehmen, wodurcdh toiv auf einmal alle n Wureln der gege:
benen Gleichung befommen twerden,

3u dem Ende bringen wir die Gleidung auf die Form

i -I- T e E_x.. =0
C C
I

und dann, indem foir xn =t, und folghich x =t feken,
auf diefe,

L tt -~ = 0

[ 4 [ o4

Dicfe Bleichung 1aft fich mit der urfprunglihen a — bx ¥
cx® = o vergleichen, und ed ecfordert Dafyer die Erfindyng
Des Ierths t aus dem Werthe von xm blof die BVertvands
lung von x‘ int, von bin— ¢, von c ih — b und ponn

T :; 9uf diefe Art bePommt man fogleidd

2=—2N
I—1 2=1 ST
: m(m T b2a "
am mba P (m § n )
tn — I i o+ et
(,___ C)m | 5 2
(—e)” 2(—c)”
3. — 30
— 11 —on
m(m 3 Ym F 3 )3l ¥
n
i $10.)
2
2 * 3{:— C)n'

Nun
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Nun ift € = xv, und felit mam daker = fie m, und der Kurje

I

g T -
wegen (—) 2 = ¢, foerhalt man
—

mbe ., m(m 7 2 — n)b2 g2

xn = fm(I s

na 2n2a2
m(m {3 —n)(mf3—2m)b3e3
2,3n3a3 S
Da nun uberhaupt
x:3600° A.3600 n_g
¢ = (cof. 3 + fin. 3 VvV — 1) —
e

ift, wenn man fiix 2 nach und nach die Jablen 1, 2, 3, 1.
bis n fepst, fo findet man durch die Subftitution diefes, Wers
thes in dem vorhergehenden Auedrucke n verfchiedene Wer:
the fiic x=, und Ddicfes find die Werthe von xm, x'n, x/m
it (xn}m.

35+
Dritte Aufgabe.
Ale YDurseln der Gleichung
a— bx Text —exS=o0
su finden, wenn n und s ganse dablen find und n <
s 1ft,
Eefte Auflofung,

1) Da fih diefe Gleihung mit dev im 6Gten Spempel
MNe, 20, vergleichen (3B, toenn man
: a c e
'5=""",r3=~ﬂ-r ‘}fﬂ-‘-‘g‘, E:O,:ta
= 0, -q &=
fegt, fo Bat man auch nue ndthig, dicfe Subftitutionen in
ben

» dn ZTINCEIEY pTTY
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don Fovmeln jenes Grempels, vorjunchmen, um fogleidy den
- . 4 g i~ [ A X

9{usdruck fiir eine jedeFunftion von — zu befommen, twox
&

nothtoendig die ecfte Wurgel dev gegebenen Glgichung vors
felit, (Jt¢ 33) .

2) lim die tibtigen MWurgeln au finden nefhme man die
beplen Glieder — bx T cxn ju den erften Gliedern an, und
bringe alfo die gegebene Gleichung auf die Form

b — cxt-T — ax?I | exS-¥i=ig
Dann febe man xr<I = ¢, toodurd die Gleichung die Form
ded angefiibuten Grempeld befommt, oder vergleiche Dicfe
Gleihung mit dee im {icbenten Erempel, indem man

b —a e

J— p— T
g = - fg'_"_‘_‘r 7:"-'_# ﬂ-——-oflfe

C : c c
re=n-—I§ p=—1% 4gqI=3=8

feet, Wuf diefe Avt findet man fogleich den Werth einee
I

, . X » b . ;
eden Funftion pon —, P e =V e = [;—j“*‘ I ift. Giebt
¢ :

man demnad dem Bucbftaben ¢ die r IWevthe, tveldhe ithm
aufommen, und mwelde fid insgefommt durch die Fovmel
datftetien laffen

2 A.360% | A, 2600 v
a— (hc:{af.—--3 T ﬁn.——g—‘-—— — 1Y &
n

r
ennt man fiiv » nad und nad die Saklen 1, 2, 3 1. bidr
fest, fo befommt man r oder n — 1 Formeln, welde Ddie
ate, 3te big nte MWurzel der gegebenen Sleichung ausdrucen.

Gadlich. nebme man die bepden letten Slieder cx™ —
exs au Den bepden erfen Glievern an, und fdreibe dic Glev
chung auf folgende Net,

€ —— XTI b};I—ﬂ *z-' a};—ﬂ 0

Rt
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Beraleicht man diefe Sleichung:mit dev im 7ten ESgempel, fo
hat man

c b a
% T= ey BT e, W= ] O, 20
e e e
$s—n=g I—n=p q=1I
ind findet Dadurch Den Ausdruck fir jede Funftion von

I

k5 P S —
s = =
, 107 “allemial =27 & == == " i}, Getit man darih
.g e

Die roder s — hopirfchiedene IWerthe von ¢, fo beFommt
man ében o biel-verfchiedene Husdeieke fur die s —n lagten
Wurzeln ver Gleidung,

Uuf biefe Mt beForimt moyn dreh Formeln, Davon dfe
eefte Die evfte Wurgel, dievandere die n — 1 folgendén, und
Die dritte die s — n lepten TWurgein infidh faBes fo daf man
nicht Giof alle Murzeln ber geaebenen Gleidbung, fondern
auch jede Funftion eince jeden dicfer Wnraeln auf dein bes
befcbriebenen MWege Fennen lernt

™ 7 '] s e - g
aweyte Auflofung,

By Dér ;vorheraehenden Aufldfung combinicten tic
jebedmal jroep unmittelbar auf einander folgende Glteher;
bie Combination andever Gliederpaare tvitd ung daber noch
andere Aufldfungen an die Hand geben.

Nun fallt in die Auvgen, dafk mannad der Combinaz
tion Der bepden erften @Hau ¢r 3 — bx, woburdy wir vorhin
Die evfte Wurzel fanden, fogleich Dds jtvepte — bx mit dem
legten — exs jufammen nehmen Fann, um die noch dbrigen
Wurgeln ju bePommen, Vetrachtet man Demnad) Diefe {:u:'z)s
ben Glieder o'“ ie erften, und fehreidt folglidh die Gleidung
auf diefe A

o=
-1

o EREREL e =
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bt exs-T —.ax"I —cxtS = o0
fo giebt die Wergleichung derfelben mit dDem 7ten Epempel
8 g 7
b a c

= — = Y= ¢-E=0,ul(,
e e e
r=s—Top=—1; g=n=—8TI
Subiftituict man daher diefeBerthe in dem allgemeinen Yuss
I I
= A

druce einer jeden Funftion von —, wo.¢ =« =(=)
¢

ift, fo befommt man durdh die s — 1 Werthe von ¢, s —1I
verfchiedene Ausdeiicke fur die gefuchten s — 1 Wurgeln,

Gombinict man daher die Kormel 1) Der vorfergehen:
den Nufldfung mit Der gegenmdastigen, fo findet ntan ven
Werth einer jeden Funftion einer jeden dev s Wursein
grgebenen Gleidung.

- Deritte Auflofung.

Tepst toollen toiv das ‘erfie Glied mit dem Gliede e’
combiniven, oder diefe bepden Glicder alg die erften Gliedet
unferer allgemeinen ormel betvachten,  Wergleicht man die
Gleichung bep diefer BVorausfenung mit dem zten Crempe,
fo hat man

1l

& = = B = —

C

Y= —— 0 =0, Il
c

[ =

!

'r:nf P=I; qzs-_l

Subftituit man diefe Werthe, fo befommt cine Eormel,

welde uberhaupt jede Funftion von Z augdeucht, oenn ¢ =

=

. I
r T - '
Ve = ()" ift. *Set man demnad fiiv ¢ jeden Det

Werthe, welde diefe Grofe Haben fann, fo beFomme man
¢ben
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eben fo viel Formeln fir die n evften Wurzeln der gegebenen
Gleichung. '

Um die fibrigen s — n Wurgeln ju finden muf man dad
Glied cxn mit dem lepten — exs combintiven. Da aber diefe
Gombination fhon bep Je. 3. der ecften Yufidfung gebraucht
worden ift, fo Dat man nur nothig, die dafelbft gefundene
gormel ju nehmen,

Man hat alfo hier in allem gtoep allgemeine Formeln,
fo wie bep der vorhergehenden Aufldfung, und man fann
vermittelft diefer Formeln nicht nur jede Wurgel insbefona
dere fundern auch jede Funftion diefer Wurzeln finden,

Pierte Aufldfung.

€8 ift noch eine Combination Ubrig, nemlidh die der
bepden auficrften Glieder a und — exs, twelde unmittelbar
alle Wurseln der Gleichung geben wird.

Bergleiht man bep diefer Borausfepung die gegebene
Bleichung mit dem 7ten Grempel, fo hat man

b c
“.t_"—'_-—’ ﬁ:—--—-—’ ';/:-—’ 3‘:0,1{'-
e e e
r=s p=1, g=n—1I

und findet vermittelft diefer Subftitutionen cine allgemefne

gormel fise den Ausdruct einer jeden Funftion von %, 0o

I
r T :
6= Ve =3 (—)5 ift, fo baf man, wenn man nady und
e £

fadh) die s Werthe von ¢ braudt, eben fo viel befondere Fors
meln fiie die s Wurgeln der gegedenen Gleichung bePommt,
Yuf dicje et reicht alfo eine cingige aligemeine Formel Him,

um
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Da wir alle Combinationen su jwen, ‘twelde fid mit)
ben @liedern der gegebenen Gleidurng maden laffen, gos
braudt f;‘gb.:n, fo :J'ij'-:I‘-. 'izlj aufier den gegebenen Hufldfuns
fevev Formeln, feine andem
geben. - SBiv berweifen ’*r--*t nicht tanger Dep Diefem Ges
genfrande, tweil die ceflarten Bepfpicle hinlanglidy fcbeinen
um den Gebrauch unfever TNethode Deutlich vor ugen
feaen.

Ty
Heber die Convergenty ober Divergeny der Neifien |
selche die Sunftionen der Wurgeln der Gleichun: |
gen ausdructen, |

36. |
@3 ift nicht gentig, Daf man dic IBurgeln der Glercduw
gen oder ibre Funftionen durd teguldre Meibhen ausdruden
Fann, deten Fortidhreitungdgeieh befannt ift, mah muf eud|
aus cben dicfer Gefetse 3u beurtheilen im Stande fepn, ob |
dic Neihen ohne Enbe convergiven oder divecgiven, Denn
foll eine Neifie den Werth eciner Grdfe in dev That auds )
deucfen, fo muf fe cine convergivende Neibye fepn, b, b-,
ihre fegten Glicder miffen unendlih Flein oder Fleinet wev
Pen als jede Grdfie, vie fich angeben (dft - Husd- diefem
®runbe wollen wir daher nunmebr urterfuchen, rooran mal
ecPennen fann, ob dic Reihen ded vorhergehenden: §. bieft
Gigenfchaft haben oder nidt.
UWar unferer Unterfuchung den hocdhft moglichen @rad
der Aligemeinheit ju geben, mwolien wie die allgemeine Gl
dhung (H) der 15ten Jv, oder

St — i

= =
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« — X T ¢x.==o0
betrachten, toeldye die allgemeine Formel (K) N, 16. giebt,
X ¢(ay) ¢! d.(@(2y)2"
WD) = gy ¢ LELIT ¢ LOEP?y)

2«2dy
d=‘ 3- : ik
($(2y)3d'y) 3 56,
2.,3a3dy2

T

" 1o nach der Differeniation y = I gefept toerden muf.

€8 fep demnach .
d.!-XI(@(2y)id'y)
1.2.3....0adyi-X

irgend ein Glied Dicfer Reihe und fein Unzeiger if1. Fernet .

fey die Funfticn ox ivgend eine Reihe von Poteftaten voa
x, oder :
¢x = Axs ' Bxh $ Cxt +3c,
o A, B, C, :c. jebe Coefficienten und a, b, ¢, 1. jede Eppos
nenten votftellen. Alsdann hat man aleichfallé
¢ (ay) = Aa®yd T Babyh $ Cacyt + 3¢
und e8 ift folglich ein jedes Glied der iten Poteftdt diefer

ApaCe ., (“?:\‘am-[-bn{cp
1,2.3,,¢em.1.2.3,..0,1.2.3...P %

s il 13-
Wern m, h, p, 2c, folché gange pofitive Sahlen bedeutén; daf
mtntpfow=iift.

Jtun wollen wiv ferner anpehmen; daf audh die Funk:
tion 'y durdy ¢ine Reihe von Glicdern wie Fyf ausgedruckt
werde,  Multiplicict man aljo die vothergehende Grdfe
durdy Fyf, fo befommt man fiic jeded Glied des Werths von
P(ey)idy dent Ausdeuct

1.2.3 .4 cs . . iF, AMBACP [, et
I.2.3..,.:11.1.2_.3....11.i_.2.3...p..q
R toenn

o

s e R

_ e _=
NSRRI L o
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wenn man der Kurge wegen
matnbdpctu.=u

fept, "ff enziivt man demnady dtefe Grofe G — 1)mal,
fo Dak man y v réndetlich und dy beftantig feyn lafit, und

divibitt -:m-:!ur dureh 1.2.3....1«idyi=T, fo befommt
man fur den Werth eines jeden Gliedes
d.i—I;:@(“’w).; Yj

P Sy wluylhf
nacdhdem y = 1 gefert worden, die Grofe

(utOutf—0 (ubf—2) .. (uff=it2) :
. = . FAMBERLP | a1

1.2,3: MMt 243Dl e2.30.Pvs
@3 fommt offo nunmehe alled davauf an, daf man unter:
fucdbe, was diefe Grdfe witd, wenn man i unendlich grof
werden Gft.

37.
Ju dem Fiide bemerfe idy, Vaf}, twenn = bas Vethalls
hif Des Umfangs desd Rreifes jum Durchmefjer ausbruct,
D PREET

+ 16

I
(X‘i'%lx—x’i'éjlﬂ"i*—-—'—h
12X 360x%3

ift, vie Stirling, Noivre und andere, insbefondere Luler
in feiner Anleitnng gur Sifferenzial Redhnung bewiefen fHas
ben. Weénm daber x unendlidh guof ift, fo hat man ohne
mecflichen Febler
Mttt Biwet=(Gt3lx—x13
X1 B lxeerleX o r.flc*r

und geht man von den Yegarithmen ju den Jahlen fibet, fo
folgt aus eben der Vorausdfebung

-fﬁr}:

e

I.2«3...0K.—.

Fewner
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Serner ift tberhoupt, x und y mbgen befhaffen fepn tie
fie wollen,
Ix TI(x =1 flE=—=2)%tuw t1lx—y+D

—

I
2X 360x

(::'i‘%)lx—-x'f’l -3-}‘3(*,,

% I
12(x—7y) ¥ 360(x—y)3

—(x—yTOx—y)tx—y—

o ECr

wd nimme man alfo x und y unendlich-arof an, fo twicd
!x‘f‘I[x—-—I)‘fl{x—ﬁ)'f‘?t.‘fl(x—-y'frl)

ETHDIx—(x—ytHix—y) —y

uud folglich, wenn man von. den Sogarithmen ju den Sahs
len fiberaeht
XEx —DE=2)vveiorl®qE—y+tI1)

ot g m
LI Ey-—7

S—

C—prrih

Diecaus flieft, um dies gelegentlich. su.berdbren, daf dee
Coefficient des (y 1 1ten Glicdes ded Binomiyms in dew
xten Poteftdt wenn x und y fehr grof find;

I
KX"f‘E

ot =

" (5 = ey e Ly
V. (x—y) y

I, 10 Baf diefer Coefficient, tenn many = px fest und

oben und unten durd x* T 2 dividive
f

Yw (1 — p)XT %CE—ETF;)?'{ ¥

i,
R a 40, Dige
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38.
Diefes voransgefest erhellet, daf m, n, p, 20 u, toemn |
i tnendiich grof angencmmen itd, ebenfalld unentlidy grop
fepn mitffen, wefl mtntptw. =iundamTbmfcp
+ 3, = u it Auf diefe Uit hat man

¥

L=, mB t %
- 2 . L ] L ] - L ] L] m : .

I 3 2 elIl

unrd eben fo in den dbrigen Fallen,
©etst man ferner g = £ 4 1, o hat man
(uifutf—D(aff—2) .4 (uftf—1iF2)

(uitg)uteg—Dltg—2)....(aftg—it1)

o
U.lg

(u + .ﬂ:\ u 'f'g—-:;
: (u't'g——l)u'i"g_’i'f%ai
und folglich, toenn man i unendlich grof annimmt,
(atbHutf—Duff—2)y. ... (utf—it2)

. 1.2.3.;.'.1'11-[.293...4n|I.2.3.oann

I

—

A
w:[u 'fr'g——i_')“'i'g_i'f'%mm'f'%nﬂ'fipp'f‘i

o » die Wenge der Gtdfien m, m, p, 2¢. D, H. die Menge
ber Glicder der Funftion ¢ x bedeutet.

Sett man demnach der Kirje wegen ‘
(u T g)28-T

2wt g — i}=E+imnp... \

N

fo geht die Grdfe
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(uif(uff—1)utf—2)...cutf—it2)
1.2,3veem . 1.2, 35 DEF8a3 0 po.s
toenn i unendlich grof-wied, in

(u T g uAmBagCp .

| N P L i SRR e S A
(uitg—iu-Immpope,, .,

FAMBnCe | «¥-IX

“H“I-

uber,
39
Sest man nunmebr
m 1 u
St o i St B (L
1 i i 1

fo bat man, weil m T n fp T, =i, undb am+bntep
T, =1 ift '
po T e
pa Tob g e foa
toraus evhellet, daf die Rahlen p, v, w, 1r. Gchte Brlidbe
find,  Braucht man diefe Subfitutionen in dem Ansdrucke
(o f gWADBACE [, , . @B
(n—i- g‘)““Immnll;_w‘!—3 iy
b Dividirt oben und unten durdh iv, fo erhalt man

I

1|

f g 3 --—~:'F}i
I(t' PRt BICEe V) Loel ;
1

o ULy e s e PR }
(u__l_f_?*)v-—l.t“‘u.?y.#ﬁ'“. ‘
L J
oder, toenn man dag Glied g toeglaft , toeil e8 unendlidy
: .

flein rird menn i unendlich grof ift

Uv&U—IAF'B'CT S ., .
)1

(=) pl m " a

Dutch eben diefe Subftitutionen vertvandelt fich dic Srodfe
V, twenn man oben und unten durdd i26-1 dividit, in

R 3 (v T
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(u 'i“ iE}f-EI"I

-}. }» I f" - (T
12, (v =1 T )28+ Iprm,,.
1

pber, toenn man dad unendlidh Fleine Glied —? tweglafit, und

fie g feinen Wevth £ 1 toieder fent, in
p2fx

Ado
i 'f xﬁ(u__l)zfi.zﬁ”r““

40.
&Setst man daher :
_ v2fi ¥ .
M = T— und :
w (v —1)2E13 gy, o, i

N = (L5 (Y (D)
fo Hat man fue ein jedes Glied ded Werths von
d.I"X(¢(2y)idly)
I,2¢3veovinldyi=%
oenn i unendlich grof ift, den fehr cinfachen Ausdruck

FVM . Ni

At 2
2

i
toorin x die ahi der Glieder der FunPtion ex bHebeutet, und
00 g, v, =, 2¢. pofitive anﬂen find, fo daf |

gFrdx o =1, umd ]
azc{-bv-{car'l'zt..-—-' |
ift.  Folalich wird diefe Brdfe unendlich grof odet =0
feptry_je nachdein N einen pofitiven oder negativen Hetth
Hat, der grdfier oder nicht gudfer ift alg die Ginbeit, |
gnan |

:
1
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Man fieht hicraus, daf die Reifje; welde den Werth
X
pon Y( =) Ne. 36. ausdruckt, convergiven ritd, toenn shne
o

auf das Seichen ju fehen
N = odet < 1

ift, im entgegenfiehenden Falle divergirt fie.

Da nun die Gedfie N blof von Den Coefficienten A, B,
C, 1¢. und den Epponenten a, b, c, 10, abhangt, toeldhe in der
Sunftion ven ex enthalten find, und gang und gar nicdht oon
benen, toeldhe der Funftion von vx gugehdren, und welde
F;f 1 find: fo felgt, daB twenn dic Reihe, tocldhe den

' P 7 X .
Wecth trgend einet Funftion von 5 ausbrucdt, convergitt,

: & X .
felbige auch fur jede anbdere Funfeion Hon = conpergiven

toied.

4%.

D6 ubrigens aleich die Coefficienten A, B, C, 1¢. fo toie
atd die Gedfie = pofitiv oder negativ fepn Fonnen, {o Fommt
¢8 boch hier blof auf den abfoluten IWerth von der Grofe

(udf).. ..uff—1it% )

O A ML .0 s
(R, 36.) an, und ¢8 ift daher gleich, ob man fie pofitiv ode
negatio nimmt. - Um daher die imaginaren Grofien in dem
Werthe von N 3u vermeiden, twollen toiv. die Coefficicnten
A, B, C, 1. pofitiv nehmen, weil i, v, #, 4 ihrer Natur nach
pofitiv feyn wniffen, und twas « betrift, fo twollen riv es fo

FAMBaCP. , . . wh=I

% N i ’
genommen povausfeten, daf — pofttw fey, Hierduech

toerden toie fiue den Werth von N, die Bedfen «, » », 1.
.':.’1 4 und




Ponn den Cleichungen,

und » mdgen fepm, roeldhe fie wollen, allemal eine veelle Form
befommen,

42.
Angenommen daff die Funftion ¢x nidhé mebr ald ein
@lied A x* habe und vaf alfo die Gleichung

«— x + Ax® = o0
fen: fo hat man

et
e

i N —T1 _i_y‘}_ e
g (P)
und == 1, wp == vy folglich e = 1 und v = a; Folglid

%

¢ a
N = a(h__)&-lﬁ.
a——I

€8 roied demnadh die Reibe connergiren enn

A== "per c.——( jﬂ X

ift. Diesd ift der Fall der zwepten %lufgabe De8 porhergw
Benden §. - Nun hat man in der erften Yufldfung fogleidy
a C
@ﬂ-];-, A:g, _a:n.
Solglid toicd die erfte Reifje diefer Anfidfung, d. h. diejes
nige welde fih auf die evfte Wurgel begieht, convergivend |
fepn, roenn

% = odet < ((“ — m’ n~K

ift, das beifit, wenn ohne auf die Jeichen u fehen

an=Ig n-— 1)o-x
—_— = pder < £—-—-?——
br na

ift, und a, b, ¢, pofitiv genommen toerden.
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ac I §
Sftn=2, fomuf;g—z- = odet i 0. h. b2 ==

odee > 4ac fepn.  Diesd ift aber genau die Vebdingung, uns
ter welcher die Meihe convergivt, toeldhe man durch die Cnes
wicfelung det LWurgelgedhe ¥ (b2 — gac) erhalt, und wels
de die nemliche ift al® die, wcld;e tir nad unferer Methode
gefunden Haben.

n dev jwepten Relbe eben Derfelben Aufldfung Hat
mast, toenn man die Gleichung
I

b a

— et — —tI=N — 4
5 { & c
mit der obigen allgemeinen Formel vevaleicht,
b S | :
€« = —, A/ = —, a=

c C g =T}
und ed toird daber diefe &.Retf)e convergiven, tweénn ofne Ricks

fiht auf die Beidhen

n

a nc
— == pdet < (I — n(—)'—n
c b
oder
can-T n — [AE
= oder < 2 DTTE
pn n

ift. DiefeBedingung ift eben diefelbe als die borhergehende.

3n der . gwepten Auflofung hHat man, twenn man die
Gleichung

a bt
roem e -— 0
Cc 1. t. c
mit devfelben allgemeinen Formel vergleicht,
a b I
@ = ——, A= —umas=s —
c c n

R s Sollen




B R

R e
r

e o . T

e e e e, W S Y T, Lo e

266 I Bon den Glcichungern.

@ollen daber die Neihen convergiven, fo muf ohne Rud
fidht avf Die Seichen

_] T+—1
(n — 1)C
— = o0er < n(———) "
[ a
pdet
gan-I (h — 1)a-%
= odet > —————

nll
fennr, und diefe Bedingung fteht dev bey dey erften Aufldfung
gerade entgegen,

gBenn man dafer 1) in der BSleidung
a — bx f cxt = o
ohine Rucficht apf die Seichen dee Grofen a, b, ©
?nb:c — ober s L _;11)’1 :

Hat, fo muf. man die exfe Hufldiung der jventen Aufgabe
brauchen. Diefe wird allemal convergivende und alfo des
SBurjeln felbft gemafie Neihen darbieten, fo daf diefe Wuts
zeln veell odep imaginas fepn toecden, je nochdem die Reifen,
wodburdy fie audgedrucht werden, foldhes find,

@8 Hat daher in diefem Falle die gegebene Gleichung
fo biel reelle und fo viel imaginare Wurzeln, als e derglel
hen in den Gleichungen giebt, die man durch die Combins
tion jtoeper ihrer auf einander folgenden Glieder, wenn mak
biefelben == o fent, erhalt. - Diefe Bleichungen find

a—bx=o udb—cx"-I =0
and es muf daber jum fenigften eine IWurgel vecll fept.

~

an-Ic (n— 1)n-I

Wenn 2) =5 odet > ift, fo muf

man die aoepte Uufldfung braudven, Deven Reihen dabey

nothivendig conbergiven. Sn diefem Falle hat dafer die
el
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Gleichung fo viel veelle und fo viel imaginare MWurgeln, ald
e8 dergleichen in der Gleichung giebt, die man betdmmt,
' enn man das ecfte und legte Glied mit einander combinice
und = o fesst, . D, ebenvo viel, alg:devr Gleichung a T cx=
== o gufommen,

43,
Hatte man die Sleichung
a — bxm ¢ cxmin = o

fo dicfte man nue toie Nr. 21., x» =t annehmen, oz
durdh die aedachte Gleichung in

m¥n

g = bt'T et N
pevivandelt twlirde. Huf diefe Urt Hatte -man twicder den

7 e 8 1 i
ue

Zall der porhergehenden N,  Sehit man daher

n
n, fo ergiebt fich, vafi die erfe Aufldfung braudbbar ift,
wenn

n
i : (i)'iﬁ
g Mg m
= obér < —
mfn + m F n
mTn
b= " )l
n
oder
ahem s minn
I;;IT; = DUer < (m '1' ﬂ}]n'{"-ﬂ‘
#nd die jwente dageaen, toenn
anpin mmnp=
finta = _nber = (m tn)m+n

ift. Sm ecfien Jalle Bat daher die gegebene Gleidung fo
biel veelle und fo viel imagindre Wurzeln ald es devgleichen
i den bepden Gleichungen

o B T e
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268 1. Bon den Sleichungen.

a — hxt —mound b — ¢cx" == o
und in dem jwepten fo viel, alé ed dergleichen in Der Gleis

dung
afcxmtn=—o
giebt,
44
m mnpn
Fenn 3L S, todre, fo Famen bepde

b +n o (m Tn}m-i-n
Sedingungen mit einander tberein.  In diefem Falle mufte
man fagen, daf die Gleidhung fo viel reelle und fo viel imas
ginare MWurgeln-habe, alg eg dergleichen in den Sleidhunger
a—bxm =o,ud b —cxr=o0 |
und in det Gleichung
. afcxmitnemo P
‘giebt.  TBave alfo die Angaht dev imagindren Wurgeln in
jenen Gepden Gleichungen verfhicden wvon der Angahl diefer
SWuvgeln in der lepten Gleichung, fo tourde folgen, daf Die
gegebene Gleidhung fo viel gleiche Wureln batte, alg
mebr imaginare Wureln auf dev einen Seite gabe, Denn
da die gleichen Wurjeln die Grengen jwifden den veellen
und imaginaren Wurjeln find, fo Fann man fie getviffermaf
fen al® 3u bepden geforig betrachten,

48 ‘

Wie Haben gefehen (Rr,-40,) daf N nicht > 1 feon
datf, twenn die Reibe convergivend fepn foll. Man fude
Eonas daber in jedem Falle den grofiten Werth von N; indem man
Hic dic Grdfent @ v, = 2. al8 verdndeslich betrachter, und
s fibliee, toenn derfelbe nicht gudfer fich- ergiebt als 1, da
die Reibe convergive, und im entgegenfichenden Falle, dap

fie divergive,

gaft
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2afit man Blof s und »'verdnderlich fepn, fo Bat man
dN @v
v

—_— = dvl

tamle — 04 a0> — 1. 9

mnetrtartic =g, undag T byt o 26 = v fegn
mufi, fo toitd du t dv=0, ad« + bdr = do; folglich

v d e :
= und dv = t—)—”—a. Subftituict man diefe

el

dp ==
a —
Becethe und 1aGt dabey dasg Differengial dN = o werden
fo befommt man
e B
ey p ,u ¥ s
1 e
¥ — 0 T 4 — v .
oraus flieft;

o v o A e . B0 )b B
Bk L P BN e ¥
fiefe man u und = veranderlidy feyn, fo fande man auf dhn-

lihe Yut

@y A ¥ C
(= = (e
v— I B |

u f. f.

Yuf diefe et find die Vedingungen ded Grdfiten und Kleins
ftent in folgenden Gleichungen enthalten,
av A sy ;bE:(“" it
L | 2 v —1 ¥y v — |

236t man demnadh 2 jeden Coefficienten bedeuten, fo ift

P
—

o v .
v—1

& b

TRt G
J(u-—l

wv

Jr:

&= AL
v -1

:C’
4nd
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{ o

und 8 hat alfo, twenn man diefe Werthe in-die Bleidungen ’
,m'f'v‘fﬂi"t'lfeﬁl, Ha'l'rb'fﬂ'c']j!f.:u ?

bringt,
,\[a( )ai—r(-—m;b—fcr-—i-}c-z-zc) = I
Akr’xa(wﬁ)ﬁ T Bb( ----)‘b + Ccl’-—--- F i) =»

Dicraus befommt man durch die %Lgfc{,aﬁung pon A

< A(e — J"‘(-——-)”‘ + B(b — 2)( )“ t
! Clc — v)( )“ + 6 =0
Hat man durch diefe @!etd;ung v Beftimmt, fo toicd
Ay :
oy @b l

s e bC-—-—"-ﬂ‘ o(—)e f 1

5. gtk .. - == 1 =t
i1 und nun laffen fid aud &, », =, 20 finden.

.i e Man Fann alfo durch diefes Mittel allemal erfennes,
ob die Reiben, von toeldhen bisher geredet worden ift, cons |
peraiven oder Divergives. '
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6, Bemerfungen uber die algebraifche Auflds
fung der Gleichungen.

Bom

Heren de la Grange

Hus bem 2fen Bande der neuen Metmoiven der Kinigh Afademmie
per Aiffenichaiten u Berlin,

mm der IBichtigfeit der Theorie von den Gleidbungen
und nach der ScbnelligPeit dvr Fortfchuitte sn urtheilen, wels
de die erfien Grfinder darin: madpten, muste biefer Theil
der Unalyfe unter allen der voliPommentte fepns allein der
Bemuhungen aller nacbfolgenden Mathematifer ungeachtet
fehle demfelben jur Vollendung nody fehr viel.  Jmwar Hat
matr alles cefdhopft, mwas fich fiber die Natur der Gleichunz
gen, fibet thre Verwandiung, uber die Dedingungen, unter
welchen jwey oder mehreve Wurzeln einander gleith find oder
3u einander cin gegebenes BVerhaltnif haden, Gber die Form
der imaginaven Wurgeln: und fiber dic Methode diejenigen
veellen. Wurgeln gu finden welche fich ihrer Nealitdt ungeads
tet in ciner imagindren Foom Ddarftellen u. f. tv, fagen [3ft.
Man hat auch allgemeine Regeln entdect, nadh weldhen man
gu beurtheilen im Stande ift, ob alle Wurseln einer geaebes
nen:Gleicdhung veell find oder nichf, und im ecften Fall, roie
viel von diefen Aurseln pofitio wnd wiel negativ-find; allein

man

T ———
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man fat bid jest noch Feine allgemeine Regel jur Beftims
mung der AUnzahl der imaginaven LWurjeln in den Gleicdhuns
gen die dergleichen enthalten, und nod) mweniger eine allge:
meine NRegel jur Befiimmung der Anzahl der veellen, pofitis
pen und negativen Wurgeln, wenn man die Ungah! dev véellen

und imaginaren Wurgeln Fennt; ja man Hat nody Peiue Res

gel, wornadh man mit Sicherheit entfdheiden Fonnte, ob eine
gegebene Gleichung reelle Wurseln habe oder nicht, aufer
wenn die Gleichung ju einem ungeradeu Grade gehort odet
vas legte Glied negativ fHat,

S toill hiermit nicht fagen, daf man bdie Angahl der
imaginaren und veellen, pofitiven und negativen Wuryeln
nicht ju beftimmen im Stande fey, wenn die Coefficienten
der gegebenen Gleichung beftimmte Sahlen find; die Me
thoden, toeldhe ich daflie gegeben babe, fdheinen Dariber
nidts teiter ubrig ju laffen, fo wie man fich darnach auch dem
Wetthe einer jeden Wursel in diefem Falle fo fehr nabern
fann, alg man irgend will. €8 ift oiclmebr Hier die Nede
von den Gleichungen, deren Coefficienten allgemein durd
PBuchftaben gegeben find, und von den BVedingungen, die
bey diefen Coefficienten fratt finden miffen, wenn die Whue:
sefn einet qeaebenen Gleichung diefe oder jene Befchaffenteit
haben follen.

S Anfehung der Aufidfung diefer Gleicdhungen ift man
noch nicht viel eiter geFommen alé man ju€ardan’s Jeiten
war, welder juecft dic Aufldfung der Gleichungen des drits
fen und piecten Grades gegeben Hat. ©8 fdheint faft, ald
mifte man die Gntdecfungen der Stalienifchen Inalpfien ald
Das hochfte betrachten, ras man in diefer Materie gu ervels

chen heffen darf, wenigftens Haben die madymaligen Bet?
fudpe
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fuche noch ju nicht3 tweiter gedient, alg jur Crfindbung neuet
-TMethoden die Gleichungen Des dritten und vierten Grades
aufjuldfen, davon aber feine einer allgenieinen Untwendung
auf Die Bohern Gleidungen fabhig qu fepn fdeint.

Scb habe mir gegenrodetig vorgefeht, die petfchicdenen
bigherigen Methoden der algebiaifchen Aufldfung der Gleia
dungen ju unterfudpen; diefelben auf dligemeine Principien
3 bringen, und aus unwiderfprehlichen Gegaden 3 geigent,
warum fie bey den Gleichungen ded dritten und vierten Gras
bes binlanglich; bep den Hohern Gleidungen abes unjulings
lich find.

Diefe Unterfudung toird einen soicfacdben Nuken de:
wifiren. Ginmal wird fie fibet die befannten Yufldfungen
der Gleichungen des dritteii und vickten Gradeés eifi helleres
fibt verbreiten, und jreptens denen mialich feyn, weldhe
fih mit der Aufldfiing der Gleichringert der bohern Grade be:
[haftigen roollen, indem fié ihren ju diefer Adficht verlchies
bene Gefichtepuntte vor Hisgen freller und fie gugleich einet
Menge unniper Becfuche fibetheben witd;

Eefter Abfchnite.
Bon et Aufldfung der Gleichimaen des brittent
Srades,
¢
 Da die Anfisfung ber Gleichiingen des pvepten Geaded
et leiche ift tind aufet ibrer Yeidbtigeit nichts merPiottdis
8¢5 toeiter hat: fo wende ich mich fogleich 3 der Aufldfung
Dev Gleichungen deg dritten Graded ; woju Kunfiariffe eca

fordert terdeny die fidy nicht von felbfk davbieten; o
& g8
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&3 fep alfo
x3 +mx2 fnxfp=20

die aligemeine Gleichung des dritten GBrades, Da man aug
jeder Gleichung durd Vergrofieraing ihrer Wurzeln um den
Gocfficienten Des grwepten Glieded mit Dem Erponenten ded
erften @licdes dividivt, dad gwepte Slied wegfdaffen fanns
fo 15t fich diefe Gleichung daduech, daf man m = o féft,
ihrec Allgemeinheit unbejwadet; auf folgendecinfadpere Fomm
bringen \

%n diefer Form haben Scipio Serrco und Tavtales die Gielz
cbungen ed dritten Brades unterfucht, und ihnen find twiv
die Nufidfung diefer Bletchungen fbuldbig, obgleich der Weg,

vem fie qu derfelben -gefangt find, uns unbefannt ift
Die natielichfte Viethode feheint mir diejenige ju fepn, wek
e Hudde angenommen bat. -~ Man zecfallt darnadh die
SBuriel in jwey unbeftimmte Grdfien, wobep fich die Gleis
dung dergeftalt in gwep Theile theilen laft, daf die Erfin
dung dev j,wad,tua pubefiimmten Gedfen blof von der Yufs

[5fung der quadtatifchen Gleichungen abhangt.

MWan fept aljo nad) diefer Methode
2oyt |
und reducict durd diefe Subfitution die gegebene Gleidung
auf folgende S o
y3 F 3y2z 1 3y22 123 tnzfy)fp=eo
odetr
y3.°F 23 tp T ETy(3yziin) =0

o

Nun macht man die bepden abgefonderten Gleichungen
y} el tp =
Y2 TRERQ

und
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n , :
und befommt z=— —, und, fvenn man diefen 2Berth

2
in die erfte Gleichung bringt,
@n3
'3 = 0
! 27y 3 =P
oder
: n3
yerpipyd — == o

_ 27
Diefed ift nun joar eine Gleichung ded fechdton Grades,
Alem da die usbeFannte Srofie darin nur jvepmal vora
fommt, und ifye Egponent in dem evften Glicde das Dovpelte
bes Gpponented im gmenten Gliede ift: fo Pann man dies
felbe al$ efne Gleichung des 3wepten Grades behandeln,
Auf Diefe et beFommt man

p p2 —n3
3 == e S e
b4 = {(4 T 2?)

uitd daber

3 D 2 ;r]}\
= V(=== V(=1 —)
y (== e

n r
Dat man aber Hiernady y, und dann nah z = — — die

2y
Lo

andere unbeftimmte Grofe z gefunden, fo ift

X=yTz=y—~— —.

@8 Dietet aber diefe Auflofung GBelegenheit ju mehrern
Anmerfungen dar. Suvdrderft ift befannt, daff die Srdfe y
feshs MWerthe haben muf, toeil fie durch eine Gleichung vom
fehsten Grade beftimme wicd, und daf dabher der Grofe x
ehenfalls fechs Terthe jufommen, Da aber x die Wuryef
¢iner Gleichung vom deitten Grade ift, fo Fann dec IBerth

' (S] davon
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davon nue drepfad fepn, und ¢8 miffen fidh daher jene fechs

Werthe auf drep guruckfiihren laffen. Daf diefes moglid |

fep, lehret der Calcul, wenn man aus den Gleichungen

3
yﬁ‘f"p}r3——£l—; .-:_:o,ﬂnb:-c:y._f-
27 3y

y toegfchaft.  Sesit man dev grdfern Allgemeinbeit wegen
k
X=y——o0e y2 — xy — k = o0
b :
fo bat man y2 = xy + k, unbd folglich
y3 = xy2 T ky = y(x2 + k) + kx
¥yo = y2(x2 t k)2 | 2kx(x2 } k)y T k2x2
= yx(x2 T k)(%2 T 3k) T kx4 § 3k2x2 % &3
und durch die Subftitution diefer MWerthe von y3 und yo
y(x2 +K)(x3 T 3kx Tp) + kx(x3 4 3kx § p) 9 k8

n3
e —_— O,
27
@3 fep der Kiirge wegen
in3
:_?__RS__h,unbx-’l'f'gkx'f'p:‘{
fo wied (y(x2 + k)  kx)X — h = o, und folglidy
3
_ 3% e kx
)P —

x2 T k
Bringt man diefen Werth von y in Die Gleichung y2 — xy
— k = 0, o Bat man

(5 = k)3 = x(oe — o) § k) — k(x> 003 =

ober
k3X2 + hXx(x2 +3k) — hz2 = o
ober, Da x(x2 F3k) = X — pift

"':;Xz -— ipX — h2 = g

v,




bl bl
27hp__ 27h2 SIPT 3
(X mrm)d ni(-l-‘ms——o

n
Sest man nunmehr k = = um x=y— é—]— au  Defoms
y

men, fo ift flar, daf h = o titd. Dadurd aber vertvans
delt fich die vorhergehende Gleichung in X2 = o, oder

(x3 f nx f p)r=o
eine Gleichung, toelche eben diefelben MWurgeln Hat ald die
gegebene, twoon aber eine jede doppelt ift.

@8 ift dabher die Yufldfung einer Gleichung des dritten
Brabes ecigentlich nichts anders ald Aufldfung einer Gleis
dung vom fechsten Grade; eine UnbequemlichPeit, teldhe
fi) bep dem roeyten Grade nicht findet, die aber bey den
hohern Graden nodh toeit grofer wird.

3.

Da e8 alfo unter ‘den fechs Werthen von y nidt mehe
418 drey von einander verfchiedene Werthe aiedt, fo Fommt
¢ nunmelr davauf an, lnterfdeidungsfennjeichen von dies
fen feftaufeten. $iegu bediicfen wir eined befondern Nuss
oructs fite jeden der fedhs Werthe von y.  FMennt man nun
bie drey cubifchen Wurgeln der Sinleit, oder die Wurzeln
der Gleichung x3 — 1 =0, 1, » und 8, und fekt daben der

ke pz ]13 : 5
Rirge wegen = + —=q: fo find die fechs Wecthe von y

=

3”‘(—-‘;—’3;{:1)
»Jﬂ(—"%i\hﬂ
ﬁ}(———za:.‘:_qu)

el e Da
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e i R A ;g e fpj:f — e ]
W ( 2__.‘];5'4§l._ 2+1q \(4 q

n

W (=~ - % Vg

ift: fo find die jugehdrigen Werthe von 2

2 .
Vil— —: + Yq)

1 3
..:: \.'d-',_. o i
i R L a LS \flﬁj) :
TRIEEL i © Daaber x,  und g die drep Wurgeln der Gleidung x3 —
il ; : e
il ; ' =o find, foift 1.e.8=10up=1; folglih — =gund
B %
e ¥ o ol
RS ! 5 = «, und die vorfergehendenWerthe laffen fich audh avf
e Dicfe Art auddrucken: :
3 2 Pl '
V=~ F V9
CE s o E
8/~ =~ = Vo) |
2 ,
A4 | < A P l
il _ @V (— — F ¥q) :

| | Nun ift x =1y Tz und fest man daher dic jugehirigen
Il | Werthe von y und z jufammen, fo befommt man
| 3

e e ek 3#**_?_ e
N B q. "f ( 2 {q)

-

3 p i -
o (— — EVg) T aV(— % T Y9)
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-
-

.B’fl Lokl o v‘"q,} s} ey (—

83 *";j

[ ®)

= Y9

und Biee ift leicdht ju fehen, Daf man einetlen MWerthe fie
« beFommt, man mag die obern oder die untern Seidhen
nefyren.

Hieraus folat, dafi e gletd vatiltig ift, ob man bre Wurs

weloedfie Vg politiv ober negativ ntmmt, "und t--.“;:.: fich
deey Turseln der gegebenen Gleichung unmittelbar cus Dot

D
deey Merthen Des cubifchen Ausdruds v (— L— * v q) fins

ven laffen.

4
RNe. 2. ift geseigh worden, daf die Hufdfung einer jeden
Bfeihung vom dritten Grade auf eine Gieichung vom fechds
tn Grade fihre; wollte man aber die Gleidhugg
B R T
S 1/':,_—-:Tw’uq)“i'“f{‘*-—z“-"\’”q‘}

=

bon ihrer Srrationalitat befrepen, fo m.tba m i einet

Sleidbung vom neunten Grade gelangen,  Denn cub irte
man, fo evgabe fich
33 s P 3R R ) ' ,

und secfeste man nun das Glied — p undicubirte abermals,
fo toiitde

f ."‘?:
(x3 1 p)3 = 272(— — q)x3
4
pk o i
oder, da '— — q = — {f
4 27

x2 +.303¢ TGp2 f.aNxd g pd = o
Ullein diefe Gleichung feblicht anfier-den drey Wuvseln dee
& 4 ®leis
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dhurg x3 Fnxt p=o nodh fechd audere in fidh, indem
fie fich 1 folgende brey jerteaen 1aft:

X3 Tonx - pe=b

x3 fenxt p=o0

£3 gnx-bp =0
und die benden leptern Glewbungen hiervon find von der o
ften untecichieden, tote bepm erfien Anbiicd wahraunchmen
ift. E& lagt fich D.Lblﬂ' audy hictaus ridt fo wie oben eine
So'ae fur den Grad herleiten, weldbem die Aufldfung der ges
gub-'a en Gleichung eigentlich jugehoee, denn oben mufite fols
hes deswegen gefcbehen, weil die Gleichung X2 =o0 (Nr.2)
eben Diefelben 2Wurjeln enthielt alg die gegebene.

5.
Die Gleichung ded fechsten Srades

y6 fpyi — = =o
37

betr t bie reducivte Gleichung des dritten Grades, toeil man
bep der Aufldfung der Gleidbung x3 + nx + p =0 avf fie
puciffommt. -~ Da wiv alfo vorhin die Abbangiabeit dev
Wurgeln-diefer lepten Gieichung von den Wurseln jener Gleis
chung fennen gelernt faben, fo wollen mir nunmehe unters
fudben, wie die Wurgeln der veducirren Gleichung von den
Wurseln der gegebenen Gleichung abhangen, Um aber dies
fer Unterfudiig einen hohern Grad vo Allgemeinheit und
Dentlichfeit qu geben, wollen wic eine Gleichung beteadhien,
weldye alle Glieber hat, und deren Form folgende ift:
x3'tmx2 +nx fp=o0
fo foie ihre Wurzeln, allgemein auggedructt, a, b,
Bangt man davon an, daf man das jwepte Glicd toegs

fchaft unb udemEndeze=x' — —, fo toie . der Karge
foegen 3

n =
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m2 mn am3
n=n ——, p':p——T'f———-
3 3 27

fest, fo befommt man die Gleichung
x! 3 Pinxtppl =0
und dicfe Gleihung hat die erforderliche Form, Sefit man

[}

n 3 : s .
punmeht x' =y — 5—; fo erhalt ntan jur reducivten Gleiz

dung

/
LR e
und folglich, enn man die Gubifroursel ous — =

p'2 n‘3 | E : . :
v’t4— t —) mit dem Budpftaben r beeichnet, fir die
v

drep Werthe von y
y=7f, y==4«&r, y =8~

Juf diefe Art twerden die drep Wurzeln
i/ n-!

] n’ / ']
K:r—-—*,x:g‘r.—ﬁ-—_'};:ﬁ;_—.
3r Jur 3Lr

m , ; ¥
umd da x = x’ — — ift, fo findet man fur x, toenn man

i

der Kavge megen; = s feit,

m

— — r — 8
S
me o s
31‘:;:‘ a

m s
-——__-I-pr_._—-

3 A
und ¢ wicd dahee

m
a = — —Fr—3s

(‘55 b ==
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8
c = — — % fr — —

3ieht man. bier nach einanbder die zwente und dritte Gleis
¢bung von Der etften ab, fo befommt man

a — b= _a)(l--f._Z)

<
a —¢c= (1 — B8)(r % E)

und findet hieraus

e«(a — b)

L e

b(a — ¢)

X

toobet fich, toenn man abermaisd abjicht und duich « —8

pividict

- 8 el

= BAr s

1T—a 1 —: 8
¢ = -
l pdet
a eb 2 Bc

- (1—ea)(1—8) T (xa—1)(e—8) " (B—1)(E—¥)

ergicht. Nun find 1, = und @ die drey Wurseln der Gleiz
ebung x3 — 1 = o, und daher
3 — I =EF—1E—e)(x—48)
folglich, tvenn man diffevensiict,
3x2=(x—a)(x—8) F (x—1)(x—8) t (x—1)(x—=)
fo daf man, enn man nad und nach x = 1, «, B fehit;

3 = — )1 — B)
3«.: S (w i I;‘(ﬂ; ot ﬁ)
38 = (8 — 1) — «)

Befommt.
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pefommt. = Sest man demnach dicfe Werthe in Den vorhews
gehenden Husdeudt fie r, fﬁ erbélt man

C
g 8 + 3% 38
obet, ba wp =1 ift,
a + Ab + xc
r =—
3

Diefesd ift baher ber Werth von r, und folglich aud dee
Werth von y, fo daff, oenn man « ftatt & und umgefehss
fest, welches eclaubt ift,
a }' ab fetc
3

:-( ———
twied,

6.

Mus diefem Ausdrucke fir y erhellet, twarum die vedus
titte Gleichung cine Bleichung vom fedhdten Grade fepn muf.
Denn da diefe cebucivte Gleichung nicht unmittelbar von den
Wurieln a, b, c der gegebenen Gleichung, fondern blof von
den Goefficienten m, n, p abhangt: fo ift flar, daf man in
dem AugdrucPe fiir y dic Grdfen a, b und c unter einander
fad) Gefallen mub veswedfeln Pdnnen. €8 muf alfo die
Grofe y fo viel vecfcbicdene Werthe Haben, ald fich die drey
Wurgeln 2, b und ¢ verfegen laffen; und da dicfed nadp dee
Sheerte der BVerfenungen auf fechs verfchiedene Avten mogs
lih ift, fo muf aud die reducicte Gleichung eine Sleidhung
bom fechsten Grade fepn.

9uierdem erhellet daraus aud, tarum ficdh die redus
ctte Gleichung wie eine quadratifche Gifeichung behandeln
136t @8 ribrt died nemlich bofer, weil diefe Sleidhung
blog bte Dignitaten y> und y&, dad peift Dignitaten enta
. halt,

D Ty mp
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halt, deren Erponenten NVielfache von 3 find, fo daf, twemn
r ein Berth von y ift, aud) «r und gr Werthe von y fepn
miffen, indem «3 =1 und g3 = 1 ift. &8 14kt fich dicfed
aber noch feichter jeigen, toenn man B8 == «2 fent, und dies
fer IBerth von 3 ergiebt fich au8 28 =1 und «3 — 1 =y,
indem Daraus « 8 ==«3 oder 8 == «2 folgt. Auf diefe NAtt
fann man den Werth von y aud durd)
at bt w2
3
ausdructen, und Bicrausd durch die Verfesung der Budfio:
ben a, b und ¢ nach folgender Tabelle die fechs Werthe von
y oder Die fechd urgeln der reducivten Sleichung finden:
a T ab T a2e
3
a ‘f’ &C ‘f“ 22b
3
b+ «2a F «2¢
3
bTaect «2a
3
€t «b } «2a
3
c T 'ea T «2b
3
Multiplicict man Hier den erfren Yusdruck juvdrderft durd
= und dann durd 2 ober «2, fo beFommt man, da w3 =1
ift,

}?'=

et xa F «2b i h_f ee T «2a
3 3
alfoden fedbsten und viecten. Multipliciet man ferner den
stoepten- Ausdrud durch « und «=, fo befommt man

b1
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bt «a F a2¢ ¢t «b T a2a
und
3 3 2
oder Dert Dritten und vievten. Cben fo befommt man, toenn
man den Dritten und vierten obev dem finften und fechsien
Yusbruck durch & und «2 multiplicice, die fbrigen.

-

FE
Died leitet auf eine Methode; die reducivte Gleichung
fiie die Gleichungen des dritten Grades divecte ju finden.
@8 fep x3 T mx2 T nx T p=o die gegebene Gleichung
und ihre Wurgeln a, b und ¢. Angenommen, daf die Wurs
jeln der teducivten Gleichung, allgemein ausgedrucft, Funfs
tionen deg§ ecften Grades von den Wurgeln a, b und c fepen;
wie Aa + Bb + Cc, too A, B und C von den Grdfen a, b und
cunabhangige Coefficienten find: fo befommt man, tenn
man die Grofien a, b tind ¢ 6 oft ald mdglich verfest,
Ad + Bb + Ce
Aa+ BeT€h
Ab ¥ Ba § Cc
Ab T Bc f Ca
Ac + Bb + Ca
Ac T Ba f Cb.
fiir die fechs Wurseln der veducicten Gleiduna. Soll nus
diefe Gleichung Feine andere Dignitdten enthalten alé foldhe,
deren Grponenten Bielfache von 3 find, fo miffen nach dem
Dbigen, wenn die eine Wurjel ¢ ift, auch «r und gr odec
“2r Wurgeln von ihr fepn. Sest man demnach
f = Ad % Bb ¥ Ce¢
fomuf wAa ¢ «Bb + «Cc einer bon ben borhergelenden
filnf fibrigen Grofen aleidh fenn.
Jtun fann diefelbe tweder Az + Be +'Ch nodh AD 'y
27 Ce gleich toerden, als enn man 4= 1 annimmt,
- Sm
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Sm etften Falle befommt man algbenn = A = A 1nd im
swepten «C = C.  Wergleicht man aber mit Ab T Be + Ca,
fo hat man ¢A == C, «B = A und «C == B, woraus C=eA,
B o= w2A und «3A == A, odet «3 =¥ flieft. = AUuf diefe
et eehellet, daff « cine Wurgel der Gleichung x3 — 1=0
fepn muf, und fept man daber, e grofern Leichtighelt wes
ge, A=1, fohatmanA=1,B =« und C = a2, Die
fe8 gicht eben die Formeln, weldhe toiv sben gefunden Haben,
bié auf den Jenner 3. ~

Sept man alfo der Karge toegen

r = a} «b T a2¢

s =a T ac T «2b
fo hat man in r, er, «2c UNd s, as, &35 die fechs TBuryeln
der permwandelten Gleichung. Nennt man die unbefannte
Girdfie diefer Gleihung y, fo ift dad Prodult dec Drey fafs
toten y—r, y — ar, y — &2r

y3 — r3
und auf abnfiche Act das Produft der drey fibrigen Faltes
pen y3 — s3. uf diefe Art ift Das gange Peodult odee die
reducicte Gleichung felbft
| y6 — (3 Ts3)y3 $r3s3 =0

und ¢8 Fommt nunmehe blof davauf an, die erthe Lok
r3 T s3 und r3s3 gu finden.

@rhebt man die Grdfe ¢ jur dritten Potefeat, und bis
halt dabey vor Fugen, daff «3 =1 ift: fo toird
¢3 = a3 $ b3 F c3 + 6abc t 3«.a2b | b2c T c24)
+ 342 ab2 T bc2 f ca2)
und folglich audh, wean man dic Budftaden b und © bere
toechielt
s3 = a3 4 b3  ¢3 F 6abc | 3e(aze c2b 4 b2a)

+ 3e2(c2a T b2c T a2b)
@8
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€6 fep Der Rirze wegen
a3+t b3 fe3 + 6abe =L
azb t b2c fc2a =M

b2a 4 e2cb=N

I—E"‘ ll-!+

azc
fo toird
r3 =L 3aM} 3u2N
— L + 72N 4 d 3e2M, folalich
r3 § 83 = 2L + 3(a F «2)(M + N)
Daaber 1, « und «2 die drey Wurgeln der Glsichung x3
— [ =0 {ind, mworin dad jwepte Slicd febiet: foift 1 T«
'I'&-'?v = o und affo
r3 “1‘ $3.= 2L — 3(M + N).
MPultiplicict man Hiccauf dic MWerthe von £3 und 3
mit einander, fo befommt man
r3s3 = L2 39(M2FN2)$3ata2)(LIMT N)+3MN)
oder, 0a a T «2 = — 1 ift
ris? = L(L — 3(M t N) | g((M2 T N2) — 3MN)
Run it leicht eingufehen, daff die Grdfen «, M + N und MN
burd) die Coefficienten der gegebenen Gleichung m, n, P,
und iwar ofjne Sptraction der Wursel Deftimmt toerden. 8
flicfit died nemlich daraus, weil diele Grdfien diefelben bleie
ben, man mag dic Buchftaben a, b und c veefesen wie man
t, fo daf alfo jede von fenen Grdfien nicht mehie ald ciren
Werth hHaben fann.

8.
Da nemiidh
—m =g+ hTec
n=ab T ac f be und
—_p = abc

ift, foift nach HePannten Regeln
a3 &
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az ¥ b2 2 =m2 — 2n
a3 + b3 t¢3 =—m3 {3mn— 3p
ind hievaus findet man
a3b3'F a3c3 ¢ b3c3 = n3 — gmnp T 3p2
Solglich ift
L =-— m3 4 3mn— gp
M+ N = 3p — mn
MN = n3 } p(m3 — 6mn) T 9p2
Hicraus ergiedt fich
r3 4 s3 = — 2m3 f gmn — 27p
und
ris3 = m6 — gmén } 27min — 2yn3 = (m2 — 3n)%;
Nuf diefe Urt toird die reducirte Gleichung
y6 F (2m3 — gmn T 27p)y3 T (m2 — 3n)3 =o
iind diefe Gleidhung ftimmt mit der oben Nr. 5. gefundenen
fiberein, aufier Daf y in ibt dasg Drenfache der unbefarthten
Grdfie in jency iff.  £dfet man daher diefe Gleichung nady
9ivt der quadratifchen Sleichungen auf; ober fegt man,; Dt
Quirze wegen y3 = z, {o daf man
2% T (2m3 — gmn t 27p)z T (m2 — 3m)3 =0
Habe; und nennt dabey die Wurgeln diefer .quabdratifdhen
Bleichung 2/ und z*; fo befommt man y3 = z* = 2, U

! 3. 5
folglich y = vz = vz’.  Da aber angenommen wordell
Daf -und s die bepden Werthe von y feven, fo ift

r=a1-a¥b1-s1c=\;‘z‘

sma'i'wc-l'aib:;"‘z"
iind diefe Hepden Gleichunden; verbunden mit Der leichuing
_ aFbhbdc=—m
feBen in den Stand, die drép Wurseln &; bund ¢ ju findei.
Denn dg 3 = 1 wid 1 T T 42 = o ijy (0o WILD

—

a=
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3 g
— m t Vz k2

R —
3
3 3
. — m T a2z F a2
3
3 3
= m * vz + a2yz7
(R —
3

weldhes mit dem Obigen Wbereinftimmt,

0.

tm diefen Gegenftand in ein nodb Helleres Sict gu feden
bemetfe man, dap die Grdfen M und N it 7. von der vt
find, daf die eine in die andere ubergeht, twenn man die
drep Wurseln a, b und ¢ auf icgend eine Act vertvedvfelt, fo
daf diefe Grdfen blof Wurseln etner quadratifdyen Gleichung
feon fonnerr.  Sennt man die unbefannte Grofe diefer Gleis
Dung ¢, fo hat diefelbe nothmendiger Weife die Forim

t2. — (M $ N)t T MN =5
und fest man daher fic'M und N bdie thnen jufommende
Werthe RNe. 8. fo bat man '

12 —=u@p = mn)t F/(@3 = émh)p F 9p2 = o
Uyf diefe At bePommt man durch die Aufldfung der vorhet:
dehenden’ Gleichung die Weethe von M und N, und da die
Grife L beteits befannt ift, invem I — — m3 +3mn —
9p. fo find audd die Wetthe von £5 und 3 iS}r. 7.) obet
bon 2 und 27/ (MNr. 8. befannt. Sre firtd nemlich

2= LY 3uM $ 342N
2" = L T 3aN T 342M
und veemittelft diefer-OBerthe findet' - man die Wuryeln a, b
D ¢, wieiwie furs vovhev-gefehen Haben,
: Xy Nebriz
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Ucbrigens ech:let ausd diefer @igeufd,mft ver Funftio:
nen M und N Deutlich, mwarum die Gudfe z = y3 =

(at «b f a2¢c)3 blof von ciner Gleichung deg jwenten Sra:

des abhanat, fo daff die GBleichung fitr y blof die Dignitaten
y3 und y6 enthalten fann,

10.

Die Methode der Uufldfung der GBleichungen des drit:
ten Grades, mwelche wir bid jest unterfudbt haben, nennt
man getoohnlich die Eardanifche; e8 giebt aber nody eine
andere, deven Erfinder von Tichirnbaufen ift, und roelde den
Worjug hat, baf fie divecter und allgemeincr, obgleid we:
niget einfach ift. * Man findet diefelbe in Den Adts Erudito-
rum vom Sahr 1633 erflart, und ¢8 fommt dabep barauf
an, ausg jeder gegebenen Gleicbung fo viel Ymifcherglicder
wegsufchaffen als man will.  Der Erfinder derfelben trigt
fie alé eine allgemeine MWiethode vor, und wic werden fehen,
Daft fie folches witflich ift. Ullein fie erfordert dfters die
Auftdfung Hdherer Gleichungen als die gegebene felbft ift
und ift desmwegen blof bis bey den Sleichungen des vierien
Grades braudbar.

Wenn x. die unbePannte Grofe ciner Gleichung ift, fo
fant man davaugd ein Glied wegfchaffen, wenn manx =y
+ a fent, o y cine neue unbePannte und a eine un beftimmte
Grde ift. Eben fo fann man jwep Glieder wegbringen,
wenn man x2 = bx +a + y, oder drep, tvenn man x3 =
cx2 1§ bx atyfestu £ w. unda bund e . fiad daben
unbeftimmte Coefficienten und immer fo piel, ald man Glies
ver toegfchaffen mill,

- Yuf diefe Ast hat man nut die unbebannte Srdfex aud

ver gégebenen Gleichung vermittelft: Der neuen angenommes

nen
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nin Gfeicbung eatufdaffen, und man befommt dann eine
neue Gleicciing fir y von chen dem Grade als die grgebene ift,
worm nan fo viel Glieder = o fegen fann, als man unbes
fiimmte Gidfen a, b, ¢, 1. hat.
Um alfo die Gleichung ded dritten Grades
x3 tmx2Faoxtp=o
g nehmer, fefe man x2 = bx +a +y. Nuf diefe Art hat
mar x3 = bx2 4 ax 4 yx = (wenn man den Werth von
x2 fubftuict) (b2 + a + y)x + b(a +y). Bringt man
diefe Werthe in die gegebere Gleighung, fo wird
(b2 fmbtntatyx=(Gbtm}aty)tp=o
= @)
und folglich
s _(btmaty)tp
B b2+ mbitntaty
Peingt man ferner diefen Werth in die Gleidung x2 =
bx +a 1 y fo befommt man, bf m =, b2 + mb t-nesed
gefest,
c@TIrztblecatpip@taty —
(at y)dtatTy2=o
ober toenn man die Glieder nadh ten Dignititen vona Ty
orbnct, und die Werthe von ¢ und d wicdee brauddt,
(y +2a)3 — (mb$+ m2 — 2n)iy F a)2

b Cibe Aoimn = S35 on'm BT
—pb3hmbs + Ab Jp)=m@iinia (B)

fo Daf man dburch die Entivicdfelung Dev Poteftaten von y o+ a
di¢ Bleidhung
y*tAyr tByfC=o0
befommt, worin
A=3a — mb — m2 % 2n
B = 3a2 —2d(mb + m= — zn) T nb2 F (mn— 3p)b
T n2 — 2mp

[

2 Q=




B e

- i 3 o e e e i Mt TS
et el i &

292 L DBon den Gleichungen,

C= a3 —(mb{m2— 2022 ¢ (nb2 { (mn—2h
T (n2 — 2mpla — p(b3  mb2 7+ nh Tp)

ift.  Nwun Lann man das gwepte und dritte Glied *‘U?'ct;wins
Den laffen, indem man A = ound B =0 annimmt; . D
durd) befommt man die Gleidhungen

3a — mb — m2 f 2n = o

3a% — 2a(mb + m2 — 2n) + nb2 f (mn —.2p)h

T n2 — omp = o

Diiedh diefe Gleichungen laffen fich a und b Deftimmen und
die Gleichung fir y befdmmt die Form y3 + C = o, mwelde

fogleidy Ddie brcn Wurgeln y = — xf‘c, ¥i=— os;f‘c und

y = — aazw,f'c giebt, toenn 1, w und «2 die drey Wursel
Der Oleihung x — 1 == o find. Selst man bemnach in den
vorhin gefunbenen usdrud fir x dieaud den vor hergefens
ven Gleichungen fich evgebenden Werthe von a und b, ud
darauf fitr y die dren FWesthe der Gleidung y3 + C =g
fo Dat man fogleih die drep Wurzeln x der gegebenen
Gleidbung.

Da die erfte von den bepdent E‘i*ieiaﬁungsn, foelche a und
b geben, ju dem ecften und die anbere ju dem jtweyten Grade
gehort, fo ift Flar, dafk die R fum‘m 1g Diefer Grofen nue
bon einer Gleicdung vom jwepten Grade abhangt, Jud
Hat man fogleich

S mb T m=2 —5. 2n
3
und wenn man ¢ acf n dBerth in die jwente Sleichung bringh,

T 6mp ¥ n2 = o
Aug diefer Gleichung befomme man zmep MWerthe von by

“toeldhe man ofyne Unterfchied gebrauchen fann, toeil fie alles

mal Diefelben Werthe far x geben,

&8
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§8 fat demnach diefe Methode den Vorjua, Dah fie unz
mittelbar auf eine u—hscuu Gleichung vom joepten Grade
fifet, dagegen tie gewdhnliche Meihode ju eincr reducitten
Blcidbung vom fechsten Grade leitet. Nndef ift die Auflds
fing, wefche fie giebt, von der Unbequemiichbeit nidht frev,
welhe it bep Dev' Capdanifden Regel bemeift haben,
Jiv.2. Denin Da die Gedhe v drey Ierthe, und jede det
Geofen a und 'h gm v 9Berthe hat, 1o fallt in die Augen,
Daf daber feci8 Werthe fur x entfptingen, elde Burseln
einee t%mzmmﬂ port fechBren Srade fepn miffen.  Sndef
laffen fich bicfe fechs 2Berthc alif drep doppelie Werthe jus
wdfifiren, wie fich teicht seigen (G und toiv bey dev Care
denifehen Negel beveitd acaeigs haben.

YT

- B8 verdient aber bey biefer Methobe bemerFt u toets
b, Daf man nidt, fo wic von Tidirnhaufen gethan hat,
nagdem man die Werthe von a, b und y acfunden, jede
Wurzel der Gleichung x2 — bx — a — y ='0 alg die Wz
il x betracdhten darf. Denn follte diefed evlaubt fepn, fo
migte diefe Bleichung swen Wurgeln von bder gegebere
Gleichung enthalten und b die Summe diefer ’*ew,* Burs
gln fepn.  Da man abée b mit eben dem Rechte ald die
Gumme jeder rweper andern von den drey FMurieln der ges
gebenen Gleichung anfefhen fonnte, fo witcde b eben fo viel
berfechiedene Werthe haben miffen, al8 mon die gedachten
Wueseln au jwep combiniven fanng und ed mﬁ;‘é?e alfo b
fedh8 MWeethe Haben, da demfelben dodh nut joey jufommen,
weil ¢8 pon einer Gleichung des jwenten Grabed abhangt.

@8 ift daber bey diefer Methode nothwendia fich fo u
nehmen, baf die angenommene Sleihung mit ber gegehenen
T3 eine
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eine gemeinfchaftliche Wurgel Habe. = Hat man alfo die Wew
the von a, b und y fo beftimmt, wie e8 diefe Bedingung (17
fordert, fo muff man fir den Werth von x die Wurgel dee
Sleidung x2 — bx — a — y == o wablen, welde aud det
Bleidung x3 T mx2 T nx T.p=o jufommt. Su diefen
€nde darf man nue den grofiten gemeinfehaftiichen Divifot
bepder Gleicbungen fuchen, und diefen Divifor, worin x
blof in Der erfien Dignitat vorfommen Fann, giebt elnen
Werth fie x, dev jugleich eine Wuriel der geacbenen Gleis
dung ifi. G ift aber leicht eimgufehen, daf diefer Werth
von x fein andever fepn fann, alf der den wir oben auf dem
Wege der Elimination gefunden haben.

Ueberhaupt fommt die gerwdhnliche Climinations: Ny
thode mit der MMethode uberein, den groften gemeinfdofts
lichen Divifor der bepden Grdfien ju finden, roelde die o
fien Halften groeper Gloichungen augmachen, denn die Refte
welde man durd die dabey ndthigen Divifionen befommt,
geben, == o gefest, cben diefelben Gleichungen;, weldhe men
durdh tie Glimination erhdlt. Der ' lepte Reft, worin fiy
die unbefannte Srdfe nicht mebr findet, muf ==o feyn
tocnn Dic bepden gegebenen Grofien einen gemeinfchaftlicen
Divifor vom ceften Grade haben follen, und diefer gemeits
fdbafilihe Divifor ift der vorleste Neft und enthalt die uns
befannte Grdie ble in der erften Dignitst. Sert man ihn
dafier = o, fo hat man einen Werth der unbefannien
@rofe, melder eine gemeinfdhaftliche Wurgel beyder Glels
chungen ijt.

3n dem Gpompel der toten RNe. find die Bleichungen

(A) und (B) dicjenigen, weldhe man befdmint, menn. man
den voclenten und ligten Nefe == o fegt, und folglich. dee
IBerth
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Werey ton x, twelder aus der Glercbung (A) gezogen wors
e, ber eimgige, welder gu glridger et eine Wuryel der
gegebenen Gleidhung ift.

12,

Pep diefer Gelegenbeit wird ¢8 nicht undienlich fepn,
gine andere: Pemerfung in Anfehung der Methote bevjus
bringen, toeldbe man einjufchlagen fat, twenn jwep Gleis
dungen mebr alg eine TWurzel mit etnander gemain haben
follen,  Sollen ey Sleichungen jwep Wurjeln mit einans
ter gemein haben, fo miffen fich bepde durd ecinen Faftor
bom goepten Hrade dividiven loffen. it man dafet, inz
dem man den geofiten gemsinfdbattlichen Divifor der bepden
erften Hatften der gegebenen Gletchungen fucht, ju einem
Reite gefangt, mworin die unbePannte Gedfe Den joepten
Grad nicht uberfteigt, fo muf diefer Reft von felbft Null fepn,
wenn die gedadhten Gleichungen ey Wurzeln gemein has
ben follen.  Dtun enthafe diefer Reft nichr mehr ald roey
Gilicder, eind, mworin die unbefannte Grofe fich nicht findet,

- und eing, teldhes die unbefannte Srdfie in der crfien Dianis

tit enthalt, - Man muh daher jedes diefer Glieder fire fich
=o feggen, um bie Bedingungen ju befommen, wobey die
gegcbenen Gleichungen ey gemeinidaftliiche Wuryeln haz
ben. 9Bolite man den IWeg der Elimination betreten, fo
niifte man bep der Gleichung frehen blciben, worin die uns
befannte Grdfie blof in der erften Dignitdt befindlich ware,
und bepde Glieder derfelben = o feszen, woben dann die vors
hergehende Gleidbung ded groevten Grates die bepden ges
meinfdhaftlichen FBurseln enthalten rurde, E8 fimmen daz

her audh Hier bepde Wege mit einander Hhcrein.

24 Man
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Man erfennt hievaus leicht, wie man fich ju verhalten |
hat, wenn jroep Gleichungen drey und mehr Warzeln mit
einander gemein haben follen. Hat man indefi die Bedins
gungen gefunden, roobey die Gleichungen eine Buryel ges
mein Haben, fo laffen fich daraus leicht Dicienigen finden, wos
bey denfelben jiwen und mehr Wurzeln aemein find,

Hngenommen nemlich, daf die benden gegelenen Gleis
dungen, roclde eine gemeinichaftliche SBursel x haben, alls
gemein duech P = o und Q == o vorgeftellt toerden, fo bes
Pommt man, wenn man P =y anftatt P = o nimmt und
barauf x aus bepden Glcichungen tvegfchaft, eine Gleidhung
fir v, welde

yRT aym=I i de Fpye gy fr=-o
feon mag.  Gollen nun Geyde Gleichungen P=o und Q=0
eme gemeinfihaftliche Wursel Haben, oder Hepde sualeid
Deftehen Ednnen, fo muf y etnen Berth == o Baben, und o8
ift folghich r = o die Bedingung, bey welcher jenen Gleichuns
gen eine gemeinfopaftliche Wurzel zufommt,  Gollen Fernes
awep Wurzeln gemeinfchaftlich fevn, fo muf es davin jroen
Werthe = o geben, und man hat deinach die Bedinguns
gen r =0 und q = o. Sollen drep Wurieln gemeinfevafts
lih feon, fo miffen drey Werthe == o feyn, und dies giedt
bie Bedingunaen re=o0, g=oudp=0, u.f f.

UmPz==o inPeyobet P— y =0 3u verwanbdeln,
darf man nur das feste Blied der Gleihung P = o um dit
Grofe y vermindern, und alfo, wenn P == x4 axa-x 1,
Te ift, e —y fie ¢ fegen.  Nun ift die Gleichung y» 1
aym=I fac + py2 + qy fr=o dicjenige, tvelche man
buech die Wegfdbaffung von x aus den Gleichungen P = ¥
U Q=1 ethilt. Sest man alfo darin y==o, fo witd

r=@9
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r =0 die Gleichung, toelche aus den Gleichungen P=o
und Q = o durd) die WegfebafFfung von x entipringt.: Hat
man demnach die Glerchung r =10, fo dart man dauin nue
¢—y fir ¢ fegen, um unmittelbar Ste Gleichung yn § aym-%
T Tpy2 T gy T r=c ju bePommen. Nun 1t aber ¢
eine Funfrion von g, und will man davin ¢ — y fiir ¢ fubs
ftituteen, fo wied

de d2r d3r
Ay Sava e a1
und folglich
dr d2
qﬁ_(ﬁ' ngng e

Benn alfo r = o fepn mug, damit die Gleidungen P =e
md Q=o Gine gemeinjchaftliche Wurzel ‘baben, - fo wicd

: : d
3 oy gemeinfdbaltlichen Wurzeln £ = o und -E"; =q, unb

dr d2r
i drepen r =0, — = o und i, f. f. etfordert, tvos
de dez

bey ¢ Dag legte Glied Der einen von den gegebenen Gleichunz
gen ift,

13

Uebrigens 1ft Blar, daf die Wurjeln der Bleichung fis

¥ nichts anders find ald die Werthe von P, welde fich erges
ben, wenn man anftatt x jede pon den Wurzeln dee andern
Bleidhung Q = o fegt, weldhe wir dusch ', x'/, x% 1. bies
deidhnen wollen.  £aft man daber P4 PY, P, 3. dic TWerz
the fevn, weldbe P durdh diefe Subftitutionen erhalt, fo hat
man k. r == P/P¥P "¢, und e8 ift folglidh die Bleichung
r= o, weldhe man durch dic Weafhafung von x aus den
Gleidungen P = o und Q = o befdmmt, nichtd anders
alg-ein Produft aus den Gleidungen P = o, P’ =g,

P ! :
: J:LE- Ph‘-.—-—.




PNt 5 P e e PR ——— A e R

i e g e s -

298 I. Won den Gletchungen.

“ == 1. Man Fann aber diefes Produft jededmal fine
den, ohne die Wurjeln der Gleihung Q = o ju Fennen, ins
vem fich Die Funftionen von x/, x*, x' 1c., welde ig demy
fefben povfommen, durch die blofen Coefficienten der Glei:
dung Q= o, tovon x/ x*, x"* 1. die Wurseln find, auds
dructen faffen. SMap Fann tber diefen Gegenfrand Cramers
Introduction a Panalyfe des lignes courbes ju Rathe jies
Ben, fo wie aud) cie befondere Abbandlung von mir, in
weldier ich allgemeine Formeln jur unmittelbarven Datftels
lung Dicfes Produfts gegeben habe.  Hier begnirge ich mid),
Daraus, daf die durch dieLWegfcbafung von x fih ecgebende
Gleichung mittelft dev Gleichungen P = o und Q = o durd
P/ PUP“ = o Datgefiellt weeden Bann, die’ Kolge su jichen,
Daf diefe Gleihung fo befdhaften fepn muf, daff die Coeffis
cienten der Gleidhung P = o darin allenthalben Produfte
von {o oiel Dimenfionen bilden, al8 ¢8 Grdfen P/, P/, P
1¢. ober-Wurgeln x/, =¥, x e, in der Gleihung Q=0
gicbt, 0. h. fo viel Einheiten der Crponent diefer Gleichung
bat. @ben fo perhalt 8 fich mit-den Coefficienten der Gleis
dung Q = o, weldhe in der durd die Elimination heroows
gebraditen Gleicbung allenthalben Produfte von fo viel Dis
menfionen bifden, al8 der Epponent ter Gleihnng P =e
Ginheiten hat,

14.

Hieraus 13fit fich fiberhaupt folaern, daf mannad der
Zfchienhaufenfcben MNcthode allemal eine Geichung firr y
befomait, weldye ju eben dem Grade gehdrt alg die gegebene;
und daf in diefer Gleichung dic Grofien yy a, b, ¢ 1c. (die
Einbeit ald den Coefficienten ded Bichiten Blieded mit ein
gefhiofien) allenthalben Piodufte vom fo viel Dimenfionen

bilben.
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bilben, a8 die Sahl Ded Graded der gegebencn Gleichung
@ineiten hat. '

#ngcnommen alfo, dafi die gegebene Gfeichung fir x
in Denmt mten Grade gehore, und daf die Hulfsgleichung
y¥a b fexe: T =3
fey: fo wicd man ecine Gleidhung fic y vom Grade m von
diefer Form enthalten,
ym P Aym-1 Gy Bym-2 + Cym-3 i =0

{0 dafi A eine cinfache, B eine jwiefade, C cine drepfade:

gunftion von a, b, ¢ . ift, u. f. f.

Ueberhaupt toicd dag nte Slied allemal eine rationale
und gange Funftion von a, b, ¢, . von n — 1 Dimenfionen
feon,  Nimmt man demnach fo viel unbefiimmte Gedfen an,
alé man Glieder verfdwinden laffen will, fo hat man, wie
kidht einzufehen ift, juc IWeafdaffung des 3roepten Sliedes:
blof eine Gleichung vom erften Srade und einer einzigen unz
befannten ©irope aufjuldfen. ollen hingegen das jmwepte
wid dritte Glied toeggebracht foerden, fo mup man jwey
Bleicdungen von jtoey unbefannten Grofien, die eine vom
eriten und die andere vom jwepten Grade auflofer, wodivd
bie Cndgleichung allemal ¢ine Gleichung vom jwepten Grade
itd, toie wir oben gefchen baben. Soll das jwente, dritte
und viette Glied wegasfhaft werden, fo hat man drenp Glets
dungen von eben fo viel unbefannten Grdfen aufiulbfen,
Davon die cine jum erften, die anbere jum jwepten und die
Oritte jum Dritten Grade gehdrt, und gelangt alfo endlich ju
tiner Gleichung vom fechsten Srade.

Um Gberhaupt ju gleider Seit das pte, gte, rte Glicd
%, weasufchaffen, bt man fo viel Gleichungen aufiuidfen
al§ man Glicder wegbringen will, und diefe Gleichungen

TN da Vet
CitLL (¥




!

i
L i
1
|

L DBon ven” Gleichungen,

enthalten jtialeich eben fo viel unbePannte Grdfen. Sernes
find biefe Gleidhungen Gleichungen tom (p — I)ften,
(q - Dften, (r — 1)ften Brade u. f. w, fo daf die Endgleis
dung ju dem (p — 1{q — 1)(r — 1) . ... fien Grade g
hdet. Um alfo ous dev Gleichnng ym f Aym-1 4 pym-2
T 7 M= o alle 3wifchenglicder wegsufchaffen und dics
felbe auf die Form ym -F M= o ju bringen, deren Ynuflds
fung allemal mdglich ift, gelangt man 3u ciner Gleichung
pom Grade 1.2.3....(m —1), und diefer Grad ift allcmal
Hoher a8 der Grad der gegebenen Gleichung m, den eimiz
gen Fall quégenommen, wenn m = 3 ift.

: I5.
Sett wollen wiv jur Tfbienhaufenfden Aufldfung e
Gileichungen deg dritten Grades it fehren und aus allges
meinen @rinden und unabbhdngia von der erflarten Glimis
nations = PWethode die Urfadhe Tennen ju lernen fuden, wars
uiit jerie Auflofing 1u ciner véducicten Gi leicbung vom jtoeys
ten Grade fuhiet, da man bep der gerodhnlichen Niethode
einer reducicten Gleichung vom fechsten Grade gelangt.
vem Gnde betvachie ich die Hulfsgleihung x2 e=bx taty
i welder y durch eine pwepglicorige Gleidhung vom dritten
@itabe von der Form y3 T C = o beftimmt weedben mufy

beren Wurgeln y — vC, A c.,x/'\_.', y == i {C
jind.  Da Diefe drep Wargeln den drep Werthen von x in
et gegebenen Gleidhung x3 + mx2 + nx § p = o entfpres
éen maffen, fo E}L.. man, twenn man diefe TWerthe durd

!
x, &Y, %1 qudbructt, folgende drey j’etd}ungm

eb..(i)

und
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und aus diefen Gleichungen laffen fid die MWerthe von,a und
b 3ichen, toenin man v C daraus toeaaebracht hat, "Dean
abdirt man Diefelben, nadyDetn mian 012 3toepte durd « und
die Dritte Durth =2 multiplicict hag, fo beFommt man, a
4 =" und I Ta  «2 =0 ift,

X'2 T ax”2 f w232 = b(x' T ax'’ T «2x'")
und daraus ergiebt fich
e g N R AL E A
X'2 R RTINS
P : -

X wx! T a2 K

Dicfe Gleichung feht in den Stand, din Srad der Sleis
dung su beurtheilen, durdh eldhe b befiimmt werden thuf.
Denn da diefe Gleichung fo viel Wurgeln Haben muf, als es
Werthe von b giebt, und die Werthe von b nad den Vetfes
Bungen fid) vicbten; reelche man mit den Wurgeln x/, x/) x7,
pornehmien Bann (Jir. 6, o die Buchftaben a, b und c eben
Dag bedeuten, mwas hHist x’, 27, x": fo fann Vie Gidfe b
fberhaupt fechs Werthe haben, nemiidh

%2 Flax' f azxiz
x.n’ .1. ac‘&” e 05:')(! ¢
Kf'n I n:),”"z L “‘2}{! -

X!H ,i.. 5':'8; T c&lx”
X2 b ax'2 ¥ #3x'%
x f ax” T a2x’
Ueberhaupt genommen mifte alfo die Gleihung fiv b eine
@leichung pom. fechsten Srade fevn; allein man muf bier
nicht
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nicht aus der Acht laffen, daf der erfte, dritte und finfe
pon den vorfiehenden Werthen, fo wie audy Ler jwepte
pierte und fedste einander gleidh find. Denn multip!icir;
man den 3ahler und Ftenner Ded erfien durch =, fo qeht decs
felbe in den fiinften fiber, toeil 23 = 1 und «4 = = ift, und
multiplicict man mit «2, fo befommt man den dritten. Ebhen
fo echdlt man, wean man den Jahler und Nenner des jroep:
ten durch « multiplicict, den viecten, und wenn man mit
«2 multiplicict, den fechsten. Da alfo die Sleichung vom
fechsten Grade fitr b yroepmial decy einander gleiche Wurgeln
bat, fo jinft fie dadurd) 3u einer Gleichung vom groepten
Srade herab, reil fie nicht8 anders fepn Fann alé der Cus
bus einer Gleichung diefed ymwepten Sradeg, und dies ift die
Urfache, warum b blof durdy eine Gleichung vom jwenten
Girade gegeden ift. (N, 10.).

IBad die Grofe a betrift, fo hat man, twenn man di¢
drep Gleidbungen (C) addirt, da r f « f 22 = o'ift,

x‘2 F x“2 § x'2 = b(x’ + x* +.x%) % 3a.
MNun ift aber ]

xt.l.xn 'f')l”" = — m Und x2 .I.. x''2 .i. x"2 =—= m2—21

folglich
m2 — 2n = — bm ¥ 3a
und
bm + m2 — %n
N
3

fo Daf man a fennt, fobald der LWerth von b befannt ift.

16.

X2 o ax’’2 F a2x'"'3

Die Formel , foeldhe den Werth

xl‘ -fv uxn‘ -i. mixrn
von b augdruckt, ift destocgen febr merfodiedia; toeil fic bey

allen Werfegungen, welde man mit den ®rofen ', x
unb

it
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und x/ oorpimmt, entwoeder Ddiefelbe bleibt, ober in
2._.“.}‘!2 w?x''2

o, : + —— Ubergeht, medmegen diefe benden Grd:
X' '1" XY T wx'’

fen nothwentig Wurzeln einer quadratifhen Gleichung fepn

mifien.  Wian Fonnte diefe Gleidhung a priori finden;, wenn

man dic Summe und das Produft diefer bepden Grdfen

fudbte, wodurch man ju einer foldhen Gleidhung fiic b gelans
gen wurde, alg wic oben Nr. 10 gefunden haben.

Yuferdem 1afit fih noch folgendes bemerfen. - Wenn
man die bepden Menner
x' T ax” F 22x und x* T ax t w2x’

mit cinander multiplicict, fo bePFommt man jum Peodufée

X% x'2 b x2 b (w fw?)(xa F B T xE0)
Nun it aber H

X% F x72 T %% =m? —2n; xx” } x2 T x5

=nud e Pa® = —1
folglich mwird jencs Produft
= m?® — 23n

Multiplicict man ferner den Rahler

X2 Tax2 +a2x'2 durd) den RNennet x' F ex + a2x
mit einander, fo erhalt man das Produft

X3 b xS £ 3 o+ a(x2xdow2g x12g) ‘i'

pootxitx heogrigul v 29745
und diefes Produft 16t fich, da x’, x, x* ¢hen die JBurs
#ln find, meldbe wiv fonft 2, b und ¢ aenannt haben, audy fo
L —6x'%'x" + Mot a2N
oder da x'xx" = — p ift, (Rri7.) bued
L% 6p T aMj a?N

ausdeucfen, Auf dizfe Art vermandelt fich der Bruch

x!z Y rz.:-:”: _!. u2x'”:

x' T "-3.” ..E-. ﬂzx'”

fvenn

= =

-

. SR L
B 1y i e
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wenn man 3abler und Nenner dured x* F eox + a2z’ muk
tiplicict, n
LT6p T aM¥t 2N

m?* — 2n
and auf abnliche et erhalt man fie
x’2 .i. axii2 ,J[_ gth‘z

x) .l_ ax'!! .t. mzxri

wenn man ahler und Nennet durch x* + ax + w2x myls
tiplicict,
LT6pTuNTa«M

2

m
Nun ift aber (MNe.7) .
r3 =L T 34M T 3¢°N und
83 =L T 3aN T 32°M
tolglich

y3. == s3 — L
und «N § «2?M = - :

Solglich laffen fich die vorhergehenden Belihe aunch durch
r3 f oL T 6p s3 f 2L I 6p
3(m* — 3n) s 3(m? -— 3n)
oder nach Ne. 8. durc
2 1Lt By =t $ELE6p
3(m* = 3m) SRR
ausdruclen, wenn 2z undz die Wurzeln der Gleichung
z? T (2m3 — gmn F 27p)z + (m? — 3n)3 =0©
find, welches die reducicte Gleichung ift, die man nach der
Cardanifcoen Regel beFommt. '

aM T «*N =

Auf biefe vt erhellet die Verbindung und Aehnlideit
viefer Methode mit der Sibivnhoufenichen deutlich,

a7
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12 ,
Der Nusbruef fiir x (Nre.10,) welden die Tichienhau:
fenfche Methode giebt, Iagt fich anf die Form
EI By

buingen, tenn £, g und k unbeftimmte Gedfen find, und y
bie Furgel etner jwenalicdrigen Gleidiung Des dritten Graz
08 y3: 7 h == o bedeuter,

A ——

Man Hat alfo nur ndthig vermittelft diefer benden Gleis

dungen y wegiubringen, Da die erfte Gleidung vy =
f—kx . ;
——— giebt, fo befommt man, twenn man diefen Werth
i—g

kx
X—g
Die ift eine Gleichung ded dritten Grades, weldhe man mit
dev gegebenen pergleidhen fann, wodurd) man in den Stand
gefost wied, die Sudfien £, g k und h ju befrimmen.  Gine
Dletbt toifllfiprlich und fann nady Sefalien angenonimen
werden.

in die groepte Gleichung bringt, h + (

)3 =mAO,

Diefe Methode, die Gleichungen Des dritten Grades
aufpuldien, ift bereits von Xesout gebraudht worden; man
pevaleiche Die Memoiren ver ALademie tC’QBu;i;ﬂI‘dmft*n ju
Paris vom Fahr 1765, too decfelbe auf eine febr vortheils
hafte und glictliche Yct vermittelft diefer Subfitutionen eine
grofie Mienge von Gleichungen von allen Graden aufldfet.
5t bemerfe Bier blof, Dak man nur a priori dDen Grad und
die Form der Gleichung fuchen datf, woducd einer von dest
Coefficienten € g, 2c. beftimmt wird, wenn man jum voraus
Wiffen will, was man fich von diefer Methode fir die Gleiz
dungen des dritten Grades gu verjprechen hat, Ry dem

i Ende
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Gnbe errvdge man, daf mantwegen y3 ¢ h == o drep Wey

the fur y hat, nemlich — ;"h, — m‘:"'h, — a2y h, toelde

a f ';' -'.F
it DenAusdrudt x = -1:* ;i;i gefest, drep Werthe von x oder

&
X’ X% 2 aehen,

Nimmt man daher die Sleichung x(k T y) =t gy
obet kx — £ (x — g)y = o, fo ergeben fich davaus fols
gende drey:

kx' — f— (x' — g)}Wh

II

o

Q

|

3
kx” — f— «x” — g)Wh
kx — f — «?(x — gWWh =0

2Addict man diefelben, fo befommt mam, da x* ¢ x Tx7=
—mund 1§ 2 T e2=o0if,
mk ..I. 3f ..I. (:{‘f .1. ax'! .}. ﬂ-z}imj\v;-h — 0

Multiplicivt man ferner die jwepte durd) « und die dritte
durh =2, und abdivt auch nun, fo wicd

k(x‘ "1‘ wx’? 'i‘ wi}:”’) - (x" -I- a2x! -l- MX’“)‘\;’.}] =0
Diefe Gleihung giedht

K& T axF a2x)

3
=
"lr K" + dlxuf ..I. xgxu

und toenn man diefen MWeeth in die erfic Bleichung beingt
und dutch k dividict, fo erhdit man

i " ot
m'i'i‘f'f' (X.«'l o Bl PN o
{4 k b <l ln, B
worausg fich
e (x § axt § azxi)e
Sk 3(x‘ + ax’ § a2x')

crgiedt,  Aus Ddiefem Yusdrucke 185t fich fogleich evfennen,
' daf
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e L :
vaf die Grdfie = nicht mebr ald jtoep verfhiedene Werthe

haben und aljo blop durd eine Gleichung vom jwepten Grade

X T ax'! 4 g2xitya
e ol

: (

geg:ben roerden fann, Denn dDerBraieh ; _
. > 'I‘; ax!? -:- wrx!?

) . R LA ST Ny TP
bleibt entrocder Derfelbe ober-geht in A ] e

X Bax™ 'i*;z-:-’.x"”
nber, menn man bie drep ﬁﬁutgcin x’, 3" x" verfegt. Nody
leichter dderseuat man {ich hicvvon, wenn mah den Rablet
und Renner der erften Funfiion durdh x* + xx” ta2x’ und
ben 34hler und Nenner Ser anbdern durd x foax Y Ea I
multiplicies.” Man erhalt nemiid durd diefe Diuitiplication
nad) per ochergehenden e, ‘ e

3

(x' T ax’ f a2x/)3 (x! T ax' fw2x')3 on
m2 — 3n- m2 —'3n
oder Mr. 7.
r'3 €3 At f i ti13
e AIND odet - und, —a
M+ == m2 —= 7 S M2~ 3n mz'-—g'n
3 i3 f :
fo baf die bepden- Werthe von T
! Lics ! ; - .-'-z-” 3
S0 T S e und — m — -
3(m2-—3n) 3(m2==3n)
oekden, oent 2% und 2!/ die Wurzeln, der oben- fiic z geges
benen Gleichung find.. A '
i8s e £ fod

Um zu bem Ausdeucke fir x, R:g} usuctutehren, fo
wolleh rir, da v darin eine 'burd; die Gleichnng y3Thee
beftimmte FWur;elgrdfe ift, Diefe 2Wurgelgrofe aus dem Nene
et wegbringen.  Died gefdieht; Wenn man den Sabler

Uz und
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und Nenner jenes Bruchs durch k3 — ky § y2 multiplicic,
indem er dadurd in
k2f + (k2g — kfy + (f — ke)y2 + gy?
e ‘
oder, twenn man — h fiie y3 fegt, in
kaf — hg t (k2g — kf)y T (f — kg)y=
k3. — h
pertoandelt wird.  Dicfe Grofe laft fid auf die einfadpere
Form a § by T ey2 gusiifihren und man hat alfo all
gemein

x=a%by{ecy? |
90 a, bund c unbeftimmte Coefficienten, und y die MWuryel
aus ciner roepglicdrigen Sleidung ded Dritten GSrades von

der Form y3 + h=oift

Diefer Yusdruck ift eben der, den Euler und Desout
aufgenommen Haden, um die Wurjeln der Sleichungen ded
dritten @rades andjudrucfen, und nodh ihrem Urtheile [aft
fidy verfelbe’ auf alle ubrige Gleidhungen augdehnen, Man
findet diefed audfufhelich im neunten Bande der neuei Gom
mentarien der ©St. Petersburgifhen Afademie der OB Jons
fdbaften und in den Memoiven der Parifer AEademic vom
Sabt 1765, :

{Int alfo Die Gleidungen des dritten Grades nad Diefer
Methode aufsuldfen hat man nue ndthig y vermittelft et
bepden Gleidhungen x = a T by T cy? und y3 th=0
egjufcdbaffen. Hiecdurdy beFommt man cine Gleichung file
x pom britten Grade, tie man fih davon durch dic vorhit
ccPlacte Gliminations Methode Hbereugen fann, Ve
gleicht man darauf diefe Gleidhung Slied fir Slied mit et

gegebenen; fo erhalt man drey Gleichungen, dermittelft wek

der ficp drep. von ben unbeftimmter Gydfen a, b, ¢, h 0¥
ftimmen
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fiimmen lafien, und die vievte fann nacdh) Gefallen angenoms
men werden, . Beszout fegt vom Unfang an h == — 1, aber
®ulee behalt folded bid ju Ende bev, und fent davauf dies
jenige Grofe = 1, melde ihm dasd einfacdfte Refultat ju
geben febeint.  Dies ift dev gange Unterfehied, mwelder fid)
swifchen bepder Wiethoden findet,

19,
{im diefe Metfode a priori gu pritfen, fuchen i nadh
unfern Grundianen die Ferm und den Grad dev Gleichuns
gen, wodurch die Coefficienten a, b, 1. befiimmt roecden.

3
Da die Bleidung y3 + h =o die drey Wurzeln, — v'h,

3 3
—ay h, —a2v'h hat, fo ceaeben fich daber fogleich fols
gende Drep Gleidhungen:

x! = g -— b}h'[‘ m}-h!-
x! = a — m’o}h i mzc}hi
M = a — x’b:fh 3y mc:f—hl
Yddirt man diefelben, fo beFommt man
s R e e e ey

Multiplicict man Hierauf die jwente durd 22 und die dritte
burdh. « und addict wiedet, fo woird

x! .}. “‘n_x:l ,.I. “xu: — gb‘;'h
und multiplicict man endlich die jroepte durdh « und die Dritte
durdh w2, fo findet man

' Joext’ b w2x = 38:"—11"
et man nun h = — 1, fo ergicht fich
x' o wx!!! § a2x”
3

3 c

bhiss
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X! oex' + g2y
3 Pl e

Diefe Ausdrade find aber cben die, toeldhe toic oben nad
der Sarbanijefen Regel fir dic Wurseln dee reducivten Gleis
dung des Dritten Gradeg gefurden haben, und ¢ folgt alfs
daraus, Daj aud) die Grofen b und ¢ durch eben die Gleis
duns vom jechéten Grade, toelde fidh wie eine Eleidhung
des gwenten Graded aufibfen 1G5, geaeben fevn werden,
Digle Gleibung it (Nr. 5.)

i

mn 2m3 T m2
5 (Pl oV il 3 ey i e azY3 =0
ys + (p e )y — )¥ =

und dies ift quch das, was esout nadh feinem Caleul g
funden hat.'

Get man aber, anftatt h=— 1 3u nehaen, mit
sEuiern b = 1, fo befommt man

3
T ax F a®x = — 3V 'h und x' F ax T «3x”

3
= 3¢V h2
Erhebt man dic evfie Gleichung sur dritten Dignitdt, fo witd
L] z :
— H = — (x4t wx +ow2x)3
457

oder wennt man die Benennungen der Sten Nr. braudt,

53 E(l
e hilmei s =
2% 27

Man ficht hictaus, daf die Gudfe —h durd eine Glets
dung vom gmesten Grade gegeben witd, deren Wurseln

£ i

— rid ; find. ~Dat man h gefunden, fo braucht man nur

et 5 {

Die gwepte Gleidbung mit der erften ju multipliciven, um

—.9ch = (x F wx ¢ a2z (x' F wxt w85

3u befommen, und diefes 185t fich (Nre16.) auf

— Qah
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— gch ='m2.— 3n
qutiffiabreen, woher
e 3!‘1 — TN
o =——= ir—
itd.
20

Die find die vornehmiten Methoben von denen, welde
mon bisher erfunden Bat, die Gleichungen 0ee prittin Gras
be8 aufrutdfen.  FNach der Unteefuchung, woeihe wir datiber
angefiellt habes, fiimmen fie im Grunbe mit cinander fibers
ein, mweil die Hauptfadie dabey auf die Erfindung redueictes
Bleidhungen anfommt, deren LWurgeln allgemein durdh x* f
ox!' 4 a2x odet durdh (x! L ex'/ T «2x7)3 ober, weldes
¢ben Darauf Binauslauft, ducch Gtdfen, welde diefen pros
poctionell find, ausgedrucft werden. Sn dem Falle, wo die
SBursel der teducirten Gleihung x + oax’ Fa2x' ift, ges
hiet diefe reducicte Gleichung jum fedpsten Grave, 166t fih
aber alg eine quadratifche Slaidhung auftdfen, weil fie blof
die dritte und fechste Dignitat dec unbefannten Srofe enthalt.
Den Grund davon findet man Rr. 6. Im enbern Talle,
toenn Die Iuzael der reducivten Sleihung (x'F ax' w2x')3
ift, gehout dicfe veducivte Gleichung gum jroepten Grade.
Diefes flieht theils nothroendiger Weife aus dem BVorherges
henden, sheild ift folches M. 9. divecte bewiefen toorden,

2[‘.

Ghe ich Ddiefen Abfchnitt Hefchlicfe reicd 8 toegen 0¢8
olgenden niiglich feyn, cin Paar TWorte uber die Anflofung
bet Sleichung x3 — 1 == o, deven TWureln it 1, « und 8
gefest haben, fo rie aud abet die Auftdfung dev augcuui:

nevn Gleichung xo —~ 1T =0 g1 fagen.
na4 Das
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Das fallt fogleich in- die Hugen, daf die eine von den
Wurjeln der Sleicdbung x3 — 1 die Finbeit ift.  Um alfo die
b:pben uibrigen FWureln ju finden, darf man diefe Sleichung
nue durd x — 1 dividiven.  Hierdurd) befdmmt man x2—
x T 1 =o, und daraus ergiebt fich

ke -3
X =
V 2.
Man hat demnach
— ] i S e e
o 5.4 3 und 8 = v 3
2 2

und fann fich feicht davon dberjengen, daf 8 = «2 ift, toit
Dereitd oben a priori geseiat worden. Denn erhebt mane
aum Quadrat, fo befommt man

el Mol ot B8 Gt o

4 2

@8 fey nberhaupt die ywengliedrige Gleichung xt —1
==0 gegeben. J#t n eine jufammengefeste Sabl oder n=py,
o veducirt fich die Uufidfung diefer Bleichung allemal ouf
die Uufidfung grocyer ahnlichen Gleichungen, wevon die eine
bem Grade p und die andere bem Girade q jugehdet.  Den
Jest man x9 = y, fo wird xn==y» und folalich yR — 120
Angenommen alfo, daf man diefe Gletchung tom Gradep
aufgelofet Habe, und daof « cine von den Wurjeln derfelben

q
fep, fo bat man x93 — 2 =0, oder menn man x = tV»
fegt, 19— 1= 0. St aber diefe Gleichung aunfgeldfet, 10

fennt man ben Werth von ¢ und folglich auch den von x.

Wenn ‘alfo' n'in der -Gleichung »0 — 1 = o ¢ine 4
jammeng=febte Yahlift, fo Pomme ed bey ihrer Aufldfung auf
die Yufidfung fo vieler Sleichungen on, als n Faftoven hHot,

i fo
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fo baf die Cpponenten diefer Gleidyungen diefe Faftoren vor
n find.

9lfo Gefteht Dag ganse Befchdfte in der NAufldfung der
Gleichung x» — I = o, wenn n ¢ine Primzabl ift,

@8 fen demnach n eine ungerade Sahl und die aufjulds
fende Gleichung x271* — 1 == o, Da 1 allemal eine Wur:
sl diefer Gleicbung ift, fo fann man Diefelbe durd x — x
Dividirer, too Denn der Duotient ift

x2P f x2P-T § x2P-2 } 3, P x2FxPI=0
Nun [agt fich aber diefe Gleidbung vom Grade 2p auf den
Grad p herabbringen, Denn dioidict man durdh xP und
fept die Glieder gufommen, die von dep WMitte gleich toeit
entfeent find, fo befommt man

I I
v A B T

T 110,

I
XP—I

Man fese x ¥ e v, und ethebe y jum Ouadrate, jum
X
Cubus 2. fo rwird
—— I e p— I_ . ol _I_
y:_,__;:-l-;;-f_, y3=x31 %3 * 3(*1 x) B
folglich
: I
X2 f — = y2 — 25 x3 '};:}'3 — 3%
und Gbechaupt
£(r-—3)

1 B
b & 'l' ; =,}"r — ry’=2 -1- ._.1_.‘.-—5-_-}-1 4

r(r — j.');r — 5}}:1'-6' 1,

diefe Reibe fo toeit fortgefest, bid man ju negativen Potes
ftaten von y Bommt.

s Bringt
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Bringt man demned diefe Subftititionen in dic vows
bergehende Gleidbung, fo erhilt man eine Gleicdhung fiiey,
mworin alle Poteftdten von y pofitiv find, und die hddfe Pos
teftat von y den Erponenten p hat, fo dag diefelbe yum pen
Grade gehort.

Jft man affo im Stande diefe Gleichung aufsuldfen, fo
finbet man dadurdy p Werthe von y, und jeder diefer Wep
the gicbt tarauf durd) die Aufldfung der Gleibung x2 —
xy T 1==o0 jwep Werthe fur x, Huf diefe Art bePommt
man sp Werthe fir x, und fept man daju die Ginkeit, f
Bat man alle Wurgeln der Gleichung x2p42 — 1 =g,

Folglic) Taffen fich dieBurgeln derGleichungen x2 — 1=
x3 —I=ound x¥ — 1 = o durch die blofe Eyteaction der
Quadratrwurgel finden, und man ift daher audh im Stande, die
Gleidhung x* — ¥ = o aufiuldfen, tenn n Feine andere cins
fache Faftoren enthdlt als 2, 3, 5 oder unter die Form

. 3% . 5" gehdet. RNimmt man die Aufidfurg der cubis
fdben Gleicbungen 3u Hulfe, fo ift auch die Auflofung dee
@121mung X7 — 1.= 0, fo wie aud bdie Huflofung der
@lﬂd)urq x". — 1 = o moglich, twenn n unter der SHorm

2, 3% . 5" . 7™ Degriffen ift.

Weiter Fann man indef nict geben, reif die Primgall
die qundchft auf 7 folat, 1rift.  Hiegu wicde die Nufldfung
Der Gileichung xIT — 1 =0 und alfo die Aufldfung etnee

Gleicbung vom finften Srade erfordect.

€8 mag inde n eine ahl bedeuten, wad fite cine ¢
toill, fo fann.man die Wyrzeln dep Gleichung xn — =0

allemal gudbructen, wenn man Die Lheilung des Umfangé

Def
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bes Kreifes in n Theile ju Huilfe nimmt, toie ngcdhher geseigh
erden toitd.

22,

Die Methode, toeldhe wiv-gebraudt Haben, um die

Gleidung x2? F x28=T Fae.f x T 1= 0 auf den Gead p
Yerabjubringen, 13§t fich Gberhaupt bey jeder Gleichung ans
wenben, deren Epponent eine gerabe Sabl ift und o die
pon der IMitte gleichweit abfichenden Glicder gleiche Coeffiz
cienten haben,  Denn nimmt man die Gieidung

x2P b ax2p-T  bx27-2 T, + bx2 fax 1 =0
und dividict diefelbe durch xp, {o beFommt man

P | I |
~B L ' Ll —p— ' P-2 e =
(e Ta(xe-X X}H) f b(xe-2 ¢ quz) . =0

fo Daff man Hier die Subftitutionen x + -;I; =y, %2 } lz
g X

=y2 .~ 2.3 brauchen Fann, toodurd die Gleidung e¢ine
Bleihung vom pten Srade wicd,

Wenn man die Gleihung
X2PtE F ax2P T bx2p-T § 3¢, F hxptx F hxe + 3,
+bx2 faxt 1 =o0 '
hatte, fo diacfte man dicfelbe nur auf folgende Art ordnen,
X2PHT o+ 5 F ax(x2p-T § 1) T bx2(x2P-3 f 1) T i
* hxitx 4.1} =0
um wahryunchmen; daf fie fih durd = + r dividiven 1aft.
Der Duotient, det aus dicfer Divifion entfpringt, ift fernes
X2p 4 x2P~T o x2pP-2 %k x3P=3 ko F K
Trax(g2p-2 f 23933 i F 1)
% bx2(x20-4 + x2p-F . T B)

und
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” and dieje Gleichung gehdrt unter die borhin betradstete Form,
fo Daf fie fich durd) eben die Methode auf den GSrad p hers
abbringen 1aGt.

Nioivre ift der evfre getvefen, der diefe Gigenfdraft bey
den gedachten Gleichungen bemerPt Hat, und ee bhat in fois
nen Milcellaneis analyticis di¢ allgemeine Form der verman
delten Gleicbung mitgetheilt, deren Srad nur halb fo hody
ift al$ der Grad der gegebenen Gleichung. Wir werden
weiter hin den Guund, wavum fich diefe Sleichunaen fo ves
Duciten lafien, a priori angeben,

23.
Um g1 Dee Ne. 21. gefundenen Formel
M | r(r —
T By g ing t "—T@F"‘“ —

gurictufefyren, fo ifk aus der Lehre von der Theilung des
fWinfel befannt, Daf wenn y = 2cof. ¢ gefesit twird
r(r—2)

2

e, § i1y y*=4 — 3, = 2cof.r@

ift. Seht man daher x + -:- = 2cof. ¢, fo hat man allge:

mein x° + ;—En = 2cof.n @, und ¢d beftehen folglich die beps

pen Gleichungen

x* — oxcof.0 +.1 = o-und

X210 — axticofing f 1 =0
gu gleicber Jeit, n mag cine Jahl bedeuten, tvad fur eine
¢8 mwill, fo daf die erfte nothrwendiger Weife cin Divifor von
Der gtoepten ift.

£ofet man nun diefe Gleichunaen nac Yot Vet quadratis
then Gleichungen auf, fo befommt mtan

¥ =
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x =col.¢g X fin.oy — 1 und

0 == cof.n¢ X finndy — 1I.
9ibtrabict man Hicr von dem doppelten Seichen, weldes ges
{wehen fann, da diefe Jeidhen in benden Gleidyungen diefels
ben fepn miffen, fo ift Elar, daf

x=cof.¢ T fin.¢y — I

die Aufidfung der Gleichung

0 cofing — fnngy —1=86
enthalt.

Seit man daher fin.np=—1o0 und cofno =1, wels

de8 no = 360° ober 7200 pber uberhaupt = m « 3600
giebt, wenn m jede gange Sahl bedeutet, fo befommt man

die Gleichung x» — 1 == o und Ddi¢ Aufldfung:derfeiben ift,

da Daben o= -?;- » 3609, tird,

X cofif;?-qﬁcﬂ i ﬁn.%.gf)oo\/' - 1

Dies ift ein aligemeiner Husdeud Fir alle Wharjeln der Gleis
dunig: xn — 1= o, und man echait alle diefe Wurielw,
menn man nach und naddh m = 1, 2, 3 . bid'n mit cinges
fblofflen anpimmt. .SBean.man.m > n annehmen wollte, fo
wicden diefelben Weethe wiederfchren, die man bey m<n
gefunden Hatte.

24,

Bep diefer Hufldfung miffen alle Wurgeln der Gleidung
X — § = o von einandev verfchicden fepn, tweil ed Feine
jwen von einander verfhiedene Bogen giebt, deren Sinus
und Gofinus su gleidher Reie einander gleich waven. - Aufers
dem find alfe diefe FWurseln imiagin&r big auf die lefite, el

&e allemal = 1 ift, und dicjenige, welde ju m = -2 aehort,

foenn
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tenn n einé gorade Jabhl ift, denn diefe iff = = 1. Dem
. r e . - v m

foll dec imaginare Lheil verfhwinden, fo muf — .360°=¢
“n

feom, und diefes findet nur dann fratt,  toenf des Bogen'ents

fweder 3600 oder 1800 gleich ift, fo daf man entweder —
n

=1 odet =12, folglih enttveder m ==n oberm = —Etjur.

G erfren Fall ift-der. reelle Theil cofs — 360° = cof:360*
n
== T und int ‘andern cof, 1800 ='- 1,
Sest man nanmehe -
2600 3600

| fin.
n

fo hat man nach den vorheraehenden Sormeln

& =— cof.

o"-ﬁ—"‘{

sl = cof.% . 360° ﬁn.-nl, 3600y — I
i 1l

fo daf bie Wurseln der Gleidning x» = =0 indgefomnt

durch die Poteftaten von* 2 audgedruckt werden. "G4 find

demnady Diefe Wurgeln =, k2] w3 o, &1, und dieleptc odet
1 - X n

«n ift allemal = 1, fo wie die, welde durch « 2 audgedrudt

witd, tenn n eine gevade Sabl ift, = — 1.

Wenn'n- eine Primsabl ift, fo Fann man alle Oargeln
er Gleichung xn — 1 = o diivdy die Poteftaten efner jeden
von' diefen Wurzeln ausdeucken, Hlof die letste Davon aufge
fnommen. - Denn 8 fen 5 €. n =3, und alfo die Wrryeln
#, «%) a3, Fimmt man fratt der Wurgel » die folgendes?
fo hat.man «2, w4, «6, Do aber wie= I ift, fo twitd
«% = und «6 =43, ynd man hat alfo Hicr #2, «, &3

mie
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wie porhin. - §ft n == 5, fo fiad Die Wurjeln «, «*) o3, us,
5, Jimmt man nen «2 fiatt =, o hat man dageden «2;
ad, a0, «8, X0, D, B, Da «F =1 ift 2, «4, «, a3, a¥:
Simmt man «3 ftatt « fo findet man auf ahnliche Avt, weil
W == 1 it 23, o, u#, «2, «5, und nimmt man =% fo ets
halt man =4, a3, «*, @, a5, affo allemal Diefelben Wurseln
nue in einer andern Ordnung.

Ueberhaupt fep «m eine von den n Wuegeln =, a2, 2316,

@ und m < n, n abet cine Primzahl,  Nimmt man Diefe
SBurgel fratt &, fo befommt man aim, 20, Z3m )¢, gnm,
tafit man nun von den Gyponenten 2m, 3m, 4m 1, 1OeNK
fie grofer alé n find, dag grdfite in ifnen enibaltene BWiels
fahe bon n roeg, und begeichnet die Refte durchp, g r, 2.
fo befommt man die TWurgeln 1, ‘«p, «d, a7, 26 &M, WD
i behaupte, daf dieRablen m; p, g, rund n, davonTeine
grofier alé o iff, nothioendig indgefammt von einander veys
fibicden find. Denn follten jtoey davon 3. B. p und r einans
ber gleid) fepm, formafite dic Differeny stoifdhen 2m und 4m,
dap und r vonthinen die Refte find, mweldye fbrig bleibew;
nadem man das grdfte in ihnen enthaltene BVielfache von
nvon ifnen abgezoaen hat, durd n theilbar fepn, meldes
unmdglich ift, da n cine Primpahl und m < n ift. Da alfe
bieSablen m, P g, 1, i Derlenge nach n — 1 und dabey
inggefammt von einander verfdbieben und Fleiner find 4l n,
0 ift flav, daf fie feine andere Rahlen fepn Edmnen ald 1, 2,
dun— 1, Folglih find die Wurgeln «m, 2P ald, af, 2.
eben diefelben a'S w, 2, a3, ad, 2. &0, G8'ift leicht eingu=
fehen, daf der vorhergeHende Beroeis noch feine Krafr be
halt, wenn audb n feine Primzahl an fich, fondern nur m
dergleichen geqen n ift.  Allein find m und n feine Primyahs
len ju einanbder und ift 19t groftes gemeinfbaftliched Maaki L,
i»
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fo ficht man leicht, daf die Sablen m; p, g r, 1. duechl
theilbar find, fo dag diefe Sablen nichts anders alé Biclfade
von 1 fepn f8nnen, twelde fleiner alé n find,

Hievaus Lafit fid leicht allgemein fdbliefen, Daf wan
alle MWurgeln «, «?,.83, 3¢ <" der Gleidhung x° —1=0
durdh die 1fte, 2te, 3te, 2. nte Dignitat einer jeden diefer |
SBurgeln, die unter die Form «m gehdre, ausdrucken fonne,
tofern m und n Peimgahlen zu einanbder find.  Uber wenn
m gegen n gebalten Feine Primpabl ift, fondern bepde Rah
Len Das grdfite gemeinfdhaftlishe Maaf 1 Haben, fo befommt
man auf diefe Urt blof die Wurgeln «!, «2L 231, 1, <" ynbd

jebe Davon fo vielmal alé dfe aablil‘- Ginleiten Hat. Muh

1afit fih aus den vorhergehenden Formeln leicht evfennen;
Daf diefe lesten Wurzeln jugleich die Wurzeln der Gleidung
%xf — 3 == o find, wenn 1f = n genommen tird.

Da alfo die Wurseln der Gleichung x8 — 1 = o durd
% w2, 3,1 a® ausgedeuctt werden, und o8 =1 ift, f0

: : ¢ I I PR ¢
crhyellet, daf man diefelbent audy durdh —, —, —, w. =
o &2 '._."3 “lI.
a0 ! | § :
darftellen fann, toell = = an=1; — = i3y, ife
“

Da ferner in der Gleichung x» — 1 das gwepts Glied
fehlt, fo hat man allemal « F 2 + «3 4 2. a0 =0, U

gr-f T I :
ghen fo — — — + . F — = o, llad wenn n cie
% a* a3 al

aufammengefetste Sahi von dev Form If ift, fo ift feener ' f

I I | |
I 1 — = - e Selap ety = —_— =0
_— ’}.“*T“u © ] TgiiT.pii‘i.“ .Pun y

deds
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dedaleichen auch «f F a2f f p3f g o e it = o, und
1 I I I '

ST o TR

o w2t PR an

— 0,

Diefe BDemerFfunaen
ecden uns in der Folge niiklich fepm.

) 25.
Dier find gum Befhluf die Wurseln der Gleichung xn —

I=ovonn=—1 big jun=6.

n=2 == — 171, 2 = I
— 1TV —3 —_—p =y —
TR S, a2o== ?,
2 2
A e
N gy e =V — I, a2=— 1, e¥=— — i
ek = 1
W oo T daE)
Vi§ =1+ F (10T 3V 5)
P — T A
4 -
V5 & F(10 — 2/ 5)
‘S.I \\IO *\;
w2 — i DWF—“I
4 i .
Y (10o—2v5) V§ 1
“3 = T w’-I-v.r"—x
4 4
V(o $2v5) , V5—1
X e — « 2 N e e
4 ok
S oy
If v — 1+ —
11:6,&:—L—-*§,#32 1‘[,‘3
2 2
T TELNY Bt
;.;3:—1, ad = 2
=
TrEd ik
as =— o 3,:&5=I

2
Wollte man den Werth fir & aus dee Bleibung x7 — ¥
=0 haben, fo mifite man, mwie bereitd oben bemerft rors
¥ eine @leichung vom dritten Grade aufldfen, - Sept man
x nemlich
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nemlich in Den Formeln der 21ften Ne. p = 3, fo bePommt
man fiie y die Gleichung
 yityr—2y—1=0
toclde al8 Gleichung des dritten Graded allemal einen reelled
Werth hat. Bringt man diefen Werth in die Sleicdung
x2 — xy T 1 = o, fo findet man daraus x odber
S B el oe-d)
2
MWas die Gleichungen x8 — 1 =0, x9 — 1 = o Ynd x10
— 1= o betrifft, fo fann man die Wurgeln davon durd
blofe Quadratrourseln ausdrucfen, aber die Gleichung x11
= 1 == 0 etfordert die Huflbfung der Gleichung desd funften
Grades
ys 14 —ay3 =3y taytiEe
nadh telcher man fir & denfelben Husdrud beFommt il
oben,

Sweyter Abfchnite.

Von der Auflbfung der Gleichung des biesten
Brades.
26,

@8 ift befannt, daf Seeravr, ein Reitgenofie und Gy
ler Cardans der erfte gemefen, der eine allgemeine Rege
aut Aufidfung ver Gleichungen des vierten Grades ecfunden
Cr theilt die gegedene Gleichung in wey Iheife, und feit
bavauf ju bepden eine foldhe Srofe hingu, daf man aus ¢
Dem befonders die Duabdrattoursel siehen fann, woduvch die
Gleichung auf den jtoenten Grad hecabgedracht wicd. Diefe

Methode, die unfreitig unter allen ju ahnticher Y0ficht e
fundes
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fundenen die finnreichfte iff, haben tarauf alle Analvfien
por Des Carees angenomnien; allein diefer bielt ¢8 fiie bef:
fer, dafiir eine andere ju gebrauden, die jwar toeniger einz
fach und roeniger divect, abec gleichrwoh! in mandyerlen Nk
fidot der Fatur der Gleichungen angemeffencr ift. Wit wols
len daven anfangen, dafi wic diefe bepden Methoden nach
einander untevfuchen, und dann ju den AbFigen Methoden
fortfcbreiten, unter roeldhen die von Tichienbaufen;, Eulern
und Zesout die vornehmften find.

- S¢b fese mit Sevvari vovaus, daf die aufsuldfende Gleis
hung ves vievten Grades das jwente Slied nicht habe, und
aljo folgende fey:

x4 + nx2 +px + g=o,

Bringt man hier alle Glieder aufer dem erfien auf die ans
dere Seite, und fept dann auf bepden Seiten 2y x2 | y2
Daju, wo y eine unbeftimmte Grdfe ift, fo beFommt man

x4 T 2yx2 4} y2 = (2y — n)x2 — px § y2 — q.
Die erfte Halfte diefer Gleichung geigt fidh fogleich alg das
Duadrat von x2 Ty, und ¢8 fommt alfo blof darauf an,
auc) die ymepte ju einem Huadrate ju machen. R diefem
Cnde muf man das Duadrat der HAlfte ves Co:fFicienten
Des jwepten Gliedes — px dem Produfte der Coefficienten
der bepden Gibrigen Glicder gleich fesen. Diefes gieds die
Bedingung |

p?.
st (2y — n)(y2 — q)
oder
n v QEai— 2
i —qy } H—t =,

3
Segt man demnach die ufldfung diefes Gleichung und alfo
- X a ven
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324 L Bon den Sletchungen.

Den TWerth von ¥ ald befannt voraus, fo twivd die jvente
Halfte der gegebenen Gleichung

: 2
(2y —'n)2

und 3ieht man nun aus bepden Halften die Duadratiovrsel,
fo beFommt man die Sleichung

(a5 = n)(x —

: P :
%2 Fye= (x — ———)W {2y — n
T 7 Ay =) y )

footin die Hochfte @ignitﬁt pon x Die jwepte ift, und toobey
fich daher weiter Feine Schiierigfeit findet,  Sest man der,
Surge wegen
z = V(2y — n)
fo toitd

i $ y, P
X2 = ZX T=— == @

et 27

und folafid

]
2§ V(2 — 2 — gy)

X e
2

oder, twenn man den Verth von & twieder braudt,

Viy — m) F V(= 2y —n — —2

Viey — 1)

X =
3

-1

und dicfer Yusdruct gicht die vier Wurgeln der gegebenen
Gleichung, twoenn man davin nadh und nady die Hepden Wur
aelgrofen pofitiv und negativ nimmt,

27.

@8 ift indef bey diefer Methode nicht fchlechthin noths
toendig, daf bie aufsuldfende Gleichung dag jwepte Glied
nicht habe, fondern fie (3t fich auch bep vellftdndigen Gleis
chungen, toie

x4
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x4 + mx2 ¢ nx2 +pxt q =0
anenden, wennman bdie ecfre Halfte nidt jum Duadrate

s mx :
bon x2 T y, fondern von x2 + — T ymadht. Denn bringt

man, tote borhin, die drep lesten Glieder der vorfiehenden
Gleiung auf die andeve Seite und fent darauf auf bepden

| . .m2
(ay T -*4—Jx3 T myx T y2 daju, fo befommt man

1%

S mX m

&2 F = )2 = (25 + =
2 B
(;_l.

Faya—

— n)x2 ¢ (my—p)x

Um nun auch das twepte Glied in ein Duadrat ju verwans
beln, feke man :
By ——2§ = ol o =
(——)2 = (v ¥ Ty A=g);
toodurch man die cubifde Gleichung beFommt
n ,,.mp—4q (40— m2)g—p2
52 Ry T =0,
2 (& T g
Hat man aug, diefec Gleichung, die toir in der Folge die res
ducivte Gleichung nennen.wollen, den Werth von y gefuns
den, und dabey der Kirze wegen

m2

z:{(zyi‘———-—n)
4 :

gefest, fo hat man

Y =="P.a

— )%

DR

- mx g ;
(X‘T';T}’,z-'“—‘z”(x?

und gieht man-aus bepden Halften vie Duadratroursel, fo
mitd '

mx my —
%2 P —P g—= zx } }’___1-:*
2 2%
oder




1, BWon dben Gleichunaen,

m . m -;—p
ﬁ‘"{'(———ﬁxz‘y*—“-—y =30
2 2%

oder

z —_‘?“"I‘V"(zz— mz ??—4}' 'f""————-—gl\ my:- p})

X= =

2

oder, toenn man den Werth von z wieder braudt,

|
. —m3—mnt2p

Mmoo m2 M= 4
“e ;‘l‘\faﬂ}'?? ==V Tet— =)

= m=
Y (2yt——n)
4

X —

2
und diefer Ausdruct gichbt ebenfalls alle vier Wurzeln der
geaebenen Gleicbung, twenn man die darin vorfommenden
FBurselgrofen nach vnd nacdh pofitiv und negatio nimmt,

28.

Da die teducicte Gleichung fir y eine cubifdre Gileichung
ift, fo bat diefelbe nothroendiger Weife drep IWurseln, und
fede diefer Wirseln Pann in den Yusdruck flir x gefent wers
den.  Da alfo die LBurgelgrofien in diefemn Yusdruche theild
politiv theil negatip genommen twecden fonnen, fo evacben
fich daber jwoli Werthe von x, und ed Lalfit fidh daraus leicdht
beurtheilen, daf die vorhergehende Aufidfung eigentlich eine
Nufidfung einer GSleichung des jrodiften Grades ift.

Um diefe Gleichung ju finden muf man y aus dem Huds
prucke fie x wegzufchaffen fuden, und davauf die Wurgel
grofen mwegbringen. - Obder man fann audy fogleid) die tos
tionale Gleichung

D . , my —
(2% e §ih S S0 % _:l;_z_z__PJ:

nehmen,
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nehmen, und hat alédann blo§ y wegiuidafien, naddem
2

m
man fir z2 den Werth 2y T s n gefest Hat.

Der grofern YllgemeinBeit tvegen toollen toir 22 (anfratt
m? =

2y F == — n) = k(2y T m:- — n) fegen, wo offensz '
e

bar ift, DaB der Coefficient k in dem Grade der gefuchten

Bleicoung feine Veranderung machen fann, - Auf diefe Art

hat man

L)

(2 += + 0= klay + — — mx® | (my—ps

% (my — P)’

B 1t
4k(2y T e —a)

2
, aus der Gleidhung fir y,

oder da .(_n.-ll‘l.;E}_

= (ey 1 “{;— — n)(y? — q) ift
mz
(2 % ? ot e g e L

Yo
=

oder

x4 + mx3 + (kn ¥ (@ — K)(2y ¥ 17-‘:;-?-)):'42 Text

gt ko= 1 sl

k
€8 fep ber Kitze wegen |
x4 + mx3 $nx*tpxtg=X
ud k — 1 = h, fo vertoandelt fih die vorhergehende
Bleihung in

X 4 X%
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ot m? y2 =i q
b, o T e S e *
1 i 3 }’)X ;- k

tnd aus b'iefer Gleichung hat man nun mittelft det Gleichung
mp-— 29 - (40 —insjg—p2 &
4 8

=0

n
L e e
¥ =7 T

blofi y weasufchaffen.

€8 fepen y/, y“, '/, die drey Wuraeln Diefer Gleidhung,
fo Fann die Gleidhung fiir x, welde fich durch die Eliming
tion der unbefannten Grdfie y ergiebt, nad Ne. 13. dued
Das Produft aus tolgenden drep Grofen borgefiellt twetden

m2 e SR
X h — — — ' } - 5 At e il
: T h((n 4 2y’ )x2 + 2 )
B .nﬂ'z SE S
X + h((n — = — 2y/)z2 4 1 S
,1 4 k
2 H!:ﬂ_pr e,
X T h{(n — T =2y N% 4 Y = q}

foentt man diefes Produft = o ‘feft.  E8 fep dee Kiye
wegen :
A= X+ hi{(n — -;-]:-1-.»):-:2 — —:_l
B =  — 2hx2
h

L

C
Sept man

1}

f, e Yf .I.. Y” ..E. }I,H!
~— },..f},u‘ .I, Y.iy.ln‘ ,f. },H}_f'.-'»
— ),fg, i,. yuz T },n;z
— .}’{Y”}'M
g — Y!z}!h’: .f. },f:'.y”-“z .i. yuzynfg
fo foied das gedadhte Produft
A% T A2Bx T A2Cy + AB28 1 ARC(s8 — 33)
~ o F AC2e + B33 F B2Gud T BC2gd + C322,

&% R w

@6
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&4 fep ferner der Kirge toegen

n mp — 2
a = —, b= P ik
ing 2 2
: BREE e ST N
3 il
fo daf die Gleichung fir y I
T }73——3}"‘1"1}}?—"(’:ﬁ0
’g’ foerde: fo ift twegen der Natur der Gletchungen
‘i‘ sac=a, g=0b, ¥=c, und alfo
.1 v == a2 — 2b und s = b2 — nac
Zolglich ift die durch die Climination von y aus den beyden
Bleidhungen
}r3-—ay2'i‘by'—-c=0
gejuchte Gleichbung ;
A3 h aA2bB + (az2—zb)A2C} bAB2 T (ab—13c)ARC
b + (b2 — 2ac)AC2 } c¢B3 T acB2C T bcBC2
b

f 203 =0,
Bringt man die TWerthe von A, B, C und a, by c in diefe
Gleibung , fo hat man eine Gieichung flie'x vom jrodiften
Brade, toeil A alle Poteftaten von x bi§ jur vievten, B biph
x2 und diefibrigen @rdfien x gar nicht enthalten,

Die Auflidfung diefer Gleichung ded swodlften GBrades
ift alfo die obige

e . mA amy — p
z-——;—ifgzz——mz']*n——4}"§°——h-_’ )
X = - -
2
wen man
< mﬁ ;
z =% 2y T — — nk
' &4
fegt, und ed'gicht Hice Feine uberliffige Wurgeln, toeil die

$ X 5 drep

L}
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drey Merthe von y verbunden mit den doppelten Seichen der
bepden Wurgelgedfen genau Ddie jrodlf Wurseln der gedady
ten Gletchung geben,

FNun wollen twir k = 1 fegen, um den Fall der o7ften
N ju beFommen.  Hiedurd) wicd h = o, und folglih A=
X = x4 T mx3{nx2 +pxTq; B=ound C=o
Pluf diefe vt veducivt fich die obige Gleichung auf A3 =o

- pber

(x4 T mx% }nx2 Ppx T )8 =0
Dicfe Gleichung ift, wie in bdie Nugen fallt, die gegebens
Gleichung in der dritten Poteftat, fo daf fie Feine anbese
Wurgeln Haben fann als diefe, aber eine jede drepfach.

Man ficht Hieraus, mwarum der fir die Wursel einee
Bleichung ded vierten Grades gefundene Ausdruct in der
Zhat jdlf SBurseln in fid fafit, die fich auf vier jurictbrin
gen faffen, toeil jede davon swepen andern gleich ift,  Uuf
forbem geigt Der pothergehende Berocid, daf die gleiden
SBuryeln blof von der Weglhaffung der Groge y und nidt
pon Dem Doppelten Jeichen der Wurzelgrdfen abhangen.
Man mag alfo in dem Husdrucde flir x einen Werth vony
gebrauden, was fir einen man will, fo bePommt man ims
mer diefélben vier Wurzeln,

20,

Um Diefen Gegenftand in ein noch Hellcred Licht su feten,
bemerfe ich, daf fich die gegebene Gleichung vermiteelft dee
veducirten, weldbe wegen ilyrer drepfachen Iurgel auf dreys
facbe Act ftatt Haben fann, auf folgende Weife Darftellen
tags

R 1154 m e
(X2 " oo = 2 Yk O 4 P
LX I [ Y& = ‘..-{‘\.L i
2 2z=

)2 =0

R, 27
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t R, 27, und daf daher diefelbe nichts anders ift alg das
i Nroduft aus
e o i A
N e =t E R
!
- 2 ! e el s
=8 2 =y Sas T o) =0
3' i
0 obet
] m m ———
(= foxfyt ——T =0
2 2z
¢ xzhi-(_n}_._z:x-l-}r_lj._}.r.___..P:g
¢ 2 2z
i, &8 gicht demnach die Aufldfung derfelben allemal dies
y felben vicr FWurseln, man mag fiic y ene Wurzel fesen, was
i fiiv eine man il
RNennt man nun die vier Wurseln der gegebenen Gleiz
f dung a, b, c, d, fo mitfien swep davon in der einen und jwey
’ in der andern Gleichung entbhalten fepn,  Auf diefe Art hat
| man wegen der Natue der Gleidungen
! a'{'b::-—r-;——uz, ab:y‘i‘g}—yﬁ:-ﬁ
c‘f‘d::—-—r—n- il 7 cd:}r——m
2 2z
und daraus fliekt
Iy ¢ctd—a—b
Z —
Y ] 2
lé ~ ‘ab T ed
i e 5
Diefer MWerth von y jeiat foaletd, warum die reducicte Glets
dung eine Gleichung vom dritten Grade ift. €8 muf nems
lidy y fo oiel pecfebiedene Werthe haben, als man Die Gros
/ : gen




P T S — =R et

332 I. Bon den Gleichungen,

- ; : ab *} ¢d
fiensa, b, c, d in Dem Ausbrucle 12 verfessen Fann, tels
d*té lediglich auf folaenbde w,s; Arten moglich ift
ab I. cd
ac | bd
2
ad } ¢cb
20.

Bermittelft diefer Bemerfung afit fich eine divecte My
thode finden, ju der veducicten Gleichung ded vievten Gror
' Des und durch diefe ju einer allgemeinen Aufldfung der Glei:

chungen diefed Graded ju gelangen. Denn da die Combinas
tion ab T cd der vier Wurelh a, b, ¢, d nidyt mehr als drey
Beranderungen julaft, nemlich ab + ed, ac + bd, ad 1 cb,
fo folgt, daf man, ab 1t cd = u gefesst, eine Sleichung des
dritten Grades fHaben twerde, deven Wurgeln ab § cd,
ac | bd, ad { be find, Diefe Gleichung Hat die Form

u3 — Auz T Bu — C=o

und es ift nach der Natur der Gleichungen

A= ab f cd fact bd t ad+ch S

B = (ab t cd)(ac  bd) ¥ (ab+ cd)(ad } cb)

T (ac f bd)(ad § cb)
C= @bt cd)(act bd)(ad F cb)
odet
ab T ac T ad T be F bd ¢
az2(bc % bd + cd) T b3(ac *E' ad F ¢d)
ab frad F bd) + d2(abfrac T be)

3 '1'*0 T d2) } azb2e2 t azb2d?
i 2

Il

=]

14

Jtun

IS T - T — S — N — - |
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M ift leicht einjufelen, dafs die Werthe von A, B, C durd
die Coefficienten der gegebenen Gletdhung m, n, p, q geges
ben feyn miffer und jroar ofne Crtraction der Wurseln, ina
bem fie vivfelben bleiben, man mag die Burseln diefer Gleiz
gung a, b, c, d verfegen wie man will, Audh ift in dee
That '

=4 T bhTelqd

= ab fTac f ad T bcF bdJcd

— abc |} abd }t acd o} bed

= abcd

ind folglich fogleich

|
ooz B

A=,
Um B ju finden bemerPe man, daf
a(bc + bd + ¢d) = — p — bed
b(ac + ad f ¢d) = — p — acd
2. :
folghich
B=(@tbtctd % —p=—gabed
oder
b= mp — 4q
it MBag endlich C betrift, fo if
a2 T b2 f ¢c2 f d2 = m2 — 2n, und folglich
abed(az 4 b2 | c2 + d2) = (m* — 2n)g
Um feence. den wbrigen Thyeil davon ju finden, made mat
% Duadtat von p, tworqus man
a?h3c? 4 a%h3d® + a2c2d® F b2c2d? =
P* — 2abcd(ab §ac be $ad + bd ¥ cd) =
p? — 2nq, und folglich
| C = (m* — 4mgq t p>
fnben titd, * 9uf diefe st twird die veducirte Gleihung
43 =nuz f (mp — 4q)u — (m* — 4n)g —p2 =¢,
und
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und diefe Gleihung fimme mit dev obigen fiiv y Nu.ay
durcdhaus fiberein, wenn man uw = 2y feft.

31,

Sefit toollen toir fehen, toie man, wenn man eine
$Berth von u Fennt, die vier Wurzelna, b, ¢, d findet, D
u=abtcd und abcd = g ift, fo exhellet, daff dic beys
den Grofien ab und cd die Wucgeln diefer quadratifchen
Sleihung

t2 —utfg=o
find. SNennt man demnach die Wurgeln diefer Sleidung
t/ und t% fo Hat man abe==t’ und ed =, Ferner if
—p=ablcTd Tecd(ath) = t2(efd)tt(ath)
und fo hat man, daatbfcfd=—mijft

p — mt’
a*}‘b_—-——-t._t”
-—P'—'mt"
c'f'd_——-—-t”_tf

Da alfoab =t' und cd = t“ ift, fo echellet, daff a unbk
die Wurgeln aus

i/
PN s
T ety

und ¢ und d die Wurgeln aus

xZ

X2 o

t ¢
find.  Man fieht hieraus, daf e hinveicht, eine Wurgel et
reducicten Gleichung fiic u ju Pennen, um die vier Wursels
det gegebenen Gleichung a, b, ¢ und d w finden, und dif
jede Diefer Wurjeln der reducicten Gleichung diefelben vier
Wurgeln a, b, c und d giebt. Denn hase man u =4
f bd oder uz=ad | bc anfiatt u=ab T cd genommer

fo wire dadurch weiter Feine Veranderung entfianden, ﬂf:
bab
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dafi in den Formeln b in ¢ odet in d umgePehrt fibergegans
gen warce.

33,

Man Fann die Gleidbungen ded viecten Grades noch
auf cine leichtere und einfacheve Weife vevmittelft einer ves
: & e 2 ¥d—a—b

ducirten Gleichung auflofen, deven Wurgel z = 53——2—3“—
Re.29. ober s =c +d = a=—bift, enn man s =23
fest. Um Den Grad und die Form diefer Glerchung Fennen
it lernen, dacf man nue die Verferungen aufjuchen, welde

bep Den Budbftaben 3, b, ¢, d moglich find. Dies find fols:

gende fechs

Da dies die Wuryeln dee teducivten Gleichung fur s find, fe
gehdet  diefe Gleichung nothroendig jum fechdten Srade.
Alein da porhergehende fechs Grifen ju fe jroepen genoms
men einander gleich und nur in Anfehung der Jeichen pers
fbicden find, fo Fann die reducicte Gleichung blof gerade

Dignitdten pon s enthalten, und (At fid alfo wie eine cubiz i

fhe Bleichung behandeln,

Sent man bemnach s2 = ¢t, fo hat man eine veducivte
Bleihung flie ¢ vom dritten Grade, deren Wurseln
(@t bh—c— d):
(ate—b~-—d:2z
(atd—b—c)s
find.

£ T,
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find,  Man Fann alfo diefe Gleichung finben, tvenn man die
Coeffictenten Derfelben fucht, twie wiv oben Ne. 30. bep der
teducirten Gleichung fue u gethan haben. &8 ift indef hiee
genug su bemerfen, daf das Ouadrat von a +b —¢& —d
ift, a2+ b2Fc2 fd2+2abfacd —-2a¢c — 24d =
abe —2bd. '~ Denn da ab T ac f ad | be + bd | cd =n;
azftb2fc2tdi=m2 —on;ud(ath—c-=4d2
=s2 =t ift, fo hat man t=m2 — 4n } 4(ab }cd)
pder t = m2 — 4n t 4u.  Nuf diefe Avt fann man die ger
fuchte veducivte Gleichung fir ¢ beFommen, toenn man in der

T — m2 n ]
T4 an dig

educicten Gleichung fie u Nr. 30.

Stelle von u feit. Hiedurh erhalt man
t3(3m2 — gnt)2 | (3m4—16m2n "} r6n2 T 16mp — 64q)t
— (m3— 4mn — 8p)2 = o
£afit man ¢/, t¥, ' die drey Wurgeln diefer Gleichung foon,
fo hat man

(afth—c—d)2 =t

(atTe—b—d)z2=?

@ftd—Db—c2=1r"
Hnd davaus evgiebt fich

2t b—c—d=t

atc—b—d=vt"

afd—b—c=vyt"

Berbindet man diefe Gleichung mit
atbhetdes—-m
fo findet man fiv jede der vier Wurgeln a, b, ¢, d die Wer
the, nemlich
g i S g B AL
4
—m V= Y

4

b =




Pa = = =
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— m = yfgfod Yttt Vel

4
— M — ! — e

d = —

Huf diefe Avt Hat man die vier =Bur5uin Der aegebenen Gleis
tdung obhne die Buflifung ciner andern Gicichy: 1q als Der
file ¢ Yllein eg -'-::tqt fich Bier eine Schmwievigeit. Da
nemith die Wurselavdfien vVt v, V' pofitin und ne:s
gatio gesommen roerden fdnnen, fo fcblieBen fie aud) fo.gende
Brogen ein,

i 1 Y A S i N 3

4
J b L

=% ot L
4

T ‘v,r‘t.r ..i.‘ ,‘f"tu ..1. ‘{"tfﬂ
4

g T ey WG ..',:“'E.a £ .\;‘tn T \f“tu.r
4

weldbe nicht die MWerthe der vier Wuryelna, b, ¢, d fondern

die Werthe ihrer @rganjungen ju det Summe a + Ibtect
d=— m find,

Man braucht indef nicht 3u wiffen, wag fir cin Seichen
jde der gedachten Wurjelgrofen haben mug, fondern o8 ift
genug, baf man teiff, ob encweder die eine pofitiv und die
benden anbern pofitiv. oder negativ, oder ob Ddie eine
TeGativ und die bepden andern pofitiv oder negativ genoms
men weeden mifen. Denn e ift leicht eingufehen, daf die
bothin gefundenen Nugdeircfe firr die Wurjeln a, b, ¢, d
allemal diefelben ¥Wecthe geben, twenn man die Beichen je
iever von den Wurselgrdfen v'e!, V', Ve gugleich vep:
andert und baa Seichent der dritten bepbehalt,  Folglich

9 fommt
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fommt alled auf die ' *:H'”q peg 3 t“ Ve Produbts
aus v't,, ¥t w.fi:'” an. - FNun if aus der Gleichung firt
| ol EEE e {:‘.13 — 4mn T Spj-i’?

I,
i und alfo
' m3 — gmn } 8p = Vt'. Vit . N
Mereichnet mian daher die Werthe der Wurgelgrofen Vit
VOt Ve pofitio genommen, Surdy 94, & 8%, fo daj
Ll S R R R VR LS A e s v
muf man, tweanm3 — gmn F §p cine pofitive Grofe if
- entiveder
i i DR L L L At
! oder
: Vit = 3 und yitl= & ’3,.«’ Vit e & QU
i piee
Bt 8 L S LRRE VT 1. e~ oA LR V80 oy — 2
l : i sehmen, uad man hat in diefem Falle fir die oier Wuryh
; der gegebenen Gleichuny folgende vier MWerthe
—m + 5 S g s
| 4
“em .i. Qb oo MR LT
| 4
! —m — & J & — 5
4
o D RS A
4
A

Nt Hingegen m3s — amn F8p eitte negative Grofie, o
muf man entiveder '
Vth o= g und Ve 2= E G e = 2 R

r
poer
SETH i SRR T e TN e e g
oDet

VU = e 3 and Vit == 8, e mmiE 80
nepme
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U
o
\O

nehmen, und dies giebt fir dic gefuchten picr Wurzeln die
Werthe _
—— .I. 5_.* .:. .9” A 9#{;

S

4
—m' 8§k g
4
— m — 8/ - §H & g
4
e late O Sl
4
33

Die Fevrarifdhe Methode, mweldbe tir bigher unterfudht
haben, hat uns gur erfallung der Gleihung des vierten
Brades

34 +mx3 Fnx2 }px F q =
in die beyden Sleichungen vom gwenten Grade (Ne; 29.)
2t (=t axty t L P

- 2

Rl iy ) —_—— —
21( Z)x Ty = o

aeleitet, aus bucn Yufldfung fich die vier Wurseln der gege:
benen Gleichung crgeben. Man hatte quf eine einfadpere
und directere Act eben diefe Gleichung audh alg das Pros
duft qus
X2 fX + ¢ 20
x2 +hx + k = o
beteachten und davauf die Coefficienten £ g, b, k durch die
%Ergletcbung der homologen Glieder beftimmen Fonnen, wie
Dis Cavees gethan hat, Denn multiplicict man diefe beys
On Gleichungen mit einander, fo beFommt man
2 T(fth)x3 4 (Fh + g+ K)x2 + (fk 1 gh)x' ¢ gk=o0
Y 2 | und
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und die Bergleichung diefer Gicichung mit
x4 T mx3 t nx2 fpxtq=o0
giebt die Gleichungen
T~ —d v T g g e 3
fk- fophiz==m,- ok = q
woraus i die Duchftaben £, &, h und kibeftimmen laffen,

34.
@8 fen, um diefed mit Des Cartes angunehnien, m=o
fo bat man £+ h=o, folglidhy h = — £,  Uuf diefe Ystif

die gegebene Sleihung ein Prodult aud
x2 + fxfg=o0
2 — fx + k= o
und man bat juc Bepimmung der Coefficienten f, g, k bit
BGleidbungen
girk=—fR=n (k~gf=p gk={(
Die bepden erften geben

» P
n 2 — =
T f

2
n T2 ¥ z
£
2
und bringt man diefe Werthe in die lente Bleicbung, fo toi?
3 _
(ni‘f’-)z-—?—:z-ﬁ]
oder wenn man mit £2 multipliciet, und die Gleichung nad
f otbnet,
f6 T anf4 { (n? — 4q)f2 — p2 =0
Dies ift eine SGleichung ded fechsten Grades, die fich aber
mwie cine Gleidung des dritten Grades behandeln faft, well

fie blog gerade Dignitaten der undefannten Grdfe enthalt.
: Diefes

ko —
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Dief:$ 1ft-die Cartefifche Methode, dic Sleichungen des
piccten Gyrades aufzuldfen. Ded Carted betrachiet Poar fos
gleih die Gletchungen

i ek o e
- .

2 af
f2 n P

&P y— — - =0
% x.t‘z'r-:zf:zf

alg die Faftoren der gegebenen Gleichung, allein e2 ift glaub:
lich, Daf ev diefe Gileichungen vorher auf cinem dem unfrigen
dhnlichen $Bege gefunden habe. Man vergleiche Schooz
tens Commentar und <Hudde iber die Reduction der Gleis
dungen. :

35.
Die vorhergehende Aufidfung frimmt offenbar mit der

‘T, 26, f, jufommen, und die unbefannten Srdgen £ und z

dructen in bepden Yufldfunaen diefelbe GBrife aus, wenn
m=oiff. Auf diefe Art laffen fih die 1iber die Ferrarifhe
Methode bepgebrachten Anmerfungen gud) auf die Cartefiz
fibe Methode anroenten, und es ift nicht ndthia dabey befonz
%erd ju vermeilen. Aber dagegen mwird e niglich fepn, das
Peingip diefer Methode ju unterfuchen und den daber flief>
fenden Folgen a priori nadbzufpiifhren.

Die Hauptfache Pommt dabey nady dem Vorherge:
henden dacauf an, bdie gegebene Gleichung al8 durch
tine Gleidyung ded stwepten Grades, wiex2 + fx +g=o0
theilbar 3u betradbten, oder anjunehmen, daf fie mit diefer
tine Wurgel gemein Habe, Die hiersu ndthigen Bebingun:
aen lafjen fich nach der Methode der 12ten K. finden. Dis
bidict man nemlich die finftheilige Srofe

x4 T mx3 tnx>2+pxfq=o0
P 3 durdh
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durch -
23t fx g
fo Defommt man
x2f (M —O)xfn—g—~Ffm—f)
sum Quotienten und jum NRefte
(p — glm —f) — f(n —g — f(m — £)))x fq
— gn — g — f(m — f))
Soll alfo die Divifion ohne Reft von ftatten gehen, fo muf
diefer Reft unabhangig von x gleich o fepn, und fo Hhat man
vie Gleichungen
p—gm—f)—f(n—g—f(m—1f))=o0
q—gh—g—fm —f)) =0
twodburd) man fund g befiimmen Fann. Die erfte diefer Gle:
dungen gisht i
__p—Fn T f2m — 3

g

m — 2f

und bringt man diefen TWerth in die gtwente, fo twird
— nf T mf2z — 3

‘g — (n = mf + £2)"

m— a2f
clp = nf T mf2 — F3)2
'1* ...... )
(m — 2f)=
odet

(F3 — mf2 }0f — p)? — (13 —mf2 Fnf—p)(F2 —mffn)
% (2f=m) ¥ qlaf—m2=o0
Oednet man dicfe Gleichung nah £ fo wird
f6 — 3mfs F (3m? ¢ 2n)f4 — m(m?2  4n)f3

T (2m?*n T'mp T 0* — 49)f2 — m(mp T n® — 4qf
Tmnp —m?q=—p=o0 "

und died ift eben die Gleichung, die man aus den vier Glek

hungen Der Bedingung der 32ften Ny, finden witrde,

&
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g gehdrt pwar diefe Gleihung um fechsten Grade,
und hat Dabey alle Glieder. NAllein fent man ms=o, fo
petfdwinden alle Glieder, worin die unbefannse @)"‘f;e in
einer ungeraden Dignitat enthalten ift, und die Gleichung
lafit fich wie eine cubifche Gicichung behandetn. &8 ift indef
nidt einmal nothig, m ==0 zu fitien, wenn die gedadhten
Gilieder ver{chtvinden follen, fondern man darf ju tem Enbde
5. 3m

nut Das jwepte Glied weglchaffen, indem man f= 7
b

=

.o

=1+ — fent, Auf diefe Act befommt man eine Gif ¢ichung

& i
a

fiie 1, weiche blof die Dignitaten von 12 enthilt, nemlich

T

'e

3m? g . L3m4, A5 B -
st 4 — 2n)l4 T -\";6——-:‘.-1'1?."_‘ mp T n? —g4q)l?
m3 mn

Dicfe Gleichung fiimmt mit der veducivten Gleichung fiie ¢

fe. 33 Gberein, wesn man darin €= 4.2 {egt.  Da alfo

in der anucla[wten RMe. t= s2 upd s =2z twat, fo hat
" - » e~ m .

man b= z, und e$ ift demnach dig Grofie | = f— — inden

(]

borhergehenden Formeln die Grofe z Ne. 27 f. und jwar
ohne m = o ju fenen.  Died jeigt dic Berbindung der uns
terfudbten Hufidfungen Hinldngli i;

36.

RNun toollen toiv felsen, warum die Cavtefifche Methode
auf eine folche reducitte Gleichung des fechsten Grades fiihrt,
baf davin ‘mit dem jwepten Gliede jugleich alle Glicder,
Worin die unbefannts Grdfe in cinct ungeraben Dignitat
enthalten ify, verfcbroinden, Su bent Enbde bemerfe man,
Daf Die Gleichung x2 4 £x + g =0, ol ficein Falftor der

4 geges
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gegebenen Gleidung, deren Wurgeln a, b, ¢, d find, fenn
muj, irgend joep von diefen Wurgeln ju Wurgeln Baben
R il : mug. ¥Uljo hHat man entweder — f=a Thund g = ab
el odet —f=a+tcumd g=ac, obet —f=a2a T d und
e R =ad, oder — f==btc und gc="he, oder — f=}
] Tdundg=bd, oder endlih — f==c+d und g=¢cd
und es muf folglidy die Gleichung fiiv £, fo roie audy die flie

_ | g, eine Gleichung des fechsten Grades fepn, weil die viee

b 11 Grofen a, b, c, d ju ey und jwen genommen, fedhd Coms
g 1t ' binationen geben. Man Fonnte hHiernach die ®leichungen
firr £ und g divecte finden, indem man den Werth eines jos
den ifhrer Coefficienten fuchte, mwie wir fhon ofters gethan

B AR haben. €8 fen nemlidy die gefudyte Gleichung

. fﬁ‘f_.-\ff'f'lifil-'i-cf'S-I*[}fz-E-Ef.j.F:G
B8 { Da die Wurseln diefer Gleidhung —a — b, — a — g
1 ] —a—d, —b—c, —b—d, —c—d fegn milfly

f_. fo bat man
A=atbtatetatd¥btctbtdfctd
=3atbtctd=—3m
B=@tb@tctafdtbtetbtdtctd
T@teatdibtctbldtctad
t@Tdbtectbtdtctd
T Te)btdtetd)
T tdletd
== 3(a2Tb2+{c2td2)8(abtactadtbetbdted
= 3m2? —2n) % 8n = 3m% — 2n

und fo fecner,
o ;  Wollte mannyn das jweyte Glied diefer Gleichung teg

s ; A .
J. bringen, fo mipte man alfe Wuezeln um 3 pecmelren odet

A, : 3 : : .
1 — = fue  fegen. Died witcde eine Gleicdhung fiie 1 gv
I s ben,
1t s |
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A atTbhbtctd
ben, wo 1 = £ oo ff — - are, mweil

2

=3@Tbtetd ift. Die Wurgeln diefer Sleichung
wutben fepn

ajb;{'c‘i‘dmaﬂb
afbireeerd
—_a — ¢
3.
obet
atb—c—d
2
atTec—b—4d
2
aftd—b—ce¢
2
btfc—a—d
2
btd—a—c
2
ctd—a—b
2

€8 fallt aber daben in die Augen, daf jedé Wursel eine ibe

entgegenftehende fonft gleiche hat, und nimmt man daber die

Duadvate und betradhtet 12 ald die unbdefannte Gréfe, fo

tann fie micht mebr als folgende dreny Weethe haben '
ath—c— d),_

( T
2
a'{'c-—-b-—-dz
el
(a‘{‘d.—-b-—-cjz
2

95 Hierausd
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Hieraus folgt, daf die Gleidung flir 1, toenn man fic nad
12 ordnet, ¢ine Gleichung des dritten Brades ober cine Glefs
dung des fechten Grades ift, roorin die unbefannte Grdfe
blog in Dden geraden Dignitaten vorfommt, m._u,)uen
die Aufidfung der Gleichungen des vierten Grad .mogurb
wied,  uch erleller, warum die @leichung ’Fr-:-v I it der
fiie = Gbereinftimmt, denn ¢8 it Flar (MNe. 32) daf die B Werthe
pon z diefelben find alg diejenigen relde wis fir 1 gefunden
Haben.

37
%{ucb verdient fhier noch folgendes angemerlt ju wew
ben. Da—m=atbtectdift, und die SBerihe vonf

’ I
8 b, A, g e )

—b—d, —¢—4(
find, fo bat man diefelben Werihe fie mi — £ - G muf
demnadh die Gleichung fire £ von der Art fepn, daf fie uns
verandert bleibt, wenn man darin m— £ fle f fesst, e)timmt
m
man daher f—= — 1— Lan, wodutdh m — F= e 1 mzrb

,_‘

fo muf aud die (‘lee*d‘u"g fiie 1 fo befdaffen fwn, bap fie
biefelbe bleibt, menn man darin I in — 1 bertoandelt, und
Eann alfo aud blog die geraden Dignitaten von 1 enthalten,

Dringt man nun diefen Weeth von £in den usdrud
fiir g e, 35, fo wird
gm}_f-g-ﬁ"‘._l{_‘i“—mz%mm“lﬁh@?’
> 2 4 8 161
und tie bepden Falftoven
x2 T fx T 2 = of x2 ¢ (m — f)x+n—g=-
flm —f) = ¢

orin
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o

worin die Gleicbung x4 + mx3 fnx2 +px+ q=o0 zer7
falit worden, gefen in

x2 L (-Tf- o ljx ~f~ E".‘F’T-I'f‘dn“mz_i‘di"nm'_‘n;:}"‘gfx‘
2 oy 5 161
- Q
x2 % (E =Nz ¥ E__f_ﬁ_lz a_;_fl:m?«.ﬁgmm__:f SIS
s =2 4 o 161
= 0

aber, welhed dicfelben Gleichunaen find, ol Nr. 29, wenn
man I ==z, und in diefen lesten fur y feinen in z gegebenen
42> T 4n — m2

Werth fept, toelder y = 3

ift, Nr.28:

Die bidher unterfuchten Methoden find aufier der von

¢
Tihirnbaufenn, Luler und esout die eingigen befannten
Wege zur Aufldfung dev Gleichungen des vierten SGrades.
Die fo ehen gedachten Methoden perdienen aber nodh eine bes
fondere Unterfudbung, und diefe foll der Gegenftand Ded tbris
gen Theild diefes UL{chnitts fepn.

38.

Suvdrdeeft ift flar, daf man, die Gleihungen des biers
ten®rades nach der Tfdbirnhaufenfben Miethode aufzulifen,
nidt ndthig hat, alle Iwifchenalieder wegsufdaifen, toie folz
e bey den cubifdben Gleicbungen gefdbehen mufite, fons
been 8 ift Hinlanglich, mwenn man nue das jwente und vierte
@Glied regbringt, worin die unbefannte Srdfe in ungjeraden
Dignitdten vorfommt, weil man alébann cine Gleichung hat,
focldhe fich wie eine quadratifhe Gileidhung behandaln lafit.

3u diefem Gnde nehme man, wie bep den cubifhen Gleis

- dungen Jr, 10, die Hulfégleichung x2 = bx Ta -ty an,

welche goep unbefiimmte Sedfen a und b entholt, Sdafft
man
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2

man mittelft diefer Gleicdung die unbePannte Grdfe x qud
ber gugebenen Gleidbung x4 F mx3 T nx2 fpxTq=o0
toeg, fo findet man (Nr. 14.) eine Bleichung fiir y vom viers
ten ®Grade, worin der Coefficient von y3 eme Funftion von
a und b der ecften, der pon y2 eine Funftion von a undb
pon der jroepten und der von y eine Funftion bon a und b
pon der dritten Dimenfion ift.  Um alfo ouf einmal dad
soepte und viecte Glicd weggubringen, muf man bie bepden
Gedfien 2 und b fo-befrimmen, Daf dadurdh rocpen Glews
dhungen, einer pom etften und einer vow dritten Srade ein
Geniige gefchieht. Dics gicbt eing vePucivte Gleicdyung vom
britten Grade, und ¢é faRt fico dafher die Sfcbicnhaujenide
Methode auch ben dDen Gleicdhungen des vierten Grades ans
bringen, wic folches aud dem Folgenden nody dentlicher er:
hellen toicd,

39.

Da wir wir bisher die Budftaben a, b, ¢, d gebraudt
haben, um die vier Wurgeln der gegebenen Gleichung vorgw
ficllen, fo wollen wic jur Vermeidung der BVerwirrung juden
Goefficienten der Hilfégleichung jwep andere Buchftaden
wiblen, und diefe Gleichung fo

x2 ffxfglTy=o0
ausbrucken,  Da nach der Methode, wovon Hier die Rede
ift, vitfe Gleidhung mit der gegedenen eine gemeinfeaftliche
gBursed Haben muf, (RNe.11.): fo darf man 8 nur fo eina
vichten , Daf bepde ecinen gemeinfdaftlichen Faltor Haben,
toie = Llof in Der erften Dimenfion vorfommt. Man divia
bire alfo die fanftheilige Srofe
x4+ mx3 fnx2 +pxtg
durcd
x> T fxTgTy

and
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und fepe dabep g Ty == g : fo findet man wie oben RN, 25,
den Reft :

(p — g'(m ~ of) — nfF mf2 —f3)x T g

— gin —mfff2) g2

Da diefer Reft blof x in der erften Dignitat enthalt, fo muf
¢¢ ein gemeinfibaftlicher Faftor Depder vieltheiligen Frofen
fepn, und alfo den vorhergehenden Divifor x2 T £x T g!
genau meffen, . b. ber 2Werth von x, der fich aus der Gleis
thung _

(p—g'(m — 2F) = nffmf2 < )z} q

gn — mf P 2+ g2=0
eraiebt, muf aud) der Gleichung x2 + fx f g’ = o tin Ges
nige thun,  Nun hat man
Eenhy g — g'(n — mf | f2) | g'2
o f3 — mfz | nf — p % (m — 2f)g’
und Dringt man diefen Werth in x2 T fx | g’ = o, fo wird
(@ —g'n —mf T2) fg2)2 7
fg—g'(n—mf{f2)Ta2)(f3 —mf2fnf —pf(m—2af)g)

Tg(f3 —mf2 tnf—pt(m—2f)g)? =o
o man nut g y wieder fiir g’ ju fepen, ju entroicfein und
Rach y 3u ordnen braudt,

€8 fep der Kiirge wegen
F =1 —mf2Tnf_»p
G2 mf ¥n
He=afmm
fo vermandelt fidh die vorhergehende Sleichung in
(- Gg'tg') 1+ g —Gg' T g%)F — Hg) ¥
g'(F — Hg')? = o
Drdet man diefe Gleichung na © g, fo befommt men
gA—(:GifH-H> g3+ G f2qFfFfGH  FH g
—2q9G t fqB T fFG —F¥)g’ T q’ T qfF =0
und
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L und braudt man dic Werthe vorn F, G und H mwicder, fo
i eraieht ficdh

4 Rl

i g 4—(mff2n—m?g" {(nf—(mn—3p)ffn2—2mpiag)g?

T

— pi3 —(mp — 4q)f=2 & (0p — 3mgf —p2 F ’.‘qu_;g

Tq(f4 — mf3 Tnf2 —pf + q) = o,
e &8 {en nunmehy

LR A= mfT2n —m2 &
B =nf2 — (mn —3p)f T n2 _ 2mp ¥} 2q
| C=pf3 — (mp — 49)f2 | (np — 3mq)f — p2 + 2ng
o lhuﬂﬁ—mﬁrul“ﬂfw
g um Lie Gleichung
. B4 —Ag'3 1 Bg’2 —Cg' D =o
| I Eigid ' u befommen. ekt man nun wieder g 1 y fiiv g’ und orks
HlERE <o nct nad) y, fo toird
Il E b y4T (ag — Ay3 T (682 — 3gA T B)y2
I T (43 — 3Ag2 F 2Bg — C)y
TEg3 —Ag3 | Bg2 —Cgt D=9

toorin man nacdh Gefallen jwep Gilicder = o fegen fann,
wenn man dic Budftaben a und b gelhdrig befrimmt,
e . 2Bie wollen alfo, unferm Vorfase gemds, dasg jwent?
[ i3l und vierte Glied verfcdhwinden laffen. 3u dicjern Enbe dies
e R ' nen die Sleidhungen
u t 4F ="K =0
e | 4g3 — 3Ag2? T 2Bg — C = o,

, : A : : :
Die etrfte gieht g = P und_bringt man diefen Werth in

ie andere Gleihung, fo hat man nach Wegfchafung dev
e ‘| Drude
A3 —gAB T 8C = o0
b Braudit man in diefer Gleichung die Werthe von A, B und
i § Rt | C, fo befommt man eine Gleichung fur £ vom dritten Grade,
S e nemlich
ke 14 - (mS 4
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U
(¥}
™

(m3 — 4mn *} 8p)f3
~ (3m4 — 14m2n } gn2 + 2mp — 329)f2
o (mf — i6m3n F 20m2p e 16m{nz — Aq:] 8 :.an :
~ 06 ¥ 6mén — gm3np — §m2(n2 — q) T Smn2p
— 82 = o
Dt man aus diefer Gleidyung £ beftimmt, fo twivd die Gleis

dung fir y, de g = 7 ift

A2 3A4 a2p AC
¥ = (—— = B)y2 — Zees — =T De=o
O ::f] 16 4
AR A3
obet,. twenn man fiie € feinen Webth —— — — fent,
2 8
372 cA4 - A2B
}74 — f'w'-""* — _._'}}"2 X e —— .f. D=0
Y o226 }5
Lo )

eine {iﬂcid‘-ai'l?,, toelibe fid) wie cine Gleidung des ywepten
Brades behandetn tage.  Anf diefe Yrt witd £ und y befannt
und darvauf fat -man fogleid

Je'l. lﬁ\.
o N . R T Y
q — (0 — mf 7 mf2)(= { y)fi~ Fry)2
4 4
X == ' :
3 = mf2 F nf —p" ' (m — 2?}{-—1- +y)
ﬁr

und die vier Werthe von y aug der vorhergehenden Gleiz
dung geben allemal diefelben vier Wutseln ber gegebenen
Gleidung, man mag oon £ eine Wurgel brauden, wad fir
tine man will, Nothigenfalls fann man: diefes auf cine der
Nt 28, &hnlicdhe et bereifen.

40, :
Wollte man dén Srund , warum die vorhin gefundene
tducirte Gleichung fitr £ nothivendiger Wei's cine Gleichung
be§ deitten Gvades ift, a priori finden, fo muffe man unters
liden, ag der Ierth von £ fic eine KUnfrioh von ben
; Wurs
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352 I. BVon den Gleichungen,

Surseln a,b,c und d fepn mufl.  Su demGude nefhme man
icdee die Hilfdaleihung x2 + fx T g+ y = o jur Ham,
und fubftituire darin nach und nach a, b, ¢, d fiir x und Fire
y .Die ier 2Wurseln der vorhergehenden Sleichung, Sndef
ift e nidt nothig, Ten MBectl) diefer Wuryeln ju Fennen, fons
dern Da diefe Gileichung feine ungeraden Dignitdten ven y
enthalt, fo darf man nur ecwdgen, daf je zroen und jwe
Wurgeln derfelben einandet entgegengefetst, fibrigens aber
gleich fepn miffen, und fidy alfo durch 3¢, —y%, y*, ~y"
vorftellen laffen. Braucht man demnadh die gedadbten Sy
ftitutionen, fo findet man
a*i*fai"g'fy =0
b2 1 fh gy’ =g
cz T fetgt y”:o
d2 T fdtg—y"=o0
ESdafft man hier y' und y’’ weg, fo ergicbt fxcb
aZ o b2 Ha bl or = o
c2 f.d2 tflc td) Tog=o0
und bringt man g roeg, fo wid
a2 b2 — ¢2 — d=2
2 Th—'e—1d
Um alfo alle Werthe von £3u befommen, dacf man nue die
vier Wurjeln a, b, ¢, d, fo oft verfesen al§ mdglich, wodurd
man aber nidt mehr als. folaende deey Werthe befommt
az + b2 —_ ¢c2 — 42
atbhb—¢c—.d
a2 ftec2 — b2 — 42
a‘tc=b—d
a2 7 d2 — b2z — c2
el = s
Da diefed die Wurjeln der reducicten Gleichung i £ find,

{o fann diefe GleiHung Feine hibhere ald cine cubifche fenn:
IMan

3]

ke

i
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Man Fonnte auch, auf bie {hon Sfterd befolgte Art, 1 de
@leichung fitv y surtcfgehen und wiede dann mieder Dicfelbe
Bleichung wie oben finden..

Um ubrigens die veducicte Oleichung fiir £, twovon hiee

 die Rede ift, Defto bequemer mit dev obigen, nadh der Sers

racifhen und Cartefifdhen Methode gefundenen, vergleichen
ju fonnen, bemevPe man, dafs

a? Fb?T — g2 — d° =
(DG R
2

it Nun ift
@bz — (etd2 = (atbtctd(atb—c—d)
= —m(atb—c¢—d)
und : _
(a—b)2 —(c—d)2 = @@fc—~b—d)(atd—b—c¢)
und da ferner
(@fb—c—d)(atec—b—d)atd—b—cj2=m3
— 4mn T 8p
ift, fo hat man
a? tb?—c?—d? =3(—m(a + b—c—d) } wp
aTb—c—d
und folalich
Pani: a?tbh?—~c?—d? oS m3——4mn"_f;§?_;3_
atb—c—d 2 z(atb—c—d)?
dtun haben twie Ne.32. gefehen, daf die reducirte Gleichung
fir ¢ ju ihren TBurgeln die. verfchiedenen FWerthe von
@b — c—d)? hat.  Folglich ift iberhaupt
fo M m¥ —g4mnigp
2 21
woraug fich die Lerbindung der veducirten Gletdung fiv €
mit dec oben gefundenen fiir ¢ Binlanglich evfennen 145t

5 41. Da
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4[.

Da wit gefehen Habden, wie die Tfchirnhaufenfche Me:
thode bep den Gleichungen ded vierten Grades gebraudt
toicd , wenn jwep Glizder Der gegebenen Bleichung rwegges
febafft werden: foswird 8 nicht undienlich fepn gu ermagen,
twas die Wegldaffung aller Swifhenglicder giebt.

Sollen alfo drep Glicder, nemlich das jroente, dritte
und vierte weggebradt werden, fo ift eine Hilfdgleidhung
pont Drep unbeftimmten Grofen ndthig, veren Form fol
gende ift
; x3 $fx2 fgxThty=o,

Scbafft man mittelft diefer und der gegebenen Gleichung
x4 P mx3 f+nx2fpxfFqg=o0
x poeg, fo befommt man eine Gleidung fir y vom vierten
Srade _
y4 1 Ay3 $By2 ¢ CyfD =0
foorin A = o, B=="0, C= o gefetit merden muf, um die
soepgliedrige Gleichung
y4 f D=0
shu beFommen, - Yud dem Nv, 14. allgemein Erwiefenen folgt
aber, daf A eine Funftion der unbeftimmten Sedgen £ g h
pon einet Dimenfion, B eine Funfiion jwepec und C eine
Gunftion drepet bon eben diefen Grofen feyn muf, und man
Bat alfo jur Peemmung der Grdfen £ g, h die drey Gleis
dungen Ac=o, B=0, C = o, twovon die erfté qum criten,
dic andere jum goenten und die dritte jum Ddritten Grade
achdct,.fo Daff man durd) die Elimination julest eine Glele
chung fiic £ ober g oder h vom fedhéten Grade befommb
9luf diefe Hrt {heint die gegenwartige TMethode Feine
mwendung 3u leiden, weil fie u-einer hdhern veducicten @lefs
dung fiihrt ale die gegebene ift. - Ullein o 136t fich vielleid!
Diefe
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diefe Gleichung auf einen niedrigern Grad Herabbringen,
und diefed muf juecft a priori unterfudt weeden, ehe man
fiy in Den angegeigten Calcul einlaft.

t

42,

Qu diefem Ende fragt fid), toas die unbeftimmte G:dfe
£ £iie eine Funftion von a, b, ¢, d fepn wird, wenn die Sleiz
dung fie y die Form y4 1 D = o haben foll. Jtun giebt
diefe Gleichung die ABurseln

4
}r:_"‘_‘_\f".—D

—

4
y:”"v"—-[.x’ﬁ——]}

und fet man baher Ber Kirze twegen :}:' — D =k, fodarf
man nur in die Hilfgleidung x3 Ffx2 tgxthty=o0
nach und nach a, b, c, d fur xumd k, — k, kv —1,
— ky" — 1 fitr y bringen. Hievdurd) echalt man die vier
Bleidungen

a3 faxfjpagthtk=0

b3 $ b2f %+ bgt h—k=o

c3 Te2ffcgthTky —1=0

d3 } d2f4 dgth—k/ —1=0
und aus diefen GSleichungen laffen fih dieGrdfen £, g, b und
k finden.

Addirt man die bepden erften und bte bepden letten 3u.
fammen, fo befommt man
a3 + b3 (a2 + b2)f + (a  b)g + 2b
3¢ ds f (e2 fd2ft (et dg T 2h
elde von einander abgezogen
3+ b3 — c¢3 — d3 + (a2 F b2 — c2 — d2)f
fT(@atb—c—dg=0
geben, toorin blof £ und g befindlid) find.
3 2 ieht

o
8]

i
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-

Jieht man nun die Depdeh erfren und die bepden [ebten
pon einanted ab, fo ¢vhAlt man

_ |r Sl a3 — b3 @2 —b2) T (a—bgtek=o0

| B €3 — @ T (c2—d2) T (c—dg §aky > 1=p
e Multiplicict man die groepte durdh vo — 1, und addict fi
- parauf ju e ervften, fo wird

i [0 a3 —Db3 4 c*-—d“’ — 17 (a2 —b} (e? — &)y =1

t(@a—bT—dv —1g=0
cine Gleichung, weldhe mit dev vorhin gefundenen verbu

;_ " Den gur Befilmmung von fund g dient.

: & Wringt man g tweg, fo bifommt man eine Gleichung
i fue £ twodurd

%R - f = —

| (a3tbs=c3—da—bi e~V — )~ (a3 —bif(ci—d8)Y —1)(etb=c=4

(a*fb3—c —-d*,lu—-bi(c tn‘r —I) (L =17 j*fu.ﬂ;d‘_}\f_*W)
il toird.  Hieraus laffen {ich leicht alle Werthe von £ hecleiten,
i | | wenn man dee vier Wurgeln a, b, ¢, d fooft verfest ald moy
| | fidh ift. Sest man der Kirze wegen
M=
(a3 Tbl——ci-——dij[a-—b)-—-(ﬂ—-bﬂ(a‘fb—c-—&)
’N b
_ | : (@3fb3—c3—d3)c—d)—{c3 —d3)(@atbh—c—1
s i [ =
(a2 fb2—c2—d2)a—b) — (a2 ~b2)at+b—c-1)
; A —
i (a2 b2 —¢2 ~d2)(c—d) — (c2—d2)(atb=c-d
) : M= '
i ' (a37c3—b3 =d3)(a—c) = (a3 —c3)(ate—b—1d
I N'i==
(a3 +c3—b3=d3)(b—d) — (b3—d3)(atc—b—d)

’ P =
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Plis=s

(a2 fc2—b2 —d2)(a—¢c) — (@a2—c2)(atc—b—4d)
8

(a2 te2—=b2-d2)b—d) — (b2 =d?)(afc—b—d)
§o¥) BASTE

(@a3fd3 —b3 —c3)(a—d) — (a3 —-d3)(atd—b=—c)
Nt :

(a3Fd3 —b3—c3)(b—c) — (b3 —¢c3)(atd—b—c)
Pitie=

(a®fd?=b2—c?)(a—d) — (a*—d?)(atTd—b—¢)
Qee=

(a?1d>*—bz—c2)(b—c) — (bz —c2)afd—b—¢c)
fo findet man fn.gcnbe fechsd TWerthe

. M+$ NV -1 M — NV =1
T etav —1 TP —Qy — 1
M NYE =T M/ — N — 1
L P 'T‘ Qv —1/ TP = QY —1
MO N =T MY — N — ¥
' P“"rwa’ SR TR e s a ]

meldes die fechs TWerthe von f find.  Man fieht hievaus,
Dag diefe Bleichung eine Gleichung vom fechsten Srade wird,

wi¢ folches auch fcbon auf cine andere et gezeigt worden ift.

43

Nun Fommt e8 davauf an, ob diefe Gleichung auf etnen

niedeigern Grad hevabgebradyt toerden Fann. Died findet

wicflich ftatt, fo mie folched vermittelft Dev Form der fedhs

Burzeln der gegenwartigen Gleichung gejeigt werden foll,
Denn nimmt man.an, dag die beyden IWurzeln

M ¥ NV —1 M — Ny — i

- und — ~=

PTQV =4 P=Qy =1

813 durd
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L

3

durch die quadratifche Sleichung
3 «F P a=206
potaeftellt erden: fo ift wegen der Natur der Bleichungen
MEPN/—T1, M— NV =1 '
Prov—1 | P—Qy —1
und
M+*N/ —1 M—NY —1

RO =T TR0y =
ober

S HMEENG L o M + Nz

Frta: T et

Nun behaupte ich, daff die Grofen t und u von Feiner ans
dern Gleihung abhangen Fonnen, als von cubifchen Glels
chungen von der Form

t3 —Et2 T Ft — G=o0

u3 — Ho2 T Ku— L = o0
toorin die Cocfficienten E, F, G, H, K, L tationale Funfs
tionen von den Socfficienten m, n, p, q der gegebenen Gles
chung find; devgeftalt, daf man, toenn t/, ', die Drey
Wucjeln der erfren Gleichung ausdrucfen, folgende dueh
®leichungen fue £ hat

2ot a0
UG o SR s W
fz _l_ tu.-f‘ ..I. utu —s)

in toelche fich die vorhin gedachte Gleichung fliv £ vom fedss
ten Grade auflofen [afe,

lm dies ju betveifen datf man nuy die verfdhiedentt
Werthe auffuchen, weldpe die Grdfen t und u, d. h. W

TR MP + NQ Mz + N2 :
Sunftionen e und : durch die Verfenund

Pz + Q2 P2+ Q2

der Wurgeln der gegebenen Gleicdhung 3, b, ¢, d Haben s
ner




g4

an
e

ng

m

e .

6. Bemerk. ibet die algebr. Aufl. et Glelchungen. 359

e, denn e8 fallt in die Augen, daf die daher fih ergebens
den Werthe die Wurzeln der Gleicbung fie ¢ und u find.
Nun ift die Summe aflfer mogliden Verfeungen der vier
Grdfen a, b, c,d = 4.3 .2 .1 =24, und ¢8 muften alfo
fiberhaupt genommen, die Gletchungen fir t und u big ju
bem viee und jroangigiten Grade auffieigen. Allein e8 fins
ben fich untee diefen Berfihungen verfcdiedene, toglde eben
biefelben TBerthe geben, und welde daber nicht Hefonders
genominen toerden digfen.  Denn vectvechfelt man

1. a und b, fo bleiben die Grdfen N und Q biefelben,
ynd die Grdfen M und P perandern blof das Seichen, fo
daf die Grofien t und u diefelben bleiben muffen.. Hierausd
erhellet, Dof die-vier und jivanjig BVerfegungen der Budfitas
bena, by ¢, d cigentlich jrodlf Paar einander gleiche Senunz
gen enthalten.  Hicrdurd wird die Wengé der LWerthe von
tund u fchon bi8 auf wfgjif permindect, Bermechfelt man
feener

2. cund d, fo bleiben die Grofen M und P dicfelben,
und die Gedffen N und Q perandern bloff bas Beichen. Died
bringt aber feine Beranderung in den Werthen von tund n
Beroor, und ¢8 bleiben daher, da diefe Bermechfelungen uns
abhangig von den vorigen find, von den vorhergedachten
joolf Merthen der Grofen t und u nur noch fechs nbrig.

3. Berwedhfelt man endlich su gleicher Jeit, a und ¢,
td b und d, fo entficht auch dadurd Feine Beranderung in
den Werthen von t und u, und es reduciven iy Daher die
fo eben evrwahnten fedys Werthe auf drey.

SNun fann man jwar auch noch a und d und b und c ju
gleicher Reit unter ahnlichen Umftanden verwedfeln, allein
34 ba
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Da diefe BVertwedsfelung fchon in dem vorhergelenden enthal
$ent ijt, o braudbt davon bier toeiter Feine Nede gu fepn.

Hieraus folgt, dafi die Gleicbungen fitr ¢ und u pom
24ften Grade nidt mchr a's drey verfchiedene Wurzeln ent:
Dalten Fonnen, wovon aber jede fieben ifyr gleiche neben fich
hat, fo dafi diefe Gletchungen eigentlich nicht anders alg gue
adpten Poteftat erhobene cubifche Gleichungen find,

44

Wir Haben a:f diefe Art a priori gefehen, daf ¢8 nidt
mehe al8 drep verfdbicdene Werthe von t und von u gebon
Fann. ~ RNun ift leicht ju finden, daf diefe Werthe von ¢

Q(MPT NQ) QfM‘P" .‘i'. NJQJ) ' Q(MHPH ..I. MHQH)

L S

P;;.I‘.Q_-, ’ Pag.i.,Qe; ’ P2 + Q2

und von u
M2 N2 M2 4 N2 Ml2 T N2

e [

Pz +Qz’ Pzt Qz’ piz + Qs
find, fo daf (N 43)
I 2(MP + NQ)

Pz ¢ Q2
i B0’ § N'QN)

el T + Q'2
o 2(!\"1”[}” ..I. NHQH)
& — [J”z ‘Jl_. Quz-
; M2 4 N2
B v -—-ln—'——-—..

P2 T Q=2

s M3t Nz
S Pz + Q2
3 M2 T Nz
n o

P2 .f. Q”J' :

ift
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it. Denn bringt man diefe Werthe in die Coefficienten E,
{ cichungen {ar eund wiowelde befanntermagen
auf folgende vt ausgedructt toerden muffen

E::*C" . f” .,‘:,',. t.r.f." F — E"I” ,i, :_.-‘tH‘J .io t”t"”, (;: t..i'tn‘ t:H’

o

8 11 L A 7 8 K':.u’u”*l'u’tti”fu"‘u‘“, Le=ala' 0™
fo befommt man Funftionen von a, b, ¢, d, welde diefclben
bleiben, man mag dieGrdfen a, b, o, d verwedbfeln tote man
will, und mwelde fidh folalich durd vationale Funftionen von
ben Coefficienten m, n, p, g Det gegebenen Gleidung, deven
Purgeln a, b, ¢, d find, ausdrucfen laffen. Auf diefe Art
fann man affo den $Berth Ddiefer Coefficienten aud directe
finden, fo twie wic folched bey den bigherigen Unterfudhungen
fhon dfterg gethan haben.

Hebrigens fanm man, fobald man die Wurgeln ¢/, o, ¢
der Gleichung fire ¢ Fennt, durch fie die jugehorigen Wurjeln
o u, u’t der Gleichung fuv u, ohne Aufldfung einer ans
deen Gleichung finden, Denn nimmt man die drep Husdricte

i.1" .f. al’ .1. u'!
tlu_.f _f. t”u“ —I. trH u-H!
t*i‘-u‘ 'l'.t”zll” .Jf. tita gt
und fetit davin fie ¢, ¢4, ¢ und v’, u?, v ihre Werthe
ina, b, c, d, fo fieht man teicht, daf die davaus entftehenden
Sunftionen feine BWeranderung leiden, ‘toie man oud die
@rofen a, b, ¢, d verfesen mag, fo daf fie fih allemal dDurd
fationale Funftionen von den: Coeffictenten m, n, p; q auss
Veucken [affen muffen. Yuf diefe Yot laflen fich die Werthe
diefer Yugdrlicke finden, und dann Hat man durd fie drey
Gleidungen, durdy welde fich die Gedfien v’ v, u' leicht
beftimmen laffen. '

35 45.Da
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45.

Da mwir alfo a priori tberseugt find, dafi fid die redu
cirte Gleichung Ded fechéten Erades, auf weldhe die hier uns
terfuchte Methode fuhrt, auf eine Gleichung des dritten Gros
Desd herabDbringen laft: fo toollen it nun auch die et upd
9Beife fennen ju lernen fudpen, reldhe die Rechnung daj
erfordert, Man nehme alfo wieder die Hil Fegie:d;ung
(M. 40.)

x3Ffx2¥extFhty=o0
jut Hand und fudbe auf die gewdhnliche Art (Nr. 11.) die
Dedbingungen , unter welden diefe: Gleichung mit der gege
Denen
x4 + mx3 F ax2'F px f q=
eine Wurjel gemein hat.  Man dividire alfo die vieltheiliat
Grofe
x4 T mx3 T nx2 +pxtq=o
durch
x3 + fx2 T gx + h'
indem man der Kivje wegen h' =h ¥y fest, Den Duos
tienten Dep Seite gefent; fo ift der Neft
Mx2 + N'x § P’
foenin. man

M=n—g —f(m — f)

NJ

=p—h"——g_m—f)
Pl e==q — h'{m — f)

annimmt, - Feener dividire man die viettheilige Grofe
x3 F fx2 f gx + h'
burch die dreptheilige
Mx2 4 Nz 3 P/,
fo twicd ben: netie MNeft
_ P!+ N4 PE . NP
St }‘f\«“') Th‘_EET'ﬁ?

und
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und diefer muf dev gejuchte gemeinfchaftliche Divifor fepm,
weil ¢r blof x in der erften Dignitdt enthalt. Sept man
ihn daher = o, fo twird

M2h'— MPf T NP
T M2g — MNP T NFFE N2
and diefer Werth, in die Gleidung Mx> Nx 1 P/ =0 gts
fegt, gicbt die gefuchten Dedingungen.

X —

Man fese nunmehy

N=p—h—gm-—1)

P =q— h(m — f)

fo bat man,-da h/ = h { y ift

N/ =N =¥y
P! = P — (m — f)y
Bringt man diefe Werthe in den Auddruct fur x, und fet
ferner

-

Q — M2h — MPf + NP
R = M2 % (Mf= N)f— P
S == M2g = M(P + Nf) T N2
T = Mm — 2N ;
fo witd
= sbrliRperalee Sy 2
S STy 3 y2

und die Gleichung fire die gefudpte BDedingung wicd
M(Q t Ry f (m — f)y2)2

f(y — NXQ % Ry T (m—Dy3)(S 1 Ty T y2)

T®—m—OHEtTytTy2)=0o
Enttoickelt man diefeldbe und ordnet fie nach den Poteftaten
bon y, fo echalt man jnach borgenommience Reduction die
gorm

y4 + Ay3 +By2 tCytD=o0

wie toit bereitd oben gegeigt Haben.
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S dicfer-Gleichung fie "y find die Coefficienten 4, B,
C, D gange rvationale Funliionen dreper unbefiimmten o
fien £ g. b und jwar A eine Funftion einer, B cine Funltion
goeper Dimenfionen u, {£ f. - Sesit man nun, um diefe Gleis
chung auf jwep Glieder jit'bringen, A=o, B=o0, C=p
fo-befommt man davin Gleidiungen, aug weldeh fich fogleid
dic Werthe von g und h dued £ befrimmen laffen, und euf
ferdem cine Gndaleichung fur £ vom fechétrn Grade, die auf
dem Dritten Grad hervorgedbracht toerden Fann,  Denn divis
pirt man fie dued eine quabratifde Sleichung toie (2 4 «f 7
ne==0, fo befommt man gwey Sleichungen fic ¢ und u,
welche die Bedingungen enthalten, wnter denen die Divifion
ohne Reft vorgenommen mwerden Fann, und mittelft diefer
GSleichungen 13§t {ich fogteieh u duteh « hefiimmen, und darn
eine Endgleichung firr ¢ finden, weldhe den dritten Grad nidt
ibzefteigt.  £fet man diefe cubifdhe Gleichung auf, fo fennt
man t und dann audy u, und leeut davauf £ ducd) die Huf
Ibfung der vorhergehenden quabratifchen Sleihung und g
und h ducdy einfache Gifeichungen Ffennen, uf diefe At
toerden alfo alle Coefficienten D, Q, R, S, T befannt,

Sft nun die Gleidhung fiir y durch Wegfehaffung der
Srifchenglieder auf y4 T D = o gebradht, fo find die view
Becthe bon y

ij‘_Dunbi\?"——D.f‘——r
und diefe Werthe, nach und nady in den obigen Husdrud
fiir x gefent, geben die vier ABurgeln der gegedenen Gleichung.
Da die Formeln, auf toelche der Calcul fithrt, ju toeitlauftia
find, fo begnitge ich mich, denfelben anjuzeigen, und will dos
gegen SNittel auffuchen, ihn abjufirzen und einfader i
macben, '

46, Do
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46.
Da die MWurzcl x die Form

Q . Ry J-r ‘m — ijz

= (U e — ¢ e e ———t
P, A — = o

Ty + y?
hat, 1o daf darin die Girofe y aus bm, Gletchung
‘;‘ D=0

befiimmt werden mufi; fo it letcht einjuiehen, dah man diea
fem Busdracfe far x vie einfadere Form
:ai'._t‘_.‘“a’: sw 'i* cy. '’ d}wﬂ
nc:'}m Fann, mwean man a, b, ¢ und d oon Q, R . abhan:
gige Cocfficienten feyn [aft.  Denn maultiplicivt man Jablee

& Py P el A
und ier Des Bruchs

durdh 8 — Ty + y2: o roitd devRNeaner ded neuen Bruds
(8 T y2)% — T2y2 oder 'S2. T (25 — T2)y? # y%
ober
§* — D % (25 — T2)y2
weint man — D fir y4 fept. SRultiplicict man ferner fos
twohl Den Bahler ald Ten enner durc
§2. =P = (25 = T2)y?,
o pitd der nunmehrige RNenner
(S3 = D) — (28 — T2)?y4
oder, Da y4¢ = — D iff;
(S* — D)* + D(2S — T?)?
und enthalt alfo fein y mehr. Man Fann alfo in dem Nuss
drucfe fiir x, indem man den ahler und Nenner durd
(S — Ty 4 .y2)(52 = D — (25 — T?)y2) multiplicict, y
aus dem Jennet wegbringen, Hierdurd) aber wird der Jahs
lex eine vieltheilige Grdfie, worin y bid jur fechsten Dignitit
aufiteigt; allein fest man darin — D-fiie y4, — Dy fite y5
und — Dy2 fdr yo, fo enthalt cv blof die Dignitaten y3,
VAR £,




366 I Bon ten Gletchungen.

y2, y, und der. Ausdruct fiv x befommt demnadh die Form
a T by fcy2 T dy3.

Da die Subiftitution der MWerthe von y aud der Glei
chung y4 T D = o bdie pier %Burwln geben muf, toelde x
in der Gleichung x4 F mx3 T nx2 T pxTqg=o0 hat: o
fann man bdiefe @Iud ung alg aus

x =2 at by T ey2 t dy3, undby4 D=0
durdy eic @limination von y entfianden, betrachten, tvo dem

- dDie Bergleichung der Hhomologen Glieder vier Gleidungen

dacrbietet, veriittelft weldher man pier von den Coefficienten
a, b, c, d und D beftisamen fann, Der funfte aber fam
nach Gefallen angenommen twerden,

Dies find die Methoden, toie Luler und Lesout die

- ®leidyungen des vierten Grades in den Ne. 18, angefhhiten

Memoiven aufgeldfer haben,

Eulee feat fogleidy ¢ == 1 und findet durch Wegfdal
fung der drey tbrigen unbeftimmten Grdfen a, b, d eine 1¢
ducirte Gletchung fiir D vom dritten Grade.  Desout hinge
gen fefit D = — 1, und findet eine veducivte Gleichung fii
¢ vom fechsten Grade, die fidh roie eine cubifche Slerdung
behanbeln (6, weil ihr die Glieder fehlen, worin die unb
fannte Grdfe in ciner ungeraden Dignitdt frehen tohrde
Gr fiigt jugleich die Unmerfung Hingy, dak man, wenn mai
b'oder d anftatt ¢ fuchen wollte, eine Gleichung vom bitt
und gwangigfien Grade finden wicde, deren Epponentd

ieefache pon pier maren, und welde fich daher i eint
Gleichung desd fechdten Srades behandeln liekem,  Ferneh
daf eine veducivte Gleichung fite bd blof eine cubifde Blei
dung fepn, und folatich die reducicten Gleicdungen file b

oder d blog die Schricrigleiten ded Dritten Grades Haben
yourden,
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wiicden, toeil fie mittelft der Gleichung fur bd in drey Gleis
dungen vom achten Grade gerfallt werden fornten, die fich
wie quadratifche Sleichungen auflofen lieken, teil dieErpos
nenten Datin BVielfache ven vier waren.

% beaniige mich mit der Angeige diefer Refultate, weil
fie jeder leicht felbft finden fann, im Fall ev die gedachten
Memoiven nicht jur Hand hat, und will dagegen den Srund
davon a priori auffuchen.

47,

Die TWerthe von x, d. h. die vier Wurgeln der gegebea
nen Gleichung mogen x’, x, x*', x'’/, und die vier Werthe

: . > 3
pony aus der Gleidhungy4 T D = o, wie oben £ v — D,

b 3‘ — D,V — 1 fepn. DBringt man diefe Werthe nad
und nach in die Gleichung

x= a7 by tcyz | dys
fo befommt man daftc folgende viee

4 4 4

¥ =ma + by —D.fcyD2f dy — D3
4 4 4

x —ma=—=by — D TcyD2—dy — D?

4 + 4
¥ =a T hy —D.¥V —1I —cyD2 —dy —
D3 .y — 1

4 & -
M =g —by —D.yV — I —cyD2 } dy —
. D3 . — &
#ddict man nun juodederft diefe vier Sleichungen ju einane
ver, fo toicd
x! .r x .f. X/ -]»I- X =fqa = — m und G-[fﬂ"
-~ IR
A =
&
Hddict
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9odirt man ferner ecft die bepden erften und bann die beys
Den andern, fo findet man

&
Xl oyl omtm g et dndale D)y
g
Ul .i. K == pg . QCV’.D:
wofer
a %! .1', X e g g
eV D2 =¢y — D = Z
SeEg |
witd. Sept man alfo mit Luleen c = 1, fo witd
s PR iy TITAY.)
kx Fx -_— X w— X g
— D = ;
16

Diefer Ausdruck fir D atebt bald ju erfenmnen, daf die Gley
chung fic D eine cubifche Gleichung ift, wie Luler gefunden
bat. Denn e$ ift Dicfe Gicichung nichts anders ale die oben
(.32, gefundene reducicte GSleichung fir t, roenn man
Davin — 16D fur « fet. €8 war endlih
te=s2=(@Tb—c—d2z

angenommen tworden, und a, b, ¢, d Hatten eben dic Bedew
tung, reldhe Hier die BVuchftaben x’, x*, x*, x** haben,
0. B. fie ftellten Die vier Wutjeln der gegebenen Gleichung
vor. .

Wenn man aber nidht ¢ = 1, fondern b= 1 feit, P
bleibt diefe Gleiche Feine cubifdhe, fondern fie fteigt bis jum
fedhdten Erade auf.

Denn atebt' man die bepden erften und die Hepden am
dern von den vorhergehenden dier Gleichungen von einande
ab, fo tird

Rt R i W e
x x? = aby D | 2dy” D

4. )
D - X/ = (2[}{ iy T i 2&.‘('- R Di)f——- I
yn
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und hieraus

4 o ey N A R -
h ] e T eeeei—
G~
A SR UL S & G L S T -
dy — D3z - S e I
4
Gett man demnad) be= 1, fo ergiebt fich
ol Sashgiing (_I”" s g K””)'\r" ST
i D — (-—I’h )4

a4
und dicfe' Brifie hangt, wie man bald fehen wisd, von einer
Oucut;ung pom fechsten Grade ab,

@enst man mit Bezout D == — 1, fo-hat nan aus den

borheraelenden ormeln
x4 T M w10
4 _

und Hieraud 15kt fich fchliefien, daf die veducivte Gleihung

flir ¢ eine Bleidhung vom fechéten Grade mit gevaden Eppos

nenten fepn 1::1;,‘0, toie 25¢sour gefunden Hat,  Denn 8 ifk

offenbar, pak der Werth von — D bep der Culer{hen Hopos

thefe mit dem IWerthe von c2 bey der gégenwdrtigen Yns

nabtie tbdereinftimmt, fo daf man durd tie Segung von

= c2 fiiv D bie veducivte Gleichung von Euleen in bie von

C =

Besoe perroandeln fann, wodurd diefe eine Gleichung vony

fehsten Brade toird, telde fih tvie ecine Gleichung des
britter: Grades behandeln 135t  Uebrigens ift Diefe reducirte
Gleihung far ¢ mit der obigen fir z Re. 29, einevlen, wenr
man dacin — 2¢ fite z fest,

RNun wollen wir die Foem dev reducivten Gleichungen |

fit b und @ auffuchen, fo daf wir durdaus mit Besont
¥Ma D=
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D = — t annehmen. - Bep diefer BVorausdfehutg ift aus
Den Formeln der vorigen Jir.
e %! — xY — (x" — :»:”"’_‘}‘f - 1
4 _
T iy g
2 -

und Hieraus findet man alle WBerthe von b und d, wenn mar
Dacvin die vier Wurzeln x/, x, x, x auf alle mbglide
9icten verfent. Auf dicfe At 136t fih aus dem Girad und
der Korm diefer Werthe der Srad und die Natur dev G3leis
chungen febliefer, oodureh b und d beftimmt roerden mufen.

&8 ift Daher

1. DieBGleichung flic b, eben die alg die Gleichung fil
d, toeil der MWerth von d aus dem Werthe von b fich ergiebt,
toenn man datin die bepden Wurgeln x** und x’/ mit ¢l
andet vermwecbfelt, fo daf die Werthe von b und d Wuryeln
- einer und derfelben Gleichung fepn muffen.

2. Diefe Gleidbung ift iberhaupt genommen eine Glel
dhung vom 4.3. 2.1 D. b, vom 24ften Grade, weil man die
vier Grdpen x’, x*, x, x"“ auf fo viel Avten verfesen
fann.

3. Hat diefelbe lauter Biclfache von 4 ju ihren Epp
penten, indem feicht ju fehen ift, daf audh — b, bV — I
— by" — 1 Wurzeln davon fepn mifen, twenn b dergleidn
ift. MNimmt man nemlicdh wie vorhin

XJ‘ s xH i (x!H ey x!lh‘)v"_' o I

T —

4
fo falit in die Augen, daf b in — b, wenn man x’ 2’
and x“ in x, in by" — 1, toenn man x” in x** und x"

in =, und endlich in — by~ — 1 fibergeht, wenn man x
' i
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in 7 und x in x" verwandelt. Hiernad muf die Gleis
dung fiic b unverandert bleiben, menn man — b obder
% by” — 1 fue b fest, und daju ift ndthig, dafp diefelbe wes
ber ungerave noch geradema! ungerade Dignitaten von b
enthalte. CSegt.man daber b4 =5, fo folat, daf man eine
geducivte Gleicdhung fiirr » vom fechsten Grade Laben twird,
Nudy ift diefe reducicte Gleidung fur » mit der fur — D,
b= 1 gefett, (Mr.47.) einecley, weil der Werth von — D
mit bem Werthe von b4 ubereinfimms,

Man fonnte Hiee aunf eine abnliche Avt, wicoben Ny,
42, berveifess, daf fidh diefeGleichung fiiv-» in drep Gleichuns
gen voin gwepten Geade und toar permittelft einer reducivs
ten Gleichung vom dritten Grade peifallen laffe; Allein e
giebt dagu nodh einen einfachern: Weg,. memlich folgenden.

S fuche Das Prodult von b und d, nemlich
(X" . 1 xh); .i. {x:u Ak x”‘"’}l

16

bd =

Run ift
(x' — X!z ..]_(xﬂr_xuujz — xl2 +x113 .I.x.m; .i.. g3
2(x/z + xx) = m2 — on — 2(x/&" T+ x“x17)
id die Grofe x'x’ + x“/x" ift offenbat mit der Grdfic u
g, 30. einerlen, weldhe, wie wir gefehen haben, von einee
Gleidung des dritten Grades abhangt. 8 muf demnad
wd die Gleichung fir bd cine cubifde Gleichung fepnm,
Da ferner
m2 — 2n — 21
16
iit, fo finbet man diefe Gleichung fiit bd, tenn man in dee,
2 — 2n — 16b4d
16

LY bd:

Bleidung fie u det angefiifeten Nr. -

fie u fegt.
: Ha 2 Nun
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Jiun depen.e’, o ,e™ iz Muviein Diefer Gleichung fie

bd, fo bat man

T Ay 2y lag Ml ods oeld o d1H]
g ot LAY iy 4. o, . 8 i -k A
e S S T
# P
".) 6
1 Sy "'.".'.';:'I" _, \d"f};.; !
,Cl“I e SRR SRR RS, RS B e ]
g
L %
= Pz 1 L e F
e = \ %% 5 hﬂ""

p‘:'{‘ o kit i W—
. .
'

Maultiplicict. men nun Lie bepden Bleichungen dev a8ften Ry,
x —x“==2(btd) und x — x"' = a(b—d)Y ~I
mit einander, forfinbet man
x'x! .i. K”K”” — A g 4(!3: ik dg\..v(‘_l
[} s J
; : folalich
4{]39, e dz}f —r = S(gm Zaid Q”)
Crmndosvenn man Guadvict
b4 — 2b2d2 Fdé = — 4(g — )2
Run twar aber bd = ¢', und ¢ ift dahee
b4 f dd = 2¢"2— (gt — )%
oo ¢l
e 0ad = E— ift

g - A
b4 b4 = 2&‘2‘*- 4(e"" — 2')2

folglich
ot i 2 alel e )2 ba g4 20
etine Gleichung vom adten Grade, weldve fich, dem Neful
tate pon Desout aemag, wic eine quadtatifche Glcichung bes
handeln lakt.
S Anfebung der veducivten Gleithung fic b vewdient
bemertt ju oerden, dafi, wenn I, @, «2, «3 die pier Wuw
geln det Sleichung x4 — 1 ==o0 vorftellen

plnle
4

% i

ax! R Sx g i 3k

o

h =

pbet
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sber!, toennt man, mwie¢ denn dadurd nichid veranbert toird,
g x’, x" X und x i x peroandelt

IRy
B s A e i o i d St SRt Ry |
. 1~ 8A pr A b e
b A Rt R

+
it Diefer Ausdeued ift vem ahulich, , tweldben tie sbem
(Nr. 6 und 19 ) fir die reduc citte GYes Siig. bes Oritten Gras
des gefunden haben, und fo crhellef die Uehniichleit Der Uufe
(biung der Gleichungen Ve dierten Grabes, mwelde fidh auf
diefe leste Methiode geunbet, mit e Uuflofung ek cubifden
Bleidunaen,

49.
Nimmt man die Gleidhungen Nx. 46,
x=aTbyjcy2 T dy3
}rﬂ- ) -y -

L e

miedey jue Hand, und it y* ==z, {2 befommi man
x="(a Pco) t B'1'dz)v=
23 TD=aq

-

Defrepet man die exfre von der Jrrationalitat, fo with fie
(x — a— cz)2 — (b + dz)%z =0
und diefe Gleichung 156t fidh mittelft 22 = — D ‘auf diefe
Sorm bringen
x2 M gd)xt h PRz=a
&!uf diefe Mt Hat man dic bepden Sleidungen
z2 P D=o
x2 ¥ (EF gz)x T hifkz=0
welde durch die Glintisation von z eine Sleidung desd viers
ten Grades geben, weldye fich mit dev gegebenen
x4 + mx3 } nx2 T pxT q~=0
vergleichent 1Gft, fo Daf man vermittefft dew Bergleichung

dev analogen Glieder vier von den Cocficienien £ g, bk

%a3 ynd
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und D beftimmen, und den finften nah Belicben annehmen

< fann,

Diefe Methode lauft mit devjenigen auf cines binaug,
toelde Desout in feinem Memoire von 1762 iber die Gleois
hungen gegen dag Ende, und jum smeptenmale in dem Mes
moire von 1765 &. 548., al8 ein Bepfpiel ciner allgemeinen
Methode geliefert Hat, welde fich auf alle diejenigen @leis
dungen erfteect, deven Hihe durch einen Erponenten b
metft wird, weldher eine jufammengefeste Sahl ift. S der
erften diefer Abhandlungen feget der Verfaffer g=—1,
und findet cine Endgleichung fiir k vom dritten Grade. Sn
der jtuepten feget er D = — 1 und Fommt auf eine Gndgleis
cung fiir g vom fechsten Grade mit aeraden Epponenten,
vie fich folglich tie eine @Ield)l.ng vom dritten Grade auflds
fen laffct,

Um den Grund diefer Refultate eingufehen, darf man
fue bemerfen, daf man, daz=* v — D, folgende jep
Gleichungen haben toird

x2+ (f£F g/ —D)x+th T kv — D =o
x-‘-‘-‘f'(f—wg{-—-—D)x‘fh_k\f—Dzo
Deven Produft, die gegebene Gleichung fepn toivdy fo dof

_ eine diefer Gleidyungen jwep Wurseln der gegebenen, und

die andern die bepden fibrigen MWurzeln derfelben enthalten
muf.  Bermdge der Natur Ddee @leichungen, haben mwie
demnad :
=g mDmx’ Fx% had ol o D=l
—ft gV —D=x"$x h ky~ — D = x//x""

_ alfo
e ggvf' -_— D = xf T XU e gl o it
zk{‘ -~ D = x'x' x""'":{””

St
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Gept man nun g = — £, und fubftituicet den aus der ecfien
Gloudung abgeleiteten $Berth von ¥~ — D, in der gwepten;

fo echalt man

xixl! — xltig it

b x' F x — x"—x
und hieraus (36t fich fchlicfen, daf die Gleichung fiie k blof
vom Dritten Grabe fepn mwirds denn auf weldpe At man aud
die vier %ura?!n %, x", %', " perfegen mag, fo wird
man doch nicht mehr als folgende drey verfdpicdene Werthe

pon k echalten

dvid

S

x' .}. X ey g1
/g e g gt

%' ..I, X gl gt
xfx.-ru it K“x"”

=/ ..l. D dd i X i

vermittelft welcdher-IWerthe man die Gleichung fae k felbft,
menn man will, divecte finden fann,

Seet man D = — 1, fo erhalt man

g1t do it x! — g

- P =
fo baf die Brofe g, mit z NRr. 29, einetlen. fepn toitd , unb
die Mr. 32. gesogenen Folgerungen, ihre AUntoendung finden
mecden.  Suchet man, bep diefer Borausfegung D=—1I,
Ve Grofe k, ftatt g fo findet man :
. xlx!f ol x«"ﬂxuffﬂ'
2 _
und die Gleichung fite k wird vom fechsten Grade, mit ges

saden Gpponenten fepn.  hre Wurseln find

Rixl — xMiglill  gixtt — xlxllil  gixhlil — slix i
!

ki==

/
2 : 2 2
Q‘ a 4 x”s“j
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XU lgtlll gl — yixHl gttt . wteil
2 ! RO 2
Uebrigens fann diefe Gleichung fie k, leidht aus der Gleis
chung fir u fe. 30. abgeleitet werden. Denn da

4 e

}{'xh' ke xa"u‘xi‘llf
k == und u = x/x’ § xtixliil
2

(man evinnere fich, daff hier x/, =/, xV, %11 nibts anderd
al8 die unter dev angefiihrten Nr. mit a, b, ¢, d beseicdhneten
Grogen find, nemlich die Wurgeln der gegebenen ®Gleichung);
fo ift
i T 4kg — 4}{"!{”}{”"1”"" o 4q
alfo
u = 2v7(q } k2)

Bringt man nun diefen Werth in die Gleichung fiir u, umd
fhaffet alsdenn die Jrrationalitt weg, fo wicd man eine
Sleidhung vom fechsten Grade fire k erhalten, degen famts
lide Crponenten Bielfache von 2 {ind.

50'

2Bie fcbliefen hier unfere Unterfuchung dever Methoden,
toelche Die Aufldfung der Gleichungen vom vierten Grade
betreffen.  Wiv Haben diefe Methoden nicht nue wnter cind
ander verglicdhen, und ihren Jufammenhang und gegenfeitis
ged BVerhaltnif gegeiget; fondern toic haben audh, was une
feve Hauptabficdht wat, den Grund 2 priori angegeben, wars
um diefelben jum Zheil quf reducicte Gleichungen vom deits
ten Grade, jum Theil auf foldbe vom fechaten Grade, die
fih aber auf den dritten bringen laffent, fibeen: und man
toird bemerft haben, daf dies Wbechaupt daher rihre, tocil
Die Wuegeln diefer rveducicten Gleichungen, Funfrionen dee
Grdfen x¢) x4, x4, 24 pon Jolches Befcbaffenbeit find,
bﬂﬁf
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daff, toenn man diefe vier Sedfien auf alle mdgliche Aeten
vectoechfelt , jene Junftionen Doch nicht mehe old drey vers
fibiedene IMWerehe erhalten fonmen, toie die Funftion xx”
$xx' 5 odet fechs Werthe, worunter aber immer jiveye
gleich find, nue mit entgegengefensien Jeichen, wie dic Funfs
tion x' 9 x— 3 g “oder vielmehr feds TWerihe
von folcher Befchaffenbeit, daf, tenn man fie in Vrey Paare
theilet, und die Summe, ober dad Produlft der Wecthe von
jedemr Paare nimmt, diefe drep Summen, ober drey Pros
dufte immer die nemlichen bleiben, was man auch iy Vers
wedbfelungen mit dén Grofen x/, =¥, x’%, " machen magas3
wie bep: der Funftion M. 42, Dieé ift cimas Sigenthlima
lides diefer Funfrionen, von twelcdhen die Hufidjung des Siels
Hungen vom vietten Grade abhingt.

%as Ts %QW




7. Jortfesung der BemerFungen uber bie olges
braifche Auflofung der Sleidyungen,

Bom

Heren de la Srange

$us dem Dritfen BVande der nepen Memoiten der Fdnigh A
demie der Wiffenfchaften su Berlin,

Dricter Abfchnite.

Bon der Aufldfung der Gileidhungen von dem filnf
fen, und von den Hoheren Craden.

@ie Nufidfung der Gleicdhungen, die von einem hohern
alé dem pierten Grade find, gehdret unter die Yufgaben, mit
mweldyen man nodd nidt sum Jiele hat Fommen Fonnen, 004
aleich Pein Grund vorhanden ift, die Sache fie unmoglich
alten. Bis jest find mir nue goen Methoden befannt, aus
mwelden man ¢inige Hofnung eines gliclichen Grfolges fbds
pfen Boénnte. Die cine, von Tichirnbaufen, welde ev in
den Leipgiger At erud. v. . 1683 befannt gemacht: die aW
dere, weldbe Euler und Besout faft ju gleicher eit bekannt
machten, der erftere in den neuen Petersburger Commentas
tien Tom. IX., der anbdere in den Memoiren der ALad. b, .

su Pavis, vom Sabe 1765, Diefe Methoden gerwahren den
: . Bors
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Bortheil einer allgemeinen und gleichfdrmigen Aufldfung dew
Gleibungen. vom dritten und vierten. Grade: ein BVorjug,
der ihnen cigen ift, und der ung folglidh ein qlinftiges BVora
uetheil fiie ihre Anwendbarkeit auf die hdhern Grade machen
fann ; allein die Rechnungen, welche fie bey den Gleichuns
gen pom fliinften und Hdhern Seade erfordern, find fo toeits
lauftig und vermictelt, daff der unecfcbrocfenfte Rechner daz
dutch abgefcbrectt mwegden Fann, 3. B. um die Tfhirnhaus
fenfcbe Methode auf cine Gleichung vom finften GSrade ans
juenden, muf man vier Gleidhungen aufldien, welde vier
unbePannte Girdfien enthHalten, und toovon die erfte, bom cus
flen Grade, die soepte, vom jwenten, . f. 1, ift: fo dafl die
legte Gleichung u toeldyer man durdh die Wegfdbaffung drepee
unbePannten Grdfien gelangt, dberhaupt ju cinem GSrade
fieigen wird, deffen Exponent 1.2.3.4, O. i. der 24fte GSrad
feon wicd. Und.nun, die unermepliche Arbeit bep Seite ge:
feht, die man ndthig haben wiwde, um ju diefer GSleichung
fu gelangen, fo ift Elar, daff wenn man fie gefunden hadtte,
doh nicht viel ‘gevonnen fepn toirde, roofern man fie nidt
auf einen niedrigern al8 den fiinften Grad, juricfibhren
finnte; eine Acbeit, die, wenn fie mdglich fepn follte, nue
die Frucht einer nody weit grofern Acbeit ald die erfte, fonn
fonnte. '

Auch nacdh Eulers Methode Fommt man unvermeidlich
auf eine veducicte Gleidyung vom 24ften Grade: denn ob ¢8
gleich fdeinen fonnte, daf diefe Methode blod auf eine ve-
ducicte Gleidung vom vierten Grade fihren wirde, weil
fie die Gleidhungen des bdritten Grades, auf den jroenten,
und die des viertern, auf den dritten surdcffiibrets fo bea
meeft doch esour mit Srund, daf ed blof eine zufallige
Abfiiesung ift, durd) weldhe bep dem vievten Grade, Kulers

' Rechs
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Hechnung anf den dritten gebradht wird, da man Gberhaupt
1 vemr Grad 2. 3, D6 gu dem Gten SGrad Fommen mifte,
und-vag blefe AbLitung nur alédenn’ fictt finde, wenn der

gponent Der Gleichung 4, eine gujammengefetite Sabl it
SBic haben in dem vorigen AUbidnitte , Den Srund Hieroon
a priori gegeigt,” und jugleidy eviviefen, daf Euler wpers
meidtich auf cine Gleichung von dem 6ften GSrade gelom:
fmen fepn twiicde, wenn et cine dee unbefannten Srdfien, bie
in’ feimen Kormeln vocfommen’, durdh Gliminicung der am
decn gefuche Hatte. * Bep etniger AufmerfiamPeit zeigt fih
alfo, daf man bey” Gleichungen vom fanfren Grade, nad
Eulers Methobe, anf Peine niedrigere reducicte Gleidhung,
alé ‘vom 24ften Grade Pommen fann; und (aft fibechaupt
bicfe Gleichung eine' Reductiou 3, fo toicd man diefe nidt
anbers, al8 durdh: eine grofe Anjahl von Vetfuchen, und
oivd fo mihfame Rechnungen, afs man fid nue denken
fann, 3u Stande bringen Fonnen,

Eben' diefe Unbequemticheiten maffen aud) bey der Mes
tfiode ded Hrm Idesout ftatt finden, die'von der Fuler{dyn
nicht: pefdbicden ift. ~Sa fie fihet febeinbar su nocy Hobern
veducitten ‘Slefchungen, “deven Eyponenten aber famtlid
Nielfache von dem Epponenten find, der die Hohe der gegebés
nen Gleihung angiedt. So Fommt man nach Besouts M
thode bep dem finfien @rabe auf ¢tne reducivte Gleidung
pom 120ften Grade, Deven famtliche Erponenten Bielfade
pon 5 find, fo daff fic im Grinde fo qut al8 eine Gleidung
wom 24ften Grade ijt.

Diefer gelehrte Sehriftiteller alaubt indeffen, daf diefe
®leichung ‘vom 120ffen Grad) ‘ald eine vom 24ften betraid:

tet, Peine ‘gréfern Schmierigheitén verurfachen diefte, 9B
f@[d}ef
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folcbe . Die niedriger ald vom fanften Grade find. Seing
@riinde find folgende: 1) dev Ausdrud fie die Wurseln einer
Gleichung vom finften Grade, fann Feine andere Wurgelyeis
then, al8 von der fianften, und von den niedrigern Dednungen
enthalten: '2) folglich Fonnen die-SBurjeln unferes reducicten
Gleidung von diefem GSrade, aud feine andere TWurselieis
dhen enthalten, d.i. Wurgeln der finften, viectenOrdnung u.f.f.
2) Da Lie Wurzeln der ceducicten Sleidhung vom .120ften
Grad, die funften Wurseln der TWurzeln ciner Gleichung vom
24ften Gead fepn mi{fen; fo find eben Daduveh die IBurzelzeis
den der funften Ordnung, die der Wargelousdeud, der Gleiz
dung einfcolieft, fgon entwicelt, fo dafi die IWurieln der
Bleichung vom 24ften Grad, nur nod die n;ebrtgern IBurs
ielicichen wbclren annm, und d)rc %qulbrung fich alfo auf
Bleiungen tebiciren muf, die unter dem fitnften Grade
find, . Darf id die Wahrheit qe“tef)en fo fdeint mir diefe
Cdlufifolge ein roenig ecytoungen 41 fepn: denn i gefiche,
daff ich Den Grund nicht deutiich einfehe, aus weldhem bdie
Bleidung pom 24ften Gjade; von tweldher die Rede ift, auf

faine YBurjelseichen der finften Ordaung fiihren fonnes we:
nigiiens ift bie unbedingte Unmbalichfeit nicht erviefens das
hev £dnnte e tohl _mdglich feyn, Daf diefe Gleichung vom':

24ften Grade, alfe Schoierigleiten der aufjulbfenden Gleis
d)nng vom fanften Srade mit fidh fibete, und fo Dicfte man
pielleicht nach allen den verdeiflichen Nechnungen, “durdh ¢
welde man ju-jener Gleichung gelangt, von er Yufldfung |

ey 3cgeb+.uen @)ietc@ung foeites ald anf&nglicb enlfernt [ R

%Iué bltfﬂt %etmcbtungen etbe[!et dak es auﬁerﬁ Aoeis
felbaft fen’, ob: die Methobder; von twelthen: toit geredet fa:
ben, au ciner vollftandigen Hufidfung der Gleichungen vom
finften Givade . undmodh vielotehe-dex holheven Srade. fiihs

ven
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ren Founen.  Und diefe Ungewifheit, verbunden mit du
fieitlauftigleit der Rechnungen roeldhe diefe Methoden e
foctern, muf alle diejenigen abfdhrecfen; reldhe in Verfue
dung Pommen fonnten von denfelben ut Nufldfung eined
bertihmten und widitigen Problems dev Hlgeber, Gebraud
3 macben.  Hud fehen wir, daf feldft die Erfinder diejer
Methoden ficdhy begnitget haben, fic auf Sleichungen vom drits

fen und vierten Grade anjumwenden, niemand aber die Ans

rendung toeiter ju treiben getvagt hat.

@8 ware daher fehr ju minfden, dak man a priori b
ven Gefolg urtheilen fonnte, den man fidy bep Anwwending
biefer Methoden auf Gleichungen von hdhern als dem vierten
BGrave verfprechen durfte.  IWiv mollen daher verfuden, die
Mittel biersy angugeben, durdy cine Analyfe, welche der dhm
lich ift, deren mir ung bigher in Abficht der beFannten Me:
thoden jur Aufidfung Der Gleichungen vom dritten und viek
ten Grade, bedient haben,

51,
Wit wollen alfo Bberhaupt eine Gleichung vom ,uten

Grade betradbten:

xF o mx# L 4 nx# 2 4 px#3 4o, 0.+ ()
nadh der Tibirnhaufenichen EBJJ?erbnt:e nehmen it I)mg.u fols
gende @u!rsglewbu'lg

2t fxfT I‘f’gxe takaent oy 8.0 aa lh)
toeldhe ¢ unbeftimmee Sedfen £, g, 20, und eine neue unbes
fannte y, enthalt. Aus diefen bepden Gleichungen eliminis
vet man x, und echalt dadurd eine: umgeformte Gleidung
fiie y, toelde mit Dev gegebenen von gleicher-Hobe w fegn
und folgende Form Haben twird

g aptL o R CyF 3 = 0.4 ()

Sn
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Sn diefer Glefdbung toerben die Coefficienten A; B, C, 1c.
tationale und gange Funftionen, der unbeftimmten Coeffi:
denten £, g, 1. fepn, und Ramentlich witd A eine Funftion
pon ¢inter Dimenfion, B von jwoepen u. f. w. fepn. (Ust. 14.)

Da aber g unbefiimmte Grdfen vorhanden find, fo
ethalt man ein IMittel 8 dahin ju brif!ge'n, Daf in der ums
gefotmten Gleichung firr y, ¢ Blieder, welché man will vers
fbrwinden, vber vlelmebr folde Vechaltniffe gegen einandee
befommen, al8 man }ir gut fndet, deren Beftimmurg von
¢ Bleidhungen abhangt. Hierdurd) ann man die Gleichung
fir y aufiddbar machen, oder ¢8 wenigftend dahin bringen,
daf fie fich auf einen niedrigern Grad bringen faffet. Die
Yufldfung der Gleichung fitr y giebt ung -aber jugleich die
duflofung der gegebenen Bleidung flir x ; dénnt vit haben
oben (Mr. 11.) ertviefen, daf die Gleichung fur y, die Bes
bingungen enthdit, vermdge deven die beyden Sleichunigent,
aus weldben man.x eliminivet Bat, nothroendig eirte gemetn-
fdaftliche TWurzel enthalten, fo daf der MWerth von x hite
biefe gemeinfihaftliche MWiirzel der Gleidungen (2) uud (b)
b Bann: Ddicfen findet man aljo, wenn mar den ardften
gemeinfcpaftlichen Divifor bepder Gleidungen fucbet, und
denfelben = o feset.

Diefe Arbeit vetvicdbtet man auf die gewdhnliche Weife,
und fegt fie fo lange fort, 6i8 man auf einen Reft fommt, in
elden x Blof in dev erfren Dimenjion vorfommt; Ddiefer
Reft wied dee gefuchte Divifor feon: oder pfelmebr, was
mit.dem vorigen auf eines hinaustanft, man eliminivet nach
und nady aus beyden obigen Gleichungen die Poteftaten von
% bi8 man auf eine Gleichung Fomme, die blos die erfte Poz
lenj von x enthalt; und es ift leicht ju bereifen, Dafl Dicfe
Sleidyung von folgender Fosu fenn witd,

B
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Fid Gy + Hy2 e % Ky?
P My + Ny2 Fi PRy )x =0

F+ Gy + Hy2 3. T Ky”

|

. _,'h' F ¥ B (d)
L ¥ My Ny2 ¥ 16, T Ry

in toelden Ausdenden A = %p wenn .z gerade, upd A=

o

'}
2

toenn » ungerade i

 9fuf diefe vt erhdlt man alfo x durdd eine cational
Sunftion von y ausgedruckts fo da, wenn alle . Wertlp
vont y bePannt find, ihre fucceffive Subfitution, alle suaehios
tigen SWerthe von x geben wicd. Und diefe find bie Wi '
seln der gegebenen Gleidung.

52,
. Diefe Methode ift, toic man fiehet, hodit einfach mbd
allgemein; allein die Schwietigfeit liegt datin, die unby
frimmten Gedfen £ g, h, 2. fo ju bejtimaicn, daf die umge
formte Gleidhung it y auflosbar werde.

Die natclichfte und jugleic aiﬁéemeinfte Borausfepun
bic man- ju diefem Gadiwed machen Fdnnte, toiirde darin
beftehn, alle Coefficienten A, B, C, ¢, bid jum vorlegten Glicd
e= o ju fesen, fo daf die umgeformte Gleichung fiir y die
Kovm y + V = o erhiclte. ~Dann wiicde man jedevgeit ulh
mittelbar eine oder jwep Wurgeln diefer Gleichung haben,
je nachdem z ungevade oder gerade wdre, und die ubrigen |
toticden blos von folden Gleidungen abhangen, die von det
#—1 p—2

Sraden odet

feon todieden (Ne, 21.) 5 jadutd
Di¢
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bie Divifion der Cicfelperipherie Pénnte man auh alle-TWurs
jeln unmiitelbar erhalten (Rr.23)

gur diefen Fall wird man alfo ¢ = » — 1 nehmen
miffern, um fo viele nnbefiimmee Grdfen gu befommen, al8
man braucht, nm die ndthigen Gleidungen volljdhiig u mas
den, und itm Hilgemetnen witd man julest auf cine Endglei:
thung von dem Srade 1. 2., 3+eo (e —1) fommen, wie
it 14, eviefen morden

Der Eyponent o fey eine jufammengefeste Salhl, fo daf

p=rr,  Gest man nua y* ==z, und ftralle diejenia
gen Glieder der Gleichung fir y veridhminden; deren Gy
ponent durch & nigbt theitbav ift, fo 1ft oFenbar, daf eg mogs
lih feyn wird, dicje Gleidhung in eine fiic z, von dem niez
drigern Givade » ju verwandeln,  Fir diefen Fall wird man
r — 1) Glicder maffen verfhwinden faffen,  und dalyer
mif man ¢ = v(= — 1) figen, um ¢ben fo viele unbeftimmte
Ordfen ju erhalten. Und ausd dem mwas N 4. ermiefen
Worden, [aft fich leicht feblicEen, Paf Die fente Gleichung,
auf roelche man in dicfem Fale Fommen mwitd, don cinem
Brade fepn werde, dev dureh die Jabl
' 1.2.3‘.:(’wr—-I)(:r"]‘fj{:m-‘;"z}“.(’:w—I]fZ?r'l':}(zz"I“‘.‘.)...(m—-l)
noegefteilet wird, d. B: fik wicd fepn von dem Grad
LUt $rcvds o i fp~—i1)
R T N (R O F

obet vielmehr ivon dew Srad

ol Pa)bkie) .o e =im)

Vo=

=

Died find nun im Allgemeinen die Srade, auf welde
die reducirten Gleicungen, fteigen fonnen, welhe man bep
ver SibienhaufenfieniiMethode aufldfen mu. &8 Fanm

D = fich
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aber treffen, dafi diefe rebucirten Gleichungen fo Fe'Lafum
find, daf fie fih auf niedrigere Grade bringen laffen, &
witd aber fo qut ai unmbdglich fepn, diesd a poflteriori 0.1,
aus der Form diefer veducicten SBleidbungen felbft, ju beun
theilen; allein apriori fann man fich davon verficdhern, wem
man ibre Wurjeln betracbtet, und fie ald Funftionen i
Surzeln der gegebenen, und der umgeformten &|cichun
fiic y, anfiehet; fo wie died aus dem folgenden erhel
toirDd,
53.

98ic wollen allgemein die # Wurgeln der gegebentd

Sleicdhung
< mx# 1 + nxf—2 [" ¢, = 0
dutd x/, x, x'“, x““, . votftellen, und e¢ben fo die 4
SBurzeln det umgeformten Sleihung
y& Ayt 4 By"e""i P V=04
durd y', vy, y* y*" . Subflituict man nad wnd nod
Diefe MWerthe in der Hulfégleichung
xt + eI + gxe—2 o hxé 3 + . F1ty=0

fo echalt man x partifnlare@leidhungen, durch welde mat
die unbeftimmten Socfficienten f, g, h, sc. beftimmen fant)
und da jede der Wurgeln v, y¥, y*, 1, gleidbformig i
jeder der Wurgeln x, x, x**', . gufammengeftellt retdi
fann: fo folgt, Daf die unbefannten £ g, h, 2c. verfdbiedim
SBerthe weeden echalten fdnnen, bdie man famtlich finben
tird, wenn-man die Wurgeln x’, x%, x, 1. mit denTw |
seln v/, vy, ', 1. auf alle  Ogide Arten combinitd
Dies Hangt von der Angahl und Foun diefer verfchiedend
SBesthe einer und Ddecfelven unbefanten GSrofe ab; und

| 136t fich nach dem Grade und ber Ratur der Sleichuny

durch elche Diefelbe befiimmt werden foll, beuvthetlen
| 54 0
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54.

IMBir wollen nunmehr annehmen, dafi alle Mittelglica
bet Der umgeformeen Gleichung fir y verfchivinden follen, fo
daf fic {ich auf die Form y* + V = o veducive. Ju diefem
Gnde it man in ber Hlifsgleichung e = g —1 fesen mufs
fen, um p — 1 unbeftimmte Srodgen ju echalten (Nr. 52.)

ERi ., - ® :
Setien toir nun gue AbFurzung u =+~ — V, und begeichnen

bie Wurgeln der Gleidbung y* — 1 =0 dutdh 1, , 22,
w3, o o1 (RNe.24.)5 o giedt die Bleidhung y*+ v =0

1

die Wurgeln u, 2u, «2u, 23u, 1, « u.  2Wenn man
nun diefe Wurgeln far y, vy, y*’, w. fest, und fie, fo toie
auch die Wurgeln-x’, x, x'', 2. in der Hulfégleidhung fubs
flituivet, fo cehalt man p Gleidungen

!::'3"'_[ T2 Loy 3 L3 t1t u=o,
(&) \x/ 1 i it 52 *}*g:{”"”’_?’ T Tl teu=g,

T g fe B3 %10t 1 Falu= (o)
%
burch welde man forvohl die GBrdfie u ald die g — 1 unbe:z
fimmten @rdfen £ g, :c. 1 wird beftimmen fdnnen,

Da diefe unbefannten Girdfen in den obigen Gleichun:
gen-blod in Dem erften Grade vorhanden find, fo ift flar, daf
a8 gange Softem aller diefer Gleichungen, i jede dicfer
unbefannten Grofen nickt mehhr ald einen beftimmten Werth
geben wird. - Nun nehmen toir an, man habe vermittelft dec
gewdhnlichen Gliminationsmethode, den Werth einer diefer
unbetannten Grodfen £ gefunden (man wird. aber die nemlis
hen Sechliffe. fiir jede der ubrigen unbeftimmeen Srdfen g,
b, 2, 1. macpen Fdnnen), . fo. ift augenfdpeintich, daff diefer

Bh 2 Werth,
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ecth, durch eine Funftion der p Warpeln x’, x”, x* &,
und Vev MWurjel & andgetructt fepn twoird.  Nimmt Mman nu
in diefem ucdrucke, wit den e Warzelnx, x/, x*, 2. alle
mbglidbe Verfepungen vor, fo twird man alle partifulir
Berthe von £ erhalten, und diefe mitfen dic Warjeln b
Sleichung fue £ fepn.

Da nun die Amjabl der Verfenuhgen, toeldye unter s
Dingen, - ftatt finden, ibethaupt durcd r. 2.3 . .. pe ausge
druct witd, fo folat, daff man wberhaupt r. 2.3 .. .4
partifutive Werthe von € erhalten wicd.  Sollten fidy dber
unter Denfeiben glcicdhe Ierthe finden, fo ift Flar, daf man
fie auf eine vicl geringere Anzahl wird bringen Fonnen, wem
man Die gleichen TWerthe nicht unterfdyeidet. Wir roerdenabis
seigen daft ¢8 in der That nicht mehr, ol 1.2+3 . vulE=1)
verfehicdene Werthe von f gicht.

55,

Su-diefer Mt ift nicht ndthig den Yusdtudt Fiie oo
mitteift der Gleichungen () wirflich u fuchen; 8 ift fbon
Binkanglich, dic Verdnderungen ju unterfuchen, deren i
Goftem von Steichungen- empfanglich ift, indem man dit
SWurgeln x, x, x'*, 1. unter einanber verwechfelt, U
dicfe Werdnbérungen 3u entdeclen, farge man mit dee Vov
ausfepung an, dafi x/ feine Stelle behalte, d. . Daf Die crfle
®leichung ungedndert bleibe; die fbrigen & — 1 Wurkh
x!l, %1 <, e, aber pecfete man nach und nady n ben
nbrigen G'eichungen: auf dicfe Art roird mah 1.2.30.
(g — 1) BVeranderungen erhalten,  Teiter fege man x“al
die Stelle von x* und umgePehit, ‘ober telches anf eins hiv
aué[&uft;'man feise in der erfren Gleichung 2u fite w, und it
det Joepten u fir «u; fo wird man nun die nemlichen Bew

| fefgun
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fepungen mit den g —x Wuegeln =, ®x 1w, maden
fonnens und dies aichf-roiedRe X w2 3w, o (1) NeUL
Qergadevungen u. . f. Huf diefe Urt wicd man wmal
1.2.3...(p— 1) Berdndevungen erhalten, fo daf} die
Tstalfumme 1. 20 303w alfer mbglichen: Beranderyngen
big Gpftems der Gleichungen (ej hevavgfommt,

Yy bemerfe bicvnachit, daf, fobald man die1.2.3... '
(#—1) Beranderuagen, me[d)e {tatt finden, tndem x feine
Gtelle behalt, gefunden hat, man alle ubrigen Berandecuns
gen daraus ableiten Fann, indem man nichts oeiter thut, als
ficeffin in ‘allen Gleichungen (e fur v, Die Grodfien: eu;

() w3u, 26«7 Yuy feset; bep ciniger HufmerPfambeit
iitd man ﬁcb l}ier"onn feicht tberzeugen fonren, tenn man

bemert, baf; o= 1 T = @3 a“Tﬂ €23 10,

@8"ift aber augenfdeinlidy, Daf alle diefe Subftitutios
fiin o <u, «3u, . fie u, in dem TWerthe von £ Feine BVers
dnderung machen fdnnen; denn fobald u ctiminivet ift, fo ift
i gleithgtiltig, ras fur einen MWerth man dicfer Grofe:
giebt, und die Nefultate der Glimination find nothtvendiges
Weife unabhingis von dem Werthe welden u hat,

Sigentlich erhalten toiv. folgtd nidht mebe alg diefe
842 3. .. (o — 1), aus der Rerfesung der po— 1 Wurz
ln x4, %!/, 3¢ entfpringende Vevanderungen, weldhe vets
fhicdene MWerthe von £ geben Ednnen: fo Daf die Gleidung
fiie £ nidt Hoher alg ju dem 1,2.3 + . + (¢ — Lften Srade
fieigen Dacf; und died ftimme mit dem twgd oben (M. 52.)
gefagt roocden, uberein,

Wir wollen foener fehen, ob nidht dicfe Gleicdung nody
tines Reduckion Fahig fevn follte. Wiy miffen Hierbep die
Db 3 Galle
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Salle unterfdeiden, wo 4 in der gegebenen Sleichung, eine
einfache, oder eine jufammengefeste Sahl ift.

56,

9Bie wollen annehmen, daf 2 ivgend eine Primgahl fen,
Sn dem Syfieme der Gleichungen (o) wollen wiv die erfie
bep Seite fepen, weil man x! al8 eine feftgeftelite Grdfe an:
fehen fann ; wir unterfuchen alfo nur was fic Verdnderun:
gen in diefem Syfteme entftehen, indem man die Hbrigen
Wurgeln x', x'' 1. verfeset,

Man verfahre hieeben auf dhnliche e, al8 untet det
porigen . Man fehe nemlich juerft x'-al$ feftgeftellt an,
und fuche die Vevanderungen, weldse qus den 1.2.3. .. (x—2)
Berfesungen der p— 2 fibrigen Wurgeln x4, x4, 3¢, ents
foringen; man fege nun x“ an die Stelle von x' und UM
gefehre » toelhed cben fo viel ift al8 wenn man. #2u
fur «u in der jwepten Gleichung, und «u fie «2u it
der Dritten: Gleichung fchreivt; - und  fuche micderum die
1:2.3. .. (s — 2) Berdnderungen, relche aus der Bews
fegung dee itbrigen Wurieln x*, x4/, a¢. entfpringen.  Dann
fege man x ¢ an die Steflle von x/ und umaefehrt, odety
toelched mieder einerley ift, man fhreibe w3u fire u in det
aepten, und «u flir «3u in der vierten Gleichung, und
fuche nun twieder wie vorker die 1 2.3 ... (p —2) Baws
anderungen, teldhe aug Verfesung der  — 2 Wurzeln =)
x#, 3¢, entfpringen u, f, f,  Durch dicfes BVetfalren erhilt
man g — 1mal, 1.2.3 ... & — 2 Berandecungen, weldes
ie Totalfumme 1.2.3.,, » — 1 der gefuchten BWerandy
tungen gicbt,

Fb behaupte aber, daf, fo bald man die 1.2:3.4 r—2
Bevanderungen, weldse bevaustommen, indem x/* feine
Stelle

- e |

— - — P, TR — ey
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Etelle behalt, dte nbrigen Wurgeln x'y x1h 2, aber pers
fint werden, gefunden Hat, daf man, fage ich, hieraus unz
mittelbar alle BVevandecungen, dDie qus Ddev Berroechielung
ber g — 1 Wnrgeln x/) x ) xHH, 3. entfpringen, finden

fann, indem man fuccefity w2, «3, 1. a1 tiir «, tn allen

@lidunaen (e) fhreibt; denn auf diefe IWeife verwandelt

fidh bag Glied wu der jroepten Gleichung nach und nad in
w2, w3u; 3¢ 3 und die Glieder «2uy «3u, 20, Dev ubrigen
Beicbungen werden fid unter einander veriechieln, da g
tine Primzafhl tjt man pergleiche asd N, 24. pewicfen toors
ben), und diele Vermechfelurigen laufen offenbar mit den
Bermechfelungen Der Wurgeln x4, x4, ¢, auf etnes hinaus,

SBenn man Demnad) vermittelft der ®lcidbungen-(e); £
duech %/, x, x! 2 und « ausgedrucft hat, und man roill
Mer.2.3 ... pc— 1 Werthe pon € echalten, die aus dec
geaenfeitigen BVerroedhfelung det Wurgeln x!', x/ M,
entfpringen, und welde die IBurgeln der Gleidbung fur £ fepn
tecden, Die judem 1.2.3 ... ¢ — 1ften Grade (man {ehye
die vorige MNr.) freigen wied: fo toied 8 Binveichend fepmy
blog die1.2.3 ...~ —2 Werthe von f ju fuchen, roeldye
aud der gegenfeitigen BVermedhfeiung ber Wurgeln xy x'
xlit, o¢. eatfpringen, und in demfelden hierauf « nach und

nad in «2, 23, «4, 2 a1 ju vertoandeln: odet viels
mehr, was auf eing Hinauslauft, man fann gleidh anfanglid

in dem Husorud fiv f, « in «2) 3, ad 20 = I perroans
defn, und dann miit jedem diefer p— 1 Werthe von f, die
1.2.3 ... — 2 Beranderungen pornehmen, toelde unter
den e — 2 Wurgeln x4 x4, 2. fratt finden: auf diefe Art
Witd mon die 1.2.3. « o 2 — L Turjeln dev Gleichung fur
f erhalten,

Bb 4 57. Wie
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57-

2Wiv wollen ung nunmehe porfrellen, daf die =1
Werthe von £, welhe man durd) die fucceffive Subgitution pon
: D e «2 3, 200, % fir o eehdlt, die Buryeln  folgender
Gleidung vom (& — Dften Grade feyn
FET L Juppe—2 4 G F 3 TAT S RN
t _':_; | und 0 I, 0 «2, &3, ic, die -F-lﬁtzrgefn ver Blcidbung y»* — g !
J = o find (nad der Borausferung) ; o ift Mlor, daf o «3, |

] i I ¥
B § i 114 el b 1) F
N LR - .

@3) 3. Die 4 — 3 Wuwgeln dev Gliicdhung

m—

A
:'“ﬁcj‘beiu %

_ ik |
I : F‘-:.s-n-tf,g¢_~2.i,yﬁ“3~i?2£.%lza&{w(g} {
* ' fepn weebden, |
i

Sebt man nun in dem aus den Gileichungen (e) abges
Teiteten Austvud fir £ uberhaupt y an die Stelle pon & und
eliminivet man algdenn y vermitielft Yer Gleichung. (g), fo
_ echalt man nothwendig die Gleidhung (£); woraus man fies
| e Dy daf diefe Gleichung Fein & melr enthalten wird, fo Dafi

> . Die Goefficicnten E; 6 1¢, blog Funttionen von x/, Xty 0,
i e fevn toerden, ,

Hat man aber die Gleichung () gefunden, fo hat man
nidt8 ju thun; als in den Coeffictenten F; G; 2¢, alle mga
tiche Veeferungen unter den # — 2 Wargeln x4 x40 90, 40
HiER macdben; fo erhalt MAI.2.3 . op — 2 Bleihungen fiir f; !

von: Denen jede vom p — 1 Grade feor wird, und diefe wers ' 1
i i Den folglich die 1.2,3, .. p—1 2Burseln der allgemeinen :
'_ l, kL : ! ‘ Sleichung fie £ entbalten, :
I f
{

11 Dreraus abee 13ft i leicht dey ScbInf machen, dof
] RN jeber dex Cocfficienten ¥, G, 1c. nuc von einer Gleicung von
1 R ' Dem
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dem (e — 2)ten Grade abhangen fann.  1nd in der That, da

biefe Coeffictenten Funftionen der Wuvjeln =7, x*, x%, .

find, fo ift Plar, daf jeder von ihnen 3. D, F, durd eine Gleis

dung befiimme werden muff, toelde fo biele Burgein hat,

al8 diefer Coeffictent verfchiedene Werthe erhalt, wenn maw
alle mdgliche Berfesungen mit den Wurzeln x!, x, =, 1,

pornimmt ¢ toic Haben aber toeiter oben (Sr. 55.) gezeigt,

baft die Vertaufhung der Wurzel x’ mit jeder andern, den

Werth, von £nidht andert, dabher werden diefe BWertau{dHuns

gen eben fo toenig die Werthe von F, 'G ic. dndern, mwelde
gunfionen der Wurjein von £ find: dbecdem haben wir gez

fehen. (Re. 56.), baf man anfrati die Wurgel x* ju vertans

fhen, die Mursel o, in 22, &3, ¢, vevwandeln fanns fo daf
die SWecthe von E, G, 1., tweil ﬁe von « unabbhlngig find,
buech Die Beetaufdyung von' x* Peine Veranderung leiven

weeden. @8 Bleiben alfo blog bie gegeniettigen BVerfesungen

bt e — 2 TWurgeln x¥, x4 3¢, wbrig, welde vecfdbicdene
Werthe von F, desgleichen von G, H, ¢, geben werden.

glglich toird die Anzahl diefer verfehicdenen Merthe blos
1.2.3...%—2 fepn; und jeder Coefficient F, G, H, 1.

witd demnadh duedh eine Gleichung von ebgn diefem Grade
geaeben. twetden.

58

Dic veducivte Gleidhung fiic £, auf toelhe die THhiens
Boufenfche Dethode firbret, und roelcbe,. tvie wir gefehen has
ben, im Uligemeinen von dem Grade 1.2.3. .. & — I fepm
- muf, wird fich demnadh federseit, wenn » eine Primgaht
ift, i 1.2.3. .. u — 2 Gleidungen vom s — 1ften Stade,
bon folcher Are, toie die obige Bleichung () toar, jesfallen lafs
fer, wnd dies vermittetft cinerGleichung vorm1.2. 3. .. p—2ten
Grade; denm obgleich jeder der Coefficienten F, G, . von
Bb 5 einer
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ciner Gleichung von diefem lesten Grade abhangt, fo twicd
¢8 doch binceichend fepn, nuc eine Gleichung fur F, oder fie
G 1. ju Haben; denn die ubrigen Coefficienten werben fidy
jederseit durch vationale Funftionen von Ddiefem ausdrucken

1 ' | laffen.

Betrachtet man toiclich die Gleichung (F) vom 2 — 1ften
Grade, alg cinen Divifor der reducivten Gleichung fuc £, vom
¥.2.3 ... p— ften Geade, fo witd man hiersu g —1
Bedingungen finden, durd welche im. Allgeneinen die p—2

- Gocfficienten G, H, 2. fie F ofhne eine Purjelaudiehung bes
ftimmt toecben fonnen, und wenn man diefe Merthe nad
ber Reihe in einer der Bedingungégleidungen fubftituitet,
fo ticd man die Gleichung fite F felbft erhalten, tweldye Den

sy | 1.2.3... 2 — 2ten Grad nicdht niberfteigen fann.  Jb foge

' Al daf man im Aligemeinen die Werthe von G, H,ac. fue F ohne

1t b i Burjelauszichung beftimmen Ffann; died ift richtig, wwenn

g , man F Feinen pactifuldren SBerth gicbt; will man aber fiatt

il 4 F die %ﬁu:gc!n der Gleichung fir F {ubftituiven, um Die ife

hEsEE : nen entfprechenden Werthe von G, H, 2. ju erhalten, und

(B e8 trift fid, daB die fubftituicte Wurzel doppelt oder Ddreys

b |l £ fach 1c. ift, fo werden die usdelicFe von G, H, 2¢, nicht 1o
tional augfallen, und diefc Grofen rwerden noch von der Nuf
18{ung einer Gleidbung vom gwepten, odber dritten ¢ Grad
abhdngen: tie wic diefes weiter unten (Nr. 102.) jeigen
werdben, -

o Einillly $Man fann {idrigens die Gleichung fiir F unmitteldar
W} finden, toenn man ihre Wurseln alg Funftionen von X' x")
i e | % 3¢, anfiehet; in den vorigen Abfdnitten finden i mefy?
[T gere Bevfpiele diefer Methode. Und fieht man diefe Glet
iRyt ] ._ gbungfﬁti-’.alsbeﬂunntan,.1’0Eannmannermittztftberfelbenbie

Pt ' ecthe
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Werthe von G, H, 1. Divecte beftimmen, tvic toir im piets
ten Abfconitte Nr. 1oo. findent werden,

@8 ift nunmebr augenfheinlich, daft die Gleidung fie B
jederseit von einem hHoheven Srade fepn wird, al8 die geges
bene Gleichung; blog den Fall o = 3 audgenommen: denn
nimmt man =3, fo wicd 1.2,3...p—2=15ilt =5,
o mitd 1.2.2. .. 06 —2=1.2.3=06; iftu=7 fo
W) 1.2.3 4 e—2 =1.2,3.4.5= 120 4.{.f. Wos
feen fich alfo diefe Gleidhung nicdht auf einen noch niedrigern
Grad bringen faffet, fo ift die Tfbirnhaufenfche Aufidfung
von Feinem Gebraudbe : died {heint mic aber im Allgemeinen
faft -unmbglidh, ~ Qroar ift ed vidtiz, daB, obgleich dee
1.2.3. .. % —ate Grad der Bleichung, von Der roic tes
ben, hdher ift, al Der Grad w der gegebenen Gleichung, dodh
diefe Gleichuna Feine grdfern Schroierigfeiten verutfadbet,
alg die pom Grade w3 denn Va Dier.2.3...u— 2 Wurs
gl derfelben, befannte Funftionen Der. Wurzeln x4 x*,
x 3¢, find, fo ift Elar, daff Diefelben nicht unabbangig von
¢inander find, fondern daf unter ihnen Berhaltniffe fratt finz
den weeden, die durd) gewiffe Sleichungen audgedrudt wers
ben, decen Anjabl der Diffeveny der Eyponenten 1.2.3... p—2
und . gleich fepn tird; fo dafi, wenn x Wurgeln beFannt

waren, man vecmittelft devfelben audy die ubrigen erhalten
e, :

Daraus folgt, daf die Gleidbung fir F im Grunde nidhe
grdfere Schmwierigheiten ald die Ded” pten Grades verurfoa
den Bann ;. abet aus cben dem Grunde erhellet, Daf fie auc)
jedereit alfe Schierigleiten diefes Graded witflich haben
wird; fo daf man fidh in die nemlichen Schrvierigieiten vers
wicelt findet, denen die allgemeine Aufldfung dev gegebenen
Oleihung unterrootfen ift.

59, Wit
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59

f HHR Wir toollen nunmehe annehmen, dap der Cpponeit p
i : i der gegebenen Gleichung eine jufammicngefcite Jahk fey.
15 RS Sn dicfem Falle leiden die Schlife MNr. 56 ¢inige Abdnde
b rung. Denn wenn man in den Gliedern der. geometrifen
Jilsis Reihe &, a2, &3, 10 «* T ohne Hnterfdbied fliv &, die Pos
tenjen «2, a3, It u*“““_ féen wollte, fo mirde man nidt
in jedem Falle diecfelben Glicder wieder finden, wie in dem
Falle, wenn g ¢ine Primzahl ift; den Brund hiervon hos
ben wiv unter Rr. 24. gegeigt; auch haben roit Dotk gejeiaet,
daf blog durch Die Subftitution folder ‘Dotenaen pon &, b
il : _ cen Grponent eine velative Primiahl gegen z ift, ticfelben
BRI L : Glieder wicder hervorgebradt werden Fonnen; fo daf man
| basienige, as Ne. 56. geseigt wworden, blog auf dergleidhen
Potengen von « cinfcranfen mup.

F¥enn it Demnad Nberhaupt dutch », ;e ¢ alle
Sahlen arjeigen, weldye fleiner alé 2, und gegen = relative
Primzablen’ find, deren Injabl wic » — 1 ‘fenen otken,
fo witd man_ fich der Subftitutionen bon «, &7, o* fijr &
in dem Ausdrucke fir £ anjtatt der Vertaufchung der Wurs
sel x/, mig DL XTTE S8TE o bedienen Fnnen: nimmt
man demnach an, daf die » Werthe von f, weldhe aus v
@ubftitution-von «’, %, &, 1. fiiv « entfpringen, die Wurs
seln fnlgenbet Sleihung fepn
'lq'.' ik } EATFE;‘.—I TGE\'_Q?ZC- =0¢#0 (h)

'_ ey | 1 fo toied diefe Sleichung ein Divifor dev reducivten Sleicdhung
HE fiic € fepty, und die Coefficienteny decfelben F, G, 2c. werden
1.2.3..,p—1

teder durch eine Gleihung von dem Srade

gegeben
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geaeben werden ; fo dafi in diefem Falle, die nach dee F{chirns
haufenfchen ethode gefundene reducivte Gleihung fur f

in = 2:3 A el Gleichungen, jede vom Srade », aufidss

bac fepn toird, und died mittelft ciner Sleihung vom Grade

1.2.30.. =1
}L *

1Im die Gleibung (h) a priori ju finden ift nichts nds
thig, al8 in dem Ausdrucle fiur £, y anfratt « ju fegen, und
bievauf y durch Hiilfe derjenigen Gleichung ju eliminiven,

devent Wurgeln w, «”, «™, «f, 1. find. ~ Wie diefe Gleidheng
iU finden fep,, foll Das Folaende lehren.

L

60.
9Bir tooflen alfo fberhaupt die Gleidung y* ~ 1 =06

betrachten, deren Wurieln 1, &, 22, =3, 1. «* % find.
JNehmen wiv nun an;, daf die Zahl 2 in die einfadyen Fals
toren x, s, t, 2¢. yerfallet fep, von denen jeder in der [abl e
einmal ober oftev enthalten fep 5 fo ift leicht einjufeben, baf
diejenigen Poteftdten von «, welde man ausfchiiefen miufly
um blog die Poteftaten =, «’, &, %, 1. deren Crponenten
telative Primablen gegen 4 find, tibrig 31 bebalten, ¢8 wird
fage ich, leicht fepn einjufehen, dafi dies diejenigen Potefi:
ten fepn mifjen , deven Gyponenten WVielfade von r, s, ¢, ¢
find; fiberdem ift vermdge deffen was Mes 24. criviefen o
ben, flar, daff eben diefe Poreftaten von », die Wurzeln fofs
genber Gleichungen fepn wesden
# a e

- -

¥ =10 y5 =~ LEmo; ¥t = 1 =mo

Sent
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F‘—'NF 1l
SRR T

L

’
)

Sent man nun gue Abfarjung L
r

sc. und dividivet man fuccefiiv die Gleidung y* —1=0

dburch die Gleidungen g¥ — 1 =0, y*"‘” — T =0

fid € ¥
P 1 = o, 1. fo erhalt man folgende GSleichungen

A i ‘ T 4
w1 i I SRS B G
wiED r i i ey 14 7
< Rer G TN vl oS, F Lo a7 0 B 8 o
RS She i ey e
pats A G RS P 4 S
26
Die Wurjeln der ecfren diefer Sleidhungen, werden alle Por
tengen von « bis «# T fepn, mit Ausnalme derer, Decen
Grponenten Bielfache von r find: die’ Wurgeln Der wented
find mwicder alle Potenjen von <, mit Yusnahme dever) deren
@pponenter Biclfacde voa s find: die Wurjeln der britten
Gudyet man nun den grofiten gemeinfdaftlidhen Divifor alle
diefer Gleichungen, fo (@Gt fid) leicht der Schluf maden,
daf diefer die gefucdbte Sleichung fepn wird, Deren Wursln
die Poteftaten a4, o', o™, %, 2. fepn twerden. Diefe Glel

y

y

- dung ricd demnach von folgender Form fepns

v+ e oy 2 fatay2 tey tr=o0..0

@8 fen 3 B p=4; foift r =2; &' =52 und M
erhalt blog die Bleihung
y2 ¢+ 1=0

- deren Wurgeln « und «3 find,

@8 fep p=06; alfo r=2; s =3, dabher p =%
#' = 2, fo.pird man folgende yrwep Gleihungen erhalten
y}tr=o
y4ty2fi=o

ife
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iht grofter aemem&ba{th@er Divifor ift
y2—yfi=o

_-und ie Wurgel diefer Gleichung find « und &5,

G8 foy # = 83 foift ¥ == 2, alfo #’' = 4, Und man ee:
halt die cingige Gleidhung
}'4 "’[‘ I =9

_Deren Wurieln &, a3, a5, a7 find,

$Bas den @rponenten » betrift, fo 166t fid derfelbe 2

priori durch die Faltoren der Sahl i beftimmen; Ddenn ¢d .

wird jederjeit fepn

o — ;—-s—';*—“'—"(l' —_— 1)(! — i)(t — [)
tweldbes man leidt bereifen fann, wenn man unterfucet,
wie viele telative Primzablen gegen s, fich unter allen dent
Rablen finden, weldbe Fleinet find als . (Man vergleiche
die nesen Petersburger Commentacien Tom. VIIL)

6“!&

Hat man tun auf diefe Art die Gleichung () gefunden,
fo eliminive man veemittelft detfelben y ausd dem Yusdrude
fiie £, fo roird man die Sleidung (h) erhalten, deren famts
fihe Coefficienten F, G, 1. foldbe Funfrionen der Wurjeln
x’, x”, 1c. ofjne &, fepn werden, welde nidt mehrere alsd
1.2:3 04 b= ;

A
feburigen det Wurseln x/, x7, 2. annehmen werden: fo daf
jede diefer Funftionen blog dutd eine Gleichung von dem
. pho—

: Beranderungen, bep allen mdglichen Bers

I.2.%. 1 : . . .
Brade - = gegeben wetden wicd, toie toie

Diefes fhon oben gefagt E}abcﬁ.

Mebuie
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Webrigens Pann e$ fich treffen, daf Dicfe Bleichungen
far F, oder G, 1. nod befondere Reductipnn julaffen. Dies
bangt ob von der Form der Funftionen von x, x*, 1. dued
J i toeldhe die Grdfien F, G, x. audgedructt worden: mir roers
i | Den wnd aber auf diefe. Unterfuchung nuc in fo fern: einlaffen,
il ald man dadurdh in den Stand gefent wicd die Tfchirnhaus
fenfcbe Yufldfung, fire den Fall ro w cine jufammengefeste | |
Rabl ift, einfacher ju machen, indem man nur einige Mittels |
glieder der umgeformten Gleichung (M. 52.) verfdhrindes

i 1&{Tes, _ g
i i 62. ;
B ,! ] Wit wollen alfo a priori ju beftimmen fuhen, twas Hie

e T | Refultate in diefem Falle heraustonimen miffen. Wit nel

men daher (twic unter der oben angefifrten Ne.) arn, dof
we=yx, und daf alle diejenigen Glieder dev umgeformten Gliis
chung fite y, Deven Epponenten durch = nicht theitbar find, vers
1 g fdwinden follen fo Daf, y™ = z gefesst , die Gleichung ()
|4 _: . fih in folgende verranbdelt
2 Pl TR TR RN PV,

diefe Gleidhung toird » Wurzeln Haben, die wiv ducd 2/, 2%
2 16.2") angeigen wollen: und da ans der Gleichung y” =

T ——_n

i

W 4. ! % [
folget v = vz, oder vielmehr (wenn die = Wurjeln o
Gleihung y* — 1=0, durd) 1, @, «2, 1. &”  * angejes
- 3 = w = .
b § Bl get toeeden)s y=v'z, «V z, a2y z, 10 o Yz o tich
\ g man, indem man fic z fuccefiio dic » Wurzeln z', 2%
| | 2z, 3¢, und juc AbLarzung
b} Gt ' & x ; w
I BbE a8 L 8 RE L B LB TR L e B e i I8

i ik ot | fetet, man witd, fage i, folgende » Werthe von y. erhalten
e el A : ¢,
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1 e e .asig"’, wIgh- -, mw_lcj"
3 00, el a3l w3, . T IOH i
5 : |
) gn.f' “g:ﬂ" G‘z{zu’ @53’:”’, 3, e }érl‘{ :- !
B 2. bt
: 2, g20) 52200 " 3000 4o &W—Iéfi’)
e | telde mit den LWurgeln 3, y", vy ¢ y(*“) einetlen fepn
ferden.
i Sest man nin nach und nad in der Hilfdaleidhung (b)

.51, , diefe Werthe fratt y, und zugleicdh x', x, x“, 16
fatt x (M. 53.) fo erhalt man folgende g E%E.ei:f;-ungen

e B B R SRR

-

i x¢ t fx €T & gx %2 & . t1ltaliz=0

;‘ :{H.“e Ji- f.'xufg,.._ 'f' g‘{ .g 2 .-,: 2‘:‘ 'i" 1 Tngi — 0

i . 2'::0 1

F GeTOYe (GO =T TR 2 b T
) tit¢i=o

(,_("""i'ﬁ))f,’ -i- f(h(ffﬁ})l‘,’_' -I‘ g(}; (T'}lg))g*: 'i" 1C,
1 Fal =90
v GO 5 @ ED) =T 4 o(xFEDYR—2 ¢ 3,

z et a=p
26,
: (x (@7t @rD))e—I 4 o, @FiD)—2 &
X L )g + ofx ¥ ac,
’ gL Rgal s —ive
b | (xeri)e 4 f(x (zwfz))-s:ﬂ b (eI =2 % 1,
r" _I,l _]_, méu: —N¢

| (@Y g (DY 3 (@R £ 1
J: 1 ..I. ng"” —T

n €. e
’ C¢ Da ke
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Da man aber in diefem Kalle ¢ = (x — 1) = p —»
(Nr. 52.) fesen mu, und da die Anzahl der unbeftimmteen
Gtofen f, g, 1. 1 aud & — v ift, fo ift flar, daf wenn man
in den g gefundenen Gleidbungen, die » Grdfen &7, ¥, &4,

ac. ¢ gliminivet, . — » Bleidungen {ibrig bleiben werden,
toelche jur Veftimimung der g — s unbefannten Grofen, §
¢, 1¢, 1 bienen toerden,

gBit toollen und nunmebr vorftellen, als habe man buid
die gewdhnlichen Climinationdregeln, einenAusdruck firf
gefunden, (und man wird eben dergleichen Schiiffe auc fie
jebe andere Der unbefiimmten Gedfen g 2c. 1 machent Fonnen)
Gudyet man nun alle vecfehiedene Werthe von £, tvelde aul
der gegenfeitigen BVeérwedbfelung der g Wurgeln x!, x
entforingen fonnen, fo wird man dadurch die Wurjeln der
Gleichung fiir £ erhalten, welche demnach vort einefn Gradt
fepn wied, deffen Exponent der Anjahl diefer veefchicdentt
Tecthe dleich ift.

Die # Wutgeln x4, x, ic. toerden abet im Allgemeind
1.2.3...p Berfegungen julaffen. - Man muf aber von
diefer Unyahl diejenigen BVerfesungen abrechnen, welde i
pem Nusdrucke fur £ feine Aenderung machen Lonnen.

S bemerfe daher juceft, daf, ennt man die Wurjeln
%, % 10, x tefpective mit xTTD (=12 4 09,

oder mit X(zx%‘l), x("’wf:")f 1€, 3(3'}" . f. . pertoechfel
Bievaus in den obigen Gleihungen die nemlichen BVerdnde
rungen entfpringén twerden, al wenn man & mit ¢ oddt
241, 1. f. perroechielts fo daf dieBerwechfelungen der Grld
fien 27, 2, &, sc. gleichgeltend feyn wecden, mit den Do

wedbfelungen der Wurgeln x/, xFTD ((F12) 4o o
ma
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man jugleich die analogen Berwedhfelungen der FWurgeln x7,
2("12) x(37¥2) yc., und eben fo der Wurgeln =7,
x(®13) xC713) 50 damit derbindet,

Da man aber bep der BVeftimmung der Soefficienten £,
g, 1. die Brdfen &, ¢, &, 1. durd die Elimination wegs
fdaffen mug, fo wicd e$ gang gleichatiltia fepn, auf mwas fic
eine Uvt mar diefelben unter einander vertwedfelt habe: folg:
lih wicd qus ihrer Verwedfelung Feine Aenderung in den
Werthen von £, g, 1. entftehen,  Nun ift die Unzahl diefer
Gedpen », und fie laffen 1.2.3 ... BVerfesungen ju, und
cben fo vicle BVevivechfelungen der « Wurgeln x’, x, x*,

1. x#) terden demiadh nichts Verfdhiedenesd geben, Dems

nach wird fidh in der Totalfumme 1.2.3. .. # aller partia

fularen Werthe von f, jeder MWerth 1.2.3 ... mahl finz

den, und fo behalten wir blos }—-—E—-—S-;-—'“ verfchiedene Ber:

andecungen.
63.
BHeteadtet man nun die geaenfeitigen Vertwedhfehingen

per Wutrreln x4, x, x'*} 1 x("’), und vergleicht man jus
gleich Die # etften Gleichungen Nr. 62, welche diefe Wurzeln
enthalten, fo wird man gany dbhnliche Schliffe alg Rr. 55,
machen Eonnen, und man wird fich berjeugen, daf die Bevs
taufcbung der Wurgel x/, mit den fibrigen =, ', 1. x()
feine Aenderung in den Werthen von f, g, 2c. hervorbringen
Fann, tocil diefe Vectaufdungen, nichtd anders geben, als

toenn man «¢, x2<’, w38 1. &% T 12’ an die Stelle von &
gefest Hatte,

€¢2 Demz
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404 I Bon den Gleichungen,

Demnach Fann bie Angahl der verfcbicdenen TBerthe bon

f, & 1. nidpt grofer feym, ald i-—;—’g-———- LtD!'CiLiIn..chbw

ao + 40 P

Man toird gang ahnliche Sdliffe Ley Betradting det
e . e
Wurgeln xFTD ,x(= 2) x(:ﬂi -"-‘),. 3. %272

& 2Xoulg ’ DE?GTCIS
tbsﬂ Tl\tr CEJ:}". -_«-__:‘fI .,(2'?-"";' ';) X(QT% 2.3’ {JIT -i“ 3) i, 1{{:‘3#)

u. f. f. maden fonnen, nrb ba die Combinationen Diefer
MWurgln gdng u:ubbumglg von einander }' , fo folgt, Dab

" 'c-', [ L3 2' '} L %_ L) f‘a \ ., !- & . -
man die Jah! ,-«———-——, dburdh = fo vielmal wicd diz

2 . g T
pidiven miffen, &l vielmal in jebem diefer Softeme von =
SWurgeln, die Srofen 7, 24, €, 1. ¢0) porfommen, . .
y mal.
Demnady Pann die Anjabl der verfdhicdenen Wenthe

pon f, g, o, nicht grofer fegn, ald ———=———: di¢ Gleiz
£i2:3c0i im0

dung e £ fantt deminadh nicht Hdher freigen, als auf diefeh
Grad.

Dies frimmt mit bemien;igen f:bercin,l was i Ne.52
gegen Das Gade, gefunden baben. €8 fallt in die Mugen,
u'.!r‘f‘ [J(v“_’r"z}:ﬁ

¥

RSl s o i AT TR * :
Dag 0ie Sabi 3 < einetlen ift, mit

IN2+3.. ya’ VE
""{ \,'(""r'g-)fa&'fc”"_fl)
-

Y —
B I

pber (mf-‘:.i o == vm) it

64+
Die vebucivte Gleichung fire £, twird demmnach im Allges

y (v ) A=
meltich boft dem Grade St 2T .. (D

y—1I

febn:

allein

&
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allein. man toivd dicfe Gleidhung jeberseit, durch ahnliche
Betrachtungen, ald Nt. 57 und 59, auf einen nodh niedrigern
rad bringen fnnen, Und ift = eine Primzahl, fo ift e8
nicht {chwer durch ahnlicce Shhuffe ald v, 56, ju beweifen,
dafi man fiv bie Vermedblefungen der Wurgeln x/, x* T 1,
s@TED. g0 mit x4 x(TT2 R OFT2) 40 deggicichen
mit 2/, x*13) 3T e die fucceffive Bestanfhung
ber Potenjen a2, 23, 3. «® L gegen @, in dem Uusdrud
fie £, wird brauchen dicfen: fo daff man, toenn in-dem Hugz
drucke fite £, y fir « gefent, und dann dies y duvd) die Gleis

dung Y =0t burch
y—1 :

oo 2 eyt 3 a1 =0
diminivet wied, dafi man, fage ich algdenn fir £ eine Gleiz
dhung von folgender Form erhalten wicd

(P —Ll4 FfE 2+ a3 b= 0
und diefe toird ein Divifor dev reducivien Gleichung fur £
fepn; und von den Coeffictenten F, G, . rird jeder durd

e O T D T2). .. (g—1
eine Gleichung von dem Grade —— 0 13) — e 1)
fr — )a" L
Beftimmt toerden,  Hierduech erhait man eben fo viele Dis
biforen fiic Die veducivte Gleichung, jeden vom Gvade = — £,

9Wenn » Feine Primyahl ift, fo muf man twiedr, 6o,
¢ine leichung fuchen, devenn Wurgeln, diejenigen Potengen
von « find, deven Epponenten relative Primzahlen gegen »,
find, die Ginbeit mit cinbegriffen. Begeichnet man nuw, digfe
Gleichung auf folgende st

TRl ytr=a
€c3 fo
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{o tird man vermitrelft derfelben y, aus dem Husdrucke fi
£ eliminien £dnnen, und fo witd man fue £ eine Sleidung
von folgender Form crhalten

PG F I+ 6. A2 =0
it teldyer jeber Gocfficient F, G, 1. blog von eincr Gleidung

vl y \v‘ rri Y I —_—
pom @rabe‘[‘, gt 2) (e

) : !
e = abhanat; fo daf
A®

man demnad eben fo viele Werthe fiir F, G, 1. und folglich
eben fo viele Gleichungen fir £, jede vom Grade 2, echalt;
und diefe werden die Diviforen der reducirten Gleichung file
f fepn,

€8 fey 3. B, »x=6, fo witd man 1)» =3, v =12
fegen fonnen, und die reducicte Gleichung fiue £, wird von
3545
23
fie fich nadh der obigen Methode auf Feinen niedrigern Srad
bringen laffen,

bem Grade =15; und weil » — 1=1, fo wird

2) Manfeie » =2 und = = 3, fo fird man fiir den

Srad der reducivten Gleihung fite £, die Jah!

= 40 ethalten; und da » — 1 =2, fo tird man diefe t¢
bucicte Gleidung in 20 Bleidhungen vom 2ten Grade aufids
fen £onnen, und dies mitteft ciner Gleicbung vem 2oftn
@fﬂbet

6s.

Wir Fehren nunmehe wicder ju den Formeln Ne. 50
gueack, @6 ift flar, daf man die gegebene Gleickung (a)
alg dag NRefultat einer Glimination aus den bepden Slels
dungen b und e anfehen fann.  Sichyt man nun die Soeffis

cienten

gt;ddlsl
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denten A, B, C, 1c. der Gleicbung fitr y, al8 gegeben, Die
Goefficienten F, G, 1. hingegen des Yusdructs fie x durd
y, alé unbefiimmt an, fo wird man durch Bergleidhung der
Glicber derjenigen Gleidung, die man bureh die Gliminaz
tion pon y exhalt, mit den Gliedern der gegebenen Gleidung,
die fetern Eoefficienten beftimmen fonnen, porausgefest,
dafj ihre Angahl nidht Eleiner ald p fen, woelches man nidt
s

2
und enn man die Gleicoung fiir y fo angenommen hat, vaf
fie fich auftdfen laffet, welhes man auf unzahlige Arten ecz
balten fann. Auf diefe Urt wird man eine poliftandige Aufs
[bfung der gegebenen Gleicdhung erhalten; die Scbmwicrigfeit
wird aber in der Beftimmung der unbeftimmien Goefficiena
ten E, G, . liegen,

: fepet:

: K
ju beflirchten Hat, toenn man A = — odet =

Man twird indeflen oft diefe Beftimmung, fo vie aud
dic Glimination von y ecleichtern fonnen, toenn man Dent
durch die Gleichung (d) gegebenen Ausdrud fiir x, in einen
andern vermandelt, wo das unbefannte y, blog im Sahler
porfommt, und died fann man jederzeit dadurdh erhalten,
daf man den Sahier und RNenner des Brudes

F ¥ Gy ¥ Hy2 T 1 T Ky’

L + My + Ny2 f it T Ry}"
mit einem {diclichen Palpnom von y multiplicivet. Dicfed
fann man auf folgende Avt finden.

Man fehe
s =L % My ¢ Ny2 T 1. 1 Ry
und da y durdh die Sleidung
Ayl 4 py* T2t =0 o
6¢ 4 Deft'mmt
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beftimmt ift, fo eliminive man y mittelft dicfer G'ei idhung,
weldc8 cine Bleichung fir z vom Grade geben wied, die
fih folgendermafen vovftellon [afet
2 gzt 1 & e —2 f o923 4, — 9 =0
wotin folglih die Coefficienten «, 8, v, 1c. © beFannte Funf:
tionen von A, B, C,2¢c. und L, M, N, 1. fepn toceden,
RNun ift

gzt =1 $ azté—2 T g3 Tu)= =

und Hieraud fiehet man, daf ma@mﬁe z gleich feon wird a,,'

multiplicizct in tas Polonom
20— 1 s mz'v“"‘i‘ﬁz‘w "f"!t"a
folglich unabbangig von y.
Seit man nun in diefem Polynom fir 2 feinen Werth
durd y, fo evhalt man das gefudhte Polprom, in weldies

=

man, toenn man will, ble§ niedrigere Potengen alg y# Dringen

fanrz, indem man vermittelft der & Gleichung y* + ay#—I

T 36 = o jedergeit bemwetkitell lligen fann, daf im Potensen
von y. weldhe hoher als y* find, in die fiaffe der niedrigern
#bergeben,

Yuf diefe vt Fann man die "“m({aurq (d) auf folgende
Sorm bringen

X.=a T by + cy2 g3 TS ¥ uaat et ok (k)
fo dak man jedergeit die gegebene Gleicbung

x* ']'* mx® 1 "f‘ nx"”'—z “, e =0 , , - l:ﬂ)
{o betrachten fann, als ware fie durd) cine Glimination pon
¥, bermitteift der Gleichung

y:‘“ e ‘_.-.L},-’fi“‘— I'.g '_Irﬁjy..’af-‘—'."-l 5

&

i V —_— 0 . . ' (C)
und der Gleidung (k) e“‘fu:‘rbm

Man febe Hicrauf die

1.r e O

Coefficienten a, b, ¢, 1. k, deren *:muwi ift, al8 unbefiimmt
an,
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an, und wenn man nun die aud der Climination von y ents
foringende Gleichung Glied por Slied, mit der gegebenen
pergieichet, fo erhait man u Bedingungen, welde ju dey
Beftimmung der unbeftimmien Grdfen a, b, c, 2. Dienea
erden, :

Kedvucivet, man die Sleihung . fie y auf jtoep Glicder
y& ¥ V. = o, fo wird die obige Methode, mit dev in ges
gentoartiger Abhandlung Sfterd eviwahntenn Methode von
Euler und 25esout, auf cind hinauslaufen. Das Detai
aber in twelched tiv und fo cben cingelaffen haben, ndhert fie
bee Efchirnhaufenfdhen Methode, und jeigt ihre YehnlichPeit
mnd naticlichen Sufammenbang mit derfelben,

66, :

Da alfed auf die Befiimmung der o unbePannten Grds
b a, b, ¢y 2 k, burch Bergleichung der Glieder der geges
been, und der durch Elimination von y entftandenen Gleis
dung, anfommt, fo bemerBen it in Anifehung der esteren,
00f fie nothwendig durch eine rationale und ganje Funftion,
der Grdfien a, b, c, 1. k und x audaedrucht fepn wird, deven
aug Diefen Grofen beftehende Slicder durchgehends von u
Dimenfionen feyn- twerden, toie man leicht aus dee Ne. 1 3.
t:nrqc*raqenen Theovie der Elimination beuvtbeilen Panﬁ.
Dtdnet man demnach dicfe Gleichung nach x, fo weerden die
famtlicken Coefficienten derfelben rvationale, gange und hos
mogene Funftionen dev GBrifen a, b, ¢, 1. k feyn, deven Dis

menfionen vefpectiv o, 1, 2, 3, 1. fir die Potengen x*,
=1 x#—2 x¥=3 1. fepn werden,
Das erfte Glied x* wird demnach blos die Einheit jum

Coefficienten haben, Das gwepte Glicd witd zum Cocffis
€¢ 5 cienten
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cienten eine ®rdfie haben, von der Form =a T 8b T v 1.
wo «, 8, v, :1¢. Rablencoefficienten find, Dad dritte Glied
wird jum’' Coefficienten eine Grdfe hHaben von der Form
wa2 + gab f +b2 T dac f i, u. i f,

Seset man nun den Soefficienten ded groepten Glicdes
= m, Den Ded dritten =n, u. f, f. fo erhalt man  Glis
chungen fiiv die o unbefannten Srdfien a, b, c, 2. ki von
welden Gleidungen die erfte blod vom crften Grade, die
soepte vom joepten, die dritte vom dritten, u. . £ fem
wicd, IWerden nun diefe unbefannten Grdfien, bid auf iv
gend cine degfelben eliminivet, fo wird man fiic dicfe im Ull
gemeinen cine Endgleidung von dem Grade 1.2.3...¢
erhalten. Died widerforicht Eulerd Meinung, fimmt aber
mit dem fberein, was Begout durch Fnduction gefunden hot

67.

lim diéfe Behauptung niber den Srad der Gleichungen
ffic a, ode: b, oder ¢, u. f, f. noch mehr 3u befrdtigen, und
sugleich gu entdecken, in weldhen Fallen fich diefe Gleichuns
gen einfacher machen faffen, wollen roir a priori den Y
brud fur die Grdfen a, by ¢, 2c. durch dic Wurgeln der gegw
benen Gleichung x’, x*, x'*/, 1€ ju be[‘timmén fucben.

Bir fegen alfo, twie RNe. £4. {7’ — V=nu, Wennmni

aun die x Wurgeln der Gleichung y* — 1 =0, mit L, ¥
8, v, 3¢, beseichnen; fo find u, wu, Bu, yu, 1¢, die  Wurjld

der Bleichung y* + V = o, - Sett man nun diefe Furslt
nady und nach in die Gleidbung (k) Nr. 65., fratt y, ud
fest man jugleich die Wurgeln x/, x, x¥/, 1. fratt x, fo ¢
halt man folgende » Gleichungen

fe=

x

|
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xi

|

a7l but cozf dud T kut—T

t abu t e2cuz f «3du3 fa. T w =TI
x = a % gbu ¥ s2cuz f a3dus ¢, F 8% Tku—F
x""= a % ybu % y2cuz + y3du3 T2 + o Tku# "k
e

bureh toelche -man die g unbefannten Gcedfien 3, b, ¢, 1,
wid Deftimmen Fonnen,

i

i

Diefe Beftimmung hat Feine Schiierigleiten; denn da

L% 8, v i die Wureln dev Sleidhung y* — 1 = o find,
in welcher alle Mittelglieder fehlen, fo ift tefanntlidh

rhw t a8 to - Pfigsmo
1T e2d82tyzdiw=o0
rted TRITYI T =0

e

D. ). twenn man die fammtlichen TWurgeln ju einer und ders
felben Poteftat erhedt, fo wicd ihre Summe = o fepn, twenn
ber Grponent der Poteny nicht durdy g theilbar ift; wad
aber Die Potenzen betrift, deven Gpponenten Vielfache von

kfind, fo echellet, aus eben der Sleichung y*“ — 1 =0,

VW e =1; «** =13 uf f. fepn werde,

Wenn man nun die obigen x Gleichungen addivet, nads
bem man fic vorher mit den coveefpondicenden MWurseln 1,
% 8 1., die man noch und nach ju der gten, ( — Dtem,
( — 2)ten sc. Poteny, big ju der exften inclufive exheben
muf, Reihe vor Reifhe, multiplicivet Hat, fo exhalt man

T

R SR e X% A b B

N R — I 41‘: ‘F‘"!xu .!.. Ia‘t&—-TxHJ .i. ?.l-"—'lxuu ..}., 0.
gasc
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%! _I. w-!!-"—qu ,I_ ‘Bﬁh—ﬂxu} .i.. ?:'/J"“Ex!m .i,.m

—3 s’ L7 foety
‘g;u3d = x' .I‘ s ax!! + gt 32\«” + o b8 3y laee + %,

-

2\».

Nan fichet hierausd, daf die Grofe a, nur durd cine Gl
chung von einer Dimenfion gegeben toicd, indem fie unvers
andert bcﬂ{g[bcﬁ Wertl behalt, wad man aud fite Berfetuns
gen mit den SBurieln x’, x', 1. vornehmen mag; und b
P xER = —m, o ift wicfliga = — =,
TWas die ubrigen Grdfen ub, uze, usd, 2. betift, fo
toird jede derfelben im Allgemeinen durdh cine Gleichung bes
fiimmt tocrden, deven Hohe die Anzahl afler moglichen BVew
twebfelungen der . Wurgeln x!, x¢, x se, gleich ift; und
diefe Angabl ift beanntlih 1.2.3...: denn jede Diefet
Becfenungen toird cinen eigenen Werth fir die Grdfen vh
wic, uid, i geben.  Diefe Werthe aber Fonnen foldhe Bewt
Dadltniffe unter einander haben, daf dennoch die Gleicdhung,
beren Wurseln fie find auf einen nicdrigern Grab gebradt
eeden fann,  Dies wollen wiv im folgenden unterfuden.

68.

Sn Diefer Abficht bemerfen tir juerft, daf man der
Grofe u, weil fie unbefticimt bleibt, jeden toillffhelicen
@erth geben fann.  Die einfadhfte Borausfesung ift, wens
fitan mit Begout u = 1 feBet, fOoraus V = — u s —1
folgt. 2Mir werden alfo diefe Vorausfesung jum Srunde
kegen, unbd gugleich
glie—1)

a!‘ : af!
k=~; h= —ju,. b=
4 & 44
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fegen, toodurd) die Formeln folgende einfachere Gefralt cus
halten

¥ L] o
a.r — T. i _?{.‘,” ..!.. 6 XJN .}, ay K””th;
ﬂ” — }:f .{. a2x! ,:, ,B:"x"” .i. o 2y ,.-fn,t.l-.. 0
3”" = x! .I,, ad3x'! g égxru ..I, '}’3)\””'1 0,

i,

aB—1) = gt §ab—Tgn § =Ty o B—T Ly

Il

Wic wollen juerft unfere Yufmerflamfeit auf den Nusa
deuck fie dic Gredfie a’ ridbten. Da die Wurgeln der Gleis

hung y* — 1= o, meldbe wir durd 1, 2, 8, , 1. borges
tellzt Baben, auch durdy 1, », 42, &3, . {3 t.24.) augés
brucft werden Ednnen, fo haben wir 8= 25 yv=ea3, i
fo daf nunmebe feon wird

2 = x!  ex T a2x F asx! § e, F wF 10
Die Werthe der Nbrigen Grdfen a”, a"” 1C. 34 trI}afren, it
lihts nothig, al8 da§ man in diefem Ausdrucke fie a’, ftatt
4 Die Potenjen 22, &3, i, fege. Hieraus, und aus dem,
was oben . 56. erwicfen mworden, 136t fich fogleidh {chiiefs
fen, daf wenn der Grponent s der gegebenen Gleichung eine
Wimzahl ift, die Gtdfen a’, 2", 2, 2, Wurgeln einer usd
Yeefelben Gleichurg fepn werden; died witd fih aber nicht
o verhalten, wenn 2 cine 5111"ammer efeite Sabl ift. Yus
biefem Grunde werden wic in der Kolge die & Solle, mwenn g

tine einfache, oder sufammengefeste Sahl ift, untcefdeides
miffen,

69.
Wit wollen allgemein annehmen
t = x/ + {t\“ .E. w2x ,'I. a.'l_;(”” ..?. i, .1. n:z"'-I f:r
D fiberlegen, toie die Gleichung fiir t befchaffen fopn rnagTe.
3n
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424 I. Bon den Gleichungen.

Gn diefer Abfidbt fucbe man alle pactifulaven Werthe vont,
weldie durdh die 1.2.3... BVerfesungen hevausfommen,
Die unter den g Waurgcln x‘, x 7, 2. mdglicdh find; und man
befolge bep Ddiefer Unterfuchung eine Ghnliche Methove ol
PRr. 55. Man betradte alfo die GHedfe x* ald feftfiehend,
und laffe biog die ubrigen g — 1 Grofien ihre Stellen dn
dern, fo werden die unter thnen moglichen 1.2.3...(g—1)
Berwedhfelungen eben fo viele pactifulare Werthe von t g
ben, welde wiv durd t, v/, £/, 1. bejeichnen wollen. RNun
faffe man in Dem Ausdrude cined jeden Diefer Werthe x|
feine Gtelle andern, -indem man daffelbe nadh und rad mit
x, {7, ¥, perwedfelt, o oird man die 1.2.3...p gifuds
ten 2erthe erhalten, welde dieMWurgeln der gegebenen Gl
chung fir t fepn mifen.

Man. toird aber leidt bemerfen, daf man um alle dief
SBecthe ju erbalten, nur jeden der Werthe t4, 7, t7, N,

nach und nadh mit e, 22, «3, 3c. «* — T multipliciven datf
fo dah fich die MWurseln der Gleichung fur t, auf folgende et
auddriicen lafjen.

t, ot/ w2t/ x3t' 3 of Ty
- t, at” a2t .’Tgtu’ 2. Wt PR
tﬂrr ‘t”‘; w2t M3t”", ic. af -—Itmr

3.
Hievaus (it fih aber leicht fblicfen, daf die Gleichung fir

t, nut folche Potenyen von t enthalten wird, tvelce Biek |

fadhe,von 4 find.

vaf

3 = (x' T ax" + a2x ¢ a3z T w)*
Die

Hicraus folget nun, daf wenn man ¢ = $ fefict, ft |
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die Gileichung flir 5 vom Grade 1.2.3... (g—1) feon
wird, und ibre Wutgeln mwerden die Werthe von & fepn,
welde blog aus den BVerfegungen der g — 1 Wurgeln x%,
x, ac, entfpringen, ofne auf die Wurgel x' RNuckjicht ju
nehmen.

Dicfer Scbiug bleibt tichtig, bon twelder At auch die
3abl & fepn mag. Wic wellen nunmebhr die bepden Falle,
wenn # eing Primgabl 1ft, oder nidht, eingeln unterfuchen.

70,

$Wiv nehmen aifo an, daff & eine Primzah! fen, und bes
merfen, dafi, um alle Werthe von 3 ju finden, ¢8 hinlangs
fich fepn roicd, blog die ju fuden;, welde aus Der Berfepung
der p — 2 Wurgeln k', x“*, ¢, entfpringen, deten Ynjabl
alfo = 1.2s3... (& —2) fepin wird;, und dann in bem Auss
bencPe eines jéden dicfer Werthe 2, a3, 3¢ 1 fiir o ju

fegenr. Man Fann fidh Hicvoon leicht durh abhnlihe Scblirffe
alg Nr. 56. Gberjeugen.

Nimit man nn an, daf die x — 1 Weithe von §,
welde aus der Subfiitution von 22, «3, i, o™ ! fiir «,

in bem obigen Yusdruck fiir $ entfrehen, die Wurjeln folz
gender Gleidung, vom (e — )ten Grade find

§ETT oo T2 4 gsk—3 o yer=d £ ) = g
fo folget (Jte. 57.) daf feder der Coefficienten T, U, X, 1.
ducd) eine Sleichung vom 1.2:3. .. (& — 2)ten Srade gegeben
feon wicd ; fo daf die Gleichung fiir & vom 1.2.3...(w—1)ten
Grade, fidy it 1.2.3... (x—2) Gleidungen, jede bom
( — Oten Grade, wird gerfalien laffen, und jwar mittelft
tiner Gleidhung” vom 1.2.3...(k — 2)ten Grade: dentt
wenn man einen der oefficienten T, U, X, . gefunden hat;

n

e




426 I Bon den Gleichungen,

fo toird man leicht durch Auflofung einee Gleichung von DIE!
fems Grade, alle Gbrigen erbalten Fonnen, -

ol 8

Da- die p — 1 Durgeln der Gleidung ¥~ =
TH4 ™2 % ygl—3 — X9¥ 4 F i, == o die Werthe

pon &, O. 0. vonm (x'F ax” T a2x™ F 1) find, weldd

man ethalt, indem & nach und nach tn a2, &3, 3, a#* 1t

vermwandelt wicd, fo folat aud dem wad . 68. gefagt wors
den, daff die MWurgeln diefer Gleidhung, gesan die Werthe
der zten Potengen von deit Gtdfen a4 a*, a 2. ausbrucn
werden.

Begeichnet man nun diefe Wurseln durdh 97, 3, %%
s, F—1, foift

%‘@i ‘\‘/;5'” .‘:’5‘3_!!.!’

Vo3 : : y

be—; Cc&= ae o 3¢
# g #

Um nun die Gleichung, um welche ¢8 und ju thus ift,
ohne SdwicrigPeit qu finden, muf man dad Polynem
%! ".i‘ ax’! .} a2yl .i. 23yl 'f" 1.
ju der Poteny s echeben; und twenn man bemetft, dab

at =1, «* L= 3, fo toitd man fir & vinen Yus
vruc von folgender Form erhalten
— ¢ T afl f a2gl T a3zt 3, o+ gle—1 é'(f"""l)
o %, &4 £ 1w, Junftionen der Wurzeln /) x4 x4 30 ofne
e« fepn werdens  Man verwandelt '« in y, und climinizet
alddenn y mittelft der Gleichung ¢ NRr. 575 will man hieibey
nidt die gerwdhnliche 2Art 3u eliminiven brauchen, fo fann
man fich folgeader Hedienen,
2, D4

fi
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73,
Dapg=a2; y=1u3 (N.68.) fo bat man
S = bt el f w28t a3zt g e g o1 (6—D)
¥ == g boegh e f 3 fae p et (D)
=g T 28k w38 e bl (8 —T)
i,
und «, 8, v, 2 nebft 1 find die Wuvzeln der Bleichung
i“*—1=o. k.

Il

Sind nun die Wureln der Gileidhung fiic & befanng,
fo fann man vermittelft decfelben die Werthe der Coefficiens
n T, U, X, . beftimmen, denn e8 ift beFanntlich

T =9 f 8¢ 4 9uda
U = 394 + 9/84 3 3,
2, '
Man toied oft diefe Veftimmung erleichtern tonnen, toénn
man die Summe der 1ften, aten, 3ten, . Dig wten Potens
jen Der Wurgeln /.3, 9 2, fudbet; und in Diefer by
fitht wicd e gut fepn, wenn man die Srdfe

S0 =% $.80% ¢ 18 fac, f 46— D
in die Rechnung brinat; fo daf die Grofen 50, 57, 84 g¢,
den Wurseln 1, », 8, 2. der Gleihung y* — 1 =0 ents
fprechen,
€rhebt man aber das Polynom
£t al T et b wsg o, f M Ty—D)

nach und nach ju der aten, 3tem; 26, Poteng, und begeichnet
man mit £2, £3, &4, 2. diejenigen Glieder Diefer Potengen,

weldye, nachdem man x fic o, w fiie o#F 1 g f. f. gefest

hat, ‘gac fein's mehr enthalten, fo [agt fich aus der eigens

20 thim:
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thimtichen DejchafFenbeit der Grdfen 1, =, £, v, 1. (Nr.67)
feicht beurtheilen, dag die @ummen der rften, aten, st
2. Potenjen, dér Grofen 30, 3 , 37, 1w i auf gg ki
@ £ 3, 3. veduciren foetden, :
@8 ift aber 30 =% % ¢ qug o 2105 R0 &fF-—'-I} e

G w an T RET Dy = (—m)#; jieht mn
nun von oen Gudfien w&, r£2, £§3 1 refpective die 1fty
ate, 3t Poteng von (— m)* ab, fo twerden die Refte

wt — (— m)*

#g2 — (—m

#43 — (= m)

04

alcidh feyit den Summen dev 4 — 1 Wurgeln 87, 37, ¥
¢, ihver Duadeate, threr Wihtfel w.f.F. fo daf man vermbgs
ver befannteir Formeln finbet
X = pE— (= m]'}"

T g 163TmYE) 7 pha wi(atiin)?

0P~ R
z2 2
o o Sl wy f Taka = (—m)
i ' @ . ' i
2
2%
73

. Fadhet mait pun in den Musdeicten fir T, U, Xt |
omibden IBurieln xxY x4, 100 alle mbglithe Bermedfelu
"4, 8en - fo wird man fiic jede diefer Grdfen, nicht mehyp o

s EaB.3 el — 2) verfdpicdene Werihe finden, W weldye 4N
iig
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7.Sortf. b. Bem. 6. bie alg, Aufl. b, Gleichungen. 42

jig und alleits aqus den Werfepungen dev p — 2 Wurgeln
x/*, £, 2, entfpringen; fo Dag man ¢ben fo vicle Gleis
dungen fur S von der Sarm‘
=T T9*—2 & B =3 Ly =g

erhalt, welde famtlid) in einander multipfeiret, eine Grefs
dung fur & oon dem Grade 1.2.3...(2— 1) qeben Wers
ben, deren Eoefficienten fomtlidy durch vationale Funttionen.
ver Coefficienten i, n, p, 2, Dev gegebench Gleichung, be-
ftimmbar fepn werden.

Hat man nun auf folde Art diefe Bletdung gef un"\e-i,
und dividiret man diefelbe, durdy cine folde Sfading, o
bie eben angefiihute, tom (2 — 1ten Grade, Yo erhaltman
¥ — 1 Vedingunadgleichanaen swifden deni®edfen T/ U,
X, 1. burch welbe man 3. B, Vie Werthe von U.amdrX 1.
fie T beftummen Fann, und man wivd auf diefe Urt ju einer
Endaleichung fle T fommen, welde nidit hidher als auf den
@rad 1.2.3..: (2 = 2) fieigenfann.

Datnber That die Grdge T, nicht mehr als 1.2.3...(==2)
verfchiedene 2Berthe haben fann, fo witd man, wenn diefe
Werthe T4, T, T, . T Hegen, und jut Abfurjung
V= 1.2 3. (2 — 2) gefest witd, e T cine Gleichung
von folgender Fotrm fHaben :

T L. e Pt -._;_ g-l-‘r—ﬁ — Tt .,E,, s x
deren Wurzeln T4 TH, T, o, find: fo Daf man, wenh
man will, die Werthe der Socfficienten #, ¢, «, 3. aus den

Werthen der QBLI[‘,:,E?[H 2T T“",- i, a priori befnmmm
!aml.

Nuf diefe A erhalt man die @!eitbung_fﬁr T unmiﬁch
bar; ofne exft die Gleicoung fiir 5 von dem Grade v{ge—1)

A0 Duife gu_ nehmen: aucb wied man ebea fo unabhangia

2D 2 pon
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pon Diefer fepterh Gleichung die Werthe der ubtigen Coufs
ficienten U, X, 2¢. durch T finden Pdnnen, toie ol diefes wep

et unten in Dem viecten Abfdhnitte jeigen twerden.

Siuﬁ allem toa8 wic bisher vorgetragen haben, folge
daf Gulers und Begoutd Methode nothwendig auf einete
“Ducirte Gleichungvon dem Grade 1.2.3...(x — 1) fufyeen
muf, welde fich, mwenn der Coponent s e Primsabl if,
in1.2.3...(— 2) Faftoren von dem (w — 1)ften Grade)

aerfaﬁen laffen mug

Diefes Nefultat frimme, wie man fiehet, mit Detn e
ein, was die Tfdienhaufenfche Methode geben roitde; o
vaf man Bier dhnliche BDetcadtungen, ol AN 58 anfies

fen fann.

74.

Ulm die vorgetragene Theorie durdy ein Bepfptel 30 ¥
fautern, fo fev cine Gleichung vom sten Srade gegeben
: xf'i‘mx'ﬂ-‘fnx?'f'pxl'qu‘fr::o
Shre Wurgeln follen x) x!f x!h 1 x¥ fepn.

Man. fesse vun
x=atby feyxtdydteyd
und betrachte Die gegebene @[eldpung a8 Das Nefultat entt
Glimination, aus diefer legtern, und aus der gmepghebtlgéﬂ
Gleihung ys T V = o, ober bielmehe (indem man wl*
Ne.68 V= —1 feget) y¥ — 1=0.

Gulée und Begout haben in ihren bhandlungen fiber |
diefen Gegenfrand cine Endgleichung gegeben, die ducch it |
~ Glimination von y erhalten toicd, in Dem Salle, wenn m=0
" uidia = o; Deren BVergleidhung mit der gegebenen pie bie

Bleidungen licfert, melcbe nbthig find, um die Goefficien
¥ fe
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v, Soetf, . Bem, 16, die alg. Aufl. b, Sleichungen. 43x

ten b, ¢, d unbd e ju beftimmen. Fnbeffen Haben diefe fbarfs
finnigen Mannes das Nefultat nicht angegeben, weldes ausd
diefen vier Gleichungen, durch Eliminivung vonirgend dreven
der-vier unbefannten Grdffen, Herausfommen muf; die Uz
facbe liegt in der undiberfehbaren rbeif, twelche diefe Glimis
nieung ecfordert. ~ Die bigher vorgetragene Methode liefert
ung Mittel, diefes Refultat a priori ju finden, womit wic
foaleich einen Berfud) machen wollen.

$Wir haben alfo fogleidh) (Pv.67.) a= — 7';1— und fers

nee (N, 71.)

5 5 § 5
v 3 V3 N1 5
b= —t e ==y d = e

5 5
ind 84, 544, 341, gt find die pier Wurgeln der Sleidung
94 — T3 TiUdz — X Y=o

| welbe ein Divifor einer Gleichung vom 24ften Srade fepn

1icd , tweldhe man fie den Werth von S findet.
Um nun den Weeth der Coefficienten T, U, 2t gu fin
bem, muf man das Polpnom
x! A ax!! h;- w2xHl 3 g3xlll T+ wdxV
w der sten Poteny echeben, wodued man, in Ructficht des
TWetthes von «F, (¢S 1. Nr.24.) ein anderes Polpnom von
folgender Gorm echalt ;
2T et F a2l F w3 f a4kt
' in weltbem
g = x's -i- xlis -I-Imf -I- xlilis Txv; T moglxnxmx!mxv
-1- go{xis(x”xv -l. gt i .11. x”3(x‘x”‘ .l. x /i gv)
doxHi3(xixv Foxtixmin) + xiid(xix! T x!ixv)
d o xVI(xx/ T xrighiy) '
3 30(,t(xuzxv:.-i-xm;xnu:)i-xu(xi:xlflzii‘xuﬂzxvz)
-i-xru(xﬂzxvzfxu;x.-m:)-[-xuu(;{n;xuz-fxruzxvz)
'i'x‘{x"lx“”z'l'x“-‘-‘x‘“i))

D0 2 gl=
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432 I, Vo den Gleichunagen,

‘2;- — 5{};‘43”-1': !433.‘}-i-xlu_f.ﬁx”“—t-xl”jq-xi\-' »f- K'l'rq,x.l’)..‘-t’..ui
2.
Mian erhalt alfo fogleidh
T=5%T m¢*,

DBetradtet man abee Yen Ausdrud fir , fo bemerkt

| man, daf die Glieder

xI§ 7 xlis f x5 Jglg §xvE b poox sk Hx iy
unimittelbar duvdy die:Corfficienten mym, 3¢ Ver gegebinen
Gleichung ausgedendt toerden Fonnen ; und o8 ift nict fehwee
§u finden, 0ah der MWerth diefer Glieder

—m%.F smin — sm3p ism(q—n2) | §np — 125¢
fepn toerde,

Seet man nun, um die Redymmg einfacher yu madhén
7 ztxijtxiixv -r. xrn‘_\irm} ..I. x“3(x’x’“ .I. x/iUxV)
-f- X3 (gt x bl . X4x V) T X3 (xtixv _}', x!x!)
H XV 3 (x/giii ..I,. xHxuy)
3;'.':_11'[?‘-_{,‘_:3\!2 'I"x"”ﬁ:{E“"a'!]i'x"f{x‘ra“-‘x”"?- ‘f‘x“'”z?i":)
.i- x! J(}{JFS_\L{JJ!L 'i'-\'!:-‘iv‘i)']',"'K””{KF"*'-'-"x"z'f'x"-::{"'z}
PRY(x2x IS x /42 xiilzy)
{0 toted
T =j507—~4m* T25(m3In—m2pIm{q—n2)fnp—25)
und man wird fadew, daf die Gedfie z nicht mehr ald fols
gende fechs Weethe cehalten Fann, weldhe wic durdh 2/, 27
2'", """ v, 2V begetchnen toolien,
M == o (xI3(% Y XMy § 113 (gl xth o xUlixY)
d RIS (xi gl R IRV B PULE T e ULES A x'x")
+ xv3I(x/x1t 'f X))
T (kI xH2 xRz g H:)ri-xu(xizxm:-}-xh.‘-‘;;x\-':l)
T x U xHagihiadxi2xva Yx gz 4x/2x/2)
Tavimiaxtiiz g x'2xl112)),

() e

I S—

S U ——
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;1 sealRIS (RO RRY) o x13 kxR piy
4 xHI3 (xlIxV -I- b Ly ‘1* wv 3 gt i -{-‘ xIx!M) .
ol 3 (%0 oKl ay) : fi

$alxI(x 20 2512 g2 Y Pty 1251 2y 112XV E) e
'i‘x”f(x”zx"-?‘i'x‘zx“”ZJ‘E"X""(E‘”?x“"z‘fx':x‘—ﬁ)

-i-xum:xizxvz, -'r x”zxnf:))'

F x3 (xx N +oxixv) P x03(xHxy i bl
'i’ xV3( &z F xlixi)

f 3(x{(x!"2 5" 2 xiizxii2) +xfM(xl2xlili2 Fxillagva)
—1-_h'f"'(x”:'x“”g'['hfzx"zjfx‘”(}{””ix*3'1‘1{"1'- xif2)

-I- xV(x!2x//t2 -i- x/izxtliiz2)),

giiif = 2(x!3(x!=x!" $ Mgy o 230l xtid + xtixv)
t x””i(x”x‘ v xl x/4) Fox¥3 (xxit Fxix)
'1' x'“:r(xfx" '1 xnxnn))
.fs(kf(xu x”f""{'xlﬂlzh'\“‘fol(x""-;‘”” 2%xiiz2x xv2)
I xIi(xlgv 2bxizxtt 2y xv(xliz 2xil2dx'2x12) :
- T xi(xi2xva ~}.\H xtHiay),
v = o(x/3(xMx!! -}- xtitxv) T x13(x!xV .I. I xhihy
o xVI(x!x U g g gy S xns(xiigy f ox!x!)
-i- X3 (xix i 5 x”x\'))
F 3 xixtizgizigiiiz g2y § siitxi2zvzdxiizxitiz) _r
4-5«» xiag g "I-x:?-x"*"'zj-‘-:{””{}:‘”2};‘&'2%3{‘1:{”2)
T xti{x!2 512 $x125V2)),
v = e (! 3(xxM F x!xY) f xH3 (% xv F xixlil)
.1 1V 3 (x!xit I' x!xn -1- xms(;unxv -1- xrxu)
+ xuu"(.{!gm -t- ‘{”x"))
.1. ;[x"(h“zx‘”-'l';:}.”'-‘wx‘- 2)d x( }{’1}.“2"1'}[”' xiz2)
T xY x“ﬂ;h”-’i';‘:».‘ix"”‘lj‘f' X xMI2XY 2x/2x12)

u?x”f.‘(xf}x‘ﬁls‘: 4‘" x”:ﬁvz})’

E:]b 4 mﬂﬂ : )
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Man madse in diefen Formeln mit den Wuryeln =/, x4, x10,
w0 toelhe Verwedhfelungen man will, fo wird fid seigen,
Da immer diefelben Formeln twieder Herausfommen,  Hiees
aus-folgt aber, daf die fechs Brdfen 2!y 2 21/, 2. nothwen:
big die Wurgeln- ciner Sleichung vom fecbsten Grade fepn
mersbm, eldhe alfo von folgender Form fepn wicd

G ~ Azf¥ t Bz24 — Cz3 T Dz2 — Ez +F F=o0

bertn Wurzeln affo pu Selge dev bekannten Regeln befimmt
toecrden Eoanen,

&o bat man 3. B, A=z .1‘ 24t .t. P ..I.. g1t ..1.. v -i-zwr

vag heifit

A= g4z (xllxm Fxlixlv frilxvxiiigiv xih‘xv-f-xh'x\')

T 4x!3 (xbxlit § grxiv d xIxv o gl ixlv b xig v xivge)

'E- 4113 (gl of-_x.fxiv .-I- XIxV -!- sligiv ‘f‘x”x" '}'x“'h"")

T 4xIe3 (kg fx'xil Fxigv XURH PRt

Taxvs (xfx? o xixhhFxixv g xlgii $ xlixivd xiigy)

-I- 6x! ((x/'xinyz -I. (xHxivya $ (xlixv)2 -i- (x'ix V)3
T (xx9)3 F (xivkv)2),

T 6x/ ((x' %2 ¥ (x! x1v)2 F (x! xv)2 + (xM1ixv)3
T (xtx0)2 1 (xivxv)2)

+ 6xh ((x! x4 )2 + (x! x/W) 2 (xlxv)2 F (= xiv)e
1 G192 4 (xvxv)2)

o 6x””((_xf xil)2 -I- {x’x‘“)z -t‘ (xxv)2 .t. (z!! xiit)2
Fxttxe)a t(xtixv)2)

T 6xv ((xf XM )2 (x/ xtha o (xix!v)2 o (xM x1)3
T (xixiv)s f (xixiv)2)

€3 ift aber in der gegebenen Gleichung
-—m = xf 'i-'- x” -i- x“l li- x”” ‘i- xV "I;x"i*”

n = xix# f xixil & xixiv F xixv F xx!i e glx

-}- XUV o xlixtv F glligy T xIvxY

daber ethalten die funf erfen Glicder ded ﬂlust:udﬁ fiie A
folgenden $erth

40
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Cqn(x'3 boxti3g 53 fixt3 bixvs)
.i.. 4m(qu. .1~ x4 -f- i -1- xliiig + x\-'.q.) i
.i. 4(KJ; ’1- xlis -i- xHis .l. ylils -I- xvf)
= 4o(— m3 f.3mn—3p) '
T 4am{m4 — 4m2n } 4mp — 491 2n2)
1 4(~m* T 5m3n—=5m2pt5m(q—n2)=5rF50p), .
Den Werth dec finf lenten Slieder det GBrofie A ju finden,
mug man juerft den Werth folgender Grdfe fuchen
(x! x1)2 4 (xfxi)2 F (xf x¥)2 + (x! XV)2 f (xlixliy2
T (xixiv)2 T xxv)2 -Jf(xmxw)z-f-(xtuxv)zf(xtvxv)z
welde wiv gur AbFurjung 1 nennen wollen. Duadriret man
nin dert MWerth vonn, fo echalt man
nz =1 -i- 2n(x/'2  xHz + g2 + xiva g Rv2)
+ 2m(x!3 T x113 4 xiii3 T x/v3 J xv3)
T 2(wa T x4 ¢ xiia { xiva f xva)
=11 2n(m2 —2n) } 2m(— m3 ¥ 3mn — 3p)
"t 2m4 — gm3n | qmp — 4q T 2n2),
dabet
l = n2 — 2n(m2 — 2n) — 2m(— m3 % 3mn — 3p)
— 2(m4 — gm2n } 4mp — 4q T 2n2),
Runmehr ift e8 nicht {dhroer ju finden, daf der Werth dew
fan legten Glicber in dem Ausdrucke fiir A, feon werde
61(x! 4 x/1 § x f xiv + xv)
= 6(m2 —2n)(x!3 F x3 | x3 J xiva § xv3)
-‘I- ﬁ(xlf -1- xis -f- xliig -f xivs -f- xv§)
= — 6lm — 6(m2 — 2n)(— m3 $ 3mn — 3p)
T 6(—mf T m3n—sm2p T sm{q—=n2)—sr} snp);
Bereiniget man alle diefe Srdfen, fo erhdlt man endlich
A= — 6mn(3n —2m?) } 2(8n $3m2)}(—m? } 3mn —3p)
T 16m(mé4 — g4m?n P gmp — 4q.% 2n?)
T 10(=m¥ | smin—sm?p} §m(g—n?)—3r+ snp)
Dd 5 Auf




Che 436 oo Bons ven Gileichungen;

Huf eine ahnliche et witd man den Werth jeded an:
pern Cocfficicnten B, C; . der- Gleichung 2 finden Fonnen,

und man (vied dabey die Rechnung’ febe ablirgen Fomen,

wenn man die Regeln anwendet, weldhe Eramer gogen das
Ende feiner Introdudtion & Patfalyfe ‘des lignes courbes qes
aeben hat; um die Summe von den Produlten dek Wurjeln
jeder Gleichung au beeechnen, wenn man diefe TBureln
tepe und gmene, oder drepe und drepe . vechindet, und
1ede ju.irgend gince gegebenen Poteny echebt.  IWiv wollen
ung aber in die Husfihrung diefer Rebnung nicht cinlafen,
bie, auber bey grofien Beitlcuftigleit derfelben. dennodh feis
nen Auffchlug dber die Aufldfung der Gleichungen vom sten
Grade geben wirdes benn Do die reducivte Gleichung fun 2z

om fedsten @rade ift, fo risd fie nidt, aufidébar fenm,

" poofecng. fie fich it _auf einen nicdeigepn Grad alg den

fitnften beingen [affet. Dies. fcbcint mis aber nady dev Kot
Der MWurgeln 2/, 27, 1, diefer Gieichung, bepnahe unmbalid,

73
Wit baben von Ne. 70, bis jepst vorausgefent, daf det
Cppoment w der gegebenen Gleidung eine Primyabl fen;
wic wollen nunmele denFall, wenn « cine gumuuncngefeatz
na)i if, unterfichen.’

3n dicfem Falle ift ed durch dhnlihe SdIGfe olg Ne.
59, leidt ju bercifert, daf die Sige der eben angefliprten
usb folgenden Nen, nuv info ferne Statt finden toerben, it
fo ferne man fiir «; blog die Potenjen o*, o, f, 1, fubiiis
tuivet, Deven Epponenten v, =, ¢, 1c. relative Prinmyablen g¢
aen. find,  Hieraus folgt :
1) Pafl, tenn man die Ungabl dev eben - genannté
Cesfficienten o, #, o, 20, Dtivch 2 — 1 begeichnet, Die Gleidhung
. fir¥
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fiie &, ‘welche allgemein- von dem - Grade 1_.2.3...{.«,—1)

1230 4= 1 Giigungen, jede ton dem Grade

tear, in

» aufidsbat feyn witd; ihre Form oird fenn
8* _ T T et =2 tixeh T34k, = o
und die Goefficienten T, T, X, 1. werden jeder duvch eine

I * 2~o o ( "_"I
Gleichung von dem Grade . - , ) gegeben

A

erden,

2) Menn man die » Wurzeln diefer Bleidung fir

durd 84, 57, 54, . beseichnet, fo voerden die Srofien

= ¢ #

NESL TGS NS

) e s ey 2(.
¢ I el s vandag nad S

bie Testhe derjenigen Cocfficientenk, g, b, 1. ¢, b ausdvircten,
deren Gtelle, mwenn man von k anfangt, duveh’ die Jahlen
1, v, =, ¢, 1C. twelche gegen g relative Primjabhlen find, ange:
jeigt wicd ; fo Daf alle diefe Soefficienten durd) eine einjige
Gleichung Deftimme wetden,

3) lim die Goefficienten T, U, X, . nad) der Mr. 71,
porgetvagenen Methode ju finden, wird man u der Eliminia
gung von y, nidht dieSleichung (g) Nr. 57. fondern die Gleiz
dung (i) braudben muffen, welde man nad der Rr. 6q. bes

{hricbenen SMethobe . findet, und wovon die Wuryin «,

@, «®, &%, a0, find.  Will man demnach die gefucdhten Coefs
ficienten nadh Mr. 72, beftimmen, fo muf man guccft vermits
telft der Gleichung (1), die Summe der Wurjeln =, «7 7,
of, 1c,, ihrer Duadrate, hrer mucfel u. f. £ fuchen, welde
wir mit S', 8, 8, 1. begeichn® rollen.  Crhebt man nun
nad und nach dasd Polpnom

gt
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¢ F b b a2 W e g wf T (=D
au Dec aten, 3ten. Poten; ., und begeidbnet man diefe Pos
tengen durd :
22 F 22 T 222 F 2322 F %,
83 T «&'3 Tw?8"3 T w383 % 1.
¢,
fo ergeben fich folgende Grdfen
A PSSR TRTR Y T
a2 | 842 + U872 + S8 + e
283 T S'¥3 T S 8’3 T ¥z T 1w
3.
fic die Gummen der 1ften, 2ten, 3ten, sc. Potenjen, von
Oen Wurgeln 34, 37, 57, 3¢, Und hicrdued findet man ends
lich nach den beFannten Regeln
Fine g b SO RS B S shas
U= 3TO: 188 $8% taed o
— 3 (x2t S%2 % 5% * 1w0)
X= 300 + 8% TS5 T w)
— 3T (222 f S%'2 1 $“8"2 T )
T 5 (%31 5%3 1 8%“3 T )
Y =2 ., :

26.
Um nun audy die Werthe der nbrigen Coefficienten ju

| finben, deven Gtellen in der Reihe k, h, g 2. ¢, b dburdh
! foldpe Sahlen angeseigt wird, welde gegen 2 commenficabel
' find, fo toollen wir allgemein annehmen, daf x == fet

und daf man unter den gefuchten Coefficienten dicjenigen

beftimmen toolite, deren Stellen durch ein Bielfaches vonr

angegeiaet werden. Veseichnet man nun jue AbFirsung diefe
Goefficienten mit

2@
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g0y =fen)y 5030
! i ; 1'.'.
& 9 i

und febet o = », for1itd man aus dem was Nr. 68:-ges
fagt toorden, leicht uberfehen, Baf

a(’) = &/ T wx” T e%x" T W32 % R Y e | K('“')
feon werbe; und um dic ubrigen Grdfen a(2"). 3(3'), 20

ju ethalten, wird nichtd ndlhig fepn, ald » nach und nadp
Mit w2, w3, 20 gu vetraufden,

Hm diefe Rechnung, mit dev Ny, &9, ahnlich 3u mas
dhen, {ep |
t = x' ¢ wx” »i. w2l .I. @3x e, w1 x(,u)

und man unterfucdye nun. von welder BefhafFenheit eine
Sleichung fut'c fepn werde.

%n diefer Abfidt bemerPe man Juerfty da w=«*, fo
fitd o7 = ™ = «* =1 feon, und doher »*TI = 4,
o%T2 = 42 3¢, Und uberhaupt, da 1, «, ué, a3, 3 o1
die Wurseln der Gleidhung y* — 1 = o {ind, fo werden die
Potengen 1, w, w2, w3, 3¢, »* 71 die Wurzeln der Gileis
dung y" — 1 = o fegn (JNr.24.)

BVerfest-man demnach diejenigen Potenzen von », wels

. e bdber alg ™! find, in die Rlaffe der nitbgi_gern Po:
tengen, fo toitd die Gleidung fiit £ folgende Form erhalten

t = gz’ .JI. wz'! T H? gt .i. w3zl .i. w6, * u'l'_'-‘-l E(ﬂ'}

borausgefert dag

R

] ey
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gl == -}o x(ffz) -f- :{(25"1"2) -I-_!c. -{- };rlu""'f:j
 xFE3g x(BFE3) 4 o 4 ((B—aty)
G

SPGB CL TEE B L s ST e )

B

&

sBetradtet man nun die Sleidbuna fir ¢ in threr vili:
gen Uligemeinheit, fo ift flar, daf fie von Dem Girade
1.2.3... fcon muf, toeil chen fo viele Berwedyfetungem
unter den 2 Wurgeln x, x, 2, 1. mdBlid find, von denen
jede einen eigenen Werth Fie ¢ giebh. Sinden {ich aber uns
ter Digfenn Werthen, foldye die gleich find, fo  braudt man fie
nicht ju untevfdbeiden, und fann dadurdy die Gleichung avf
cinen niedrigeen Grad bringens dies wird aber genau diws
jenige fepn, weldyer in gegenwdrtigenn Fall Stait findet.

&8 ift aber augenfeheinlich, daf die Grdfe 2’ unverin
deet bleiben tird, wad man aud fir Bierwedhleclungen mit
den » Wurgeln «/, x" 11, @ FO 0 Gaden mag Do
nun v Dinge 1. 2.3...» Berwedfelungen Julaffen, fo folget,
dag unter den r.2.3... p Werthen von ty  fidh jedet
1.2,3...» mahl finden wicd, fo dafi fich unter allen diefen
iﬁettf;eq witflich nicht mebe als ;—-——'1-—*-5 von “einander

L] .'l-y

untecfchiedene {inden, werden,

Bettadtet ‘man fernee die Gedfe 277 fo (aft fich auf
eben diefelbe Art ertweifen, daf man jeden “digfer foptoven
Werthe 1,2.3.. .7 mahl ticberbholet finden toicd; und hiew

ourd
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dueh Defhrantt fich die YUnzahl der verfcbiedenen Terthe
; P T
auf o e

@epet man diefe Shlufie andy bep den Hdrigen Grdfen
AUATLIL zt._z(”) fort, fo ergiebt fich julesit, daf bie Anzabl

ber verfdbiederien Merthe von t nidt grdfer alg =223 &
C1g:3.c0)

fepn Fatin 3 fo daf die Gleichung fite ¢ den iyttt
(t23.. )

fisht uberfteigen fanm

78,

Revgleichet nian nin,- dies vovausdgefest, den ubigért
YWusbruck fiie £, mit dem Nr. 69, fo wird man leicht bemers
fen, bnf, bier tn Abficht der Vermwedfelungen der Brdfen
z', z', 2, 1. dbnliche Bemerfungen ftatt nnbm, foorausd

fidh foigent\.. Sdluffe ergeben,

1) Wenn » eine Peimtgabl ift, o Fann die Bleithung fie
t blof folcbe Potenzen von t enthalten, weldhe Biclfacdhe von

x find.. Sest man alfo ¢* =29, fo echalt man fie 3eine

Iagigq-l#

Sleibung von dem Grad :
#(1.2.3.5.9)"

5) Ditfe Gleihung toird jedergelt aufldsbar fepn in
L.2:3:..p0 ;

Gleidbungen don det Form
(r—Da(1.2.3..0)" s
ST L - T* 24 19" 3 — X3 =3 4. =o
in weldher die Coefficienten T, W, X6, blod.von gincy Befa
dyung
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g von dem Brad

i 249 v
s abhangen
(r— D& . 2. 8+¢e )"

toerben,

3) Bejeichnet man nun die » — 1 Wureln der obigen

Gleicdung durdy 34, 3, 3, 1¢., fo toerden die Grdfen

=

e yhn Ty o Felm—1)
TR ST p
die Werthe derjenigen Coefficienten k, b, g, 2. ¢, b, auds
Oriicten, weldbe in diefer Reibe, die 1fte, (20 te, (3)te
big (. — »)te Stelle einnehmen, ober, welded mit den v
vigen auf eines Hinauslauft (weil » die Angahl aller Coeffis
cienten a, b, c, 1. k, ift), die 2Berthe derjenigen Coefficiens
ten telde in dev Reibe a, b, ¢, 1c. k, eben diefelben Stellen
cinnehmen, ' 5

4) m bdie IWerthe ver Coefficienten T, U, X, 1. ju bis
fiimmen, rird man fich odllig der Methoden Nr. 71 und 72
Dedienen fonnen, tvenn mar nut tberall den Eyponenten 5
anftatt s braudpet.

5) Wenn » Feine Primgabl ift, fo leiden die bisherigen
Sdluffe Ubdnderungen, mwelde durch die Natur der abl #
beftimmt werden.  Man-witd diefelben leicht duvch ahnlide
Betradtungen ald ARr, 75. finden Fonnen.

79

@8 echellet alfo, aug den vorgetragenen Sehiifien; dob
twenn dev Epponent der gegeberten Gleichung s eine jufoms
mengefete Sabl ift, die Coefficienten b, ¢, d, 2c. nidht TWuts
geln einer eingigen Gleichung fenn fonnen, fo wie Dies der

Ball war, tenn & cine Primjahl ift. S8 werden vielmelr
diefe

— il - L — L — s
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diefe Cocfficienten von verfdicdenen Gleicdungen abhingen,
je nacboem ihre CGtellcn in der Rethe a, b, ¢, d. 2. durdh
Jablen angejeigt werden, beven grofies gemeinfdaftliches
Maah mit z verjthieden ift. '

Indeffen toicd ©8 nidt nbthig fepn, alle diefe porfdbigs
dene Gleichungen ju fuden und aufjuldfen; denn die Coeffiz
tienten von weldben wir veden, hangen gegenfeitia einer von
vem anbeth ab, fo daf man, fo bald einer diefer Werthe ges
fundent ift, feicht Die nbiiaen daraus ableiten fann. Kn der
<hat, wenn man annimmt, daf y aus dér Gleichung (k)

Nt 65, vermittedft ver Gleichung y* — 1 = 6 elitiniret
fep, und twenn man nun dVie bieraus entfpringende Gleichung
Glicd vor G&fied, mit der gegebenen vergleichet, fo erhalt
man fo vicle Gicidungen a8 man nnbeftimmie Coefficienten
2,b; €20, Dat, durdh weldbe man jeden diefer Coefficienten witd
beftimmen Fdnaen.  Nimmt man aber den eriten Coefficiens
1®n a aug, toelder durd cine Gleichung gegeben mird, in
welcper fich nichte von den abrigen unbelannten Grifen bes
findet, fo werden alle fibrigen unbefannten Cocficionten b, ¢,
d, i, in diefen Gleichungen unter einander vermifcht fepns
fo daf man nadh der gerodhnlichen Gliminationsmethode, dert
ABertl) jeder diefer unbefannten Grdfen durd) jede andere

| wird beftimmen Ednnen. Man wicd daher bier dhnliche

Betradytungen als Nv. 58, anfellen Fonnen.

30,
Begout tragt, um den Gebraud feinet Methode, twenn
B eine gufammengefeste Sahl ift, leichter und einfacher 3u
tachen, nodp eine jrwente Methode vor, weldse einigermafen
allgemeingr gu fepn fcheint, ais die erfte, weldpe aber dennodh
Ee im




im Grunde mit der etfren auf cines hinauslauft, wie wit for

andetd feyn merbc al$ das Produft aller Gleichungen U
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gleidh jeigen mwerden.

Wenn der Epponent p der gegebenen Bleichung ein Pros
duft »x, gweper Jabhlen » und = ift, fo nimmt man jufolge
diefer Methode ywep Gleichungen von frigender Form an

® = (a +by ¥ op2 ¥dy3 tae t by RTELQ
T Q' t byt eyt dyd b tky™ TR
o (au.i. bu-),.t. cuy:.t. au}rg.i. 3¢, .i.ku?‘-l'—-—l}xv-—g
u'
. i(a@-‘-’l) + b("'-'!“‘!” ¥ c("‘-lj},: e d(""l)y? + 16
$ =Dy F—I e g

gnd y* — 1 =o.

Gliminivet man nuin y, fo ¢ehalt man eine Gndgleidung
fiiv x, pon dem Grade v, welhe man Glied vor Stied mif
det gedebénen vergleichen muff, Hierdurdh echalt mani»
Bleichungen jwifden den Gocfficienten a, b, c, 21¢. 4’ b€
sc. Deten Anjabl gleichfalld »# ift, fo daf man durd diefelbed
fedent diefer Cocfficienten befrimmen Fann.

Da aber die Gleihurtg y* — 1 =0, = Werthe von ¥

aiebt, fo erhdlt man durdh die fucceffive Subftitution diefee

TWerthe, eben fo viele Gleichungen fiie x, jede vori dewm Grade |
s, Bieraus laffen fich =+ Terthe bon x ableiten, tweldhe e |
Furgeln dev gegebenen Gleidyng feyn terden. |

91us der Nr. 13. votgetcagenen Theorie det Elimination |
ift deutlich, dah diejenige ®leichung, welche man aus M l
Bepbent obigen durch die Eliminitung von y erhalt, nidté

pelde

fi




R

-y

7. Sortf. 0. BDem, b, bie ala, Aufl. b. Sleichungen. 445

welhe man erhalt, wenn man in dicfer Sleichung, ftatt y,
bie & Wurseln ber Gleichung y* — 1 =0 feget Das We-
fenthebe diefer Methode beftehet alfo in der Nufldfung der
gegebenen Gleichung von dem Srade va, in » Glerhungen
pom sten Grade, und gwar. vermittelft einer Sleichung des
aten Graded, von der Form y* — 1 =20

[lie @dwierigleit beftehet hier in der Beftimmung der
unbePannten Coefficienten a, b, ¢, 2. 2, b/, ¢, 1. Dabher
wird ¢ naglith fepn, die Natur der Gleidbungen, durcd
weldpe diefe Sedfen beftimmt werden miffen, a priori ju
untevjuchen. g

| g1,
#ir wollen alfo annehmen, daf die geaebette Sleichung
bort Dem Grade s =7, beren Wurjeln x/, x*, x*, 1. feyn
follen, Das Produft von folaenden » Sleichungen ey,

' =z X e T T3
2 — Tl g2 g3 T e,
0’ T2 e yix" T3 4,
€.
2 T s Ma—a  T—F 4 g
fo wird jede dicfer Gleicdungen » Whirgeln der gegebenen

i
©

|
o

| e
2 e pttx" 1

I
3]

, Bleihung enthalten.  ITheilet man nun die famtlichen m

Burgeln x/, %, =7 1. & iy » Spfteme, jeded von »
Wuegeln, 3. B. auf folgende Vst

'xl’ x(x'fl)’ xfgm"l']) 1- zc. -i‘ x(fu_ri.l.)
", x('r-l':)’ (2% 12) T £ ~—=12)
xmr' x("r'i" 3)’ 3(2' T 3) ii- 3¢, -I- K(F‘ — '} 3)

12, .
Se 2 x(*)
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x(’}), x (2 ‘t),. x(3%) $THE P x(-’"‘);
fo toitd vermdge der Ratur der Bteichungen 2 =der Sumig
' == der GSumme aller Produfte von je jivepen, v = deb
Summe aller Proditfte von je drepen . der Wurgeln &,
x (o ”, (@) 0 ye—mt1) fepny ebenfo titd 2 =
vet Summe, u” == bder Summe aller Produffe von e
aepen, v == der Summe allcr Produfte von je drepen it

ber Wurgeln x7, x* T2 @* T 2}y, xp—7t 2) fept,

Beseidnet mank aber die = Murgeln der Gcidung
y* —1=o0, mit 1, », ¢, ¥, 1. fo ethalt man (nad bet
potigen Jic.) .

ath $é +d Fitk

af bé 'f‘ co2 F do3 F 2 T ko* 1

a ¥ bo+coz tdes da f ket =12"
b {8

il

B
-

desgleidhen
9’ .t. b .l! ¢ .i& d’ 'l' ic. .,I.. K -
2 F ble + c'e2 F des et ke T =
a’ UI. b:¢ ,I:. cf¢= .i. da‘?; ..1‘ 3‘. .i. kﬁ@ﬁ'—rx aﬂi
; 3.

4 48

Da nun beemdze der Natur der Bleidbung y* — 128

in weler alle Mittelglieder fehlen
: 1te to t¥4 tu.=o0
1fete? tdf=0 ‘
1P tedtPitu=o
Wi

¥
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{o with. man die Grdfen a, b, ¢, 2. k, a’, b, 1 k!, 2, i
auf abnliche et alg Nr. 67. beftimmen Fonnen, und auf diefe
¥t echalt man

ey S @
W_b —_— .E? u? Izn @7_]3!;! T2,
76 = 2! ..I. a"r'—"ﬂau - @T—-"‘ i .I.__n-‘
b o
ferner
xa! = n’ ¥ ut % a + ¢ F u_(ﬁ)
?I'b" — u’ .i. &_J?-_IL{” ri.. @'ﬁ"—'lutu .i. 1C.

,{c; — u' .I. a® — 2y .i. @'_2‘-'&.‘“ .1- 3G

(.

u { f

g2,

Wie toollen nunmehr die Werthe dew Gedfen 3, b, ¢,
ot k untecfucben, Dier fallt eg fogleidh in die Augen, da

#a der Svemme aller Wuegeln x/, g, xV7, 10 x(#) gleid ifi5

10,006 g2 = — m, folglich 2 = — =

Set man ferner «2, 3, 1. anflatt ¢, ¥, 1., fo dag
die Wurgeln der Gleidbung y* — 1 =o durd 1, », w2, w3,
i, »* — 1 vorgeftelict roeeden (Nr. 24.); fo echalt man

ok = 2' F oz T @22/ § w320 4 g0, } H‘-T-—-IZ(B)
und um die Grdfen =h, wg, 2. gu erhalten, wird nidts nds
thig fepn, al8 inDiefem Yusdrucke, die Wurel », nach ynd
nacdh mit w2, @3, 2. gu verwedfeln.

@8 ift aber diefer Ausdruct fiv =k, mit dem Auddrucke

e a®) oder t Re.uzs, pdllig einetlen; foiglidh roerden die
Ce3 Nus:
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Ousdricte fitr wh, =g, 2. mit den Ausdedicen fiv (s ,(2)

2. unter eben Der J¢r., einerlen fepn: Hievausd folget abe
ohne Sdriecigfert, daf die Coefficienten a, b, c, d, 1. bt
Sleihung (1) Jiv 8o, multiplicivet durch =, refpective gleid
feon werden Denenjenigen Coefficienten a, b, ¢, 2. der Gl
cbung (k) N 65, welde in der Reibe a, b, ¢, 10 die 1fte,
vie, 2ate, te, 0 (e —v)te Siclle einnehmen, twenn jodey
mit g muitiphcivet micd,

- Man wird alfo. auf die Cocfficienten a, b, ¢, 1. von der
obigen Form, eben dic ShHliffe amwenden fonnen, welde
wiv Jic. 76, f.f. gemadt haben,

83,

MWag die tbrigen Coefficienten a’, b’, ¢/, 1. a’, b, ¢,
3. bon der Forme! (1) betrift, fo Farn man fie, wenn man
will, ven den borigen, oder “HIOS bon cinem unter ihnew
abhangig macben, toeldes duteh dhnliche Betradtungen alb
M. 79. erreihet wird, audd wird man nad den Formeln
MNr. 81, den Grad, und die Form der Gleichung von wels
ebet jeder diefer Coefficicnten unmittelbar abhangen muf, &
priori Deftimmen £dnnen,

S diefer Abjicht ift ¢8 fbon Hinceichend ju bemerfen,
bafi die Gedfen u’, u” u) 2c. mit den entfprechenden Grds
fen 2%, 2, 2/, . Davin anafeg find, daf fie Funftionen e
nemlichen Wurgeln' find, welde die Gigenfchaft haben, dof
fie unverdndeet bleiben, was fir BVerwedyfelungen man aud
mit jenen Wuricln vornehmen mag; eben fo verhalt ¢f i
auch mit den Grdfen v/, v, v, 2.3 bicraus folgt abet)
pag aaf dic Coefficienten b, ¢, &, 1, bY, ¢’ d”, i, dhw

lidhe
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lidhe. Betrahtungen und Schliffe angementet twoerden £n2
nen, alg bep den Soefficienten b, ¢, d, 1. ftatt finden.

9Ba8 aber die Goefficienten a‘, a’’, 1¢ betrift, fo muff
man diefe befonderd unterfuchen. Man tvicd alfo juerft durd
ahnlidye Schliiffe al8 Nr. 77. beweifen dnnen, daf jede dies

' [ . » - a9 - r
fer Grofien nicht mehr als o AT verfchiedene Wer:
G e e
the Haben fann; aldenn wird man bemerPen, daff diefe
Srofen, durch Vermwedfelungen der Grofen v’ u’’, u' 1,

6 2 ober v v, v, 1, v\®), ober ic. Feine Berandetung

lkiden; dahes muf man noch die Jahi 222:3 - 0 bl
. (1 79 3% 0%

1.2.3.,.% Oipidiven, um die !!rigabl bet perfcbiedenen Wers
t{}ﬁe jedes Goefficienten a‘, a*/, 2. ju ethalten; und Hieraus
folget, Daf jeder Diefer Eoefficienten durch cine partifuldre

®leichung von dem Srabe ot WY

beftimmt
S T UL © 00 e P Vet

fevn toicd.

L] 84s
Bir wollen aﬁncbmen, vag die gegebene Gleichung von
tinem gecaden Grade fep, und = = 2 fegen, fo daf =27

ird, n diefem Fall vecroandelt fich die Gleichung y* —
=oin y2 —1=o0, beren bepde MWurjeln y = 1, und
y==—"1 {ind. &8 muf alfo sufolge der vorgetvagenen Mes
thode, die geaebene Gleichung

oL 't' mxnr-—-l .i. nx2—2 ..i. Px23—3 .]. 6 = O

gin _i[}robuft aus folgenden bepden Gleichungenifeyn,

e 4 X -
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¥ — @I @ P — @ )
o The

% — (a—b)x' ! 4 (@’ =b)x' 7% — (3" —h“x""1
.22 0
e Al
Algdenn Hat man a = — = und b = --;-—, in meb

dem Ausdeuct

(]

= x' + " T xv 3¢k P e ® |

A ..f. /v .IP.. < v .f. 3. .f_ le-!_.
#nd man wird f-:nbsn, daf die Gleichung fur b von dem
Gzad [:2.3s QF’B E (1'1‘1‘](!'1"2\”(;' | .)),I..‘l,ﬂf |
(l 2. g i | L 3 o & o P 1
fepn, und lauter gcrabc Coefficienten haben mitd.

Z

.. Rimme man nun an, dak die gegebenie Sleidyung fols
genden Dibifor vom sten Grade habe
:\'me I'{'nx 2‘{“{)1{"'—3 =e
fo wicd man fir m” eine Glei icbung von dem @imb
(x TRt 0 E D) oo @)
1.2.3..."1'

finden, und died fimmt mit dem fiberein was man aus
deen Griinden weif, indem diefe Sabl die AUnzabl der mig:
lihen Gombinationen ausdencft, toelhe unter 2» Dinges
andglich find, wenn mas je » Dinge vecbindet, . :

Und Da man, went — m' = a + b= -;— t b ﬁﬁffﬂl

toid, fir b eine Sleichung erhalten muf, twelde blos gerade
Potenjen enthalt, fo folger, dafi die Gleikung fiw m pon
folder Befchaffenbeit fepn foird, dof toenn man darin dad
iweyte Glied auf Null bringt, jugleid in abiwedhfelnder Ords

nung
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nung die folgenden Glicder mit verfchmwinden toerden, wie
wiv diefed fdbon bey den Gleichungen vom vicrten Grade
tr.35. gefeben Haben.

85,

Wenn die gegebene Gleidung vom fechéten Guade
fo-bag » = 3, und man feget 4b2 = 9, fo wird man
4.5.6

eine Gleidhung von dem @j_m,b = 10 ethalten,

Begout: glaubt, daf fich diefe Bleichung in ey Cicts
chungen’ erde aufldfen faffen, und died mittelft ciner Sleis
dung vom jroenten Grade; tootar i aber fehr grocifle
3In der Fhat 'therden fih die Wurgeln der Sleichung fire &
durch folgende jehn GSrdfen -vorfelien taffen, welde alle
Werthe von (2* — z)= enthalten, tweldye aus Vermwedbics
fing ter fechs Wuvseln x4 %7, x™, . entfprinigen Ednnen 3

(xf g M I s e T vy s

it S b S R L i

ExH I T e Wi B Fipelilil 0T L iy
§ ook
(S
(x*  xv
3 vy
Gl
(z T2

(&' T 2¥ b xv — x — g xV)a,

XVI — X'V e xV gty
}{J.’r‘ o .K“ J;.V s il };','f"l_:“_

& = f w TPy
XM e IV — " — xvh2

x-‘H’ PR TR SRR R Xﬂ}t

wV s _\{n i xru e KV'J:‘._'

I—-I-l l—;—d l_—'i—-l |—-!-n .—gu -|,+ -

3V — x — x!" — xv)2

JNimmt man aber an, daf die beyden Falftoren unferes
Bleidhung, “anf folaende et vorgeftellt recden
3¢ — %4 T g8%3 —h3¥2+i% —k =0
3% =~ f%a + o533 _h92 } 18 —kiz= e
fo muf £ gleidy fepn der Summe von finf der obfaen GrdGen,
f
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£ aber, dev. Summe der-fibrigen-finfe: und damit diefe
Goeifictenten feine hofheren IWurgelieichen ald von dem ywens
ten Grade enthalten, fo mifen fie die FWurieln ciner Gleis
thung vom srocpten Grade, von folgendér Form feyn
y* =Myt N=a

oo M und N rationale Funfrionen der Coefficienten ' m, n, p,
e, Der gegelainen Gleichung feyn mdfen;” nun it M =
3, und N=ff'; fo-daf. fowohl die Summe aké bas
Produft der bepden Grdfien f und £ rationale Sunttionen
poit my by, P3¢, und folalidy foldhe Funfrionen der Wurseln
x', x, %1, 2, fepn muffeny, Deven SWecth ungedndert bleibt,
wic man aud) die Wurseln verfegen mag. - Diefe Bedingung
aber Fann nungwar fehr. wohl in Abfidht der. Summe £ 1§
ftatt finden, denn diefe ift die Summe aller jehn obigen Guds
fen; aberomit Dem Prodult £ Hat-eg eine andere Bewands
nifi: denn-man fann fich leidht Niderjeugen, daf wenn man
Dic Summe. der obigen jebn MWurjeln, auf irgend. eine Yt
in joep Pastialfummen, jede von finf Wurgeln theilet, das
Produft diefer jwep Summen, auf Peinen Kall die Eigens
fdbaft-Haben wird, daf e§ ungeandert blicke, was man aud
fir BVerwedfelungen, mit den Wurgeln =, x7, x7, i
madte,

Man Fonnte aber cinmwenden, daf e vielleidht nidt
nothwentig fen, daf die beyden Grodfen Fund £ Wurjeln
einee cingigen Gleidhung vom jwepten Grade fepn mufkten,

‘fondern dag die eine bon einer, Die andere von einer andeen

Bleichung abbangen fonnte: allein folgendes toicd hHinreis
chend fepn Diefen Gintourf ju entfraften. - Nimme man an
Dafi £ durd) folgende Gleichung vom jwepten Guvade bes
ftimmt fey . £2 — ME+ N = o, fo tvird pon Den. bepden

Wargeln Diefer. Sleidhung, nothwendig jede der Summe
: pon
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pon fiinfen der obigen Gudfen gleich fepn; und twenn man
diefe Summen adbdives, fo mwerden fie eine Grofe M geben
mitfiens, welcbe die Sigenfdbaft hat, daf . fie bey allen mdgs
lichen Bermwecbfelungen dev Wurgeln x’, x'/, x!,02c, ynvees

dndect bleibt; und diefed rouirde nicht. fratt finden, tofern.

nicht wenigfteng die bepden Summen von welchen wir reden
alle sehn obigen Grdfen enthiclten: wenn demnad Die eine,
bie Summe von fiinfen der obigen Grdfen ift, fo muf die anz
Dere Die Summe et filinf ubtigen fepn.

Yietrtet ‘Jlbfci;mitt._

Befchluff der bisherigen Ebcmerfungen, nebft einigen
allgemeinett anmetfungen {iber die Ilmfotmung ver
Gleidhungen, und fiber ibre Reduction auf einen
niedrigern Girad,

86,

Aug der bigher vorgetragenen Vnalyfe der vornehmiten

“befannten Methoden jur Hufldfung der Gleicdungen, wird

man erfelen haben, daf fie fich famtlich auf ein eingiges allz
gemeines Princip veduciven, nemlich auf die Cefindung folz
ber Funftionen von den Wurgeln dev gegebenen Gleidung,
bafi 1) die Gleidbung, oder die Gleichungen durdh welde fie
gegeben toerden, D, f). deren Wurseln fie find (oder die @leis
dungen welde wir berhaupt die reducicten” nennen) ven
einem niedrigern Grad als die gegebene Sleichung; oder dod
in andere Gleichungen von einem niedrigern Grade auflds:
bat fepn, 2) Daf man vermittelft derfelben die TWyerthe der
gefuchten Wurzeln leicht finden Fonne. '

Die

LTy,
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Die Kunft, die Gleichungen aufzuldfen, befichet demnad
in ber @efindung foldyer Funbtionen der Wargeln, toelde die
eben crivdhiten Cigenfcbaften Hhaben. Ubew ift ¢d tooll mdgs

g lich, fiir Sleidungen von jedem Grade, d. h. flr jede wills

ghibeliche Angabl von MWurgeln, jeberseit dergleichen Funfs
tionen ju finden? @3 fdbeint auferft fhwer tiber diefe Frage
im %illgemeinen abjufprechen.

Was diejenigen Gleihungen betriff, toelche ben vierien
@vad, wicht nberfteigen, fo Ponnen vielleicht die einfacbften
Gunftionen, die ju threr Auflofung fithren, durd folgende
aligemeine Formelvovgeftellt roerden

U T8 G D Lk s a1 }f‘“”le‘“)
in welder x/, x, x, 1. x(¥) bie Wureln der gegebenen
®leicbung find, die mwir bon dem Grade « annehmen ; y abee
ift irgend eine TWurgel der Gleihung &
ye=lti=e
pue nicht die Einheit: d. h. y ift ivgend ecine FWucgel dee
Bleichung

R R RS i e o
Bies alies folgt aus dem toas roir tix den bepden exfren §¥
fbnitten, bep der Aufidfung der Glerchungen von dem 3N
und qten Grade vorgetvagen Haben.

9Rag die Glcichungen vom jwepten Grade betrift, die
goiv bigher bey Seite gefeit Haben, fo ift o8 augcnfcbein[i_@,
Baf fie fid eben dem Princip unterordnen; denn fept mMan
2« = 2, fo.echalt man die Funftion x’ + yx’, und die Gileis
dung y + 1==0, gieht y = — 1, dadued verwandelt jih
die obige:Fultipn in x* — x, d. 1 in die Diffevens dev Wur
zeln, @6 beftehet aber die Sunft Sleidungen vom joenten

Srade qufguidfen blos darin, daf man dag joepte Glied auf

Srull
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RNull bringe, und auf diefe At eine veducirte Gleidhung crs
balte, weldje nichts al8 das Duadrat Der unbefannten Bréfie
enthalte, und daber durdy dig blofe ﬂ!wyebunq cinct Quas
dratmucsel aufldsbar fep.  Da nun die 9Begichaffung Des
jwenten @liedes in jeder Glcichung erfordert, daf man e
Wurzeln, um den mit dem entgegengefeaten Reichen gefcbries
benen und ducch den L‘Egponenten ber Gleichung dividirtedt
G'z't:ef icienten diefe 5@&@%6 b, 5 um die Sunime aller Ghars
jein, dividivet burch ti}re Angabi, vetmindere; fo fuig*‘, bag
Die reducivte Gleichung fiic ten jwepten Grad ju Wurjeln
Baben wicd, die Differeny der MWurieln der gegebenen Bleiz
dhung, dividivet dued) 2; oder piclmehe diefe Differens felots
vorauggefest dag man die Tﬁmtne[n ber rebucitten Gleicbung
in bem Verhaitnif 1 : 2 vergtofere, welded in der Natge
diefer Gleidhung mcbts andert.

Es fcbemet daber afé fonnte man durd anummt
{cbhei;m daf jede Gleiching von jedem Srade, vermittelit
etner reducicten Gleichung aufldgbar fen, deven Turseln
butcb ¢ben die Formel

x' f yx foy2x g yIzv o
vorgeftellt foerden.

Yllein nach dem was twir in dem vorigen Abichnitte bep
@elegenheit der Methoden voit Guler und Bejout, welde
gevadesu auf einerfen veducivte Gleichungen fikren, gejeige
haben, wicd man, twie e {deint, fich ubergengen fonnen,
da§ diefer Scbluf vom fiinften Grade an, nicht mehe it
teift; und e8 folgt Hiccaus, daf die algebraifihe Aufidiung
ber Hdheren Gleihungen, wofern fie nidht unmoglidh) i, von
getviffen Funbtionen der Wurseln abhdngen mufie, die b
en obigen vesfebieden find.

87. ‘3:
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87.

Da wir big jebt diefe Gattung von Funftionen blog4
pofteriori, nad Den befannten Aufldfungsmethoden der Glef:
chunaen gefudbet haben: fo ift es ndthig nunmebhr ju untet:
fuchen, toie man e$ anfangen mufte, diefelben a priori i
finden, ohne etwasd anderd voraudjufesen, als dasd was umw
mittelbar aus der Natur Der Gleichungen folget: und Ddics
fft der Gegenfrand mit weldbem ich mich Hauptidhlid in die:
fem 2Ab{nitt befhaftigen rerde.

b toerde guerft divecte und allgemeine Negeln anaes
ben, um den Grad und die Ratur derjenigen Gleichung ju
beftimmen, von welder irgend eine gegebene Funftion der
Wurgeln einer gegebenen Gleihung abhangen muft.  Jwat
Baben fi® fdon gefbicfte Geometer mit diefer Materic bes
fdaftiget; ich alaube aber, daf fie fich vieleicht anf eine
mehe directe und alfgemeine Act behandeln 1afer, befonders
bep dem Sefichtépunft, den wir inRicficht der allgemeinen
Nufidfung dev Sleichungen gewablt Haben.

S werde ferner jeigen , weldhe Bedingungen jur Nufs
id8barPeit einer Gleichung nothrwendig find, toenn man nidtd
tociter vorausfent ald die Moalichfeit foldhe Bleichungen aufs

| ; _' juldfert, toelche niedriger find, af8 die ‘gegebene: und bey
biefer Belegenbeit, werde iy die eigentlichen Grinde, und

fo 3u fagen, die Metaphnfit von der Aufldfung der Sleiduns

“gen Des Dritten und vierten Srades jeigen.

Endlich toerde idh irlich von der Reduction dever Gleiz
dhungen Handeln, weldhe fich in andere einfachere auftdien
Tafien, weil untet ihren Wurjeln cin befonderes Verhaltnif
ftatt findet; und ich toerde in einigen Bepfpielen geigen, wie

man
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tran diefe Werhaltniffe entbecken, und dadurdh die vorgelegs
ten @leidungen auf niedrigere Srade bringen fann,

88.

9Bir werden hier Feine andere alg ratiorale Funftionen
m Betradhtung ziehen, und tvir toolfen diefelben allgemein
mit bem Ieichen £ bejeichnen:

o foll £: (x) irgend cine vationale Funitich von x bes
jeidhnen; £5 (o)(y) irgend eine vationale Funftion von x und
¥5 €1 @) (y) (2) ciné eben foldhe Funftion von x, y, 2, und
dergli mehe.

Sionnt it ciner gegebenen Funktion £: (x)(7), die Grofe
¥ = x, {0 dafi Daraus eine blofie Funftion von x entfpringt,
fo moflen wir, anftatt diefe Funftion durdy f: (x}-(x)lﬁu bez
jeichnett, fie gue AbFurjung durd f: (x)2 andeutéen : eben
fo, twenn in det gegebenen Funftion £ (X)(¥)(2), die Brife
y = x gefest wird, fo werden tvir di¢ dataus entftehende
Sunftion von x und z, durdy f: (x)2(2) anjeigen, und wace
jugleich x =y =z, fo erhalt man blos citie Funftion von
x, und toiv beégeichnen diefelbe durch f: (x)3.

$Hatte man ferner eine Funftion vort x und y, toecldye
3.8, fo befdaffen tware, daf fie unverdndert bliche, wenn x
und y oerwechielt werden, 0. h. eine Funfiion £: &)(y) von
foldher Befchaffenpeit daf £ : (== f: (N, fo wollem
toiv Diefe blog duvd) fi(x y) dngeigen.  Eben o mird
f:(x,y,2) cine folche Funftion von x, y und z anjeigen,
Wwélche unperandert bleibt; twie man aud, x, y und z vera
twedfeln mage So titd ferner i (x, y)(2) ¢ine folde taz -
tionale Funftion von x, y und z anjeigen, weldhe unverans

bert
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dert bleibt, wenn man x und y verwedfelt, z aber in fcmen
Srelien unvecandert lafet, u. dgl. m.

Hatte man aber eine Funftion von x, y, 2 und u von
folder Befcbaffenbeir, daf fie unverdndert bleibt, twenn man
u gleicher Jeit x mit z, ynd y mit u vermedhielt, fo merden
toic Diefelbe diireh £: (x)(y), (2)(1)); toenn aber diefe Funta
tion auch alsdenn unverandert bleibt, wenn man blod x mit
y. oder z mit u vecoecdfelt, fo foerden woiv fie mit
£:((x, ¥), (z, n)) begeichnen,

@ndlich, mwenn man mehreve FunPtionen von einerleh
Grdfien hat, fo woflen svir diejenigen gleidyarcige Funfrios
nen nennen, toelche fich jugleich andern, obder ungedndest
bleiben, wenn man einecley Verwedyfelungen unter den
Grdfien mathet, aus tvelchen fie ghfammengefest find, fo
vak man fie auf abnliche At begeichnen Pann. FWenn man
aifo die Qtuﬁen fund @ braudt, um becf@iedene Junftivs
nen 3u begeichiien, fo thetden die Funftionen £3: )(y) und
@ : ((y), vedgleichen die Funflionen T: (x, 7) tnd &, )),
gleithartig fepn.

89.
Wir wollen Wie im vovigen ADHnitt annehmen, dab
die gegebene Gleichung allgemein, durdh
Xt T mx L+ nx# 2% 53#—3 F 20 =0
borgeftellt werde, und daf ihre Wurseln, deren YUngabl
fepon mu, x', x, &', 1. x(#) fepn.
Bermdge der Natur der Gleidyungen ift alfo
e m o=k F x o ox g 'i- 20
n=—zx K"'i"x x‘”'f'x”x"" D A 'f'x”x“-"]'x”"x v -l-n-_
e P = KXY X RURV L XY XXV T
1%

&s
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i

l @8 fallt in die Mirgen, daf diefe Funfiicnen von x’, x¥, "
2 v ac, dur ) oelihe die Btdfie — m, n, — p, 2. augs _ il

; gededdd't werden, alle 'w*;" endig von der Korm i 4 Haiil
| | f - (_: ’ X ’ x;”! :{.‘V’ ¢l.J : 1 | HisHE

| find, und fie-wetden demnach alle gleichartig fepn, tocdhed
v eire Daupteigenfihaft Dev Sleichungen ift.

90,

*\;m’g poraudaelelt, fo molieh, wie, am mit derm tinz
facbten §all angufangen, annchmen, dak die gegebene Gleiz
dung bem jweptin Grade fep, und daf man die Gieichung
| verlange, buvd foeldhe die Junfrien £ (x)(x’) deftimmi
| Werden wird, :

b fee t= £: (x)(="") {o daf t die unbelannte Bedie
ber gefuditen Gleidhung #t; und da =’ urd x berde durch
| ¢ine und Diefelbe Gleidbung x2 + mx + n == o beftimmt
werden, fo fiheeibe ich um mehrerer Mllaemeinfeit wilfen x
fratt x‘, undy fiatt y*,  Uuf diefe Yrt echalte idy die Glei:
dung

t —f1 ) =0

X2 mx Fneo
R ke o oL
y<STomy T nl =0

wegfchaffen mub,

@3 fept — 1 () =X, Man toird affo jueift %, __
aus dee Gleidhung X = o mittelt der Bleidbung x2 T mx e
Tn=o wegfthafen mifen.: Hicrdurdh erhiit man eine |
Gleidung, meldbe ich mit ¥ = o bejeidhnen roei:be, uad in

melcb ¥ ¢ine rationale Funfiion der Gedfen t, 87, o und ¥
| feon foied. ifEdenn {haft man aus diefet letetn Sleichung
y weg, vermittelft Dev andern Sleicbiing y2 iy T n=m B,
| gf fo
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fo erhdlt man die Endgleidung T ==o, worin T e¢ine ta
tionale Funftion oon £, m und n feyn toicd.

Nun find x’ und x-die Wurzeln der Gleichung x2
mx T n=o0. IWenn man dafer die Wetthe von X, twelde
.aug der Subftitution von x’ und x ftatt x entfpringen, X,
X nennt, fo ife (permdge teffen was Ne. 13. im eeften Yo:
fbnitte ermicfen worden Y = X'X“ Nun find x’ und x”
audh die PWurgeln der Gleichung y2 T my + n = o; nennt
man alfo die IBerthe von Y weldhe aus der Subftitution von
x* und x” ftatt x entfpringen Y’ und Y, fo ift cben o
T =%

&3 ift aber

X' =t — £ (X))
X" =t —f: xUNy)
folatich
Y= (t—f: &) = (& — 1z @)
dafer
Y =@t —f:@)E) = (t—f: x)x9)
Y4 = (t — £ (xUxY) & (£ — £ 3 (&x)x"))

man cehalt alfo _
T=(0=—f:@)(x)) x (t —f: x)E)
% (t—f:(x)2) w(t—f:(x")2).

Betradtet man aber die Funftion f: (x)2 nd fenet
t — F: (x)2 = £; fo roird man, wenn x aug der Gleichung
§=o0, durd die Gleihyung x2 + mx '} n ==o eliminiret
witd, cine Sieichung & = o erhalten, worin & eife rationale
Sunftion von t, und von m, n, fepn toitd, Bejeichnet man

‘wun duech &' und £ die IWerthe von £, welde aus dev Subz
fittution von x‘ und x“, ftatt x enifpringen, fo hat mat

$ = £

€8

.__________._



7. Fort]. b. Bem. b, die’ alg. Aufl. b, Gleidhungen. 46

&3 ift aber
¢ = t.— f: (x)2
4=t — 31 (x)2
folglich
%= (1 — f:(x)2) % (1 — £ (x)2),

Gepen wit nun
@ = (t — £ (x)Nx") % (t — f: (x)x))

= 3§
| fowird T = 03%; und folglih © = s va nun T und &

| tatipnale ﬁunf:idnm vont t, m und n find, fo wird offenbar
audh @ eine rationale Funftion von r, m und n fepn,

Demnadh wivd die Gleidung T = o, in die bepden
=0, und © = o jerfallet werden fonnen; und da die
ecfte von ihnen den Werth von £: (x)2 giebt, fo folgt, dah
| die Veftimmung der gegebenen Funftion £:(x)(x'") blod
bon Der jroepten Gleichung © = o abhangen toird.

| Um alfo die Sleichung © = o, toeldhe unfer Problem
| aufldfet, ju finden, ift roeiter nicht8 ndthig, alé aus den
Bleicbungen
’ t — £ (x)(y)
t —f 1 (x)2

Il

Q
o

[

. Ddie unbefannten Grdfen x und y ju- climiniven, vermittelfe
- ber Gleichungen

| o)

o

x2 + mxTn
| y2 Tmy ta
- Undwenn man bdie bieraus entfpringenden Sleihungen durd

f 3 . 5 2
. T=ound & = o bejelthnet, fo exhalt man © = re

Sfa o1, Aus
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91, .

. Yus dem Ausdituct i © erfiehet ndan, daf die el
dung @ =0, weldhe jur Beftimmung der Funftion £:(x') )
dienct, vem jtoenten Grade iff, und. daf ihre Wurich
F: (x)EMamd £ (x0@) find, Und in der That; Da die

Burgeln %', x', durdy eine eingige Gleidung x2 + mx §
B = o beftimmt find, fo ift offenbar, daf die bepden Funks
tionen £ (x)(x) und £ (x)(x") die blod davin verfdieden
find, daf die Wurjeln x’, x in thnen pertwedfelt find, Wuw
aeln ciner eingigen Gleidyung feyn mufen,

FBate dieFunfion F: (=)&) von der Form £ (x', )
fo Daf £: (x)(x") = £: (x“)(x") tare (Nr.88.), fo hatke
man © = (£ — £: (x, x))2; folglich toficde fich die Glels
dung @ = o, blos int — f: (x', x')=0 vetwandeln, und
hictaus e:.qubs fich daf: fite Meﬂ*n Gall Die gefuchte Funftion
bl duvdh eine Gleidoung vom erften Girade beftimmt fepn
toitd ; fie wicd aljo durdh einen rationalen Yusdrnc vonn
#nd n gegeben werden.

92,

@8 fey tunmeft die Gleichung v finden, b'uréb oeldhe
pie Funfrion £ (x)E&EI(E) befiimmt werden muf, vovaud
ﬁgfegt; Daf x4 x4 x die Murgeln der cubifdhen Sleidung
x3 T mx2 % nx | p £ o {ind.

Man riehine toie im votigen tfie die tnbefannte Grofé
der gejudyten Gleichung , nund fefe x, y, 2 fiie die Waryln
x', x, x4, {o hat man die @le@uqﬁ

b @@ o

aué meldgzc man x, y mb z dupch die drep @[e:c@unaen
x3 ¥
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%13 ..I:.mxn s nx 'i'P_-:O,
yX-Fmy2 J;'n)r+p:0
z3 T mz2 Tnz fFp=o0

diminizen mug.

G3 fop t — £: (X)) (2 = X Gliminiret man gur

;uet& x aus der Gleidbung X =.o,‘ permittelft dev @Iai@img
fur X, fo echalt man eine joente Gleidung, welde idh durdp
Y = o vorfiefle, und roer'n Y eine vationale Funftion'von
t, ¥, z und pon den @ocﬁc enten m, n, p féon wicdh. Elimis

nivet man nun y aus der @leidung ¥ = o, veemiiteift’ der

Gleichung fir y, fo-echalt man eine dritte Geichung welde
ith duth Z=o bntftcﬂe, tind wotin Z-eine tationale Funfs
tion von ¢, z, und von- den Coeﬁ:ctent_en m, n, p fepn wicd.
Gliminivet man endlidh z aus diefer Gleidung Z = o, vews

piittelft’ der Gleidhung fiie 2, fo exhaft man die lepte Eleis

dbung, toelde man durd T = o vovftellen Eann, wnd wovin
T ¢cine rationale Gunition ven ¢, m, n, p fepn wicd.

@3 find aber x', x*, x"“ bie Wireln: dew Gleichung fiie
x, Wenn man demnach bmcb X/, X¢, X" pte 9Berthe von
X begeichnet, welche aud vee Subfiit ution diefer SBugseln
fir x entfpeingen, fo.ift nadh Reo13. ¥ = XXX, €8
find aber x/, x, x' auh die LWurjeln der G ad;ung fie y.
98enn man demnach durch Y4, Y, Y die %crtbe von v Des
seidhnet, welche aus der Subftitution vop x’, x, x fm:y
entfpringen, fo, iff aug eben dem @runbe Z == Y'Y/I'Y,
Endlich find x’, x, x“* audh bte QBurgein bee {Ejleld)unq fie
z, und toenn moan alfo die IMBerthe von z, weldhe qus der
Subftitution diefer Werthe fiic z entfpringen, Z°, 2, 2
nennt; fo etholt man T =3 Z‘29Z", :

83 S8




|
i

H
il
i

464 I. Won ben Gleichiingen.

@8 ift aber offenbar, daf
X' =t — f (xYy)(z)

X" =t « ¢ Y= A(}F)Jz)
X =t = £t (x“(y)z).
Daber ift

= (t—F: (x")(y)(@))(t—F: (x*)(y)(z))(t~F: ="y,
Golglich erhalt man

Y= = &ZDE) @) % — f (57 (x) ()
M (t— f 1 (x¥)(x)(2))

Y” = (t—f: &G)EN@D) % (t — f: &)
(& — £ (x0(2D)(2))

Y= (t — f: @) % (t.— f:(x/)(x1)
v (t R (x”';(x”'}{z)}.

Dabher
Z = (t —f21@xN=D2)) % (t—F1 (xDH(xM))
Mt~ (x(xM0)E) % (& = 1 &) E)E)
Mt — 3 & (x)2))w (6 — £ (xH)x)()
Mt —E: x)2(2)wn(t—F: (x")2 (@)
m(t —f: (x)2(2)
Dempad
= (t — F i (x5 (t— € 2 (xNIY)
Mt —f @)V (xTu (¢ —F: (=) (x)2)
M (t — £ (x”'} (xfj:.) it —f :{x”")(x”}{x‘))
Mt — 1 (xH3) w(@e—Ff; xH2 x))
M (t = f 1 (xlha(xhy),

Zh = (t — f: (x!)(g)2) » (t — £ : (xDH(xMDE)
% (t — £ () (2 — € 1 (x)E)
% (t — f (1‘”}(1{"(&“‘)):\1 (¢ — £ (x)(x")2)
et — f 1 (xN2(x) u (t — [ (x()3)’
» (t it f (x”’)z(x”))
: ZHl =
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Zit = (¢ — £: (e)xO0E0)% (¢ — €1 () (x1032)
W (6 — £ (x)EI2) 4 (6 — F 2 (xI)EED)
w (t — FixiDGa)(x) % (b — £(x")(x")(x1))
%(t — f(xD)2 (x0) w(t— f: (x')2 (x!'))
s (t — €1 (xl1)3),
Endlich toenn man diefe drep Grdfen multiplicivet, juc Abz
furjung aber feet
@ = (t — f: NxDM) w (t—F: (xH)x)x!D)
s (t — £ (xR u (e—F: xHE)()
w (. — f: (K'”}(H’JLX”)) w (e —f2 (x“)(x“f)(x';l)
$ =t — f: (x)3) w (t—1: (x1)3)
it — 1 (xt(93),
S1= (b — £1 (xN2(x") % (t—F: (xDH2 (xN)
Con(e— £ (x)2(x) = (t—f: (xH2 (x''))
wit — £ xM)2(x)) w(—Ff: (x')2 (1)
2= (t — f:(xN([")2) w fe—f:  (x) (x9)2)
) (t — f 2 (x(x)2) 3 (t—F: (x1) (x1)2)
Mt — f: (x)(xN2) = (x—f: (x) (x'")2)

$30= (t — £ 1 (x(x) (x0) 0 (£ — £ (x)(x) (x'1)
w(t — £ (&) x))n (t—F (x)H(x")(x))
st — 1 (@OHEM) u (t—f: xD(EIH(x'))

foethilt man T=©331%2%3.

Nun bemerfe ich, dafi, wenn man ¢t — f:(x)3 ==o
feget, und x durch Hilfe der SBleichung fie x, x3 T mx2 §
nx + p = o eliminivet, man tie unter der vorigen Ne. die
Gabdaleidbung & = o finben wicd, fo daf 3 nothoendig eine
tationale Funftion von ¢, und von den Coefficienten m, n,
p fepn toicd.

Nus eben den Sranden toird, twenn t—F:(x2)(y) =o
gefent, und dann x und y eined nad) dem anbdern durd die
of 4 Bleis
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Bleidungen fir x uad y, nemlich x3 $ mx2 + nx 4 p=to,
und y3 ¢ my=2 TnEtp—o0, efiminiget wird, bdie Cnds
gleichung, toelche man erhalt 881 = o fepn; twsrin alfo bie
Grdge 951 eine vationale Funfiion von ¢, m, n, p feyn toicd;
und. ba % cine cben folche Funftion war,, fo folgt, buf audh
F1¢ine vati ona!c Sunftion bon t, m, n, p fepn mwerde

Seet man:auf eben die Yut ¢ — F3 (x)(y)2 == ound
efiminicet x und y. durch die nemlichen @Gleihungen, fo ift bie
Gndgicthung, weldhe nian findet 352 = o, wotin alfo die
Gtdfe 592, und folglich auch die Grife 2 2 eine rasionale
Kunftion von t, m, n, p fepn wird,

Sept man enthid e — FLX)(y)) =0, unbd climini:
tet man eben fo x und y, fo findet man die Cndgleichung
833 = o; fo Dafdie Srofie 333, und folglich auch 53 eine
rationale unftion von ¢, m, n, p feyn wicd,

Da alfo jede der Gudfiin $, 81, 32, 33 eine rationale
Gunftion von ¢ und von den Coefficientén m, n, p it fa
folgt, Daf die Gleichung T = o, oder © 55 1 52 2§ 3o
folgende Gleibungen aufldedar fepn witd 8 = o $1 =0}
b2z 0 3»3 = 0; @ =o: bemnad) muf mitb @ eing ras
fionaic Funftion pon ¢, m, n, p fepn.

G8.ift aber leicht gu uberfehen, dafi die Sfleichungen
FEmQ, M =0, ¥2==0, 33 ==0 mit unferer Nufgabe

gat nidt {a Verbindung frehen, d. b, daf fie su der Beftime

mung der Funftion 3 (x(x")(x"Y) nichtd beptragen ; denn
aus den Yusdriicfen fiir 9, 81, 32, 93 faﬂt e in Die Jugen,
Daf fie ald Funltionen von x/, x', %", pon einet gahr ans
decn Fovin find, ald die gegebene Funftion: €8 bleibt alfo
#(08 die Bleichung @ = o brig, welde folglidh alle Wurs

zeln
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jeln enthalten wird, die wivjur Aufidfurtg unfers %bo{‘ems
prauchen,

93
Um nun diefe Gleichung @ =0 gu findew, fo’ ift"blo8
ndthig, aus den finf Gpeichungen

t —f:xPE =0
t—f:(x2)y) =o
ti— f" () =0
t —f: @& =0
t — £ : X)3 7 ='0

bie unbefannten Grdfien x, y, z vermittelft Dee Sleichungen
Xy ipx2 foxbp=o
yitmy2 fay tpe=o
23 T mz2 Fnztp=o0
au climiniren; und wenn man die hievous eutfpringenden
@ndgleidungen. mit. T=o0, T1 =0, T2a=0, T3 =0,
und $=o bescichnet, fo ethalt man Trz==331, Ta=552,
T3 =333, ud.T =05331325%3, folglih '
T332
Ti1T2T3

TR

N

Hebigens toisd diefe Methode in der AUrvendung aufs
fevfe m*zrtaufnq und veedbrichiich fevn, und bu‘@tmmcr mehr,
je hdher die gegebene Gleichung ift. Feb babe fic audy blog
destoeaen vborgettagen, weil fie jefgt, wie man die Ratur
der Bleichung © == o auf cing gang directe und von allen
frembden Betrachtungen unabhangige Art, unterfuchen fdune,

94.
%us dem oben Nr. gz, fiir © gegebenen Ausdruck ift ed
augenfcheinlich, dap die veducicte Gleidung 6 =a vom
of 5 6ten




468 [ Bon den Gleichungen,

6ten Grabde fepn, und folgende Funftionen ju Wurseln Ba:
ben tvicd, ;

o &)EDEY, £ &N, £ (x xSz

£ BLEOEY), £ @=DED, 1 GO )
welde ofle gleidbartig find, und auseinander dusdy die blofe
Bermechfelung der Gedfien x/, x, x entfpringen.  Und do
Dicfe G:bfen famtlich anf gleiche Aet durch die Gleidyung
x3 + mx2 ¢4 nx £ p=o, deren Wurjeln fie vorftellen, bes
fiimmt find; fo fallt unmittelbar in die Augen, daf fede
Gileichung, die den Werth irgend einet Funftion dicfer Grds
Ben augdetictt, jugleich auf gleiche Art alle Gbrige Funkftios
nen geben mijfe, die aus allen mdglichen Verwedsfelungen
bicfer Girdfien entfpringen. Diefer Sap ift offenbar fo evis
bent, daf er feined reiteren Pemeifed bedarf; aber nidt
gang fo evibent {ft e8, twie ich glaube, dag die Gletchung von
Per it veden, nicht audh noch andere Wurzeln enthalten
Edante, al8 die welche aus den Vecwedbfelungen der Wurgel
ber gegebenen Gleidhung entfpringen; dies Heift, dah, wenn
man dicfe Gleichung als ein Prodult aus den einfachen Fals
tocen ¥t — £ (X/)(x" %), t—F: (xD(x") (=) 1c. betrady
tee, jeder ihrer Coefficienten jederseit durdh eine rationale
punftion dex Soefficienten m, n, . der gegebenen Gleichung
cusgedructt werden Ednme, > Hierdber aft aber unfeve Do
moaftration feinen Jmeifel; denn wir haben gefehn, daf die
Brofie © melde diefem Produfte gleidy ift, nothwendig cine
tationale; Funftion von t, m, n, 1, fepn miffe.

95.
Wave die gegebene Gleichung von einem hdheren Grabde,
fo baf fie vier oder mehr TWuegeln x4, x4, x4, x'v, 1. hatte,
fo.wicd man die Gleihung © = o, durch -weldhe die Funbs

GOI £ 3 (DD o vv .y, Defiimme wicd, eben fo
fnden
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finden fonnen, und man fichet, daff die Brofe ©, ein Proa
duft von fo vielen einfachen FaPtoven folgender Form

f = £ EDEDEMIEYY) v

t — F )Y ERMDYEHY, o,

t — £ (x')(x'") )&M),

t — f: EMEREDEMY . ..

830

fepn toerde, ald viele BVerfenungen unter den Wurgeln x’,
x, %, x7, g, mdglidh find. St demnach die gegebene
Blzihung pon dem Grade i, fo wird die Amabhl der eins
fachen aftoren von @, alfo audy die Unzahl der Wurseln
Der Bleicbung ® = o, gleid fepn 1.2.3 ... 35 denn Dics
ift Die Anjabl der unter - Dingen mbglichen Bevferungen,
und die MWurzeln diefer Gleichung toerden die perfchiedenen
Runftionen fepn, in welde fid Die gegebene Funftion

BT DDy L. durd Die BVerfegungen der Wuryeln
L x/, x x pertoandeln fann,

g6,

Um aber alle diefe Funftionen nad der Neibe, und
obne eine augjulaffen, ju finden, verweddle man jucelr in
Der gegebenen Funftion = mit x*, und umacfelyrt, fo ers
halt man stvep Funftionen: dann vertwedbiele man nad) und
nach in Diefen bepden Funltionen x// mit x/, und mit xv';
fo erhilt man fedhs Funftionen: dann verwedfele man in
diefen fechs Junltionen nadh und nach x"% mit x/, mit x,
mit x5 fo erhilt man viev und jwanjig Funftionen: und
fonadh der Reihe weiter, bid alle Wucgeln x/, x7, UL TN
ee[hopft find.

Man fieht hievaus gany deutlich, vaf die Ynsabl dec
berfehiedenen Funftionen, nady dem Produften Ver natiteliz
den
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einen nicdeigeen Srad bringen iaffen,

D

ci*m 9{1qiemerf}e I, 1.8, 1127 L. 2.3.4, 10 1.2.34.5...4
toachfen toitd,

Hat man afle dicfe Funkiionen, fo hat man die W
scln ber Gleichung © == o;. und ficiit man, diefelbe durd

F = MR NGE TR R ik 2. =0
gor, fo ift # =1.2.3.. .5 und Der Coefficient M toird
aleidh fepn, der Summe aller gefundenen Funttionen, dek
Gorfficient N, bev Summe eler Produfte von je jroen Funk
tioneny dew Gotfficient P, die Gumme alfer - Produbte von
jo brey” folcher Gunttionen; u. f

Hud Da tiv oben bemiefen Haben, daf der Ausdiud
fiir.© nothwoendig eine. rationale Funftion von t, und von
den-Coefficenten m, n, p, 2. Der gegebenen Gleichung, fegn
muf, fo folgt, Daf bie Grdfen M, N, P, 22, ¢ben fo nethiens
big rationale Runftionen von m, n, p, 1. fepn werden, el
e man diteite finden Fann, wie wiv diefes im vorigen b
fbnitte wieflich g:than Haben.  Man vergleiche fterdber,
aufer bem fdbon angefifrten IBeck von Cramer, nod) Was
rings Meditationes algebraicae, tin Z0eck, tweldyes bie pous
teeflichften: Unterfuchungen ubse die Bleidhungen enthalt.

97

bgicich die Gleichung @ =0 im allzemeinen von dem
Brade 1.2.3.... == (wekhes die Jahl aller mdglidher
Berfegungen der g Wurgeln xh 57 x4/ 1. i), feon muf)
fo Bann g fich doch treffen, daf dic gegebeneFunktion vou
folhee Befchafenheit ift, daf fie durch eine gemwific, odes
durcdh gerifie Berwedpfe fungen biefet et Peine Yenderund
feidet, und bam muf fidh unfere Gleihung nothoendig auf

Denr

e -
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Denn wenn wiv 3. B. annehmen, Ddaf die Funftion
2 DD M) L ., von folder Befdaffenticit fey,
baf ihr MWerth, durd) Vervandelung der Wurgeln x* in x4
X0 i x, %/ i %/, nidt verandert tird, fo daf
£ (DDA L 2= f: @NEMNEMY. .,
fo ift dugenfdeintich, daf die Gleidhung © = o ey pleide
Wurzeln Hhaben toicd ;. id) toerde aber beweifen, daf bey
diefer BVorausfepung, aud unter den ubrigen MWutgeln ims
mee fe gweye gleidh fepn tocrden. Man betrachte irgend cine
andere iﬁutavlI‘ﬂm:b&n@leacbunq,me.d;e5 B. duirch die Tunks
tion f : (! xD(x") ., . vorgeftellt toerben mag: da
fin diefe Funftion aus der Sunf‘:ton £: (xNEMEIN x4 ..,
entftehet, indem man x/ in x4, x!"in x'1, xM in xf, und
il in xi perwandelt, fo folgt, daf fie unverandert denfel=

ben Terth behalten werde; wenn man darin x4 in x4,

21 i x/, und x/ in &4 verwandelt, fo daf
f2 (MNEIDENEN) L = F o (xR ED
feon wivd.  Demnady wird in diefem Falle die Grife &
einent Quadrate $2 gicih fepn, und die Gleidiinge = o
=

it fich alfo auf & = o reduciren, deren Dimenfion —
2

feon ticd.

9luf eben die vt (4§t fich evtveifen, daf thenn die Sunls
tion £ 2 (x4 (xR (=11). . pon foldper Defbaffenheit ify;
daf; durd) gtoey, odec drey, oder mehr untecfchiedene BVers
wechfclungen det Wurzeln x! xthy x4, x11, 1, "ifir Borth
nidt gedndert toitd, daf fich alédenn unier den tbuwﬁn
der Gleichung © =2 o, je drey, odet je vier, 2. gleidhe Turs
3eln finden roseden; o daff die Grdfe ©, cinem Cubus 53
oder einem Biquadrat 4, w.gleich fepn wied: denmad
foied
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witd fich die Gleidbung © = o, auf $ = o reduciven, deren

Hohe = f—, ober = ol ¢, fepn witd,
Do) 3 p b

98.
%t demnadh die gegebene Funktion von der ﬁorm'
(x4, xn) (xiY(xi) . o

foelche durch die Bermedsfelung von x4, uud x/ nicdht gedn:
dert wird, Nr.8Y, o werden unter allen Wurjeln der Gleis
cdung © = o, immer ey und groey gleich fepn, fo daf

dicfe Gileichung auf den Srad Mo z ==L Derabgefest

toied.
Wenn eben fo die Funftion
: (x4 x'y xH0y (XM (xY) , . . .

ungedndert bleibt, was man aud) fir BVecfesungen mit bin
drey Wurzeln x4 x4, x' madben mag; fo folget, daff unter
den IBureln der Gleidhung © = o, immer 1.2.3 und 1.23
SBurieln gleid fepn erden, demnady fann fie auf den Grad

]'hglgl‘.F
—— A E
e, hevabgefesst toerden

Die Funftion
(I‘, l”)(xf”, x”“)(x\") A

teldbe bey den BVermwedfelungen von x/; und x7, fo tie aud
pon x'/ und x!¥, ungedndert bleibt, wird auf cine Sleidung
© = o fithren, unter deren Wurjeln immer 1.2.1.2 und
1.2-.1.2 gleidbe find; fie wicd fich alfo auf den Srad

142|3ICJF "
— . Berabfesen laffein,

Sang

- e - R S |

=2
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Gang allgemein, roicd die Funftion
'(x;i x/t, i, x-(“)J(x(ﬁTI)., x(“'fg)' xf“TS) e
x(#'l‘ﬁ)}(x(d’fﬁ'l‘l) o s~
auf eine Bleidbung © = o fuliren, worin die Grdfe © cine
Potens von dem Erponenten
1,203 ¢ 2. 1.2/3 .70, 8.1.2,3 ...
fepn toivd ; o Daf fich diefe Gleidhung auf den Grad
1.2.304.. o o M

F.998 LR e N Ay
wird reduciven laffen,

Man fichet hievaus, dag jede Kunbtion von der Form
Txh = xi, {J“)), ;
telde die Eigenfcbaft Hat, dak fie bey allen mdglichen Vevs

wedfelungen der -‘lﬁurgcln xly x¥, x!!l, 2. %) unvgeandert
bleibt, blos von einer Gleidyung vor dem Grade ——3 2 ¥
1 l. ¥ 2 * 3 - .o 1“'

| = 1 abhangen wird; fo daf fie fich algebeaifeh und rational
| durch die Coefficienten m, n, p, 2. der gegedenen Bleidung
mu@ beftimmen laffen,  Cin fehrfag, den wic faon in den
| wotigen Mbfchnitten, als duech fich foIbft evident Jum Grmde
| gelegt haben, Deffen firenger Betveis aber von den hier ents
| widelten Sagen abhingt,

Auch (38t fich aus den vorgetragenen Sagen der Sluf
| Machen, daf twenn man irgend eine Funfrion, welde von
ben w Wucgeln x/y x4, x4y 3¢, nue APWarzeln enthalt, fo vag
man fie durch
' T EOEHELY L oD
bocftellenn fann, dak, fage ich, diefe Funltion blod auf eine
' 1.4, 3 up N :
I-—*—um'g.g..'—::; fihren ricd

| Gleichung von dem Grade

denn
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denn o8 ift Flat, daf man diefe Funlftion fo anfehen Fann,
ol8 age fie von der Form

£: @EDED . GEPOTD, (OF) )
poroudgefent, mas jedevieit frep ftohot, daf dic STBurgeln
1D (OT2) e () jeve mit einem Coefficienten

== o multiplicives, oder ju bev Poteny von dem Epponent
== o erhoben fepm

Derinadh wicd die Funltion
f 2 (x"; x“)(x’”, xli, 5 B L1 :{(’\‘))
5 g : : | £ L A S
att einer Gleichung, von dem Grad e 3 Q)

'201|293 ) ,"H- — A
fiihren; und eben fo tn ahniichen Fallen,

1nd: die Funltion
£ Cxly wlly, xMy0 i :{(}'))
wird ju einer Gleidung von dem Grad
1:2.305:8 o o EE=D(E—2). .. (A1)
A 1‘2'3"'.A'I‘2'3"'F—}. 1.9-34..;’\
fubren.

9Bullte man deitnach allgemein die Gieichung von dent
Grade x, auf folgende Gleichung von dem niedrigern Srad
4 veduciven .
¥ fax® T 4 b2 %y =6
toelde alle Wargeln mit dér gegebenen gemein Hat, d b
deven Wurgeln x4 =, xM, a¢, x(x) find, o wicd man une
permeidlich auf eine Gleichung von dem Grad

e — =2 . . (G —2%D
X, 213 e

Fommen,
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fommen, un jeden Coefficienten a, b, ¢, i¢. ju beftimmen:
denn diefe Soefficienten wetden nothwendig von der Form

£ (Rl o5 i x(}'))

feon, toie dicd RNr. Ro. gejeigt worben. Died ift ein fchon
langft befannter Sags, der aber, wie ed mit {deinet, nod
pie fhacf evmiefen worden.

Da nun, wenn 2 < g, die Jahl
Bl e —2). . (= At 1)

g SR R S |
niemal8 < i fepn fann, fo fefat, daf man (i qus diefer
et von Moduction flic die sllgemeine *Hul.afu g Dir Gleis
thungen nichts verfprechen Fann,

99.

Aug allen dem twas wit fo eben ertwiefen Haben, folgt
demnad) allgemein: 1) daf alle gleichartigen Gunttionen der
fWBurgeln x’, x*, x', 1. einer Gleidyung, nothwendig durch
Bleidhungen von einem Grad gegeben werden, 2) Daf die:
fer GBrad jederseit gleidh ifi dex 3ahl 1.2.3:, .6 (tvenn w

ben Grad die gegebene Gleihung begeichnet) oder einem :

fubmultiplum detfelben. 3)Um diccinfachite GlidungsS=0
burh) welde ivgend eine Funfrion von x/, x7”, X", be:
ftimmt werben muf, unmittelbar ju finden, ift weiter nichts
ndthia, als die verfdbiedenen 2Werthe 3u fudten, welde diefe
unftion dureh die Bermwedpfelungen der Grofen x, x, x'*,
i annehmen Fann; diefe Werthe find alsdenn die Wurzeln
ber gefuchten Gleichung, und man wicd vermittelft degfelben
die Coefficienten der gefuchten Gleichung, permoge ter bes
fannten, und in diefer Abhandlung Sfrers gebrauchten Me:
thoden, beftimmen fonnen,

&g 100,
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476 I Bon den Gleihungen,

1eo.

Sobald man abet, ertweder ’burd) Aufldfung der Gleis
dung 3 = o, oder auf andere Art, den Werth einer geghs
benen Funftion von x’, x, x, 1. gefunden Hat, fo behaupte
id, daff man audh im Stande fepn werde den Werth irgend
einer andern Funftion eben decfelben Wurzeln ju finden, und
iar, allgemein genommen, ducch cine blog lincare Gleis
dung, gewiffe befondere Falle audgenommen, weldse eine
Gleichung pom jtoepten oder dritten Grad erfordern, Died
Problem fdheint mic in der Theovie dev Bleichungen eined
ver widtiaften ju fepn, und die ufldfung deffelben, welde
toiv fogleich bortragen werden, wicd ein neues Licht tbder div
fen Theil dec Algeber verbreiten,

Wiv werden anfanglid), um die Unterfuchung einfade |

gu machen, annehmen, dafi die bepden vorgelegten Funfhios
nen, davon die eine ¢inen bePannten, die andere einen unbes
Fannten Werth hat, gleichareig find, in dem Sinne, wie
toir diefen Husdruct Nr. 83. erflare haben, Wir werdern all
gemein, Die erfte mit ¢, bie andere mit y begeichnen. Fos

net follen die Sefdben t/, ¢, ¢, 2c. £*) die vevfehicdene

Werthe von ¢ vorftellen, welde aud allen mbglichen Vels
wedfelungen der Wurgeln x7, x, x, 3. entfpringen; ud

ebent fo follen y/, y*, y*, 1c. 3 die vetfchiedenen Werthe
ver Funftion y anjeigen, welche aus eben denfelben Veriveds
felungen entfpringen; Ddenn da it vovausfesen, daf die
Funftionen x und y gleichactig find, fo folgt, daf die HUnjahl
ver vecfdiedenen Werthe, die fie duech alle mdgliche Bers
mecbfeiungm pon x’, x/, x'“, 1. erhalten, bey bepden aleid
fen, und daff diefe Werthe, aud den nemlichen BVertvechfes
tungen in bepden Funfrionen entfpringen twerden.

' Die

T e B SR o

=t = T

- — gRE —
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. Die Brofen ¢, 4, 7, 3¢. tO7) werden demnach die
W1 Burseln der Gleichung fiie ¢, und eben fo 7, ¥ v 6
f:: y ) i Wtrseln der Gleichung flie y fopn, und bepde Bleis
b dungen werden folglich von dem Grad « fepn. Bepde Gleis

0 cbungen_ Ednnte man nun A den 0{32“:.1 borgetragensn Miez
i thoden finden; allein e8 wird blos ndthig fepn die Gleichung
; fue t ju fuchen, weldhe wic aligemein durdh

o IF At ¢ Bt2 F Ct3 4 2. F Kt = o

% | Degeichren wollen, oder gan; cinfach durch & = o, borauss
b | defest daf

its F="1 T At + Btz + C¢3 SR ¢

Die Goefficienten diefer Gleidbung A, B, C, . toerden ber . §
fannte Funftionen Dder Coeficienten m, n, p, 1. der gegebes. & ¢
i | nen Gleichung fepn, deven MWurjeln x', %", X 3¢, find,

Wenr man nun nach diefen Borausfepungen, allgemein
fo | die Funfeion vy betradbtet, fo F&lt in die Hugen, daff die
| verfchicdenen Werthe dicfer Funkftion, welde ang alleh mbgz
i | liden Becwechelungen der Warjeln x/, x, x', entfprins

W | om, folgende fepn merden, t7yr, teryn A
B4 ") 9@ und nimme man nun die Sumue aller diefe

W | Wevthe, fo echalt man die Sunftion

BTy ey b g (@A)

¥ | belde die Gigenfchaft hat, daf fic unoerandert bleibt, toad
e | man auch e BVertvedfelungen entes den Bugseln, v/, zor
BE 1§ x5, madhen mag ; fie wicd fich folglich algebraiich und
k1 tational durch die Cocfficienten m, 1, p, i, aucdructen [afs
fen (e, 08.) |

7 L s &

Gucbet man fun die Werthe bdiefer Junftion, fir bie
L Ceponcnten AF=0) 1,02, 3, 2w — 1, und begeichner Diefe
[

Bg 2 Srdfen
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-

@codfien durdy M, Mi, M2, M3, ¢, M(x—1), fo ethalt man

folgende = Gleichungen

},1 + }rn ..i.. Y:H »-I-. . .I.,
¢yt e Yn".i. UL TS - t(':r} y(r) = M

y® =M

tr:}.t ..I. t”:"}?” .t. tflr?_yut -‘I'. 1C. '-I- (t(r):]ZY(') = M2

3y F ey b oeeay et @3y = M3
2. |
(" — Ty er® — Lyt e — Ty g g (=) F— 150
= M(#—1)
wo M, M1, M2, . Mlw—1), Defannte durd m, n, p, 1,
ausgedricfte Grdfen fepn werden.

9lus Diefen = Gleidunden miuf man fun, vermittel
der Glimination die Werthe der = unbefannten Srofen y’

¥’ ¥, 2. y(') ableiten, TWollte man fid aber hietbep det
gewdhnlichen Methode bedienen, fo wiicde man in fehr vers
wictelte Ausdriicfe gerathen, welde aufierdem nod tie {ins
bequemiichfeit haben, daf fic alle Srofen tf, £, t, o, i
gleich entpaiten wirden. Wir miffen demnadh eine andeté
Methode anwenden, und &8 fcheint miv folgende Die garls

eigentlich hieher gehdride ju fepn.

S nefme gine Angabl bon # — 1 unbeftimmten Grbs
fen an, toelche idh durdy Ni, N2, N3, 3. N(x — 1) bes
seichne, mit diefen Grdfen multiplicive ich refpective die obiz
gen @leichungen, die erfte ausgenodimen; bdann abdire id
fie fammtlich und erhalte folgende einige Sleichung

M+ MiNtt MaN2 + M3N3 $ic fM(s—1N(r=—1)
= (1Nt FN2t? $N3t3 D fN@E—1¢ =y

+ (0t Nit” $Nat“3 +N;3t3 P {Na—t¢ )
(T

Ay
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|

.[. (1 ..l.. Nlt’“"l' Nat'/'2 .i‘ Nstm3 '}'H.“}'N(*-——I)t”"’—r)y”‘r
¢
#ed Nt Nae@2 § N33 o
+ N(x— ]){_t(ff})r— I)y(ar)
Sepen wir nun allgemein
T = 1 + NitF N2tz + N3t3 Fic. F Niz—1)"F
und begeicbnen durch T, T, T, 1. T(,*) die partifularen
Tecthe von T, welche man crhalr, wenn man nad) und nad
t=t', t", t' 1. (%) feset, fo ift offenbar. daf fich die
obige Gleichung auf folgende einfache Form reduciven wicd
| T:F; .i. Tnyu ..1. Turylu .i. 2. -i' T(’)Y(’)
=M+ MiN1+M2N2} M3N3 T 2. F M(xz— 1) N(=—1),

Uim nun den Wertlh frgend einer der unbefannten Grd:

fen v, v, 7', 16 5.B. v ju finden, fo ift offenbar nichts

weiter ndthig, als daff man die Coefficienten aller unbefanns

fen ®rofien, diefe (y(‘f)) auégenommen, = o madye; alés

denn ergicht fid

© — M F MiINI + M2aN2 F i,  Mie—1)N(x—1)
T(€)

und vermittelft der Gleichungen T = o, T=0, T =0,

¥y

1. T = o, (nue nidt T = o) wicd man die's — &
unbeftimmten Grdfen N1, N2, N3, 2¢, N{=— 1) beftimz
men fonnen.

Bedenlt man nun daf alle diefe pactifuldren Gleibum
gen jugleich ftatt finden, fo ift offenbar, daf die Gleidung
T = o die Grdfen ¢/, t, ¢, 20, ¢, blog t© qusgenoms
men, ju Wurgeln haben muf.  Multiplikivet man demnad

Gg 3 basé

=
e .‘
-y
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a8 Polpnom T, deffen vdllig beFanntes Glicd der Einfeit

o . See t i
gletd iff, mit dem Faftor 1 — o fo erhalt man bag Pos
| R

t ; i

Iymom T(x — 75), weldhes, Null gleich gefent, die famtlis
ths i

lihen Grodfen ¢ el ¢4, 3, ££7) i «SBurseln Haben twird,

Allein diefe Wurgeln gehdren audy der Gleidhung & = o u,

i;a nun dag vollia befannte Glicd, fowohl in dem Tolpnom

T(r — ~(——),, alg . dem Polpnom 3, der Cinkeit gleidh ift,
t

fo folgt, daf T(r — %} = 3,.00¢t biclmehr
t
t NI N2
I T (NL——)t l‘w'v—-«——-)tz P (N3 — —)t3
. Tl ik ) 3 t(e})
Tac =1 At } Btz $.Ct3 2.
Da nun diefe Gleidung tbmtncb fepn.mug, fo folat, dag
I N1 N2
NI — — =4, N2 — —— = B, N3 — — =0,
£ e * See
30, '
Daber ife

Nt = A —_—
L ,_(:)

A 1
N2 = B fv——"h s
{e) ({82
B A T
N3 = — I - ® =
& (@)2 7 ((@ys
2,

Um nun den Wevth dep Geofe T8 3 fmben, BemerFPe

man-dag wberhoupt
T =
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5
3 G —
t

I_.....—-—.

(&)

in weldhem Husdenct blog ¢ = +e) sut fetsen ift : allein Da ben
diefer Borausfesung forwohl der Iahler 3 verfchtoindet, weil

‘3-(‘.‘-’) ¢ine Wurgel der Gleichung $ = o ift, ald aucdy der

Nenner 1 — -(-Z—}, fo mufi man ju Folge der befannten Res
t

ael, ftatt diefer Grdfe ihre Diffevengiafe nehmen; und fept
: . d% I
man t veeandeclich, fo exhalt man den Beudh — — : —
dt (&)

&8 wird folglidh T'\'E‘-'), aleich feon dem Werthe, weldhen die
Brdffe — %g} crhalten muf,tvenn man ) fie t fesst, welches

man auf folgende Act begeichnen Fann
(6) = (— td&)(e-)
- dt 2
odet viclmehr, wenn man fur & feinen Werth felset, und

nach der Differengiation t in £¢) perandelf,
T = — a1 — 280®)2 — 3003 — e,
&8 ift nun nidhts ubrig, ofd diefen IWerth von T('f), fo
wie aud die Werthe von NI, N2, N3, 1., in dem allgemeis
nen oben gefundenen Ausdeuct fur y@ sut fegen; und fo erz
halt man-Den Werth der Junbtion }'(‘5), auggedriicft blog

duech die entfprechende gegebene Funttion (4, und duvd
vie Goefficienten m, n, p, 20, Dee gegebenen Gleichung.

lle Schroievigleit liegt demnady in Beftimmung foroohl
dee Coefficienten &, B, C, 1, der Gleichung fur ¢
&g 4 v

G 1
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I AT BE2 + Ct3 0. =0
ald Der Gvofen M, Mi, M2, M3, 3., wopu man, tie wie
chen gefehen haben, auf oerfdiedenen Wegen gelangen
fann.  Sauptfadlich abor fommt ¢8 darauf an, ju bemers
fonrs Dak fih alle Diefe Grdfen jederseit algebraifdy, blos
aus ben Gocfriclentea Der geagchenen Gleichung beftimmen

laffes, unb bies Haben wir, in aller mbgliden Sdarfe, 2
priori erwicjen,

Sind nun biefe Grofen gefunden, und fest man jut

AbEUrzung
P =M J AMI } BM2 ¥ CM3 T .
Q = M1 T AM2 { BM3 T .
R = M2 | AM3 T .

2,
fo echalt man fie den FWecth irgend cined y,

P Q R 5%
r gt hgts
y_qﬁ-f 2Bt f 3Ct2 + 4Dt3 4 2.

tenn man fiir ¢ diejenige Junftion fent, welde der Funks
tion y entfpridt.

10T, '

@8 ift angenfdeintich, daf diefeAufldfung febéqett ftatt
firden mwitd, wad aud fir cin Werth von t qeaeben fepn
mag, wenn ¢¢ nue nicht den Nenner A T 2Bt F 3Ce2 + o0

d% : ]
gl 7 gleich Null machet; da aber der Werth von t jedeis
c
jeit eine Wursel der Gleidung $ =o feyn mug, fo folgt,
ds . -
daf der Fall == =50 nur algdenn eintreten Fann, tenn dies

fer Werth cine vielfache Wurge! eben der Bleidung S=oift.
tim
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Um 3u finden, wasg in - Ddiefem Falle geicpehn wird, fo
wollen wir annehmen daf t* der gegebene Werth von t fey,
weldber dert gefuchten Werthe y* von y, entfpricht, und daf

fich in ey Meihe der Werthe ¢', ¢, t', 1. t(“”}, ein anderer
3. B ¢ Definde, welder =t fo Daff Der gegebene Werth
¢!, eine doppelte Wutsel dey Gleidbung $ = o fen: wir rools
len nun anfanglid ¢ und ¢ alg ungleich betrachten, fo ift
Py 0 R
? {;-; 'f' ;;; 'f' 0,
= T AT a2BY T 3062 $4Dt'3 $ e
P Q R
LS T o

g - £ 2 ‘!- ;,T; 'i' 10,

yle= = e -

LA f 2Bt 3Ct’2  4Pt’3 f o
Nunit 1 FacfBe2fC3 fi. =% ,

s B e s vk aa
== ([ t")([ t”)([ p

tri{
Lifferensiivt man alfo und fest fuccefio t = ¢, £, fo ers
kalt man
; 1 t t’ ¥
ATaBt 302 == S (1 N1 = )T —=2) .

ATaBt 30t "2 Tic=— —(1— 152)(1 — E:)( == -t:-}
b 2 ¥ LA T tu\ i i 1 gt i

tooraug man fiehet, dag in dem Falle £’ =.t* Diefe bepden

Gleichungen = o werden.

Wir wollch auf einen Augenblict annehmen, daf t* =

t' + », 100 # cine unendfich Pleine Grdfie bedeuten foll, fo exs
balt man, wean man die Unendlichleinen der jveyten Ordz
nung mwegldfit

£

g - =l t t
AT2Bt’ 13063 T =— (1 — X = Zm) .« .

3 .r;..l,. id . ) b t' t'
At 2Rt 30t 3t i, = ;,—2(!—-;,-,)(1—-;;;) s

&g 5 Sent
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g A Segt man nur jur AbFarung
i I t! ¢!
- 1| e i — e e Ve . ——
Tiitas: BT T gl ST b et 2
Bl P Q . R P Q
B e —_—h et — = —
JZ: | t.f .-I—‘ taz 'E t:3 I- zc° tn‘ .F tH-w '!“ rh" Tlf‘
; &Il g W1l

1 .:j.'f: : X : @8 ift aber

Q
| i | + S — ':i" — T e ¢
i th‘ t“z . t“.3 lf- t‘ - t'z .1 t"s .f If

P Q
wd( — T == = 1,
8 = L -I- ) |3 Q R‘ T
e tT '1 ;‘;" 'i' ;T; 1 zf-
S B0 TaaRk
67 T g3 T pg T 36005
AT vabze hat man
B} G o B+ 20 . 3R

e il gl —_— p— S —— 1€,
R B t'th-Sit’c}

f L W fod i i pt! = - !

e y i =

I B N und daher

N R Paag o ae
URIRERIE 5 X o e el S

s

.

s
1S

L H

:. I L

y' oty s =

; @ ¢ t t il
il 2 Lo, t e 2 :
| = (I — P (1 — t—;;}\r e fo ift Teicht einzufes

fl i, del o TS
futhesdi b 4 N dz§ t! t!
pdes = et (T g 0 S 0

i | I .

fepn weedes folglich ) -
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2B § 2.3C¢" F 3.4DE'2F 16,

H =
2
baber
¥k _%“fu?m
Tgh e T RS t2.3Ct“F3.4Dt"2 ¥ 1.

€8 giebt alfo in dicfem Falle, die Formel nicht jede dex
Grofen y. und y/, toclde -den gleichen Wurzeln ¢ und ¥
entfprechen; einzeln, fondern blog ihre GSumme y’ 3, und
man fiehet, fowobl aus dem obigen Yusdeuct felbft, ald aus

der Analpfe, durd die wir ibn gefunben Haben, daf dev

Werth von der Halfte diefer Summe, aus. dem. allgemeinen
Werthe von y im vovigen HUetifel herausfommt, wenn man

fiatt De8 3ablers und Nenners ihre E)lﬁereng,mle Dividivet
purd) de, nimmt,

Wenn Dev gegebene TWerth von ¢ cine drepfache Wurel
der Gleichung >=0'ift, fo daf 3. B. ¢/ = =1/, fo fintz
det man-auf eben bie Art, daf man nicht jede von den ihnen
entfprechenden Funftionen y’, y*, v éingeln, fonderh blos
ihre GSumme y' + y¥ 3 finden Pann, und der affgemeine
Ausdrudfur'y, giebt ben i:-vé*te-n Ehetl diefer Summe, toenn
man fratt Ded Jabhlers und Jidnnerd “diefes Husdruds’ ihve

atoeyten Diffevenzialien, D!?w.aet durd) de> feges und o
nad Oce Reilje toeiter,

i ‘?2(. 2

Allgemeing wenn ¢ fidhgerdt, Dok in dem atfaemeinen
Susdruc fiv y, Ne. 1of, Dureh dic Subijtitution deés Helanne
“on Werthed von't, der Renner auf Rull gebradht wied, fo muf
man denfetbent fo vielmal hinter cinander differensiiven bis man
au'f cinen JUEUT Fomme, Dev duvch eben die Subftitution

niche
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nicht mefyr Nuil toied, wobey man die exften Differensiale de
immer alé béftandige Grofien behandeln mufl.  Hicrauf difs
fevenaiivet man eben fo oft auth den dhler: und der neue
Brud, welden man guf diefe At exhalt, wird die Summe
fo pieler Pactifuldrrectlye von y, dividivet durd) Uie Unjahl
diefer IDecthe, ausdriiclen, ald die ym €ing vermehrte Hns
gah! der @iﬁetcn;iirungrﬁ@inbeltgn enthalt : und diefe Wers
the toetden Biejenigen fepn, mwelde fidh auf di¢e gleidhen Wers
the von t begicben, Deven Mnzahl beFanntlich ber um Cing
vetmehrten Angahl derjenigen @:fferenam!glercbung fur $
gleid) ift, toeldpe man = o findet.

Auf diefr et findet man die Summe diefer verfchiedes
nen TWerthe von y; dllein man fann ebden fo aud die Sum:
fite ihrer Duadrate, ihrer WiieFel 2c. finden s denn Hiersh
ird weiter nichts nothig fepn, al$ cine neue Redhnung, in
toelcher man fite die Funfion y, ihr Duadeat y2, dann il
gen Bicfel y3 2. nimmt. - .DHat man Ddiefe, fo fann man
daraqus permittelft Dec befannten Formeln, die Summe der
Produfte von fe jroen, je-drey, . Werthen von y ableiten,
9uf diefe Act findet man alle Soefficienten Derjenigen Gleis
dung, von welder dicfe MWerthe die Wurzeln find; Ddiefe
Sleichung muf man alfo aufldfen, am jeden der gefudpten
SBecthe eingeln gu eshalten,

DHieraus folget, daf twenn i untec den Werthen ¢t

t", t', 1. der FunPtion ¢, jroen oder mehr gleiche Werthe
finden, dafi alddenn diejenigen unter den Weethen v, ¥
g 3¢ welebe fidy auf die gleichen Wecthe von ¢ begichen,
nicht mebt blod durch eine. rationale Junftion, von t und
von den Eocfficienten m, m;-p, :c. Der gegebenen Sleidung,
Seftimme meeden Edrihen ; fondech fie hangen vo ciner Bleis
¢hungd
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dung ab, déven Grad der Anzahl jener gleidhen Werthe,
gleidh ift, und deven Goefficienten famtlidh durdyt, m, n, p,
¥, rational ausgedriicft mwetden Fonnen

Sfuch aus andern Sefinden 146t fid einfehen, daf died
gany naticlidh, und den Lehrflen der Analyfis gemag ift.
Denn da man mrfcblebme AMWerthe fiie ¥ hat, toelde von
einem eingigen erthe bon t abfangen, fo ift flar, Daf jeder
diefer Werthe von y auf gleiche'Ast, von dem ihm entfpres
henden MWerthe von ¢ abhangen miif, und daf folglich diefe
S$Berthe blod FWuczeln einer eingigen Sleidling feyn Fonnen,
deren Goefficienten {ich rational diicch t ausdriicten laffen.

$Bir ivoilen 3. B, annef}msn, daf eine @Ielcbnng bor
irgend einem Grade x, geaeben fen
x + mxf— T 4 nxF—2 % 'px*‘_"_3 t g, =06

und daff man cine andere von dem niedrigetn Grade A fins
den toollte,

x4 ax® 1 3 byt z‘f'cx 3%’1(‘—'0
teldbe alle Wurgeln mit der erften gemein haben, d. B eint
Divifor derfelben feon foll: fo weif man, dal die Coefficiens
ten a, b, €, . famtlidy gléichartige Funftionen bon dem
Wurseln dev gegebenen @[eid;ung fepn toeiden, und bey
felcben o TS RS ot t D Beranderiine

R TR A

gen ftatt finden toesden, fo daff nothwendig jeder diefer Coeks
ficienten, durch m, n, p, 2c. vecmittelft einer Gleichung don
eben dem Grade (Ne. 89 und 98.) ausgedricft fepn twitd.
So bald aber der Werth ivgend eified dicfer Soefficienten
befannt ift, fo Fann man JuFolge des oben aufgetdfeten Pros
blems , denw Werth jeded andern Goefficienten finden. = G
folgt aber aus unferer Yufibfung, daf toenn dev Werth ded

al$

g L
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al$ befannt angenommenen Coefficienten cine einfache FWuy:
ael derjenigen Gileichung  ift, von toeidher die Deftimmung
viefed Coefficienten abhangt, {ich alle fibvigen duveh ihn vas
tional werden augdriicten laffen; ift Hingegen der Werth des
befannten Coefficienten, eine deppelte, oder drepfade 1.
SBurgel derfelben Sleichung, fo Fann jeder der fibrigen Coefs
ficienten durch dicfen, nicht anders als vermittelft ciner Glels
chung vom jtoepten, dritten, 1. Grad beftimmt werden.

Um dag a pofleriori gu beftatigen, tvas wic fo cben a
priori gefunden Haben, fo fep die Gleihung vom vierten
Grade

x4+t mx3 +nx2 ¢ pxtq=o0
gegeben.  AWie toollen wie Ne. 35. Adbfhn. 11, annehien,
vag fic durd) folgende vornt gwepten Girad, x2 Fix ¢ =0
theilbav feye.  Man fommt Hicr, tvie wic fHon gefehen has
ben, auf gwey Bedingungsgleihungen
p—gm—f)—f(h— g — f(m — f)) =0
q“-gm = ¢ — f(mn = f)) =0
Yus der erfren erhalt man
- p=—nffmfz — {8
B m — 2f
Da alfo g vational durd £ ausgedriictt wivd, fo wird o8 hinz
reichend fepn £ 3u fuchen, um g obne alle Wurjelauszichung
s echalten.  Qrafe o8 fidh indeffen, daf der IWerth von

. ' 3 ;
f= -E'-, und gugleidd p = ?;_“ - %m&;é, fo roiicte dies

Q o
fer Bexth von f, g = ;matt;en. Um dafer den Werth von

w30 echalten, muf man nodh 3y einer andern Gleichung
feine Suftudt nehmen, in weldper g auf den jwepten Srad
fteigt, nemlich

&

g2
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gﬁ—(n—mf'ffz)g‘l‘q=a

m .
fo Daf, toenn man nun = fur £ feiet

2
g.z—-(n--—%—.‘g'l'q:o

ird, g wird alfo durch die nfldfung diefer Gleichung bea
fimmt werden maffen. S behaupte aber, dafin dem Falle

e m ;
den moir bhier betrachten, bder Werth e von £ eine Dopa

pelte Wurgel der Gleichung fiir £ fepn wicd.

Um died ju betveifen benrerfen toic, daf diefe Sleicbung

fite £, durch dic Subftitution ded Werthes von g aus dee
etfien Gleichung in Ddie giwepte, entftehen muf: fekt man
alfo jur AbFHraung p — nf+ mf2 — 3 =P, und m — of

: P : : . :
= Q, foift gi== = und die Gleidung fur £ wicd folgende

P2 — (n — mf + £2)PQ + qQ2 = o

enttwicelt man diefe Gleidbung, fo feigt fie auf den fechsten
Grad, und ift dic nemliche, weldhe wiv Ne. 35. gefunden

. o mn m3
Daben. @8'ift aber offenbar, daf, dap = g s eire

bon den Wurgeln diefer GSleichung = % fepn ird; denn

'fegt man f= 3;1, fo tird jugleich P=o, und Q =o;

und da Ddiefe bepden Bedingungen, nicdht allein alle Glieder

Der obigen Gleidung auf Null bringen, fondern- audp ihre
Diffevengialgleichung

2PdP — (26df — mdfPQ — (n—mf 4 £2)(PdQ + QdP)

t 2qQdQ = o
fo
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fo folgt, daf die Wurzel f= ? eine doppelte Wuryel eben
der Gleichung fepn mug.

103

Bt haben big jegt angenommen, daf die bepden Junk:
tioncn t und y gleidbartig fepn; wic toolfen nunmehr dos
Problem in finzr gangen Allgemeinfeit untetfuchen, und
porausfelen, daf diefe Funftionen von frgend einer beliebis
gen Fotm fehn. : "

SBenn tan nadh itnd fadh in bepden Funfionen, alle
mbgliche Berfepungen der Wukjeln x/, x4 x', 1¢, ang el
hen fie beftchen, madhet, ohne Nbrigens auf diejenigen Mt
au haben, weldhe einerley JBerthe von t und y dfter geben,
fo wird man eine gleihe Anzahl & von correfpondicenden
Werthen fiie t und y erhalten, welche man, wie Nr. 109

durd t) t', T 2 ’t(’)p und durd v/ ¥y 1 y("}
beseichnen Fann. "Sn dem Fall, tenn ¢ und y gleichartise
i Gunftionen find, werben die Werthe ¢, v, v, 1, (™
famtlicy auf eine verfchiedene et ausgedrichy, und Wurgeln
der einfadben Gleichung $ = © fehn, welde v Begimmung
ber Funftion t, duech m, n, p, 2. dienet} und eben Diefe

Bemandnif wird e mit den Werthen y! y'') y', 1. y(’)
Babens dies hindert indeffen nicht, Dag nidht einige Werthe
pon t, oder bon y unter einander gleich fepn Fonntem, foie
in dem Kall; toeldhen ®ic Ne, 102, unterfucht haben; allein
¢d Pommt Hice blos auf die Form, nicdt auf vie abfolute

I8 : Srdfe diefer Werthe an.  Sind im Gegentheil die Sunftios

nen t und y nidt gleichartig; fo roeeden fich nothwendig un4

ter Den@Werthen /) it 2¢, t(®), pbes Y ¥y ¥ ?{’)
cinge
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einige finden, die nidt verfcbieden find, fo daf die Ynzahl |
ber perfdbiedenen IBerihe von t, oder von v, fleiner fenn i |
wird aid =, und aus dem wad Nr. 97. ermiefen worden, (Ght
fich lerebe fdiiefien, Daf diefe abl biod ein fubmultiplum von
= fepn wird, Wi haben aber Hrer swep Fille 3u betradhren,
f¢ nadydem die Anzahl der verfdbredenen Qﬁerrf}e ver geqebes
nen Funfiion von ¢, entwoeder &= =, ober ein fubmultiplam
bon = it

e
— e T |

1) i wollen annchmen, daf die Werthe ¢, t7, v,
3. 1) famtiich vecfcbieden, 0. . auf eine verfticdene Mt
ausgedritctt find; fo ift offenbar, dag in dieferd FKalle, die >
Gleidbuag 5 =o, alle diefe verfdicdenen Werthe nothtwei:
| Dig ju Wuryeln 'l}abgn toitd, fo daf fie mi’%f'I-'f) pon Defm
| Grade #“fepn oitd, wie aud fibrigens die Werthe dev Qs G
! fuctten Funftion y befcbaffen feon mbgen. @3 wird id f
folglich die Yuftdfung N, 100, villig auf Diefen Fall antvens
den laffen,

2) Wit wollen annehuten, daf anter deh Werthen t, i
BE g, ;’:‘) fich blog eine Anzabl von e verfdiedenen
Werthen befinde, und ¢ cin Faltor von = fer, fo baf # == o,

Wenn in diefem Sall '3 = o Ddiejenige Gleidbung verftellt,
veren Wurgeln dicfe verfdiedenen Werthe find, fo folget
aus dem was JAr. 97. erwicfen worden, dak Dicjenige Gleis
thung, toelde alle Werthe ¢, ¢, e/ 4, (%) i1 Wucseln Hat,

5 = o fepn roecde, fo daf jebe Wurzel biefer Gleihung nod
¢ — 1 andere Warjelh neben fidh Habew wird, die ibr gleid
find. . Man wird dlfo audy auf diefen Fall dic allgemeine
Yufidfina Ne. Too. antwenden Pianen, wenn wan nue 3 =¢o i
olg die Glcidyung fire t anfiehet, b. H. roenn man feges il
' ' Db 1+ f

& ..-"il' 3
- 1"
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I+ At PBt2 +Cet3 Fac =57
Da aber jede Wurgel diefer Sleichung cine bon aleichenTBurield
ift, fo wird man die Yufldfung nach denen Regeln abdndert
mitffen, welde wir Nr. 102, fiir den Foll gleicher Wurseln
geacben Daben; und anftatt jeden Werth) von y, dér jedeni
Werth von ¢ entfpridht, su finden, toird man dlod die Summe
von allen y finden, weldbe gleidhen Werthen von ¢ entlpre:
dhen: da aber jeder verfdiedene Werth von ¢, in der Reibe

AL RS T t("}, cmal vorfommt, und da immer fedem
in diefer Reihe vorfommenden Werthe, ein Werth in der

Reibe y, v, v, 16, y*) entfpricht, fo baf fick einetley
SBerthe von t und von y, nidt swepmal in eben dén Reifen
in corvefpondivenden Stellen befinden, fo folget, daf jedem
Werthe von t, « verfdhiedene Werthe von y entfprechen twew
den; und daf man alfo, twenn ¢in Werth von t befannt if;
nidhts toeiter alg die Summe von « verfdiedenen Werthen
pon y finden fann, welde jenem Werthe entfprechen.

Hicraus, und aug Nr. vo3. 166t fich alfo fcbliefen, dok
in dicfem Fall jeder Werth von y, durch t nicht anders alf
vermittelft einer Gleidhung von dem Grad « auggedridt
werden fann, und diefe wird alle die Werthe von y jufams
men enthalten, twelde einem und eben demfelben; Werthe
von t entfprechen.

Uebrigens fann mar: die Aufldfung des Falles, von twel:
chem rir veden, fehr abfirzen, menn man ihn auf den Fall
gleidbartiger Funftionen gucicffubhre; denn ¢8 ift offenbas,

vaf weun 3. B. dem Werthe t/, die Werthe )':',.y“, vy

entfprechen, jede Jualftion von der Form f; (', vy 1.y)
von folcher Befchaffenheit fepn werde, daf fie nur ¢ verfdies
dene

PR — et s e -
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dene Werthe julaffet, wie die Funftion ¢/, und daf Folglich
viefe beyde Funftionen; gleichartige Junftionen der Wuya
geln x4, x*, x*, 2c. fepn werden.  Pimmt man demnach ans
ftatt Dov Funfiion y trgend eine unftion vow der Form

LL(F ) eyt y("')) fo witd man geradeiu den Werth
diefer Funftion, durd) t ausgedrict, vermittelft' der MNr.
100, borgetragenen Aufidjung finden; und man wird blog die
Bleicdung 9 = o braudien, welche nur die ¢ verfdiedenen
Werthe von ¢ judBurgeln hat.  Dlan Fann alfo auf diefe At
alle Coefficienten ber Gleichung finden, deren Wurjeln die

Werthe v ¥, v, 1. y(’) find; denn jeber diefer Coeffiz
cientent {jt nothmwendia eine Funftion von der nemlichen Form

£1(yhyyye w1 Y0 (Reggd
o 104,
Wenn man demnacth 1) irgend ey Junftionen + und

y von den Wurgeln =% x”, x, w. dev Gleichung x* 4

L —

mx” 1 F nx# 2 4 ac, = o, bat, und diefe Funftionen
find .von folber Befhaffenheit, daf alle Bermwedfelungen
oer Wurgeln, weldhe machen, dak fich die ﬁiiﬂ"t‘tion y DELaR:
Deet, jugletch aud) die Funftion t dndern, fo Fann man,
wberfaupt genommen, den Ierth von y, durdh cinen tatip:
nalen Ausdeuct aud ¢, und aus m, n, p, 2. erhalten, fo daf,
wenn efn 2Werth von t befannt ift, aud Per entfprechende
Wertl) von y unmittelbar befannt fepn wird: i fage, fibers
baupt genommen, denn toenn ef ficdh trift, daf der befannte
Werth von t, eine deppelte oder drepfacbe :c. IWursel der
Oleihung fiir ¢ ift, fo wird der entfpredyende Werth von y,
no) von einet quadtatifchen, cubifchen, 1. Gleichung aba
bangen; deven famtliche Coefficienten, rationale Sunftionen
bon ¢, und vom m, o, p, 1. find,

Hh 2 2) Wenn
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2) Benn die Funftionen ¢ und y von foldyet Befdaffens
Heit find, daB beh Vermedfelungen der Wuryeln, weldey
andern, t ungedndert bleibt, jo witd man Yen Wertl von y
aus t, und m, n; p, 2c. nicht anders erhalten Fonnen, dl8
permittelft cinec Gleidyung vom jwepten Srade, toofern einem
und demfelben IWerthe von t; jmwep Icrthe von y entipres
chen ; ober Ditcch. eine Gleicdung vom Dritten Grade, wenn
einem und demielben MWerthe von t drep Werthe von y ent:
forechen, und fo nach deér Reifhe weiters  Die Goefficienten
dicfer Gleicbung fur y, werben, fiberhaupt genommen, tas
tionale Funftionen don t, und i, n, p, 1. feyn, fo daf man
toenn ein IWerth von t gegeben ift, y detadejin durch die Nufs
[5fung einer Sleichurig vom jwepten, dritten; sc. Srade, fins
den fann: trift es fich abey, daf der befannte TWevth von t
eine doppelte, drevfadbe, 2c. Wurjel der Gleidung fae t ify
fo toerden audh die Coefficienten diefer Gleichung nody von
einer Gleidbung vom jroeptenn, dritten ic. Srade abhangen

Hieraus lafien fidy nun die nothmwendigen Bedingungér
ableiten, untet toelchen man im Stande fepn wird, die Wet
the der Wurgeln x4, x4 51, 3¢, felbft, veemittelft Dev MWerthe
iraend einer Funftion diefet Wurjeln gu befrimmen: denn
hidesn wied blod nbthig fevn, danftatt detr Funftion y, gerds
Deju blog die Wurgel x ju nehimen, und die bighet gemady
ten Schiufie auf diefen Fall anjurwvenden:

: 105:

i Fommen alfo gegentodetia, auf die Anivendurg
der bigher vorgettagenen Sheovie, auf die allgenteine Hufs
I5fung der Gleidhunaen.  Wir wollen mit der Unterfudhung
~Degjenigen Falled anfangen, wo man nidht meht alé drey
MWuizeln x/, x, x'¥, hat, 0, . oo bse gegebene @jtetdmna
vom Dritten Grade ijt,

gﬂﬂm

{{
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enn man in diefem FKalle, die allgemeine Funfiion
£r (! (x{(x), betrachret, fo erhellet, Daff fie von einer
@lcichung vom (1. 2.3)ten Sradeabhangen muf, deven feds
Wuceln folgende find
| f 3 (xO(x)xY, -y (RN
£: (x)(xN(x), £: D))
| {1'}()’2”"}(1”), f: {x"-“'}(x'j (_\;H).
{m nun diefe Gleichung auf einen niedrigern Grad al$ die
gegebene Gleichung Herabfesien ju Fonnen, fo ift offenbar fein
anderes TMittel vorhanden, ald Drey und dren von diefen
SButseln gleich su machen; in weldent Falle fie fich auf den
jwepten Grad rveduciven wicd.  In diefer Abficdht nehme
man an, daf die gegebene Funttion von folcher BDefdaffens
Beit fep, daf
fix0GENDETD = £ (x5,
unabhangig von allemBerhaltnif unter den Wurgeln x/, x¥,
%/ D, . daf diefe Funbtion unverandert bleibe, wenn man
in Derfelben x/mitx!, x mitx’/, und x mit x* vevtaufht;
man echalt alfo aus dem nemlicdhen GSrunde
£ (x(x) = f ¢ IHENEN
ferner
i (@00 = £ 1 (=)
Mtan {ichet hievaus, daf die drep Funftionen
£ xNEDE), 1O, £ EuEN(x")
nothwendig gleich fepn twerden, und daff nue diefe drepe von
der vorausdgefchten Befdaffenheit fepn fonnen.  Folglich
toerden die drep ubrigen Gunftionen
£ (M), £ @)D, £ &IDEDED)
ebenfalls gleidh feyn; fo dap die Bleichung, von der die Rede
| 4L 3R

ift, auf den Grad s herabfommen mufi, Nr. o8y,

9h 3 RNimmt
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Jimmt man nun, um die Form der gegedenen Gleis

chung auf eine allgemeine Art ju finden, itgend eine andere
gunftion ¢ : (x)(x/)(x") an; bejeichnet man ferner pue
UbEirsung, durdy Y, y, y', die drep Funftionen

@ (1), @ (x)(x (D), @3 (xM)(x! (M)
twelche den ecften drey obigen Funfhionen entfprechen; Deds
gleichen durch 2/, 2, 2% die drey Kunfrionen

@ L (x=OEY ¢ (xDNEMY 2, @ 2 (xN(x)(x0)
toelche den legtern drep gleichen Funftionen entfsrechen, fo
it flar, daf man jede Funftion von x% x'!, x durch ivgend
eine Fusfrion von ¥ ¥ yit', odee von z/, z'Y z/, wird auds

Sk dritcfen Fonnen, weil das Seichen ¢ : irgend eine unbeftimmie
ol i1 gunktion bedeutet.  Man wird demnach allgemein die Funk:

tion £: (xD(x)(x'), durd folgende £: (y )y ) (y ') pots
ftellen fonncn; aber vermdge der Bedingungen unferer Yufs
gabe muf diefe Funftion unverandect bleiben, wenn man i
Derfelben x4 mit x*, x/ mit x', und x'* mit x vermedfelt;
da nun durch diefe Berwedhfelung mit den drep Gridfen y!
¥y nidyt8 weiter vorgehet, ald daf fich ecine in die aw
dere vermande't, fo folgt, bafi die Sunétion £ : (yO(y'D(3!")
. von folcber Pefchaffenheit fepn muf, daf fie unverdndert

Pl Y el g iz R

| k bleibt, mag man auch in derfeiben flir Berwedfelungen mit

den Grdfen yl, v 3¢, machen mag; fie wicd folgtich von
Der Form £: (yhy iy y'1) fepn,

LE Demnady roicde jede Funftion von der Form

£ 0yl gty yii)
die erforderlichen Gigenfcbafien befigen, und folglich blos
von cinee Gleidung vom jwepten Geade abhangen. - @ ift
in dev That nidht fcher, gecadesu efnjufehen, daf, was man
auch fire BVerfepungen mit den drey IWurzeln x/, x, x1" maos
hen mag, dennocy die dren Grofen y!y y'h v/ fich nicht ans
; : Derd

. P i e B e e Sl el S
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derd vermandeln Ednnen, al8 eine in die andere, oder in die
drep Gedfen 2/ 27, 2/; daraud folgt aber, Daf die Funkz
tion £2 (y% y' y"") nur entiweder yngeandert bleiben, oder
in £: (2!, 2", z ") Gbergehen fann; uad daff folglich Diefe
bepde Funftionen FWurgeln einer einjigen Gleihung vom
joepten Grade feyn miffen.

Retradbten toir: nunmehr diefe Funftionen alé befannt,
fo Pommt eé noch Davauf an vermittelft decfelben, die Werthe
der cingelnen Grdfen y! y!) y"% und 2/, z#, 2% ju beftimsz
nren.  Da aber die Funfrionen, von twelden die Rede ift,
von folcher Befchaffenbeit find, daf fie unverandert bleiben,
tpad man audh fiir BVerwedfelungen, forvohl mit den Grods
fen g/, y, yi, al8 audy mit den Srofen 2!, 2 2! machen
mag, fo folgt aus dem was oben ermwiefen rworden, bdaf die
drep Grdfen y, v/ y' Wuryeln einer Sleichung vom drits
ten Grade, und die Grdfen 2!, 2, z', Wurgeln einer anz
dern Gleichung vom dritten GSrade fepn werden, Diefe Bleta
cbungen mogen folgende fepn

y} —ay2f by —c=o0
23 — fz2 -’;gz-—hzo
Da nun die Coefficienten a, b, ¢ Furftionen von der Form
£:0y% y' vy und die Coefficienten f, g, h ahnliche Funfs
tionen von der Form £: (z z' 2z find, fo folgt aus dem
obigen, dafi die correfpondireaden Coefficienten a und f,

- Wargeln einer cingigen Gleichung vom jwepten Srade feyn

miffen, deren Coefficienten durch m, n, p gegeben find;
eben Die Beroandnif wicd ¢8 mit den Coefficienten b und g,
dedaleichen ¢ und h haben, Man bemerfe hierben, daf
tvenn die Werthe von a und £ gefunden find, vermittelft Devs
felben b, g und c, h unmittelbar gefunden werden fonnen,
nady der Nt 1o, erflarten Methobe. -
DhH 4 - Da
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Da die Bleidungen fiir y und z vom dritten Grad find,
fo muf wan fie auf eine foldbe Koem 3&; bringen fuchen, weks
e etne Auftdfung oerftattet. Denn theuld fann man fie alls
gemein nicht autbdfen, oder pielmehr man muf pecausfegen,
Qaf man die Methode, fie aufjuldfen, nict wife, tweil dfe
Aufldiung der Gleidbungen bom, dritien Grade gerade deg
Geaenfiand u fever Waterfudpung ift ; theils 1&5t fich dic Mes
thode pon Nl gg. nidt antaenten, fie auf einen nicbrigen
Grad gu bringen, weil der €rponent 3 eine Primgablift, und
Eeinen Divifr hat.

Da nun die Aufldfung der Bleichungen von ywen Glies
dern jederjeit mdglich ift, fo toird e dem 3mecf angemneffen
feon, fic auf diefe Form gu bringen. 9Bir roollen alfp ans
nehmen, taf fich die Gleichung fac y, 1M y3 — ¢ = o pers
andle, oder ned alfgemeiner, in (yTki3 —l=o. HUm
nun die hicrjy 1dthigen Dedingungen ju finten, fo bemerke
man, daf wena 1, w, «2 dic Cubifmurieln det Sinfeit find,

3 3 3
Y 1Pk= v, y7 k = a1 Tk =2 a2 41 fepn werda
Dievaus evgiche fidh, Gweil w3 = ),

¥k = eyt k)= eyt k)

@2 wirh folglih dicjenige Funftion von xh xty xM
inelde wiv mit dem Beichen ¢ beseichnet. Haben, von foldes
Defaffenheit feon mufon, dak unabhangia von alfem Ve
baltaif sotfchen den Wargeln =4 x¥, x/1, folaende Berglels
dung ftatt finde

P E)EO(RU) F.k = w2lp s (zth) (=) () + k)
? = @i (200 (x4 F k)
Ueberdem erhalt man, toenn x¢ nyitxt: perwechfelt wicd
® 2 (®OGIG k== ie2( ¢ (3)(xM)(x) F k)
SRw (@ (@)= & k);
. b
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Dbz FTh=a2z" ¥ k)= (2" + k), wodurd ficd die
Gleicbung fir'z gleihfelid auf Die Form @ T k3 —1=o0
veducivet. _

Vergleiche man aber die Gleidbung (2 + k) —l=o
mit ber Sleihung y3 — ay2 + by — ¢ = o, fo echalt man
c=1—Kk3; und dahev, weil F=(y ¥k)3 = (y' k)3
(man darf nemlih for y jede der Wurjeln fegen), ¢ =
(y' + k)3 — k3 chen fo findet man h= (z' + k)3 — k3,
Die bepden Grdfien _ .

(@ (O NE) FEYP—K3, unb (@ (xN(x) (=) F kY — k3
to:rden demnad) die Wurgeln einer Sleihung vom zivepten
@rabe fepn, welde man folglih ald die allgemeine redue
cicte Gleichung des dritten Grades anfehen Fann.

' Durch die Aufldfung diefer. Gleichung wird. der MWerth
der bepden Funftionend : (x/)(x/(x") und ¢: (x)(=)(x!")
bt‘Emmt; und vermittelft der obigen El‘héngtingégleid)ungm
laffen {ich Die SBerthe von den vier andern Funftionen, qus
dicfen ableiten, Sind aber Ddicfe Funftionen befenns, fo.
fann man die IWerthe jeder Dev duep Wurgeln x4 x!, =
darausd ableiten v, 104,

106,

Mir Haben alfo die Srinde von der ufldung der Glei
dungen vom dritten Srade auf die directefte und aligemeinite
Act entmicdelts und ed iff leicht bejondere Yntvendungen
hiervon 3u madhen, und die verfchiedencn im esften Hbfchnitre
- porgetragenen Sheorien daraus abjuleiten:

Die cinfacdhfte  Form, mweldhe man bter  Funfiion

@ : (=H(x)(x) geben, ESante, ift felgende: Ax!{ Bx/ f .

Cx' % D; mwotin A, B, C, ‘D befidndige Sedfen find; die
Bedingungsdgleidhung ift demnad
PbH s Az
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Ax! < Bx. T Cx!" + D + k)
= «2(Ax“ f:Bx'“ } Cx' % D + k)
= « (Ax" + Bx' ¥t Cx'! ¢+ D + k);
woraus fi folgende Gleibungen ergeben

A = a2 C = sB
B = a2 A = e
C = a2 B = xA

‘D fk=«D%}k)=eD+ K.
Die poente giebt B = «2A, und C = ¢A, und diefe Werthe
thun gugleich dev ecften und britten Gentige, da 3 =1}
waé die vierte befeiff, fo aicht fie D+ k = o, und folglich
D = — k; dic gegebene Funftion wivd demnadh folgende
Form haben misffen '
A(x' T e2x!! F gxi) — k;

fest man hier k = o, fo erhalten wir gerade die, auf welde
wit im erften Abjdnitte a polteriori famen Ne. .

107.

IBir Fommen nun auf den Fall, wenn ‘man vier Wars
¢ 3¢l hat, weldes bep Gleicdbungen pom vierten Srade fratt
o finbet, Betcadytet man die allgemeine Funftion

f 3 (x!) (x”) (xm:} (,:m)
fo geigt fich, Daf fie von einer Gleidung vom 1.2.3.4ten,
pber 24ften Brade abhangen toicd, deren 24 Wurjeln fols
genbe find (Nr. 96)

£ @NEHE ),
£ M) E,
£ : (xD(x")x)(x119),
f: {xf:h‘)(xﬂ) (KI'H) (xl),
Pf ¢ {x“‘)(x‘-")(x“”}(x‘),
B2 @D ED,
£3 ()M (x4,

£ (@)Y,
£ 3 @),
£ (x“f}(x‘).fx“)(-x”“),
i xR,
£ (xrdj(xtif)(x{:n){xf),
f 2 (xUE)EE)
£: @UDENEE"Y

f - (IHIJ
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RELICUDTCHICD P SR CUD U DICIO
* (x‘)(x‘”)(x“”)(x“),. f: (xl‘”}(xf)(x””)(xﬁ}'
REOTLIDICTRDTELDTI SR DICLDICID T
T (DI XD, £3 (xD(xMUY(x)(x),
P EOCE@ My f (xR (X,

e I e R

Nun muf man vecfuchen diefe Bleichung auf einen nie-
brigern alg den vierten Grad, 0. h, auf den jwepten oder
ritten Grad, su bringen; und e wird am jrweckmafigiten
fepn Den leptera, al8 ben hddften, den man bep diefer Un-
terfuchung nefmen darf, ju mablen. Man muf demnach
die Ginvichtung der Rechnung fo macken, daf von Ddiefen 24
Wurseln 1e adte, gleicdh roerden; und hicegu gelangt man,
inbem man biefe Wurzeln quf alle mdaliche Aeten unter ¢ins
ander veraleichet, big man eine Combination findet, roelde
gevade acht gleiche Wurzeln giebt ; denn alddenn toerden auch
unter den ubrigen fechzehn Wurgeln von felbft acbte und adte
gleich werben, (Mr. 97.)

Wire fesen juerit

£ (xOEODENEM) = F2 (@)1,

fo daf die gegebene Junftion, die Form £ (x4, xO(xM)(x!11)
habe. - Uuf diefe Act werden immer je jvey Wuegeln gleich
weeden, fo Dafi die Glcidhung nicht hdher als vom 12ten
Grad fepn roicd, (Nr. g8.)  Wic fegen fernes, daf audh

f 3 () x(xOYx) == £ 1 (x'pxtD(x0(x!)
0. b. daf Die Form der Funftion folgende fey

£ 0 (xp x!I) (xithy xidh),

toodurd) fich die Gleickung auf den fechsten Grad reduciren
witd.,  Segen wiv endich, daf auch :

f‘ ¢ (};f'xf.';(x.ﬂ'xf,-g.') m—f {x-‘”, Knu)g\'xiﬁ x”)
0. Iy, Daf die Funftion vor folher Befcbaffenbeit fev, daf fie
nidht geandert wird, wenn man auf einmal x! mit x#, und

x”l
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x/le mit 2/ peviwvedfelt, fo erhalt die Funftion die verfangte
Beldaffenheit; denn fie wicd nidht mefe gl folgende drey
Berdnderungen julaffen

£ (x) xt)(x!", g1,

£ : (x’) x40 (%!, xHin),

i f: (x!, x””) (x“, x”‘),

fo baf fie blog von einer Gleicdbung vom dritten GBrade abs
bangen wird, pon mweldher Diefe’ drey Funfrionen die Wurs
geln find.

UIm Die allgemeine Form der Funfiionen, von welden
toit reden, pu finden, nehme idh toie Nr. 105, ivgend eine ans
Dere Sunfiion, dic ich durd @ & (x)(x/N(x")(x1") begeidy
ne; diefe reducive i auf die Form o : (3, xM)(x'l, x””)
bep welder fie ungeandert bleibt, wenn idh entweder x/ mit
%', ober x' mit xt perwedbfele.  Sege idh nun jur Ubs
furgung

yt = ¢ ¢ (x!) x/O)(xM, xiin,

},u = e (x“"; xu‘«'i)["x!‘ x“),
fo ift Flar, DaB fich jede Funftion von der Form

£ (xh xUY(x', xHil),

burdh eine Funftion von y/ und y" mwicd ausbricen laffen;
fo bafi wir die gefuchte Funftion allgemein durdh £: (YN
vorfrelien fonnen. LVermdge der Vorausfegung muff aber
biefe Funftion von folder Befchaffenheit feon, daf fie uns
gedndert bleibe, wenn man in decfelben jugleich x! mit x/,
#nd xmit x4 vecedfelts weil nun durd diefe BVerweds
felung, die bepden Grdfen y/ und y¥ fich eine in die andere
verwandeh, fo folgt, dafi die Funftion £: ()3 die Forme
£:(y) y') bhaben miffe.

Der allgemeine Ausdruck der gefuchten Funftion, ift

alfo £:(y% y'); und fest man
e

—
&




o S P e

v, Sortf. b, Bem. ib. bie als. Wufl. b: Sleichungen. 503

= @ : (x/;-x!"0)(x!, xN),
2l = @ 3 (xth X (x!, x'"),
ferner

11“ [— ¢ : (xl, xHIJ‘)(x-‘I’ xdi’i‘)’

ull 2= p ¢ (x4, xW)(x!, %)
fo ift fefdht eingufehen, daB durdy alle mdgliche BVertvechfes
lungen unter den bict Wurgeln x) =/, x, x111, mcht mehe
a8 folgende drey verfdhiedene Funftionen Herausfomnien

; f£o0rh vy £r(2) 2z £ (uyul)y

fo daf fie nothwendig Wurseln einer eingigen Gleichung voms
ﬁbtitten Grade fepn rwecden,

Man toicd defmnacy durdy Hufldfung einer Gleidhung

pom dritten Grade, den Werth jeder folden Funftion ald
£ (g% y'") beftimmen fonnen.  Mimmt man nun an, vaf
die Grofen y' und y! die Wurgeln folgender Gleicdhung vom
goepten Srade fepn '

y* — ay ©:b =0
fo wird jeder Dev Coefficienten a und b, durd eine Gleidung
pom Dritten @rade gegebens; indem ev. von der Form
£2(yY ¥/ feon wird; fo daff man auf diefe Art die bepden
Grdfen y' und y/ echalten witd. RNimmt man. aber am,
was jedecseit frep ftehet, dak die Funftiong: (x!y x(x, x!117)
blog die beyden Wurgeln x/ und x¥ enthalte, und daber Hlos
von der Form £: (x) x!') fep, fo erhalt many! == ¢: (=, xt)
und y# = @ : (x' x'i11),  Sieht mon nun x' und x' ol
Wurzeln der Sleichung Lot

X2 = fx f g =0
und ', x4 glg Wurgelr der Gleichung

%2 —hx T l=o0
an, fo toerden die Coefficienten £ g, b, 1 voi feinen HhdbHern
Gleichungen a8 vom dritten und ywevten Sead abhiangen;

und
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und menn dicfe Werthe befannt find, fo crhalt man die viep
gefudbten LWurgeln ducch Aufidiung der obigen bepden Glejs
cdhungen oo joepten Grade.

Dies ift das allgemeine Princip auf weldhem die meiften
Wiethoden Cileichungen vom vierten Gicad anfinidien birus
hen s mwie man died aud det tm groepten Abfdnitte geliefers
tert Analpfe etfiben fann.

Setit man ¢ 2 x4 x) = x fx, und £ 'y v
E=i(y! == 9'92 fo erhalt man bie Auftdfung Ne. 32, Seft
man-abet @.: (x/y x') = x'x" und f: (y4) y') = ¢! } y/
fo erhalt man die Yufidfung Ne. 31, u. f. f.

108,

Die Auflofung dee Gleichungen: vom vierternt Grade,
1&ft fico noch auf eine andeve Yst berwerFitelligert, indem
man die Wureln auf-eine andere et ald Ne. 106: combinis
vet, Man fese nemlich querft

f: {xf;(x”){x”-‘)(x’-‘“) = f1 (xn)(xm}(xrm)fxn)

0. . die Junblion foll ungeandect bleiben, wenn man datin,
i xy g inx, xWin i und x4 !, und  jroar
auf-einmal vecwandelt.  Man findet alfo weiter

f & (ORI =05 (=)D

fernet

£+ (x“")(x””](x‘)(x”) = f (K””)(X")(K”)(X”")

\ endlich

F o (@O E") =1 m)EDEYy;

fo=daf die Gunftionen

£ 2 (DGO, 1 2 RO D,

F o (x") 02" (2 )y 2 df=2-(F 9% Wx D x),
und nidt mehreve, gleich feyn werden.  Daalfo-unter dek
gunftionen, von weldben die Nede ift, immer je vieve gleid

find,
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find, fo gelangen wiv juecft ju ciner Gleichring vom fechsten
@rabe-‘,

Sefit man aber fetnes
£ 1 () DY) = F 3 &MY (%

0 . vie Funftion, foll audy ungeandert bleiben, twenn man
gu gleicher et x’ in 2, und x in x’*, und umgefehrt,
verandelt, fo erBalten i noh bier Sunftionen, welche
den obigen gleidh find, nemlich

£ (e x)x) £ o)) (x) @,

£33 GOEE"Y(x"), €1 YD) (") x"),;
wodurdy unter den 24 Funftionen Nr. 106, imnier. je acbte
gleidh werdens daher fie nue bon cinet Sleidhung vom drits
ten Grad abbingen tHecden.

Nimitit man abes ivgentd eine andere Funftion der Whits
geln %, x'4) x'l, x"1, weldye wiv mit dem Reichen ¢ : dejeichs
nen tolleng und bejeichnet man ferner durdhy v ¥ oy
¥ ¥Y y¥ yvH, yviY, folgende acht Funftionen:

¢ 3 (xO(N(x),  ¢ ot R xW ",

@ (x")(x)(xWx"), @t (®(xxN(x),

@ 2 (M NxV(xD, @ 1 (xR x(x),

¢ ¢ (x)EDE ) ), @ ¢ ("K',

weldy?; toie man fiehet, den obigen acht gleichen Kunbtionen
entfprecdben: fo fann man jede Funftion, welde iinverdndert
bleiben foll, forvohl wenn % in x, 7 in £, % in x'#,
x"in %’ verwandelt, al8 enn x mit X, x mit x" vegz
wechfelt tnirtb auf folgende Urt votftellen
(y ¥,y M Y, ¥Y, y‘“‘, yvi, },THJ');

benn 8 tﬁ leicht e:ngufeben daf bep allen diefen Berroeds
felungen, die Gtbfen 37, 3%, ¥, 1 fid Blos cine in die
andere vecwandeln,

@iefe
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Diefe Funbiion wird alfo fo defbafen feon, dak fie af
feine hdfhere Blcictung als vom dritten Grade fihren Fanng
Degelidpnet man nun fecoer, durdh 2/ =1 2, 2v, 2v, o¥),

, 2V, gvid, folgende adst Funftionen,

@ 2 (IOG(xA) ), 0 s (RIG(xI (xR,

@ (&MO(xIY N, @ T (DM x (x!1),

@ G ENTC), T Rt (RITRY (R (x1,

@ 1 (XD, @ (xRN (xI,
und durd w) u'y, ulh ulv, uv, vy wv aviy folgende
adt Funftionen

¢ ¢ ENEN), @ Y xRN,

@ T (xNX) XNKT, e s (KT I(xNxY,

@ (xRN, b (XD kD (k"3 (x*),

@ (XNEDIXD, 9% (xR x Y,
fo bomerfet man leicht, Daf ous allen mdglichen BVermedfes
lungen dee Wurseln x/, x7, x/, x, dody nicht mehr alf
folgende brey verfhiedene Funftionen entfpringen Fdnnen

f: (}",.l }'”F Y”I}' y-rv’ yv‘ },\H’ };'\’h" },vr”')

£ 3 Caly 2tl, W, ‘g ov, v/, 2¥il, zvi)

'f: (u‘, uu’ un.f' 11'”-", uv, u"*"'.f u‘,’u"‘r uwu)
toeldye folglich Wurgeln ciner Gleichung vom dritten Hrad
fepn werden. o

Gegt man demnadhy die allaemeine Aufldfung diefes
Grades vorausd, fo wird man alle Funftionen, welde die
sorm det obigen haben, beftimmen £onnen. Allein da die
®rdfen y!, y*, 1. 2/, 2%, 1. u', v ac. auf gang gleiche At
tn diefen Junftionen enthalten find, fo ift Plar, dag die Dz
Rimmung decfelben, nodh von drep Gleidhungen, jede vom
acpren Grad, abbhangen werde.

Man wird alfo von neuen diefe' Gleidbungen untet den
wiecten Srad ju bringen fuhen mifen, Diefe Abficht cos
veicht
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reicht man durd) die Lovausdfegung, daf die mit ¢ : begeichs
nete Funftion von folder Befdaffenheit fep, Daf fie unvers
dndect bleibe, tenn mianm x' in x, x"in x', g in x'™*
und x” in x’ pestoandelts denn auf diefe Art werden die
pier/ Geden y, y?, ¥, ¥, und dann audy die ibrigen
pier y¥/ yvi y¥, yvy gleid weeden. . Eben fo mwird es
mit den entfprechenden GSvdfen z4 2 ., u’ u’, 1. bes

fdbaffen feon.

Auf diefe Aet daffen fich die obigen drey Funftionen,
gany einfacdh durd folgende Formeln ausdriicen
oYYyl 2Y), £y nY uV),

und die Brodfien y', y¥, 2, 2V ') uv toerden die Wurgeln von
dren quadratifchen Gleichungen feyn, welde folgende fepn
mogen

y2 —aytb=o0

22 — ¢z T d=o

uz'— fut g=2ao6
Die Cocfficienten a, ¢, ¥, werden Wuezeln ciner Gleidbung
vom dritten GSrade fepn.  Ebhen fo aud) die ubrigen Soeffi-
cienten b, d, g.

&8 ift nichté ubrig, ald die Form ju finden, mwelde die
wunftion @ Haben muf, menn die-vorgefdricbenen Bedinz
aunigen ecfilit werden follei. W~ hierju' ouf die mﬁg!icbl’t
allgemeine #irt ju gelangen, nehme man‘irgend eine andere
Funftion von x’, x, x’, < an, weldhe wir durcdh o: bes
jeichnen roollen.  Man formire, mwie oben die 24 Funftionen
weltbe den 24 moglichen Berfestingen’ det Wurjeln =7, x°,
X, x entfprechen’s dicfe Funfionen begeichne man durd)
e e SO0 Gl sl (A AL LB R fa e e G )
man veervandle in den obigen Formeln dag Jeidhen ¢ in @,
und die fleinen Bucdhftaben, 'y, z, u, in die grofen Y, Z. v.

53 Braucht

=
||
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Braudt man nun dad [eichen @2 von neuen, um irgenf}
eine Funltion damit ju begeichnien, fo ift leicht einjufchon,
vap man allgemein Baben rerde

yl=@: (Y} X" Y, YI-N)! y¥ == @ (Yv, YV, Y i, Yviily

2l = @i (2424 21, ZI), yv =@ (2, Zv), Zx1, Zvi)

w' =@ (Vi VI VUL VYY),  yv =@ (VY, VY, VI, y¥ill)
Hieraus lafit fich nun feicdt der Scbluf machen, dag die Bes
ftimmung der Funftionen Y/, Y4, Y, Y, pon einer Slei:
cdhung vom vierten Grade abhangen tird; eben fo aud die
Veftimmung der Funftionen Yv, YV, YV, YV  Die nemy
{iche Betoandniff, toird ¢8 mit den Funftionen Z, 2, .
Zv, VI, VT e VY Daben, pon deren immer je viere
durdh eine Gleidhung vom vievten Grade beftimmt fepn
foerden.

€8 fep alfo
Y4 — AY3 + BY2 — CY 4+ D = o
die Gleichung, deren Wuvszeln Y, Y4 Y Y find: foift

£lav, daf man diefelbe auf gweperlep vt wicd aufldfon

fonnen.

1) Wenn man die ungeraden Potengen verfchwinden
1aft, um fie auf die Form
X4 7 BY2 F D =o
au bringen, toeldbe fich nach Yt der Gleichungen vom grocy:
ten Grad aufldfen aft; bierzu ift aber ecforderlich, dDaf von
Den viee Wurgeln Y/, Y, Y, Y'v, stoep und zivep gleich fepn,
aber mit entgegengefeiten eichen; . H. e8 muf fepn
Y= — Y und Y = — Y%  Jn diefem Falle muf
alfo die Funftion @ von foldyer Befhafenheit fepn, baB
© 1 @OENE YK = — (2 (x) (x)()
und:
Q : (xfﬂ)(xﬂ_ﬂ)(xf)(xﬂ) —— B, g (xuﬂ)(xf}(xﬁ)(xiﬂ)
b. b
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b . fie mug fo befchaffen fevn, daf fie negativ toird, wenh
mﬂn X’ in x”{ X” i!?. }{fu’ xtu in X”“ uﬂb xn‘u lll XJ' bEt‘S
mgn"‘re{t; uind in diefem Falle, Hat man aucdh
[‘-}__‘H' f e n‘\(.‘nu‘\.'h J e Q‘J (X” j[:\:.’”r'\ f){xu)
tooraus echellet, bafigu aleicher Jeu Vi — Y, Y = — Y7,
‘.l.”""_ il hnn n:.-n'\ g') {} ¥im—="Y" ”:-—-Y”:::—-—Y””.
iﬁ:erburcb Fommt die U!:id}lliig fie Y cur Die sorm
(Y2 —E)2 =0, 0 ). Y2 — E = o.

§8 ift leidbt eimgufelen, daf die Gbrigen Gleihungen,
deren Wurgeln die Srofen Yv, Yv/, Yv¥, Yv, oder Z7, 2,
Z'", 214, oder i find, jugleich auf die nem'iche Form Foma
men oerden; denn Licfe Wurjeln haben unter einas Dot eben
Die gegenfeitiae Bejichung, als die Wurzeln Y., Y72, Y. 24,
X", weldpe darin beftehet, daf eine aus der andern entfies
bet, toenn man darin, x’ inx', x gz, 2 in xund
x“" 1n x’ perwandelt.

Die Funltionen x* f x? —x" — x““, X' xS
und-anbdere alcichartige, wetden die bisher entiwictolten Bes
vingungen erfiillen. :

2) Man Fann die allgemeine Sleihung Y2 — Ax:
TBY2 — CY D=0, auth dadurdy aufléévar maden,
Daf man fie auf jroep Glieder Y4 + D == o reduciret. Sn
diejerm Fall laffen fid) die vier SWurgeln ¥4, Y, Y, yorr
auf folgende vt ausdricien:

P B

Y — D, m3v" — D, u?-j‘ — D, ajq — D,
enin 1, «, «2, «3, die vier vietten Wurgeln der Ginheit ans
setgen.  Sn Diefem Falle wird alfo, da «4 = 1, die Dedine
gung ftatt finden

Y 2 a¥! = w3 = 4 3Y1}

312 b. b




510 I. Bon dent Gleichungen,

d. . dic Funftion © muf von folcher Refdbafenheit feun, daf
O 1 (x)(x" Y “Y(x14)

B (XU WD

@2® 3 (x"x“") (x)(x)

w30 (X)X ),

i

Alsdenn aber werden alle Gleidungen vom vierted
Grade, von welden die tibrigen Grdfen Yv, Yv/, Yv#
Yv'/, ferner Z4, Z", 1. abhangen, vermbge ded oben anges
gebenen Grundes, auf die nemliche BefchafFenheit reducs
et fepn.

@3 ift nicht fcbrer ju finden, daf die Funttion
X! R R 2R e g3
die erforderte BefDaffenheit Haben werde; und hieraus et
giebt fih der Schluf, daf die obige nalpfe, den Grund der
JNr. 47. vorgetragenen Methode enthalte.

104.

Died find, wenn ich nidht irve, die wahren GSrinde von
der Aufldfung der Gleichungen, und der eigentliche MWeg,
toclher und dabin fifhren Pann, Alles veduciret fich, toie
man fiehet, ‘auf eine Art von Combinationsrechnung, durd
twelde man die Refliltate, auf weldbe man feine Aufmert:
famFeit ju vichten bat, a priori findet. S8 mwiede der Miihe
werth fepn, hiervon eine Antvendung, euf die Gleichungen
pom finften, und von den hdhern Graden ;u macben, decen
Aufldfung b8 jest unbeFannt ift. Allein diefe Anwendung
erfordert eine ju grofe Menge von Unterfudbungen und Coms
binationen, deven €rfolg doch immer nod fehr groeifelhaft
bleibt, alg Daf ich mid gegentoartig diefer Arbeir unterjies
ben fonnte.  Dodh) hoffe ich ju anderer Jeit die Sadye wies
ev vornehmen ju Fonnen. Bov jest aber begniige ich mid

den

——— e —————
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den Grund einer Theotie gelegt ju Haben, welhe miv- ney
und aligemein fdheint.

110,

Ehe wir diefen Abfdnitt {chliefen, Halte ich ed fiir niifys
lich, nocdh mit wenig Worten von der Reduction der Gleis
dungen auf einen niedrigern Grad ju reden, weldve alsdenn
ftatt findet, wenn unter einigen Wurgeln der vorgelegten
@leichung, ein getvifjes gegebenes Wecrhalinif findet. Denn
wenn alle WBurjeln einer Gleichung gegenfeitig gleiche Bejies
bungen auf einander haben, {o ift die Gleihung wefentlich,
uid nothtwendig von einem Grade, weldher der Ansahl der
MWuryeln gleich ift, und allgemein genommen twicd es unmodgs
lih fepn, Ddiefelbe auf einen nfedrigern Grad ju bringen.
Died ift det Grund, warum ;. B. das Problem von der Tris
fection cines Winbelg, allgemein genommen, notliwendig
vom Dritten Grade fepn muf, indem demfelben auf drey vers
fdbiebene YUrten ein Genuge gefhehen famn, toelde famtlich
auf eine eingige Gleidung fubren, in welder die drep Aufs
I6fungen gang.auf gleiche ct enthalten find.  Sndefien gicht
¢8 beFanntlich befondere Falle, in welhen man dasd Problem
auf den jmwepten Grad bringen fann, rweil alédenn unter
aen Tutzeln der GBleidhung ein befonderes Berhaltnif fratt
findet,

Mie allen andern Aufgaben und Sleidhungen hat ed
eben Diefelbe Betoandnif.  Wenn' gewiffe befondere Verz
Haltniffe jwifchen einigen Wurgeln irgend einer Gleidhung
ftatt finden, fo ift man verfidbert, daf fie fich auf einen nies
drigern Grad bringen L36t; und fennt man dies Berhaltnif
a priori, entreder aus der Form der Gleidhung felbft, odew
aus der Natur der Aufgabe, fo twird man jederjeit die Rea

duction, deven die Gleidhung fabig ift, finden Fonnen.
Fi 3 ~ Hudde
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Hutde ift meines Wiffens der cefte Der dlefe Materie
in feinem Bricfe diber dle Reduction deg Gleichungen, el
dyer der Geometrie des DesCartes angehangt ift, abgehans
ekt hat. @ jeigt, wie cine Sleicdbung auf einen niebrigen
Grad gebradht wechen Bdnne, wenn untey cinigen Wurzeln
Derfeiben, ein foldhes Verhaltnif fratt finbet, Daf thre Sums
me, eber ie Summe ber Produlte von je joepen, obder die
Produlte von je dreyen, Null, oder ciner gegebencn Grofe
gleich ift; wie auch wenn fie gleiche Wurzeln, oder irgend
fonft commenfurable Diviforen enthalt. 9nbere Geometer
Daben die Asbeit auf chon diefe Art toeiter fortgefent, und
Hubddens Regefn und Methoden: vervollfommnet und ermeis
tect. (Man fehe hievdber Warings fchon oben angefulyres
borivefliches Werf.y> Man Fann aber durd Hilfe der Mr.
100, ermwiefenen Sage, bep diefer Untesfudung cinen vicl
aligemicineen Gefigtspunts fafen.

IIl.

Wenn man annimmt, daf in der Gleichung oo wten
Brade

2 mxf T g 2 3 = o
deren MWurseln x4, x, 2L 3¢ <(#) find, unter einigen Turz
geln ein gewiffes befanntes Bechaltnif ftatt finde, 3. . untee

: Ry, : :
den MWurgeln x, x4, x4, ¢, x*), (porausgefert Daf » < p);
o falit fogleich in dic Hugen, daf fich Died Berhaltnif jeders
seit durdh eine Gleihung twerde ausdeichen laffen, wovon
Das evfie Glicd ecine algebraifhe Funftion von x*, X

] . 5
% 30, %P) fepn witd, und daf man auf diefe Art den Werth
eiter Fuaftion von folgender Form fo(@ )= .

{x(")}, weede Pennen leenen,

MWenn
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Wenn aber 1) diefe Gleichung von foldher Befdhaffens

heit ift, daf fie blod jwifden den Wurjeln x', x", x", 20 ()
ftatt findet, und swav pur auf eine eingige Act, fo daf fie
aufhdret wabe au feon, fo bald man irgend eine Lerwedfes
fung mit den Wurgeln machet, fo twicd man, allgemein ges

nommen, ben Seeth jeder diefer Wureln x!, x4, x4, 3¢, s
eingeln, ohne Aufidfung irgend eincr Gleidung beftimmen
fonnen; fo daf in Ddiefem Falle, alle Wurjeln nothwendig
commenfurabel fepn eeden (Rr.104.).

o) enn Ddiejenige Gleihung, telhe das gegebene

Werhaltnif unter den Wurgeln x4, x", x', 1, x*) ausbdeticft,
blos in A0ficht diefer Wurseln fratt findet, doch fo, daf fie
auch alsdenn noch twahe bleibe, wenn man 3. B. x! mit x“.
perroechfelts fo exfieht man aud der angefithrten Nv., daff

“atédenn nothroendig die bepden Wurzeln x!, x*/, von cinet

Gleidung vom 3wepten Grad

x2 —axTh=o0
abhangen toerden, in toclcher die Coefficienten 3, b commens
furabel {ind,

3) $Wenn eben diefe Gleichung fo befehaffen ift, daf fie
toafr bleibt, twenn man in derfelben x’ in x* und in x' pers
toandelt, fo toerden die drey Wurseln x/, x*, x von einee
BGleichung vom dritten Grad

X3 — ax2 }+ bx — e =0
abhangen, in welder die Coefficienten a, b, ¢ commenfuras
bel fepn werden u. f. f. :

4) Wenn dic Gleichung tie in dem ecften Fall, in Abs

fidht der Wurzeln x/, x7, x'* i, x*) nue auf eine eingige
vt ftatt findet, su gleicher Seit aber aud in Abficht dee
Wargeln x* T D, X312 (1 3) 56, 527 wabe, ifts

i 4 fo




hpgai——————c
— e sl

514 L Bon den Gleichungen.

il G oty

fo werden, ba die Funfion F: )= ... D) uns
perandert bleibt, twenn man x in xXA T (g jn (3 12) s,
berivandelt, e8 werden alédenn, fage ich, die Wurgeln x,

x* 1) von ¢iner Gicichuna vom gwepten Grade

%2 —ax T B = o0 .
abhangen, in weldber « und & commenfurabel find, Ghe |
Dies wird in Abjidt der Wurgeln x%, x“"“)e, Desgleichen
{8 x, xA13) Y f fatt fnden,

L ; i Eben fo, wenn die Gicichung, auf aleidve Act in Abficht
.I '._,- il et Wuregeln x!, <, x' 3, x(h), in Q'Ibficbl; ber Wurseln
IS £uf I 20 TD (FAY A3 e, 28 und in Abficht Ddev
il & do g - Wurgeln x32 11D, 5321 2) (A F3) 00 2(32) rahe
LA g i bleidt, fo rwerden die Wurgeln =/, AT JCAF1) g

SRR 3 einer Gleidhung vom dritten Grad
i RS . « — wxa f e Ly =
b abhangen, in welder «, 8, » commenfucabel find; eben dies
u wicd. in Asficht der Wuryeln x7, x312), 3 (2212) e,
a §i e gleichen =/, x@‘”}, x(2213) 4 fo f. ftatt finden.

e L

e

5}; LR E 53 Wenn aber die Gleidhung, wie im 3weyren Kalle,
Y .iu _:m

t;. :-5--! it unter den Wuegeln x!, x4, x*/, 1. x(A) auf sweepeclep et
kgl . ftatt findet, jualeich aber aud in Unfebung der IWurjeln
i | : I x(”ﬂ, x(212) *AF3) e x(2) ftatt findet; fo bat
LA 8 man wie oben fir die Wurjeln x4, x* eine Gleidhung vom
L e | wepten Brad

x2 —alx T = o

beggleichen fiir die Wurgen x* T4 (AT2) quds cine Blets
ung vom jwepten Grad
X2 = a’z T =0
in
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in toelchem die fbereinfrimmenbden Coeficienten a’, 2’ Wurs
jeln ciner andern Gleichung vom groenien &rad

aZi— adit 85 0
fepn wecrden, in det « und 8 commenfurabel find, Eben Died
if pon den Goefficienten b’ uad b’ ju fagen.

Und mwenn bumbe Gleichung cudy in Anfehung ber.
Wuczeln x 22T, x (2at2) 22 13) 4 x(3%) fatt fins
e fo Hat man fiic die 2L mbzin x!, x", bdie Gleidhung

x2— a'’x T b = o,
e die Wurgeln x> T 1), <212, e Gleichuna
x2 — a’x T b = o
und fie die Wurseln x(22 1 1) <(22T2) die Gleichung
X2 — alz f b = o. '
Die Cocfficienten a’,a”,a’" aber find 2Burzeln der Sleichung
a3 — wa2 T fa — 7y =0
in welder «, 8, ¥ commenfutabel find, Eben diefe Bewanda
hif hat e8 mitden Coefficienten b, b¥, b, wm, {. .

6) Gben dergleihen Schlife laffen fidy aucdh bep dem
dritten Gall machen, wo wiv annafmen, daf eben die Gleis
cdung unter den TWurzeln !, x* i | x(}‘) ftatt babe,
wenn man datin x‘ in x¥, und in x verwandelt; denn
wenn eben diefe Gleichung auch unter den Wurgeln xATD,
x*12) (213) o (2% gatt findet, fo mwerden die Wur:
seln x/, x!/y x4, pon der Gleidhung '

x3 — alz2 T bix—¢' = ¢
abhdangen, und die Burgeln x@ 11, X2 12), 2 13) yon
einet ahnlichen Gleichung
%3 — allg2 T blx — ¢!l = o,
%n diefen Gleichungen werden die Coefficienten a4 a'l burd
eme Sleichung vom oenten Grad gegeben
315 X,
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42 — aum f g Ee
und « und 8 find vational, Gben dergleidhen ift von den
Goefficienten b’ b', und ¢/ ¢/ 3u bemerPen.

Wenn aber die Gleichung auch unter’ deén Vurjeln
x(2F1) (2212) (%3) 0 BY) (5 wied man aue
¢ben den Griinden fiie die drey Wurgetn x@2 11D (22%2)
(22 1 3)Bie Gleidung

X3 ~— gliixz -i- bl — glll = o
Haben, und bie Coefficienten a’, a’, a’! wetden in diefem
Falle, Wurgeln einee cubifden Sfeichung

a3 —wa2 T ga— o9y =0

fepn, in toelcher », 8, o vational ind.  Eben das ift in Yna
fehung bev Cocfficienten b’y b B und ¢/ ¥, ct!f 3u bez
mérfen. :
Man aberfiehet hieraus leidt, wie man dhnliche SHlife,
fir die ubrigen Falle macben Fann: nur ecinneve man fich,
vaf diefe Sdbluffe einige Ausnahimen leiden werden, in denr
Defondern Fall, wenn gleidhe Wurseln vorhanden find,
(MNr. 104.)

112.

tim dag, was wir hier vorgetragen Haben, durch einige
Beyfpiele ju erlautern, wollen wir juerit diejenigen Gleis
dungen betcadbten, welthe man reciproke nennt, und relde
von foldber Form find, daf die Coefficienten folder Glicder,
bie von ben aufictften gleidh weit abftehen, aleidh find. Man
fann fi¢ alie auf folgende Act vorfiellen
xf 4 mx* L & nx# 2 4 g, Fonxz Joimer =,

Bermovge vet Form Dicfer Gleichungen ift ¢8 augenfcdeintich,
. e ; I .
daft fie unverandert bleiben, toernn man T ftatt x fesst, Und

Hierausd
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<t

hievaus folgt, daf toenn x’ eine MWurgel der Gleidung ift,

-

! B i
audh - eine SBursel fepn werde; fo daff x/x! = 1, ober x/x/

— 1 == o fepn witd,  Aus eben dem Grunde witd audh
Xl .y = @, xVx¥ — I == 0, . fepn.

Wir haben alfo in diefem Falle, cine Sleidhung 1viz
fdber ten TWurpeln x4 xM, twelde aud aldbenn nod ftatt
findet, toenn x! und x* verwedielt werden; eben dicfe Gleis
dung findet aber audh jwifchen den Wurzeln =/, x/1#, Deds
@leichen xv, =¥ w. f. §. ftatt. - Demnady meeden immer jo
giwepe pon diefen 2Burzeln, in folgenden Gicichunaen, deren

: 7 w— %, Z :
Ungahl = nberw—:-f- ift, entbalten fepn

o

i
»
l
ol
}:
L
i
R

und die Cocefficienten ay al) a4, 1. werden Wurzeln eines

SO PN/ T SR ; s 12 g1

cinitgen Gletdhung von dem Grade — oder ———, fenn, e
2 2

naddem o gerade oder ungerade ift, wie wir fdhon durd
eine befondeve FMethode .22, gejeigt baben., Man ﬁ'bﬁ
1her diefe Materie enfier Pioivee's My{celianea analytica,
o Ddie (:Eor.s'zmeﬂ:arém de8 Bononifden Snftituts Ih. L.

und die alten Petecsburger Commentarien TH.IV.

+~a"

i

©3

ot 4

tlcbrigens crqt’r’ﬁ* fich aug den oben entroickelton ﬂatzen
per Grund, ravum die a. e O, gebraudhte Subftitution
b=y ol =7 auf -eine teducicte Gleichung vom Grade 2

=)

fafren muf, wenn « gerade ift. Dean e ift offenbar, daf -
bie Werthe von v, D 5. die Wurgeln der Gleichung firy

folgende
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: T
folgende fepn werdens x/ = x4 q_, il + __, x/v

by
| I T
= . Da abet xV = = x“’:;{—f; 1¢. fo werden eben
Dieje éEBn':geIn fich fo ausdedicfen laffen;

3"'1 2 ,_..}.1“ .{m.f;.m ;T'}Tx""‘f
¢8 find fc-'f?"cb ummer jtoepe devfelben einander aleidh ; fo
Daf die Bleichung fir y, welde an und filic fich vom Srade

« fepn beltc, auf den Grad -_- herabgefest titd.

Man Fann die GBleichung noch dutdh eine andere Subs
ftitution auf etnen niedrigern Grad bringens indem man
alle ungecade Potengen der unbefannten Gedfe auf Null
bringen fann. Man fepe x = — Y, fo ith y = Ll

LTy ITx
algbenn roerden die Wurjeln dev umgeformeen Sleichung fic
y, folgende fepn

e b I — xii ¥ — xii I — x'v
1fx' 1Fhxd! Ty + /! T-i-va

{8

; b |  § T — x! b d
0.h (well xll == —, xv = — 3) ——, LY
: 8 xn‘a‘ 1 T xi x[ T I

Lo il il =
i -I- x-‘H / it T- 1
atoepe cinandec gleid), aber mit entgegengefesten Seichen.

. BVon diefen Wurzeln find alfo immer

It3.

f‘;?t Dem oben [um'i‘uetcra Bepfpiel, eraab fid das Vers
battnif unter Den @Burgeln, wobdurdy die Gleichung einer Res
Dilction enw,f:mqj B ifr, aus ber Form dev Gleichung felbfes
man fann aber dic Kenntnif diefed Verhiltnified, ouch aus

der

—
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ver Jratur ted aufiulofenden Droblems echalien: und ¢
wird nitslich feyn, einige Bepfpiele diefer Avt anguiithren,
Tan foll vier ftetig proportionivte Beofen finden, deren
Sumue, wi¢ auds dte Gumme ihrer Duadrate, geaeben ift.
IBenn man diefe unbefannten Grdfien x, v, z, u nennt,
fo hat man vermdge der Bedingungen der Aufaabe, folgende
pier Gileidhungen:
X2 = y2, yu = z2
xtytztu=a, x2ty2 a2 +uz=bh2
in melchem a und b befannte Sedfien find.
Um die brep unbefannten Gedfen v, z, u auf eine leidte
At ju eliminiven;, und eine Eudgletchung fire x ju erhalten,
fege ich y = rx, und fo erhaltz ich ducch die bepden erfien
Gleichungen z —=r2x, u=r3x; fubfliituivet man diefe
SBerthe in Den bepden feptern Gleidbungen, fo erhalt man

0L Gt wil e e o e v o B i
x2(1 T r2 7 rd4 + r6) = b2,

ausd twelchen blog nod r ju eliminiten ift.
Um diefe Elimination ju erleichtern multiplicive ieh die
. erfte durch 1 —r, und die 3twepte ducdh 1 —r2; fo erhalte ich
X(t —r4) = a(t — 1), x2(1 — r8) = b2(r — r2)
diefe legte Gleichung dividive ich durch die erfte, fo exhalte

id x(1 + r4) =b’(_£ +r)

, fo Dafi wiv nun folgende bepde
haben:

s —r8) = alt—1), x(frd) == (1t 1);

bieraus findet man ohne Schvierigheit

. a2 t b2 —aax"
a2 — b2
e 2ab2 — (a2 f b2)x
e (a2 — b2jx

Subs
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©ubitituiret man nun den Werth von r, welden die erfic
Gleichung gfebt, inm der gwepten, fo erhalt man eine End-
gleidung fue x, welde, wenn man fie entwicfelt, ju dem
funtten Grade fteigt. Subfiituiret man Hingegen ¢hen den
Werth von r in der urforinglichen Gleichung - '
(L tsalr2 tul)i—mn
fo echalt man fiir x eine Gleichung, toelde nur auf den diew:
ten Grad feigt, und weidhe die mdglichft einfache Gleichuny
ift, welde man fur die unbefannte Sedfie x erbalten Fann.

b weede nunmelr beweifen, fogar chne die Form die:
fer Gleidbung ju Fennen, dafi fie in jwep Gleichungen vom
swepten Srade auflosbar fepn muf, uad jwar vermittelft
einer andern Gleichung vom jtvepten Srade.

Xn Diefer Abficht bemerfe ich, Dak toenn man u fratt x
fucht, man auf cine ganj gleichartige Gleichung fommen
mufi. Denn fehit manz == su, fo erhalt man y = s2u und
. x = s3u, fo daf Die Heyden Gleichungen fitr s und u fol
gende fepn twerden

u(rts Ts2+s3)=a
n3(1 ¥ s2 f s4 T s6) == b2

—y

D, h. fic toerden mit den Gleichungen
gleidbattig fegn. Hievaud aber 1aft fich fogleich feblicten,
Daff der Werth der unbefannten Grdfe v, nothwendia jus
gleich eine Wurzel, der oben gefundenen Gleichung fiir =
fepn miiffe.

Nun ift aber u==r3x, und wennman den oben gefundes
nen TWecth von r4, durch deft von r dividicet, fo crhalt man
2ab2 — (a2 Phax 2ab2-—(a24b2)x
~ x(a? f b2z — 2ax) a2 +b2 — zax
Wegeichnet man nun die vier Wurgeln der Gleichung fir x,
mit x4 x/y, x4 x"1% fo werden dicfe Wurzeln von folcher
Befdaffenbeit fepn, daf

e x und r vollig

P

: folgli® v =

xil=
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nab2 = (a2 f b2)x/
K” Sl - ="
az 7 bz — 2ax

0.0, 2ax/x/ — (a2 T b2)(x! T x'/) 4 22b2 = 05
©3 ift aber fein GSrund vothanden, warum diefe Gleidung,
nue’ jwifchen den Wurgeln x4 x4y nidt aber jwifhen =
und x4 fratt finden follte; daher Haben wic ferner

pa /gl — (a.:'. -f bz}(xm T xnm) -f- aab2 = o.

WBir haben alfo gwey abnlide Gleichungen, telde
stoifchen den Wurjeln x4 x/, dedaleichen xY) x!! {att fins
den, und todiche ubetdem o befchaffen find, daf fie ungeans
bert bleiben, toenn man x/ mit x//, und /. mit x4/ veps
wechfeit  Man ift alfo nach N, 111, verfidert, daf unfere
Sleidung vom vierten Grade, in ey Gleidbungen vom
swepten Grade gerfalit werden fann, welde folgende feyn
mogen

2 —fixy el =0
x> —fixt gl =0

in welden dieCoeficienten £ und £/ Furgeln einer Sleidung
vom jtoepten Grade fepn foerden; eben fo audh g und g't
Und da von diefen bepden Gleichungen, die eine die
bepben Wurgeln x/ %, und die andere die bepden Wurseln
x/H, gt enthalten mufs fo wicd £ = x/ t x/, gl = x'z!,
fil o= xl o x!) gt == xlixiii fegn,  Demnadh echalt man
sag! — (a2 | b2)f + 2ab2 = o0
sagh — (a2 T b2)f ¢ 2ab2 = 0
, (a1 b2)f — 2ab2

Dahee g e
g . @2 + b3 — 2ab2
e 54 ;

fo Daf die bepden Faftoren dev gegebenen Gleichung folaende
fenn erden
K2 o
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Di

RS e (a2 + b2)ff — 2ab2 Eoh i
2a
xz--t'dx e ijzab::o
2a
1 died angenfdheinfich gu machen, und zvgleich die
(eichund it finden, beren Wurgeln £ und £ find, miffen
wit fun die Gleichung fir x, welde unfer Problem auflds
fet, wicklid fuchen. Seien wiv alfo jur AbEnrjung wn
c_al'i*bi 3 24 fre

it hal e—az_bz _
fo'ift r = ¢ — ex, und tvenn man diefen MWerth in die Glew: 8¢l
chung x(1 ¢ F £2 F £3) = a bringt, und diejelbe nad x |
ordnet, - fo erhalt man

'i'gcxs_t_l*zc* 362 1t ¥+cteztes

X4 — z ————_ez X2 — s p 41 b
a L mi
: : | da

2 H2 »
Do ———— ==, und b2 = < ; fn et | fo
23 e :
den die bepden Faftoven diefer Gleidhung folgende fepn: | hi
i ool I — c2 | ‘7’3
x2 — fix ¢ — ¥ =o |t
fu i 30
xl’-—f”x't'?---}- =0, - b
multiplicicet man diefe beyde %a[‘mrm mit einandec, fo ecs | P
bait man &
. : (1 — C:’) | ol

x4 — (EFf0x3 + (EF T 5(f’ # ) "—'“;T"3 L 5

e (_ g fil ‘I‘ (p + £1y)x F Z_z.p fis |

et — c2) - — c2)2 | (6]
(£ + £9) T = =0

+
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Die Bergleichung der drep erften Blicder diefer Gleidhung,

- mit Den vrep uﬁcn ®fiedetn der obiaen, giebt

(& i1 == '__i_._..; H

¢, a0 o(1 — ¢2) r-{-ch;c:
fi63 . ({1 fiy + B - i
“Le{?’ff); e s

&
e 4 ot n ole
o e e
| i 63.

| wnd man wicd finden, daff 0 iefe Merthe ven £+ £, und vort

£, cudy Dev Bergleichung der brigen Gilieder Gentigs thun,
@8 find demnady die Grofen £ und £ dit Watseln fole

| gender Gicihung

1 1 do ARE
-i .-i. qc ey I e o C 1 “:C.- .
3 o Zf f = .

e e :
S foeif Daf-man diefes Problem auf eine vicl einfd:

- dhere Act aufidfen fann, fo toie Dicd Yiewton in feincs Arith:

metica upiverfalis acthan hat, o ev ed ducch cine gewiffe

gemablie Peftinimung dev unbefannten Brdfen dahin bringt;

| daf man gecadesu auf ey Gleidhungen vom jmepten Or abe

Pommt. Mber e febeint mir theils dic Aulidfura, melde idh

bier aegeben habe, mehe divect, und deutlicher ju fepn,. ins

dem fie Den Grund entdect warkim die Gleihung vom viers

ten @rade, ‘auf weldhe man giradegu fommt, vermitielf

seper Gleichungen pom goepten Brade aufibsbar ifeg theild
5

bat ¥Teroron fur die Megel ju dev evivdiynten gemwabhiten Bes
fiimmung der unbefannten Q“EEF‘C"( f inen Beweis gigeben;

| unb diefer Fann, o §d nicht tere, it anders, 4l8 dug der

ife |

oben feftgefesten Grénden geflfyret roecden. Doch ed iff
bier nicht der Ott uns ibee diefen Gegenftand auciubreitem,

114.
SBean irgend eine Unzahl 2 bon ftetig preportionirten
Grdhen beftimmt werden off, teten Summe forwekl, ald die
fr Summe
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Summe iBrer Duadrate geaeben it fo laft fich diefed Pros
blem nadh ber obigen Wethode eben o leicht aufidfen.
Denn nennt man das evfre Glied der Progrefiion x, das
Jtvepte rx, o erhalt man fogleich folgende bepde Gicidungen
Gl Ta ’l?jrz’f'ﬁ'i‘tt.'fr'u_r) = a
welde fich in folgende bepde veswandeln
(1 —) =—=a{r—1n),
x2(I — r‘.?fc) = b2(1 — r2)}
und Hieraus crgicht fich, tvie oben
a2 ' b2 — 2ax

r =
a2 w==h2

2ab2 *+ (a2 — b2)x

r’

1

SBenn man den Werth vor r, Der fich wie oben unter det
Form r = ¢ — ex darftellen laffet, in Dev erften Gleichung
fubftituicet, fo erhalt man _
x(I T (¢ — ex) % (c — ex)2 T (¢ — ex)3 T 1,
+c—ex)* N —a=o
toelche Gleichiing, wie man fichet, von dem Grade p it
Dued a‘)nftc’bc Sdiiffe als oben, 16t fich nun betveis
fen, Daf dad erfte und lehte Slicd der Progreffion x’, und
o~ Ix auf gleiche Art Wureln dev obigen Sieichung fepn

mifen, - Dividiret man aber den MWerth von r®, durd den

oo 2ab2 —{az2 Th2)x
von ¢, {0 erhalt man o — 1 = L, daber
x(a2f b2 — 24X)
=T, aab2 — (a2 f b2)x
az T b2 — nax

Frennt man nun die Wuvseln unfever U!ur,bung X % k',
1.
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w0, 5%, fo findet groifchen. den bepden Wurgeln x7, x fols

gende Bedingungdaleidhung frate :
saxixll — (a2 F b2)x! T x/) 7 2ab2 =0

und da Pein Grund vorhanden ift, warum died Berhdltnif,

aifchen den TWuegeln x'y x; oder xv, x¥4 obet i, toeniger

fratt finden follte, a8 gwifchen =, x' fo hat man auf cben

bie Act

aax!iglv _'(az 4 b2)(xM 4 xV) T 2ab2 = o0
2axVxv/ — (a2 T b2)(x¥ + xv)  2ab2 = o0
¢
v ’ 4 : L p=—T1
and die Unzahl diefer Gleichungen titd — odet ¢ = fepm,

je nachdem w gerade oder ungerade ift.

Hicraus, und ausdem wag MNr. 111, eriviefen worden,
folgt, Dafi die Gleidung vom wten Grade, in-’:{ obetf—g—f
&leicbungen vom jtoepten Grade aufidgbar ift. Diefe Gleis

eungen follen folgende fepn

x2 —fix +g/ =o
x2 — filx T g =0
pA o

in welden die Coefficienten £, £/, £V, 2. die Wuvgeln einee
s giessd a1
¢inzigen Gleichung von dbem Grad f;-’— oder #--;— fepn toers

den; cben fo auch die Coefficicnten gl g’ g’ 2. Da nun
fl - x! oI- K”.t f” = x-‘”-ixx”p‘r 1C. gl — x‘x“‘, g” _— ‘!”xnﬂ,
A, fo ift :
pag! — (a2 | b2)ff T 2ab* =o
pag!l — (a2 T b2)f T 2ab* =0
20 :

%2 Rafer
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daher
_Aa2 T b3)f —3aph2
5 T :

{az f b2)W — o5h2

ga‘

.?-l —
-g- : 2a
b ¢

Die S obet ’il;-f- Saftoren unferer BGleidhung find demnad

folgende
l- az ELY v P 5

x”“‘-—f‘h’-}-(d + b2)f Qa'b_ﬂ___‘o

2a

2 T b2 — o

z2a
X2 - filix & @2 T B3)FI — 2ab2 =9
3 28 .

.

" 3n dem Falle, wenn 4 gerade ift, muf dad Produft alfer

Diefer Gleichungen die obige Gleichung von dem Srade .z
geben: ift aber » ungerade, fo muf man noh einen einfas
den Faftor x —h=o bingunebmen,.

it die Multiplication vecridhtet, fo ift nichts dbrig, afg
die erften Glicher des Produfts mit der oben gefundenen
Sleidhung ju vergleichen, und diefe Bergleichung giebt die
Werthe der Grdfen £ 10 BU T, £ f fufun T fuf
¢, und diefe Werthe find die Coefficienten der Gleichung fiic
5 ag aber den Coefficient h beteift, (wenn # ungerade),
0 Wird diefer durd eine Hlos lineare Gleichung beftimmt,

Dievaus folat nun, daf das borgelegte Problem fich feo
detjeit auf die Aufidfung einer ®leihung von dem Srad

- roid | ¥ e
-g- oder £ - - veductven Hiffet,

o

e R 7

Wollte man Wbrigens anffatt x, die unbePannte Grofie
¢ beftimmen), fo fommet man ouf cine Gleichung die ju dec
Gattung
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Gattung dev reciprofon gehoret, Denn die bepden Gleis
chungen

(I — 1M = a(t — 1), %2(1 — r2®) = b2(1 — r2)
bz
geben x(r F %) = —f;—([ T ), und wenn man x toegichafs

fet, fo it

y SR a3 I — %
= 5

I -'IT o bz t e

oder viclmehe twenn man dutdh ¥ — r dividire

I fetr2trs bt a2

L

o

2
1 _l.Iﬁ- bz l'i_'r

wultiplicivet man nunmehr aber das Kreu, und fest jue
92
bz

AbParzung = ¢2, fo erhalt man

(c2 —BrfPac2 (I #2520t P c2—1=0

D b of (¥ T 2 .t ti=o

c*—1I

soeldhe Bleidung nacdh den befannten Methoden auf Den

Srad —';- ober —— reducivet werden Fann.

~
e

Dag einfachfte Mittel hieryu beftehet in dec Sudfitution

I —y ; : i—t® a2 3¢
g = -—— 3 twodurd ®iec Sleichun =— K

1ty k5 @ gi.f.rp_ bz 1 te

in folgende perwandelt wicd
£ o B Fe e f"' =
i —_— (] :
e
@bl ta = '
i welder alle upgerade Potengen von g jugleich vees
fehivinden.

K¢F 3 ir5. Wi
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I15.

MWir wolfen nodh einaus der Geometrie entlehnted Beys
fpict Bingnfagen. Diegfoll das befannte Problem fenn, durd
biec Gpige D ecined Duadrated ACDB (Fig. 1.) eine gerade
finic MN {o su pichen, Daf der ThHetl MN pon diefer Yinte,
toelcher amoifchen Den bepden gegentberfichenden und veclans
gerten Seite’ AC und AB, Deg Quadratsd, enthalten ift, von
geacbener ¥ange fev.

SRdn nenne a die gegebens Sete bed Duadratd, und b
die geazbenz Lange der Linfe MNL _ Um Die Yage diefer Linie
ju Beftimmen, nefyme man CM == x fur die unbefannte Grofe;
foift MD == v (x2 :} a2); und die benyden ahulihen Dreps
¢cfe MCD, MAN, geben |

¥ ny/mad Tix3) = a } x< MN:==ib;
bicraus craicht fich die Sleichung
bx == (a T x)¥ (a2 | x2)}
- Befrent- man diefelbe vom Wurjelzeichen, und ordnet fie nad
x, fo ethalt man
x4 P 2ax3 f (2a2 — b2)x2 t2a3zx }ad =o0
toeldbe, -wie man fiehet, vom dierten Srade ift.

981y wolien nunmehr untecfuden, ob man aus dev Ra>
¢ue der Aufgabe, nicht gewiffe BVerhaltnifie unter den Wur:
sein diefer Gleidbung beftimmen fonne, durch welde fie in
@leicoungen von niedrigecn Graden, auflosbar werde.

1im diefe Abficht zu erreichen, bemerfe i, Dafi man
durch den Punft D wirflich vier Linien legen fonne, welde
vie Bebingung der Hufgabe erfillen; ied find die Linien
MN, M/N/ MUN Y, und MYIN /3 fo daff CM, CM/, CM¥, CM!F
die Wurseln der obigen Gleidhung fepn werden, von twelden
bie Geyden feptern, wie man fiehet, negativ fepn toerden,

i begeichnen daher diefe Linien durdh x/, x¥, x4, xlli;
it da die beyden Derepecfe MDC, DNB abulich find, fo #it

MC:
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MC : CD = DB : BN; da aber M/N/=MN fenn mufi, auch
CD = DB, fo fieht man [Kibt, daff aud) M'C = BN feyn
ticd ;. hierdurd) ethalt man nun folgende Proportion x/ : a
=a:x"; 0B xx—az=o
IR antoicd gecadest, vermdge ded Grundfased vom jus
peichenden @funbe, ben ©Sbluf machen anen, daf unter
Pen bepden andeen TBurzeln x/ und x ein dhnlidhes Wers
Baltnift ftatt finden muffe. 201 man fidh aber a pofteriori
bavon fiberseugen, fo darf man nur bedenfen, daff, da MINY
e= MUN#, audy nothwendig M = BN fepn mafie, und
daf in den ahalichen Dreyecfen DCMY und DENY die Pro:
portion CM" : CD = DB : BN/ = CM" fatt finde, 0. B,
xti 3 a = a ; xUi folglich '
x”-‘KHH "ol 32 [ T
Da twir nun joen dhnliche Steichungen Haben, die eine
soifden x4 x7/, Die andere jwifhen x, x4, und da diefe
Sleidbungen ungeandert bleiben, toenn man x' mit x/, deds
gletchen ' mit x4 perwedhielt, fo folgt aus den oben cr:
piefenen Sagen, daf unfere gefundene Gleichung vom viers
& Grade, fid) nothroendig in folgende jwepe vom jwepten
Grade zevfallen (affen musg. '
x2 —{lx Teg =0
x2 — fiix T gl = o
in welden £ uad £, fo wie aud g und g MWuvjeln ciner
Sleichung vom gtoepten GSrad fepn werden; daaberg/ =x'x/,
und g/l = x/x'" fo ift gl = gl = a2 ; dic bepben Faftes
ven snferer Gleichung find alfo
x2 — fix T a2 = o
x2 — flix + a2 = o,
Jimmt man Hicroon das Produft, fo erhalt man
x4 — (f 4 £0)x3 F (PO F 2a2)xa

; : T
—— az\fr -b I”‘_J'(. -: 34 = GS

daher
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bafer ift -

il fl = — 21, P+ 2a® = na2 — p2

alfo f1F1 = — b=, fo dbaf die Gleichung, deren Wurgeln

£ und £ {ind, folgende fepn witd |
2+ 2af — b2 =0,

Webrigend ifr Teicht gu bemerfen, baff toenn man in dep
Sleichung fiie x vem vierten Grade x = az fept, diejelbe in
dic Battung der reciprofen iibergehen oird 5 in welder man
folalich alle ungerade Potenigen dec unbefannten Grdfe auf

Li— g
SRull bringen Fann, toenn man 2 = — A fent: fo daf die

LTY

eigentliche Subftitution, durd tocihe man auf einmal diefe
it =—7)
-
SBenn man den Werth von y aus diefer Gleicdung abz

Abfidt erveichet, Folgende ift x ==

feitet, fo erhalt man y o= ——— == 1 = 2X 8 iff ‘abe
s ol ' .}?"'a‘i‘x atx’ gl
X v iaz4x2)  MD- .. :

s i (§i8. 2.)5 Daher i =1
e v MN““SG Y, Daber wid y=1
pMD MN—2MD _ 2DR _ 2DR s .
—— - faci.o - —— —_— s ':_' 43

MN MN D (o e i

die finie MN in R halbivet fcp.  SNan erfichet hicrairs, daj
man gleicd von Anfang auf ¢ine Gleidung vom vierten Grade,
ohne ungecadePotengen der unbefannten Grdfe fommen Fann,
menn man die inie DR flir die unbefannte Srofie annimmb
Died hat LTaworon bey der Auflofung diefes Prodlems in fei
net Arithm. univ. gethan: dber ¢B fcheint mit in der Shat
diefe TWahl der unbefannten Grdfie nidt fefhr natielidy, und
ein Boctheil ju fepn, den man erft finden fann, twenn man
fdon fertig ift; weniaftens {cheint mic die rt, wie ihn News
gon ableitet, nidbt alle die Coidens yu haben, toclhe man bep
unterfis@ungen diefet At zu fordern, bevechtiget ift.

e e e PN S B MG S e rr e
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