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2. Bon dev Aufldfung der-Gleichungen cine

jeven Grades,
Bon
feonhard Culek

vent aeunten Theile der neuen Commentavien der St Pe:
tersburgifchen AFademie der Wiffenfchaften, vom I 1764.

VI o

¢, was big jest in der Algebra uber die Aufldfung det
Gleichungen gelehrt wied, erfivect fich, wenn von allgemeis
fien Regeln die Rede ift, blof big auf die Gleidhungen vom
viecten Grade, und nod bat man feine allgemeine MNethode,
die Wurzeln der Gleichungen vom fiinften oder irgend cinem
Hohern Grade ju finden. b fage aber audridich, Feine
allgemeine Methode, b. B. cine foldhe, nady welcber man alle
Gleibungen, die tu Cinem Erade gehdren, auflofen fann;
venn e8 giebt von jedem Grade mehrere Gleichy mgen, die
fich durch die Divifion in jwen oder mefrere Gleichungen
aufldfer lafferr, deven Wurieln jufammen genommen bdie
Wargeln jener Gleichungen ausmadben. Aud hat Vioivre

r'_-"a

l',lrf

: in jedem Girabe getoifie fpecielle Gleichungen entbeckt, deven

Aufldfung méglich ift, ob man fic gleich nicht duvdd die Diviz
fion in andeve Gleichungen jerfalien fann,
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2. Bon ber Auflifung der Sleichungen e, 25

§ 2

Yus der allgemeinen Methode die Gleihungen vony
gtoenten, deitten und viecten GSrade aufyuldfen, ift befannt,
baf fidh Die Gleihungen Ded erften Grades obne alle Gps
traction ber Wuryel entroicfeln laffen, dabingeaen die Auflds
fung der Gleidhungen des jepten Grades die Eptraction
ber Duadrativurgel erfordert. Die Aufldfung der cubifdben
Gleidungen ferner geht obne die Srtraction der Quadrats
und Cubifroursel, nicht von fratten, und die Yufldfung dee
biquadratifchen Gleichungen madht aufierdem noch die Eyz
teaction der Biquadrat - Wurgel nothivendig. Hierans [afit
fidh ficher feblieGen, daf bie Gleidungen des finfton Grades
nidt ofne die Crtvaction der finften und aller niedrigen
Wuezeln mdglicdh fep, und dag wberhaupt die Wurgel einer
Gleichung vom nten Grade durch cine Formel werde auss
gedrudt weeden muffen, toelche alle Wurgeljeichen forvohi
bon nten, ais von allen niedrigern Graden e1ghalte,

§.. 3
Hierauf I)abe ich vor einiger Seit (in der vorhergehens
den %Ib[)mmfung) eine Muthmafung fiber die Form ver
Wurgeln einer jeden Gleichung gegrindet, Sft nemlich eine
Gleidhung von irgend einem Grade '

X0 F Axn=2 4 Bxn-3 ¢ Cxp-4 § it. = o
torin, wie ffets angenommen werden Fann, das swepte
@lied fehit, gegeben: fo fcheint miv allemal eine um einen
Grad niedrigere Sleichung von der Form

}yﬂ"I ;l.éiyn 2 T%};n—g T@J,n 4:{-;; =0
(bie ich die refolvirende Gleidung genennt Habe) mbglich,

: durch beven n —1 Wurgeln », 8, ¥, 3, ¢, 2c. die Wurgel iene

@Slc:cbung auf folgende Yrt auégabrur:ft merden muBte.
D5 X =




6 I. Won den Gleichungen.

i3

x = ek WAt VYt VDt
Diefe Muthmafung Habe idy dadureh befiatige, bafi ich ges
seigt habe, woie die Aufldfung Der niedrigern Grade witklich
aus diefer allgemeinen Form flieke, und i) gweifele aud
jest nidht an ihrer Richtiafeit.

§. 3

9llein auferdem, daf die Crfindung der refolvirenden
Gleichung, fobald die aufjuldfente Gleichung den vierten
Grad fiberfteigt, febr grofie Schmicrigfeiten hat, ja bers
haupt genommen, cben fo unmoglich fdeint, als die Auflds
fung der gegebenen Gleichung felbft; denn aufer den fpeciels
Ten, den Wicivrifchen ahnlichen Fallen, Fommt man auf
nichts wichtiged: fo Habe ih bep der gedachten Form noch
andere Unbequemlichfeiten bemerft, toestwegen 1ch glaube,
Daf ¢8 vielleicht noch eine andere von jener eben nidt vers
fchiedene Form gebe, twobep diefe UnbequemlichEeiten nicht
ftatt fanden, und wobey fich eher hoffen liefe, in diefer fhwes
ten algebraifdben Materie weitere Fortfchritte ju machen.
Denn s ift daben eine Sadbe von IWichtigfeit, daf man die
Sorm der Wurgeln einer jeden Gleidyung genaues fenne.

§ 8§

BVorgiglich miffallt mic an der Form, twelhe die
SBuryeln alfer Gleichungen meiner Muthmafiuing nad) haben
miften, dag dodurd) nicht alle Wurzeln der Gleihung deuts
i ausgedeuctt werden.  Denn obgleich das Wurzeljeichen

T
v e fo-piel Werthe in fid fhlieft ald n Ginheiten enthalt,
fo Daf mlan, toenn a, b, ¢, ¥, ¢, 1. alle Werthe der Formel

n n
v 1 bebeuten, anftatt v« jede Diefer Formeln fesen fanm,

n
QT’F.‘;;
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2. Bon der Aufldfung der Sleidhungen 1e. 5~

a;}‘a, bv7e, V&, 0y, 26 fo fallt doch in die Augen, daf
n m b4
man foldes nicht ben jedem pon den Ausdricken v o, V&, vy,

\]/l‘a, . 3u thun befugt ift.  Denn tware die Berbindung die=
fer Yusdritcke mit den Buchftaben a, b, ¢, b, e, 10, willfihe:
lid, fowurde man pielmehr Combinationen madhen ff:rnﬁen,
als dre Oletdung Wurgeln enthalt, deven Sahl cllemal
X

§ O

MWenn alfo die mitgetheilte Form der Wurgel x alle
Wurgeln der Gleichung in fich enthalten foll, fo mﬁﬁen die

i 1] n

Combinationen der Glieder :,fl’u, V&, Y¥ V7§, 1%. mit den
Buditaben a, b, ¢, D, 2c. dDurch gemiffe Bedingungen einges
fbranet, und die sur Darftellung der Wurzeln unfauglichen
auBgefdbloffen werden.  Aus dev Nufldfung der Gleichungen
Ded Tritten und vievten Grades wiffen toiv, daf unter den
Burgeln der Einheit von demfelben Grade, o, b, ¢, b, eine
geroiffe Ovdnung feftgefest eeden muf, und daf darnad
audy dic Combinationen ju machen find. Man wird alfo

il

auch unter den Gliedern der Wurgel ;}_ [ 1}&, :;‘ ¥y VOO, 1.
eine ahnliche Ordnung beobadbten, und darnadh die Combis
nationen machen maffen. Allein da nicht bHeFannt ift, wie
Diefe Drdnung bep den Wurzeln der hdhern Grade gemadht
Werden muf, fo entfteht daher ein widtiger Mangel fir
meine cfjemalige Muthmafung, und iy till jest fuchen dens
felben aus dem Wege 3u réumen,

S,
Suvdedecht wird e8 nislich feyn, den Wurjeln aus der
Cinbeit, ihv Crponent mag fepn welder cv wolle, eine ges
wiffe




2.8 I. Bon den Gletdyungen.

tiffe Ordnung gu geber, toeil dDadurch meiftens die grofe
Menge der Combinationen cingefdhranft werden fann,  Iu
dem Gnoe bemerfe ich, daf allemal, toenn ¢in Werth von

i
denen, welche v'1 aufer 1 hat, = a gefest witd, aud a2,

a3, a4, ic. paffende Werthe von ;fl"[ geben, Denn ift an=

fo ift qud) (a2)n = 1; (a3 =13 (a4)" = 1; 3. TWenn
man alfn die” tibrigen MWurjeln b, ¢, 0, 1¢. nennt, fo ergiebt
fich davaus, toeil fih a2, a3, a4, 1. unter ifnen befinden, eine
beftimmte Ordnung fir diefe Buchftaben. Fangt man 3. D.
nad der Cinbeit, welde chmal bie erfie Cjtel!e befommen

mug, von a an, fo find die SIBctti)e der Formel v 1 folgendes
1, a2,-a3, a4 , . . ao=%, und ifjre Anjahl = n. @8 {ind
nemlich nicht mehr MWerthe moglich, weil av=1i; antI=aqa;
antz = a2 ;¢ ift.  Auf dhnliche Avt verhatt ed fich, twenn
mon pon dem Buchftaben b, ¢ oder d 1, anfangt,

§ 8

Sch muthmafe dahee nicht ohne Grund, dah aud unz
ter den Glicdern, weldbe die Wurgel einer Gleichung oder x
ausdeuchen, eine folde Ordnung ftatt finden, oder taf diefe
Slicder fo befchaffen fepn toerden, dafi die tbrigen von einem
jeden unter ‘ibnen Poteftdten find, tvobep ed aber nothig
tird, ihnen unbeftimmte Coefficienten ju geben.  Hat man.
alfo folgenbe Gleichung. in weldher das groeyte Glicd feblt,
xo 4 Axn-2 o Bxn-3 & OxB-4 o DPxoxs [, =ol
fo ift e8 fehr wahtiheinlich, daf die allgemeine Form ihrer
Tlurgel '
n

. 1 ™ 1 n
x =0y By vz b Cvva + DV va,, f Oy vn-x
fen, 00 U B, 6, D, . entiweder vationale Geofen find,

eder foenigfiens dasd Radicalseichen v~ nicht in fich febliefen.
S 9.




2. Bon der Auflofung der Gleichungen 1. 29

§ o
Aug diefer Forin erhellet juodedecft, daf fie nicht mehe

al8 n — 1 Glieder enthalten fann, Denn toollte man dies
felbe threr MNatur gemaf foctfegen, fo wihcden die folgenden
@licder fdhon unter den borhergehenden beariffen fepn, tweil
:"v"‘f'f = v:’"v; ::f'vﬂ’ri —] v:/"vi; i, ift.  Geste man
vabet jene NReihe felbft ind Unendliche fort: fo erhiclte man
gleichrwoh! in Unfehung der Strationalitat nidt mehr al8
n — 1 Glieder. 2a wir nun {hon vorhin gcfe‘)cn haben,
Dag der Auddrud fur die Wurgel nidht mehr Glicder haben
batf, fo ift diefer Umftand fein unbedeutendes Renngeichen
ver Wabhrheit jener Sor'n e8 gieht indef dafie noch frars
fere Grimbe.

§. 10 'i

@8 136t fich nemlich diefer Husdeuct fehr feicht auch auf
Die Gleicdunaen ausdehnen, in welden das jroente Glicd
nidht fehlt, welches bep dem andern nidht angieng, fo dag
Destoegen Der  gegenmwistige natﬁrlid;ncr g fepn fdeint,
Denn fesit man die ictationalen Glicder \f'x, 1{1".*2 :}‘v3 3.
fort, fo echalt man davunter auch v" vO, { va, foelche toes
gen bed wepten Gliedes der Gleichung nodh hingugefigt
werden muffen. Man fann daber, und dies ift nodhy allgemei:
ner, behaupten, daf die Murgel ciner vollftdndigen Gleis
dung vom nten GSrade

30 f Ax8-I 4 Axi-2 + Bxn-3 4 Cxn-4 + i =0
die ﬁmm habe

" T m
X =uf UV v+ By vz 0y v T DV vd. . F OV -k
Wo » den rationalen Eheil der Wurye! bedeutet, von dery

. I . . . 4
man weif, daf or = — -ﬁa it Die dbrigen Slieder ent:
' Balten




30 I. BVon den Gieichungen.

Balten die ivtationalen Zheile bom Grade n, teven es, infos
fern fie pon ¢inanber verfdpieden find, niht mehr alé n—1
geben fann.

e i

IWenn v eine foldhe Grofie bedeutet, daff man aus ihe

die nte Wursel wirflich ausjiehen, oder w:f"v entioeder vatios
nal oder durch niedrigere Wurselzeichen dacftellen fann, fo
echellet, dafi die Jrrationalitat vom nten Grade nicht in det
Kormel bleibt, toodurdy die Wurzel x ausgedruckt ift. Dies
muf allemal ftatt finden, wean die gegebene. Gleichung in
Kaftoren aufgeldfet werden fann, Denn alsdann enthalt Feine

n
Wurzel Das Feichen v . Da alfo in diefem Falle alle Radi:
1
caljeichen v~ verfhmwinden, und auf niedrigere reducirt twers
Den; ausd der obigen Fotm aber nicht erhellet, twie dit Vers
: il
fchwindung defjelben bep einent Gliede v ein Gleiches bep

n T _
den tbrigen Gliedern V8, vV 1. nad fih ziehe: fo mug
man allerdings diefe legte Form der Natur der Gleichungen
angemefjenet balten alg Die obige.

§ 12,
Ueberdem geigt diefelbe, toelched dasd vornehmite ift, alle
Burjeln der Gleihungen obhne alle Swepdentigleit, und ¢8

11
ift gat nicht weiter die Frage, tvie dDie Werthe von v 1 mit
It

ven Radicalgrdfien mit den Jeichen v~ ju verbinden find.
Deatwwenn die nten Wurseln aus 1 folgende finds 1, a, b,

11
¢, O, 25 Wb man v mit einer davon, a, combinict; fo

- P ; o e Sy g u i
inup mam; wetl Vo allerdings avy v it furvve, v v3,f vé
2




2. Bon der Auflofung der Gleichungen 1,  ax

2

i n

Tt
. a2yv2, a3yv3, a4y va, . [dreiben. Das befidns
vige Glied » aber bleibt in allen Wurseln unverdndert, . weil

es eigentlich die Form w:;*vo vorftellt, und alfo in aon:}'vﬁ
= 14 ubergeht. Da diefes aus der Theorie von den Gleis
chungen fehon fie fich flavift, fo hat man darin cin neued
und ficheres Kenngeichen fir die Nidytigheit diefer Form.

[ 4
Hieraus erhellet ferner, twie man nach der Crfindung
Giner Wurgel die ubrigen darfrellen fann, urd Man Hat dazu
blof die nten Wurgeln aus der Einheit ju wifen ndthig.
©egt man diefelben 1, a, b, ¢, D, 2c. und ift die eine gefuns
dene Wursel der Gleichung

x = o} ﬂlfft‘v -1-.553‘?2 -I-@\r}‘vs Ao ..%D}vn'f
fo find die dibrigen
x =t Yav'v § Ba2v'vz + G3Vv3 ., ¢
Sar- 1y o |
Xie="w 'f'&lb}v + %bzi}'vz 'i'(%?:;‘ﬂ e he el
,.gbn-x\i/l'vn—x |
X et %Ic?f"v + %clzf“v-’- + @'rh}ﬁ T rviasT

{)(11*-1-.:;'\;11*1
i
Auf diefe Art erhalt man allemal fo viel Wucseln als die

Babl n, welhe den Grad der Gleichung angeigt, Ginbeiten

in-fich fafit,
§. 14,
Durd diefe Grinde beFomme alfo bielfe neue Form der
MWurzeln einen fehr Hohen Grad der WahrefcheinlichPeit, und
€8




32 I, Bon bén Sleichithgen.

es Feblt sur vollen Getwifheit nichts roeiter, ald eine Regel
suc Gefindung devfelben bey jeder gegebenen Gleichuitg und
juc Beftimmung dev Coefficienten %, B, €, D, 1w, und bdev
Girdfie v. Riche fich diefe Regel entdecken, fo mwiirde die allge:
neine Aufidfung dec Gleichungen, toelhe bisher nodh immer
pergeblich gefucht roorden ift, befannt feypn.  Nodh Fann idh
stoat diefe HRegel nicht verfprechen, fondern i muf mid
damit Degniigen, die Allgemeinhiit jener Form eviviefen ju
habens Fiiv die Auflofung ver Gleichungen felbft muf indef
Died nothtoendig als ein Gewinn betracbtet toerden, da man
dagu der Kenntnif ener Form auf Feine PWeife entbehre
fanm

§ I3
Db wir gleich nodh nicht im Stande {find, aus ber gege:
benen Gleichung felbft, ihre Wutzel, ober die Coefficienten
9, B, €, D, w..und die @roﬁc v ju beftimmien: fo fchadet fole
ched bodh Dem Betweife fur die Ridptigfeit jener Formel nichts,
foenn it umgefehrt aug det angenommencn Wurgel die
Gleihung finden Ednnen, wovon fie die Wuegel ift.  Diefe

Gleichung muf das Wursilieichen w.r}“ nicht enthalten, weil
man die Gleichungen, deren Furzeln gefucht werden follen,
aus fauter tationalen @liedern beftehen 3u laffen pfiegt. @8
fommt alfo darvauf an, die Gleidung

-X""'N'I‘%{\rv f\?r'j'@v’v3-1- Lok }:\:}"vn—t

bon der Serationalital, ober dott den Wurjelzéichen \:}' i Des
fregen, und eine vationale Gleichung daraiis herjuleiten; von
weldber man mit Gemwifheit behaupten Fann, daf jenet Huss
druck eine MWurzel decfelben fen.  Vermag man diefes; fo ijt

man auch im Stande alle Wureln der Q‘lelc‘euna angugeben:
uf
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5. Bon der Auflofung der Gleidungen 1. 33

Auf diefe Art werden fiv wenigfiens fehe vicle Gleidbungen
angeben fonnen, deven Wurjeln befannt find; und toenn
diefe Gleichungen bie aligemeinen Gleidhingen aller Grade
in fidy faffen; fo wicd aud diefer ihre Aufldfung in unferer
Getvalt fteber
§. 46,

©8 wird joar twenig geleiftet ju feynt fbeinen, wenn toie
e einige Sleichungen darftellen, deven Wurjeln angegeben
werden Ednnen; indem aus den Glementen befannt ift, toie
Gleichungen bon jedem Grade, die gegebene Wairzeln haben,
gemacht toerden Fonnen. Denn roenn Formeln foie x — a,
x~b, x — ¢, 1. in beliebigér Anzabl mit einandet multiz
pliciet werden;, fo befommt man allemal eirie Gleichung,
beren Wurjeln x = a, x=b, x=¢, 1. find 3 allein diefe
At Gleicdungen zu formiren Teiftet bep der Aufisfung der
Gileidungen wenia Sftut;cn. Man echalt nemlich auf diefem
2Bege blof foldhe Gleidungen, die fich in Faftoven aufibfen
laffen, und deven Aufldfung felbft toeiter Eeinen Schierigs
Eeiten untertoocfen ift.. Eben fo tvenig BVortheil fiften aes
genwartig Ddicjenigen Gleichungen, die aus der Multiplicas
tion gwener oder mehrever Gleidungen bon niedeigern Gras
den entfichen; Ddenn-auch ibre ufldfung Hot auf die allges
meine Auflofung der Gletdbungen Feinen Ginflug.

[

§ei 15

: : 1 1
Wenn dagegen aus der gotmel x=w § YV v § By v2
T 16 eine vationale-®Sleichung gefunden wicd, fo Pann diefe

Oleichung feine tationale FalPtoren baben, toetl fonft ihre

Wurzeln das Jeichen v~ nicht bePonimen urden, iidem fie
dugleich Wuveln niedeigerer Gleicdungen waven, ' ©s ift
€ aber




34 L. 930—11 pen Gleichungen.

aber {don viel geleiftet, wenn nup die MWurjeln ivgend eine
Gleichung cines Hohern Graded, die fith nicht in Fafroven
auftdfen 1agt, angegeben werdeny und es verdient daher
Mioivre piclen Dank, el er von einzéinen Graden dev Glei:
dhungen eine in Fabtoren unaufidsbave Gleichung bLefannt
gemacht Hat, deven TBurjeln angegeben erden  Fdnnen,
SBenn feine ormeln einen gtofern limfang Hatten, fo

ficde ihe Ginfluf obne Sweifel nodhy viel wichtiger fepn,
da fhingeaen den Gleidhungen, die in Faftoren aufgeldfet
werden Fonnen, dergleichen gar nicht bepacleat toerden Fann.

§ - 18,
Doch toiv tehren guruct jur Befrepung fener Formel

pon Der Srrationalitat, die fie. durdh bas Seidhen \1} Bat.
Nach der gerwdhnlichen Methode die Wurjelzeldhen twegyus
bringen, wirde man eine Gleidung befommen, welde Den
nten ®rabd toeit tberfiege. Denn wenn nuv ein Wurgeljels

chen da toare, oder man x = » ¥ ﬂhf'}'v Batte’ fo totide die
vationale Gleichung bis ju n Dimenfionen von x auffreigen,
und es {cheint daber, daf fie viel mehr Dimenfionen enthals
ten ird, toenn mehr Wurjelieichen von jenem Grade da
find, Hangen diefe Warjeljeichen gar nicht von einander
ab, fo muf diefes nothwendiger Abeife fratt. finden. Allein
Da alle Poteftaten ded erften find, fo will ich seigen, dafi man
die Gleichung vational machen fann, obne hdher ald jum
nten Grade aufgufteigen,  Secb will nemlich dacthun, daf die
Gileichung

[ 1l n 1
B, 4 == H '{" %i\f-v -la %{V‘z 'I- (‘E‘sz .E' P !f' {)\r‘vn"l

(a4

auf die Artpon der Terotionalitat befrepet mwerden fann,
vafi Die fich ergebende rationale Gicichung die Poteftas x0
' al$
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2. Bon der Auflofung der Gleichungen 1, 35

a8 die hodfte enthalte. €8 wird alfo bdicfe Gleichung die
Form

x0 4§ Axn-% -{- Axn-2 4 Bxn-3 'f' . =0

-~ und jene Formel juc Wursel haben; und da die Anzah! dee

Wurgeln diefer Gleichung = n ift, fo mevben' it aus chen
diefer Formel alle Wurseln der Sleihung anzugeden im
Stanbde fepms

§. 19,

'Go toie diefes ein fehr dentliches Merfmal von der
RichtigPeit diefer Formel ift, fo verdient audh bemerft U
weeden, daf die vatfonale Gleichung; teil die Korm der
Wurzel n — 1 willfitheliche Gedfen enthalt, ebenfalls n — 1
willthelidhe Gedfen in fidy enthalten fverde. Dicraus erz
Dellet, daf fich jene Grofen auf bie et befimmen faffen,
baf die rationale Gleichung die dadurch gegebenen Goe ffiz
tienten A\, A, B, C, 1c. befomme,, und tvenn diefe Beftim:
mung toicflich vorgenommen. erden fann, fo gelangt man
Dadurd ju einer allgemeinen Aufidfiing der G leichungen, s
Grad mag fegn, welder ev-will, Auf diefe At hat man
wenigfiens feine icfache an der MdalichPeit jener Aufléfung
gu grocifeln.  Greplich finden fich daben grofie SchwierigPeis
temy die Flae in die Yugen fallen werden, wenn toir die Az
toendung von jener Form madden, und dabey von den eing
fachiten Sallen anfangen. Der Kiirze und Leichtiakeit twes -
gen wollen wic den rationalen Theil » weglaffen, fo dbaf wie
Jedesmal gu folchen Gleichungen gelangen, in twelchen das
stoepte Blied fehlt.  Befannteemagen leidet dadurch die AUl
gemeinfeit unferer Yufldfung nidpt,

€ I ‘Eiufs




36 I. Bon ven Gleichungen.

iy
Auflofung der Gleichungen des gwenten Grabes.
§. 20,

@3 fev alfo, i.sm pon den Gleichungen des jtvepten Gta

beg angufangen, n = 2. Sesit man » = o, fo wird unfere,

Sorm”
x= U/v

und tational gemadyt giebt diefelbe
: xx = AAwv.
Veraleicht man nun diefe Gleichung mit der allgemeinen
Koem Der Gleichungen des ywepten Grades, oder mit
XX =N,
in toclder dad gtoepte Slied fehlt, fo mwird
AAv = A.
Man fege, damit dies ftatt finden fonne, U = 1, fo tird
b
und e craiebt fich demnacdh aud der Gleidhung xx = A
wenn man U =1 und v=A fepst, fiir die eine Wursel
Decfelben
x= IV vr= YA
Da V1 goep Werthe hat, nemlich 1 und — 1, fo ift it
andeve Wursel
x=Vv=— YA
tie von felbft flar ift,

2,
Auflofung der Gleidhunaen des dritten Srades.

§.. 21,
Segtman n = 3, fo wicd die Form der Wurjel

R = Uy Byva
1im

”~r

Fu

A =

m

N

ai

fe
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2. Von der Auflofung der GSladjungen wc. 39

Um diefe Gleichung rational ju machen, nehme man juvdes
derft den Cubug bavon

%3 = U3y + 3NABwW v + 3ABBvy v+ Biyz
Run nehme man die cubifche Gleichung
x3 = Ax T B
woraus, twenn man fir x den angenommenen IWerth
fcbreibt,

%3 —"A%hf’v'['h%v"v- + B
tird, unb diefe Formel muf nun jenee gleid gemadbt etz
der, fo daf man forwobhl die rationalen ald die ivvationalen
Lheile einander gleich fent.

A PR
Die Vergleihung dev vationalen Theile giebt
B = %3v + Biv2
und die Vergleichung der irvationalen ThHeile

A = 3UABv, und
AD = 3UADBBv;
aus bepden folgt
A =3By,

| Wenn alfo die cubifhe Gleihung

x3 = 3UBvx + Y3vz + B3z
gegeben wave, fo toticde die eine Wurgel derfelben

3 3
x= U v I ByYv2
feprt; und rodven 1, a und b die drey cubifchen Wuezeln aud
1: o waven die bepden ubrigen Wurseln

3 3 :
x = Aay'v F Bazyvz, und

X = %Ib\gf'v + ?Bbﬂf"'vz. -
e ol €s
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&8 ift aber

o L g2
O —— R . ; 3; und
.= g2
2
(TR 5

@8 laffen fich aber auch umgefehet, wenn' eine cubifde

Gleidhung
3= Ax B

gegeben ift, aud den Coefficienten A und B die Grofen Y
B und v beftimmen, und jo alle drep Wurgeln jener Gleis
chung angeben. Da man nur jtoep Gleichungen hHat, o
Fann man dabey einen von den Buchftaben A und B will
fabelich Geftimmen, Sest man alfo A =1, fo giebt dit
Gleichung

A= 3UPv = 3Bv

fir B :

A As
= —, oder B3 = :
3v 27.v3

Deingt man ferner diefen Werth in die crfte Gleidhung
B=v T Bviv2
{o ethalt man
A3 A3
B=v { ——, oder vv == By — o

ey

T,
und ¢ rird demnadh
ve=%BE y(§B2 — ;5A3)
too ¢ gleich ift, tvas fir ein Seidhen man annehmen toill,

»Irly'
-

§: s
Da auf diefe Art der Werth fite v gefunden wordes
und oug B = A
3%

B v
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Lo

9

3 A
By v: =

3V'¥
fliet, fo toerden die drep Wurseln der Gleichung
x3 = Azt B

3 A
| % 2 — R S
| fu‘.
b 3 gbh
Hn X — GY’-V -I’ ""_5—"
Ww
3 aA
9{’ II!.x:b{'r'{'-a—-
els z‘rv
,E’ . Da aber
- 1o 3BT VB2 = 5Al)
Di¢ o T 5%

ift, fo roird

~
&

o L
vv=V(EBL V(EB2 — FA3)) und

A 3=
= V(3B ¥ v (382 — ;-A3))

Vv ,
nd hievausd fliefien die gerodhnlichen Formeln fiv- die Unfls
fung der cubifchen Gleichungen,

| 3 :
Uufldfung der Gleichungen des wvierten GSrabdes.

§ .25

Jtun wollen wit n = 4 fesen, twodureh unfere Wurgel:

form in
el

X = ﬁ}v?%}vli-@}ﬁ
iibergeht, und die Gleichung auffuchen; decen Wursel diefe
vl € 4 Sorm
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Korm Hat,  Um Bice die Serationafitat weg ufdaffen bedacf

4
e$ nur cinct leichten Redhnung, Denn da vvz = v ift,
fo nehme man di¢ Gleichung '
4 4
x — By ve=AvVv  Cyv3
und quadrire fie. Hierdurd) wird
%2 — 2By v ¢ BBy = YUvv { 2%UCv + ECyvvv
oDer
x2 4 (BB — 2WC)y = 2%xvv T (UA + CCv)V'v.
Duadrict man abermals, fo bePommt man folgende vationale
Gleichung
x4 + 2(BB — 2YC)vx2 F (BB — 2AC)2yw
4BBvzx T 40N F QCn‘; vx T (AU F €Cv)2v
pder
24 = 2(BB F2UC)vxx ¢ 4 (UY + CEV)Bvx + Yav
—Davv T Cav3 F 4ABBCvv — AUECC v,

§. 26,

Bon diefer biquadratifhen Sleidhung ift alfo die eine

Wursel
4 4 4
x = YvV'v } By vz 4 €/ y3
und toenn man die vier bigyadratifdben Wurgeln der Eins
beit 1, a, b und ¢ nennt, alfo
=ty —1; b=—1; MDce=—+v —1
fest, fo wird

2 =—1=0) 3 ==—y —1=¢

b=+ 1 P3 = — 1= b3

2= r=0b; 3= FV—1I=a
Solalidh find Vledbrigen Wurseln jener Gleichung
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4 a 4

x = Navv t Bovvz ¢ Ccyvs
4 4 4

x=Abvv + Bv vz + Cbyv3
4 4

x = eV F Bbyvz + Cayivs

§. ¢« 27
€8 laft fich aber audd umgefehrt jede biquadratifche
Gleicbung auf jene Form jurhcffibhren, und die Wurzeln
derfelben angeben.  Denn follen aus ver Gleichung
X4 = Ax2 + Bx }+ C |
Die Coefficienten U, B, €, und die Grdfe v beftimme twers
den, al8 worauf eg bey der Ecfindung ihrer Wurzeln fedigs
lih anfommt: fo ift
' A= 2(BB 4 2U8)v;
B =4Q% + ECwBv
C = N4y — Bavyv § Cav3 -+ 4UABBCvv — YACCvy
: - ' oder
C = (U + CEv)2v — (BB 'i‘ 2%{@)2‘51{ 'f' SQ[’?B%QM
Aus den bepden evfren Formeln fliefit
(BB +29¢)v ="%
B
AU 4+ ECv = e
und fest man diefe Werthe in die dritte Gleichung, fo wird

B .
BT FAA T 8UABBECvv

Jun gicbt aber die evfte Formel ebenfalls
4ACv = A — 2B Bv _
und fubftituivt man audh diefen Werth, fo witd
BB '
= e — — 4Bayy
BT FAA T 2ABBy — 4By,

fo daf alfo fchon die beyden BDudftaben A und € tegges
{daft find, =

P
—

€5 §. a8.
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§. 28.

Da auf diefe Art nod 3mwey unbefannte Geofen B und
v tibrig bleiben, fo Fann man B willfihrlid annehmen.
Gepst man daber B = 1, fo muf v qud der Gleichung

v3 — FAv2 + 2(C § 3AA)V — HZBB=o
beftimmt toerden, und hat man daraud v gefunden, fo find
noh A und € aus ven vorhergehenden Gleichungen ju fus
dhene Da alfo

AR 1 CCv = fﬁ; 2ACYv = Az\ffv

ift, fo craiebt fich duech die Addition, Subtvaction und Eps
traction der Wurzel

AT Vv = (;;'I'-—--—v"v)unb

o — Yy = v’“{-—_— t —-'—- + Vvv); alfo
4v 2 Vv

gi‘j = ;‘*r—{(g '[' QI‘LW/—V S 4V'\/.V 'i"

4\,(",\"’(]3-—-2}\{? 4‘."\:’.1.?

I =
w '4—\" B+ 2AY v — 4vWv —

&

r{(ﬂwzﬂf‘? ‘i‘ 4\{\?

§. 20

Da alfo ?’Ij’ s t.j* v3i = (Y £ C._‘_r-.,ﬁ- v ift, fo
find dic Wurzeln der Gleichung
x4 = Ax2 + Bx } C
Hacbbem may den IWerth von v aus der Gleidhung
v — FAv2 + 1(C + 1AM — 4BB =0
aefunz
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gefunden Hat, folgende:
L x5 e -:;:7.-;}"'(31"“1? T 28v — gw)

I
gy v

% Vv —

(

Vv (BY'v F 24y — 4vv)
L. x =—v T fﬁ_\f(—— BY v § 2Av — 4vv)

V. x = — Y v — -—iuw.f'(— BY'v T 2Av — 4vv)
2y v

Yuf diefe Art pflegt man beFannter Mafien die Aufldfung
der biquadratifhen Sleichungen auf die Auf(dfung der cubiz
fben Gleichungen gucticiiufibhren,

4
Aufldfung der Gleidhungen des funften Grades,

§. 30.
Sept man n = 5, fo vertvandelt fich unfere Form in

S 91'1*5':_1.? + ﬁ,j"vz ¥ '@}VG + Q:':-v@
und ¢8 Fommt juporderft davanf an, ecine Gleichung som
flinfren Grade 3u finden, deren Wurgel auf diefe vt ausges
dructt wicd, ober jene Form von ifjrer Srrationalitat ju bes
frepen.  Yllein Bievbep jeigen fich groffe Sdbtvierigleiten,
toeil man gegentoartig nicht mehr auf die Art verfahren
fann, tofe vorhin, Swar laffen {id, wenn man
x¥-=-AX3 < Bx2 4 Cx-p=D

annimmt, und davin jenen Werth von x fubfrituirt, vies
Gleichungen machen, vermittelft welder je vier Wurgeljeis
den toegaebradt werden Finnen; aber die Beftimmung dep

angenommenen Budftaben A, B, C, und D, geht nicht pon
ftatten,

§. a1,
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. 9.

%y bin daber auf einen andern IBeg verfallen, der bey
jedem Grade Anwendung leidet, und twobey jugleich erhels
fet, daf die vationale Gleichung den nten Grad nie ubers
fteige. €8 beruhet derfelbe auf der Jatur der Gleichungen
felbft, und auf der Art die Coefficienten der Glieder qud allen
MWurgeln ju beftimmen. Da wic nemlicdh alle finf Wurgeln
det gefuchten Gleichung fennen, fo find it .nad) den befanns
ten Neaeln audh im Stande, die Coefficienten der Glieder
der Bleichung ju finden. €8 fepen alfo 1, a, b, cund d die
finf Murzeln des finften Grades aus 1, oder die IWureln
der Gleihung z5 — 1 = ot fo ift, twenn man die Wurseln
der gefudbten Gleichung «, 8, v, @ und s neant,

8= {'Jhs;'V + 55\;'\”' t @‘j‘v’ + @j’v-ﬂ-

8 = Nav'v + Bazvva § Caivvi + Dadyva
) = Aby'y + Bb2yv2 F Co3vv3 + Dbavva
¢ == %lc:;'v 4 %czxﬁ:’vz T @rié'ﬂ + @c’-‘b:’w&

5 5 5 5
s = AOVY F Bd2vvz F Cd3IY v F DdaVve

§. 32
Dicfe Veftimmung der Wurpeln «, 8, ¥ & und « vors
audgefenst, nehme man die Gleichung
x5 — Ax4 ph Ax3 — Bx2 . Cx — D =20
an. Alsdann ift
A = der Summe der Wurgeln
A= bder Summe der Produfte aus je gepen
B = der Gumme der Produfte ausd je drepen
C = Dee Summe der Produfte qus je vieven

D = bem Produfte aus allen finf Wurseln.
Nun
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tun fep dee grdfern Leichrigleit toegen
P=a 8 Tv T2 %:
' w2 § @2 o2 32 2
w3 -fﬁ3 + o3 -ivES —}-.53
wh g4 | y4 o} 84 T 4
«S T g5 f 35 35 oes
fo wicd

Q
R
S

T

S0 B |

A=P
AP —Q
2

AP—AQ'}'R

3
BP-—-AQ‘{"&R——S -

.4"' . :

CP — BQ + AR A8 HiT- -

!

]

§u - 33
Um die Weethe P, Q, R, S; T ju-erforfhern, muf man
subot alle Poteftaten der Wurgeln dev Cinbeit 1, q, b, ¢, v,
fummiren, Da diefelben die Wuryeln dev Gleichung 25 —
1 =o find: fo ift

o BT
Ita2¢b24c2v 02
1 a3 d b3 f¢3f 03
1t a4+ 064 % caf 04
It af 365 oy fos
Die Summen dev fechsten, bdev fiebenten, 2¢. bid-ju den
sehnten Poteftaten ver{chwinden ebenfalls, die Summe der
sehnten Poteftaten aber toird toieder =5, da af = 13
b =105 =1; 05 =1ift. Der Kurge wegen Fdanen
bey der gegenmwartigen Rednung die Wurgeleichen wegge-
| loffen

1R | 1 |
i .0 0 0 O
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faffen toetden, toenn man nue vor Augen bebalt, dag am
: . 5.5
@&nde mit den Buchftaben A, B, €, D, dieGrogen Vv, vV'v2,
5 ¢
‘Sf'vs, Y v4 perbunden werden mifen
§. 34

9ddict man nunmehr die Wuegeln « 8, v, 3, ¢ fo wird
P=d(ttatbtctd T Bxtazdbz fc2fd2)

o2 ==v0
und geht man ju den ubrigen Poteftaten fort, fo findet man
aufierdem
P =0

Q = 10(UAD F BE)

R = 15(UUC + AD2 + BD2 + €2D)

g = 20(U3B + AC3 + B3D + €D3) ¢
20(WADD + BBEE) + 120UBED

S(US B + 65 +D9) 1

100(U3ED | AB3C F BE3D  ABD3) +
150(UC2D2 + U2PE2 T B2ED2 §.Y2BH2D).
Hier Fommen Feine andern Produfte vor ald folde; welde
bey Hingufiigung dev Wurjeljeichen die Potefdt von v tas
tional machen; mit andern Worten, tvenn man dem Budhs
fraben A eine,dem Buchftaben B groey, dem Budhftaben ¢
brey, und dem Buchftaben D vier Dimenfionen gicdt, fo iff |
die Sahl der Dimenfionen in allen diefen Produften durdy
fanf theilbay, und der Coefficient eined jeden Produlfts ift
bas fiinffache des Coefficienten:, ~weldber diefem Produfie
wach den Sefesen der Combinationen jufommen witde,

T

Il

§e 35 _
Da alfoP = o ift, fo wied audh A =0, und.fir die
Gbrigen Coefficienten. crgiedt fich
A=
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A= — §Q; B.== IR;
C= — ZAQ — 35; und D = — IBQ % IAR f iT
@8 ift bemnach

A= — 50D ¥ BE)
B = s(UC ¥ UD2 § BD2 4 €2D)
C = — 5B  BID + AC3 § 6D3) #

5(2D2 + P2C2) — 5ABED
D=9 % Bs § 65 ¥ D5 —
5(U3€D + UB3E + BEID F ABDI) %
5(UC2D2  Y2PC2  B2ED2 4 Y2B2 D),
Wit diefen Gliedern aber muffen die ugehbrigen Poteftdten
von v verbunden tevden, wenn man ihren wahren Werth
haben twill,

: §. 36. %
GBenn alfo folgende Gleichung, worin A und € die ehtz
gegenftehenden Jeichen haben, gegeben ift
X = Ax3 + Bx2 +Cx+ D

und die Cocfficienten derfelben folgende Werthe Haben,
A= 5UD + BC)v
B = 5(U2€ t #B2 + BD2v + €2Dv)v
C= 503D % B3Dv f AC3v + €D3vy)v —
5(A2D2 + B2G2)vv ¢ 3 UABEDv2
D= Asy F Bsv2 +.65v3 4 Dsva -
5(A3ED + UB3E + BE3Dv + UBD3v)v2 §
S5(A2B2D ¢ A2PC2 4 YE2D2v i B2ELH2v)v2,
fo find bie fianf Wurseln davon
; 5 5
Lx =9Vvif Byve § Gv: § Dyva
3 5 ; 5
I x = Yav'v ¥ Qﬁﬁz'}vz t Ga3yv3 + @a"l-f""v_‘i-

5 5 5
I, x = Abv'y & BO2v5 4 €03y v3  Dhayva
IVv.
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il

5 5 g c
X Nev v F Beayv vz F Eesvvs 4 Deayva

5 5 5 5
V. x = Abvv $:Bd2y vz F €3y v3 § Dd4y va
o a, b, ¢ und d die funften LWuczeln der Ginbeit aufer 1
bedeuten, deven imaginave LWerthe beFannt find.

§. 37

SBenn man nunt umaefehrt aus den gegebenen Coeffis
cienten Ay B, C, D, die®rofen A, B, € D und v beftimmen |
fonnte, fo hatte man eine allgemeing Aufldfung aller Gleis
chungen vom funften Grade. Allein Hictin befteht eben die
Gihwieriafeit, da man feinen IBeg Fennt; die Buchftaben
A, B, € und D, wovon einer willfuhrlich angenommen wey:
ben ‘Fanit, nadh und nach auf die ek wegpufdaffen, daf
blof die Brdfie v und die Coefficienten A, B, C und D in einet
leichung jutiictblicben, die feine uberfliifige Murjeln ents
bielte. Man hat indef GSrund ju vermuthen, daf man, bey
gehorig angefteliter Climination endlich sur Beftimmung ded
Werths von v ju einer Gleichung vom vierten Srade gelans
gen wiicde. Denn wenn man eine Gleichung von einem hi:
hern Grade fande, fo-twiede dee Werth von v Warseljeichen
von cben diefem Grade enthalten, weldhes nicht fratt finden
fann. Da aber dieIMende der Glieder diefe Hrbeit fo fehwer
madt, dafi Pein Crfolg su bofien fteht, fo witd ¢ nicht un:
pienlich. fepn, einige tweniger allgemeine Falle, die nicht ju
fo vertvicfelten Formeln flibren, ju betradten.

Y« 38

it diefer Abficht twollen wiv dent Vuchitaben o, B, € |

und D' folche Werthe bevlegen, Daf dadrcd die Rednung

qbgd’ﬁrﬁt werden fann, und juvorderft H=o0, € =0
O =0 fegen, Auf diefc APt bePommen foir

A==0;
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ADo B oy C/aoy umbD=9sy

toovans v v="y"v folgt. - Wenn dabet folgende Gleichung
x¥ =D

gegeben ift, fo find ihre funf Wurzeln
e e J’D
e % o G\}—D
5
byv'D
5
v D
5
11-?. e — b*,-"‘-D
Da diefer Fall von felbft Har ift, fo twar e8 qut davon

Il x

|

IV, x

auszugehen, damit die Anwendbarfeit unfever Methode auf -

die befannten Falle cinfeughtend twurde.

§ 39
Nun mdaen von den Vudbftaben ¥, B, € und D jwey

- perfchroinden, weil, wenn man dren =o werden G, fie mb:z

gen fepn toeldbe fie toollen, allemal der porige Fall toieders
fefhrt. @8 fey alfo € = o und D=0, oder ¢ine Sleichung
u fuchen, Deven BWurgel \

R J:”V F %ff'v:.
ift. Bey diefer BVorausfesung wird
A=09; B=5UB2y; C=5Y3Bv;
D= Usv + Bsv2
und die gefuchte Sleichung ift demnady
x5 = §AB2yx2 § 5YUIBvx § Asv F Psv2
Vergleicht man diefelbe mit folgender Form
xf = 5Pxx+ 5Qx TR
fo tied :
KD DIDSER?

—

ey

B e

———

T — L
T e
e s E
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AB2y = P und Y3bv = Q
aljo
QQ ps
fy = — und BHBsy2 = —
AS v b o
folalich
el + =
P Q
§. 40,

Hierdurdd aelangen wir jue Hufldfung folgender fpeciels
fen Gleichung des funften Srades.

P3
_Xx§ =5Pxx?50xf9[-:—2-f-a-

§ 50QQ 5 s P3
Denn da AV v = ﬁ./‘—p—. und By ve = »,f-a- ift, {o twerz

ven die funf Wurgeln derfelben folgende:

5 .00 spP3

3 X-tm VP*E;‘"'{' v("'a'
QQ 5 P3

IL- —_— o A2V —
X GV’"P * {Q

5 QQ s P3

1L = b 2 2o/ e
5 0( 5 P3

iv. x-._—cf%;«%*i*tz'f-—-’
QQ 5P 3

g
e D‘VF—F—- "I' t‘-g‘\r-'a'o

Diefe Gleichung weicht von der Moivrifchen nicht fehr ab,
und Da fie fid mht in Faftoren anfldien (afit, fo verdient
Die gegentactige Auflofung um fo mehr bemerfs ju roerdent.

§. 41
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St

Man Fann diefe Gleichung audh von den Bedchen bes
frepen, wenn man Pe= MN und Q = M2N fet.  MNan
befommt nemlich durdh diefe Subftitution die Gleidung

x¥ == 5MNxx f §M3Nx  M3N } MN2
Deven TWurgel

5 5
x = VY M3N ¥+ vMN2
ift. Debeutet a ivgend eine von den finften Wurgeln der
Ginbeit, fo ift die allgemeine Form dev ubrigen Wurgeln

X == affMSN e ar-J'MNz
Gest man 3 B, M= 1 unb N =2, fo ift die Wurgel der
Gleidung
xf = 10xx 'F tcx ¥ 6
allgemein audgedrucke

1 5 5
X — W2 T azvy4
und diefe Gleichung ift von der ek, daf fie auf Peinem anz
vern SBege aufaeldfet twerden fann,

8 42

Wenn man B und D verfdhivinden [aft, fo Fommt man
auf eben denfelben Fall guviic, - €8 rird nemlich alsdann
AE=o: = 5%28v; C = 5%C3vy

. D=Ysy ¥ GCsy3
und twenn man alfo die Gleichung
x¥ = gPxXx } 5Qx t R
annimmt, fo daf P =Y2Cv und Q= YE3v2 toird: {o
ergicht fich

QQ - 3 B sl
— == B5y3 A 5Y,
T €5y uan=2lv

Hicvaus flickt wie vorhin
2 2 R.=

o i S e e - =
- - - St = = =
e = =
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R=—f —
PTQ

and eben fo findet man diefelben Wurgeln. - Ein gleihes fins |
det fratt, toenn man enttveder A =oc uhd B = o, odet
9 =o und € =oc fest. Lafit man aber A und D, oder
B und € aerfcbmwinden, fo finden fid einige BVerfdiedenbeis
ten, und ed wicd daher nuslich fepn, diefe Falle genaucy ju
erwagen.

§. 43 |
8 fey alfo B=o und €=o0, Algdbann befommt man
A=5ADv; B=o09; C= — 5YYADDvv;

D = Ysv ¥ Dsv4,
Setst man daher ADyv = P, fo wird
A= 5P ud C = — 5PP,
fernet
DD ~ 4P = (USv—Dsv4)2 und Ysv — Dsvé ==
V(DD — 4P%).
Kolglidh
Asvy = 3D } ZV (DD ~ 4Pf%)
Dsv4 =— 4D — %y (DD — 4P%),
St daher folgende Gleidung gegeben
x5 = §Px3 — 5PPx + D
fo ift jede threr FWurieln
x=av (D tiv (DD—4P%)) ¥ o4V (ZD—3V (DD—4P5)),
Diefes 1ft die Gleichung, deven Auflofung YUicivre gelehret
hat.

§. 44
€8 laffenn fich aber aus der allgemeinen Formel unzahs
lige Gleicbungen vom finften Grade ableiten, deren Wuts
aetn angegeben weeben fonnen, ofnevachtet dic Gleichungen
felbft
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felbft die Aufdung in Faftoren gar nichr julaffen. Denn
haben die Soeffictenten der Gleichung des funiten Grades
x§ =— Ax3 + Bx2 + Cx 4D :
folgende 2Werthe:

g5
—_— (3 3
A gk-.g T k3)

R —j“((mfn)(m g3 —n2k3) — (m—n)rr)

amnrr

.q
mnggkkrrﬁg mes B

(m{m ¥ n)gé — (mz mn — n2)g3ks
+ n(m —n)k6)rr — k3r4)

0o
l

e ) EET A 3k m e e kS
p= mmnk‘*gff((mg nnk) (m*gd— )[mgfrnk)

— n2k3 1-4) :

+ —iLfm’gsr’{m‘g3~—n’k3)—2m’g3+n‘k3}r"frﬁ)
mnng4r3 "’

§(m—n)(g3—k*)(m’g3—n’k3) - §(m¥n)(g3k3)’
T 2mngkrr G 2mngk

fo Fann man allemal die Wurzeln angeben,

§ 45
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2, Bon der Uuflbfing der Gleidhungen 1. 55

Dicfe Kalfe verdienen um fo mehr bemerft ju toerden, toeil
ihee Aufidfung ouf feine andere Art mdalich ift. Auf abhns
lidhe 2lct laffen fich diefe Unterfucbungen auf die hdhern Gleis
dungen qusdehnen, und ed ift leicht von jedem Grade eine
unjahlige Menge von Sleidungen ju finden, deren Auflds
fung nad) andern Methoden gar nidt von ftatten geht. daz
pon man aber gleidymwohl nach der gegentwartigen nidyt blog
eine, fondern alle Wurzeln angeben Fann,
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