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3, Bon der Auflofung der numerifhen
Gleichungen.

Bom

Hetrn fa Grange,

Aug den 23ften Bande der Memoiven . der Kinialichen UFademie
ver Wiflenichaften su Berlin.

~icta ift Der erfte unter benen, meldhe eine allgemeine
Methode numerifhe Gleichungen aufzuldfen mitgetheilt has
ben; allein bey aller Bervollfommung und Simplificicung,
welde feine Methode durdh Harrior, Guateed, Pell, und an:
dere ecfabren hat, ift fie doch noch immer fo sufammengefest,
und twegen der Menge von Dperationen, welche fie erfordert,
fo abfebrecfend, daf die Mathematifer auf ihren Gebrand
Bergicht gethan ju haben fheinen. Die gerodhnlichite Mes
thode, welde von LTewron Heredibrt, ift fehr leicht und cing
fad). @8 wird dabep vorausgefest, daf man den erth
ver gefuchten Wurgel toenigftens bid auf ein Sehntel nafhes
tungstoeife gefunden habe. Dann bringt man diefen Werth
um eine newe unbefannte Gtdfe vermehrt, in die aeaebene
Oleidhung, und befommt dadurch eine neue, deren Wursel
dasgjenige iff, was man ju der vorigen hinguthun mug, wenn
fic genau fewn foll. g aber diefer Eheil nach der Voraugs |
 feiung Fein ehntel betrdgt, fo fann man in der gefundencn
Gleiz
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3. B, ber Uuflofung der numerifchen Gleichungen. 57

Gleichung dasd Ouadrat und die hHohern Poteftaten der un:
befannten Grofic aus der Acht [affen, und auf diefe vt
pertwandelt fich die Gleichung in eine Gleichung desd erfren
Grades, woraus man den Werth der Wurjel in Jehntheis
len fehr leicht und bald findet. Sndef ift aucdh diefer Werth
nicdht genau, fondecn nur n&!}emngémeil‘c'gafunben; allein
man fann fich Deffelben bedienen, um auf ¢ben dem LBege
cinen genaucen Wert) su echalten. Geht man auf diefe Aet
foct, fo befommt man bey jeder Operation einen neuen Degis
malbruch, welchen man enttweder ju dem vorhin gefundenen
Dingufepen oder davon roegnehmen muff, und findet: alfo die
Wursel defto genauer, je woeiter man fortacht.

Man Fann auch, wie Halley gethan hat, immer toieder
sur gegebenen Gleichung juricffehren, indem man datin
anftatt der unbefannten Sroffie die immer genauer und gez
naner gefundene IBursel, um eine unbefannte Grdfe vers
mebet, fest; und diefer MWeg {heint in gemwiffer ALficht noh
einfacher und bequerer,

Nuf diefe Art pfidat man die numerifchen Gleichungen
m‘tf}er_ungémei'[c aufjuldfen. @8 bat viele Mathematifer ge=

geben, welche diefe SNethode noch genaucr und leichter ju

machen gefucht haben, indem fie theilé auf bie Glieder mit
Nickficht nebmen, in welchen die unbefannte Gedfie in dev
stepten Poteftat enthalten ift, theild allgemeine Formeln
geben, vermittelft mwelder man den Werth des ju Dev nahes
tungsdiveife gefundenen Wursel Hinguzufiigenden Decimals
bruch8 auf cinmal finden Fann. Allein defto. weniger hat
man die UnbcquemlichEeiten, oder vielmehr Unvolifommens
Beiten bemerPt, toeldhe diefer Methode anfleben; tvenigftens
hat meines MWiffens nod) Niemand Mittel angegeben, Dens
felben abjubelfen.
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2 1. Bon den Sleichungen.

Die erfte und vornchmifte dicfer Unovollfommenheiten
befteht davin, daf tabep Die Crfindung ded Werths Dder
Furzel Bid auf ein Sehntel vorausgefest toird, Denn da
man nod Feine aligemeine und fichere Regel hat, von jeder
gegebenen Gleichung den MWenth eciner jeden Wurgel nabhes
runasweife 1u finden, {o ift jene Methode cigentlich nur in dem
Kalle antoendbar, two man den Werth dev gefuchten LWurzel
fbon jum ‘voraud ungefahr ju Dbefiimmen im EStande ift.
Imwar hat Volle eine Methode mifgetheilt, fid den Wurgeln
ver numerifden Gleichunaen fo fehr ju nabern, ald man nuy
toill; “allein e8 ift diefelbe nicht allemal ficher, jumal,” wenn
die Gleichungen imaginave Wurseln Haben. i diefem Falle
Lafit fie unenifchicden, ob die ABurzeln teell find oder nidht.

Die gwente NnvollfommenBeit betrift die Natur diefer
Miethode felbft.  Man vernachlafiaet darnacdh bep jeder
Dperation Glieder, deren MWerth man nicht Fennt, fo daf
man aufier Stande ift, den Grad zu fennen, big auf welden
man fich dem wabren Werthe gendhert Hat,

Audh Fonnte e8 fich vielleicht ereignen, daf die Neibe,
welde die gejuchte FWurgel giebt, nur twenig convergicte,
oder Dafi fie, nachDem fie eine Reitlang convergict hatte, ju
Bibergiven anfienge. Man hat wenigfensd noch nicht betwies
fen, dag diefes nicht fepn Ednne,

Endlich mag diefe Reihe immerfort convergiven, fo
gicht fic doch auch dann die Wurjel nur naherungsmweife,
wenn diefelbe eine Rationalzabl ift. €2 ift freplich wabr,
vaf man fie diefe Wurgeln befondere Regeln bat; allein ¢8
bleibt gleidrohyl immer ein Febler det gedachten Methode,
Daf fic en Weeth diefer Wurseln nicht genan angieht.

§. 1.
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3. B, vet Auflbfung der numerifchen Gleichungen. sg

§. 1.
Methode, Dert Wecth jeber teelfern ABurgel einer
feden numerifchen Gleichung in gangen Sahlen
{o genau als moglich zu finden.

3, Lr(ter " Rebrian,

It eine GBleichung gegeben, und hat man jtvey Jahlen
von der Befchaffenbheit, Dafh bie Subftitution devfelben in der
Gleidung ftatt der unbefannten Grife, Werthe von entges
gengefeiger Art, oder mit entgegenfrehenden Jeichen gieht:
fo hat die Sleichung sum toenigften ecine veelle Wurzel, und
Der Werth derfelben liegt jwifchen diefen Sahlen.

Diefes Theoren ift {don feit langer Jeit befannt, und
man pflegt daffelbe vevimittelft der Theorie Dev Curven ju bez
weifens es [aft fith aber der Beweis auch unmittelbar aus
der Theorie der Gleichungen fifiven, und jwar auf fole
gende JArt. €8 fep x vie unbefannte Grdfe der Gleichung,
nd «, B, ¥, 1. die Wurzeln derfelben. Dies vorausgefens,
fo ift die Form der Gleichung, wie befannt,

(x—a2)x—p)(E—%»)...,.=o0.
Sun fepen p und g die GSrdfen, welde, fir x in die Gleiz
dung gefesst, Werthe von entgegenftehender Art geben, fo
muffen folgende bepde Gedfen ,

=20 —B{@ = %) 0.

(@ — a)(q — B — ¥)wasee -
entgegenftehende Jeichen haben, und 3 muffen daher jum
toenigften 3toen gufammen gebirige Faftoven, tie p —»
und. q — «, einander entgegengefest fepn, €8 wird daher
auch unter den MWurseln der Gleichung um toenigiten eine
« fepn, die jivifhen die Fahlen p und q fallt, ad Heifit fleis
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60 1., Bon den - Gleihngen.

net alg die grdfiere, und grdficr ald die Fleinere von thnen
ift; und diefe Wurael muf nothroendig veell fepn,

2, rfter dufang,

WWenn daber die Jahlen p und q blof um eine Cinheit |
obet um eine 0hl, die Fleiner ift als die Cinheit, verichies |
vert find, fo ift die Fleinfte vor diefen Rablen, wenn diefelbe |
ctne gange Sahl ift, oder dic ganje Jabl, die junadft Fleiner
1t al8 die Fleinffe von bepden Sahlen, wenn diefe Feine gange
Sabl ift, die ganze Jahl, welde der einen Wurjel Der Gleiz
dung am nadften Hegt. Wenn die Differeny der Jahlen
p und q grofer ift al8 die Cinheit, fo nenne man die gangen

Sablen, die jwifchen p und q fallen, n, n ¥ 1, n ¥ 2, 20

Gefit man dareuf nad und nadhy in die Stelle der unbes
fannten Grdfe, p, n, nt 1, n ¥ 2, 26 in die Gleichung,
fo finbet man nothwendiger Leife stoep unmittelbar auf einz
ander folagende Sahlen, mwelde entgegengefesste AWerthe ges
ben; und da diefe bepde Jahlen blof um eine Einbeit unters
fchieden find, fo findet man aus ihnen nad dem Vorherges
henden die Wariel der Gleidhung in gangen 3ahlen fo genau,
ald man fie finden fann,

3. dmeyter Jufan,

Fede Bleichung, beren leites Glied negativ ift, voraus:
aefetst, daft das erfte pofitiv fep, hat jum wenigften eine veelle
pofitive Wurgel, und man findet daher diefelbe, fo tweit fie
in ganzen Sahlen gefunden twerden fann, wenn man darin
anftatt der unbefannten Grdfie nach und nach die Werthe
O, I, 2,3, 2. fent, bid man dadurd jroep IWerthe befommt,
dic entaegenftehende Seichen haben,

Dent




3. B. per Aufldfung der numertichen Gleichungen, 61

Denn [afit man Das erfte Glied xm und dad legte — H
feyn, fo daf H eine pofitive Grdfie bedeutet: fo hat man,
wenn man x = o fept, den negativen MWeeth — H, und
wenn man x = oo madht, den pofitiven Feril) «om,  Hlfo
ift in diefem Falle p =0 und q =s=; folglich die ganzen
Bwifdengablen 1, 2, 3, 4, 1., fo DaB Der jwente Jufof ans
gerwandt terden faun,

Hieraus erfennt man

1) daf iede Gleichung von einem ungeraden Grade, deren
leted Glied negativ ift, nothroendiger Weife Cine veelle
pofitive Wurzel hat. .

2) bafi icbe Sleichung von einem ungeraden Grade, deren
Testes @lied pofitiv ift, nothiwendiger IWeife eine reelle
negative MWurgel hat. Denn verwandelt man x in — x,
fo oied Dasd erfte Blied der Gleichung negativ, und folglich,
enn man nunmehe die Jeicben aller Glieder vevandert,
um das erfte Slied toieder pofitiv ju macben, dad lepte
negativ. 8 Hat folalich diefe veranderte Gleichung eine
reelle pofitive und alfo die urfpringlide eine reelie negative
Wurgel,

3) daf febe Gleichung von einem geraden Grade, deven lekz
ted - (Blied negativ ijt, nothwendiger IWeife 3vep veelle
Whurzeln, ene pofitive und eine negative hat. Dena einz
mal Hat Ddiefelbe eine veelle pofitive LWurzel, und va das
etfte Glied, tvenn man x in — x perrwandelt, Pofitio
bleibt, fo hat diefe peranderte Gleichung ebenfalls cine
reelle pofitie und alfo die urfprunglidhe Gleidhung cine
veelle negative TWursel,

4. AUn:z
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4 AnmerEung,

a man allemal die negativen Wurjeln ciner jeden
Gleicdhung in pofitive verwandeln fann, indem dagu blof dasd
Jeichen der unbefannten Grdfe in Das entgegenfiehende vers |
gnpert ju werden braudbt: fo wollen mwiv in der Folge dev |
Qiirse woegen blof dre pofitiven Wurgeln betrachten.  AWeny
alfo die Wurzeln ciner Sleichung untevfucht weeden follen,
fo wollen toiv jupdederft die pofitiven Wurgeln diefer Slei:
dung betvahten, Dann wollen toiv die Feiden aller dever
Glieder,, in welchen die unbefannte Grofie in einer Poteftas
mit ¢inem unaecaden Cpponenten vorfommt, in die ¢ntges
genftehenden perwandeln, und die pofitiven Wurzeln diefer
neuen Gleidbung nnterfuchen. - Diefe Wurzeln negativ gez |
nommen find nemlich die negativenSBurjeln der gegebenen |
Gleichung,

5. Dweyter LZebrian.

$Benn man in einer Gleichung, die eine ober mehrere
veelle und ungleiche Wurseln hat, an die Stelle der unbes
Fannten Stdfie nach und nadh jroep Iahlen fet, davon Vie |
eine grofer, die andeve aber Fleiner ift, a8 die cine von dies
fen Wureln, und toelde jugleich von einander um teniger
unterfhieden find, ald diefe und ivgend eine andere reelle
SBuvel Der Gleihung s fo geben diefe bepden Subftitutionen
nothroendiger Weife joey einander entgegengefeste IWerthe,

E8 fep « eine von den treellen und ungleichen ifﬁur},am
der Gleichung, und g, », 3, . die abrigen. Ferner fey ¢
ver Bleinfte von den Unterfihieden jwifdhen der Wursel « und
jeder Dee Gibrigen veellen Wurgeln, Alsdann ift Elar, daf
foenn manpi> @, q < = und p — q < ¢ nimmt, die Grofen
p— o Und q — & entgegenfichende Seichen, die Guoken

: P""""JS!




3. 8. ber Aufldfung der numerifdhen Gleichungen. 63

p— B8, p— v bingeaen biefelben Zeichen haben tverden,
al$ diw jugehdvige Grofen g — 8, g — v, 1. Denn follten
p— &und g — B entgeaengejetste Guofen fepn, fo milhte &
ebenfalls soiiden p und q fallen, weldes unmbdglich ift. €8
haben alfo die bepden Grdfen .
(p—®ip— 80P —2)ii,
(@ —=a)(q—8(q—9%) ....
0. b Die Werthe, welde man befommt, twenn man. p und q

~

ftatt x in die Gleichung briggt, entgegengefente Seidhen,

6. dufag. '

MWenn man daher in einer Sleichung an die Stelle dep
unbéfannten Grofe nad) und nach die Slisder einer ariths
metifchen Proareffion

O, 4Nl 3N AN Y (K

fept, fo tvecden Die Daber entftehenden Werthe eine Neibe
bilden, in welder eben fo viel Abmedbfelungen der Jeichen
fich befinden, al8 die Bleicvung veell2 pofitive und ungleiche
ABurjeln hat, derven Unterichiede aber nidht Fleiner find, ald
die Differeny A det Progreflion. Mimmt man alfo A gleidh
oder Fleiner an, al$ den Fletnfien Unterfhied jwifden den
pofitiven veellen und ungleichen Wurzeln der Glerdhung, fo
muf die gedadbte Reibhe nothmwendiger IMWeife eben fo 'viel
Ubmwedbslungen der Jeichen enthalten, ald die Sleichungd reclle
pofitive und ungleiche MWurgeln Hat.

Wenn folglich die Differeny A gleich oder Ffleiner ift
al§ die Cinheit, fo findet man auf diefem MWege jugleich dewr
. Werth jeder von den reellen pofitiven und ungleichen Wursz
3eln der Gleichung, fo weit fich derfelde in ganjen Sahlen
ausdrucken 1ajt, nadh N, 2. Jujak I,

MWenn




64 I. Bon ven Gleichungen.

MWenn eine Gleichung nicdt mehr ol eine veelle Wurel
Baben fann, oder twean die Unterfchicde ihrer Wurzeln, im
Zall fie beven melvere bat, nicht fleiner find al8 die Einlpeit,
fo ift flar, dag man A = 1 fegen fann, 0. h. man fann in
- diefem Jall die natuclichen Sahlen, o, T, 2, 3, 1. nehmen, |
und fie nac und nady in der Gleichung an die Stelle der uny |
beEannten Gedfe fepen.  Allein tenn die Unterfchiede der |
ungleidhen Wurgeln einer Gleidyung Fleiner afs die Cinfeit |
find, fo muf man A fleiner ald die Cinbeit, und fo annehys
men, dafi e8 dem Fleinfien Unterfchiede diefer Wurgeln gleid) |
ober Fleinet wird alg decfelbe. Aifo fommt ¢d nunmehr davs
auf an, der Diffeven; A einen foldyen Werth) ju geben, der
den fleinften Unterfchied iztoifchen dDen pofitiven und unaleis
chen Wurzeln der gegebenen Sleidhung nicht iberfteigt. Die
9(rt und IB¢ife davon foll der Gegenftand Desd folgenden Pros
blems fepn.

2, dufag. 2.

Tede Gleichung, die nicht mebr ald eine Abtvechslung
ber Seichen hat, Fann aud nuv cine veelle pofitive Wurs
3¢l haben,

iﬁa-ﬂ ift suvdederft foaleich flar, daf die Sleicdbung notl
toendiger Weife eine veelle pofitive Wurze! Haben muf, tveil
ihr lestes ®lied ein IJeichen hat, tweldhes Das entgegenges
fente von dem Seichen des erjten Sliedes ift.

Stun fey, voraudgefesst, daf das erfre Glicd pofitiv ift,
toie foldhes gerodbnlich ftatt findet, X die Summe aller pofis
tiven Glieder der Gleichung, und Y die Summe aller negas
tiven, fo DaBidie Gleichung durdy X — Y = o ausgedruct
werden fann. Da-nach ver Vorausfesung nur eine Ab?




3. B, ber Auf(bfung der numerifhen Gleichungen. 63

echlung der Jeichen fratt finden foll, feo ift flar, daf die
Poteftdten der unbefannten Grore x in dem Polinonium X
insacfammt Hdhere Poteftaten tepn miffen, a8 die in dens
Solinontum Y, 2Wenn alfo x* dte ntedrigfte Poteftdt von
% in X 11, und man fowohl X alg Y dura x* dividict, {0

enthalt die Brdfe — lauter Potejtaten von x mit pofitiver, -
X
: geril. S : A
und die Grdfie — lauter Poteftaten von x mit negativen Eps
K -

G S
ponenten.  Hieraus folat, daf der Werth von i mit x wadhz>
fen und abnehmen wicd, wofern nidt X blof xT enthalt,

” o € ‘:{ ” € . v -
denn in diefem Falle wurde — cine beftandige GSrdfe feyn;
A

Y S -
Bingegen twitd — wadhfen, twenn x abnimmt, und abnefys
X xf 2

men, wenn x sunimmt. FNun fev a eine reelle und pofitive
Wurzel der Gleichung, fo hat man
b

x = aj; X =_¥, und alfo auch
X Y-

———

Xt Xr
Getit man daber anfratt x Sahlen, die grdfer find ald a, fo

Y o i s
—, und folglih X — Y gleidh ciner poz

; X
witd allemal- — >.
xF X

fitiven Sahl; fegt wan aber anftatt x Sablen, die Pleinee

r —

X
find alg a, fo wird alfemal — < I—, und folalih X — Y

gleich einer negatipen abl. @8 tjt alfo unmbalidy, af vie
@Gleichung reelle pofitive IWurgeln habe, Die grdger oder fleis
e witen ol a,

@ 8. Aufs




65 I. Bon ben Gleichungen.

8. Aufgabe.

Gs ift eine Gleichung gegeben; man foll eine andere
BGleidung finben, deren Wurjeln die Differengen jrwifden
ven Wurieln jenze Gleichung find. '

&g fep die gegebene Gleichung
xm — Axm-I 4 Bx01-2 — Cx®=3 3¢, = 0 ... (B)
Da x ohne Unterfchied jeder MWutsel diefer GBleidhung gleich
gefepst merden Fann, fo bedeute x* ivaend eine andere Wurel
eben diefer Gleichung, fo daf man auch :

XM — Ax'm=I & Bxim-2 ' Cx/m-3 ¢ 3¢ = O
habe, und daben fey u die Differeny jwifchen x und x’, oder
%' = x + u. Dringt man dicfen Wertl von x’ in die lehte
Gleichung, und ordnet dabey die Glieder derfelben nadh u,
fo bePommt man eine Gleicbung fiir u von eben dem Grade
m, welche, wennman von dem lesten Gliede anfangt, fole
gende orm hat

. X4 Yut Zu2 Vel P fum=o0
und die Goefficienten X, Y, Z, :. find Funftionen von x,

fo dafs _
X == xM — Axm-I 4 Bxm-2 — Cxin-3 ¢ 10,
Y = mx"-I — (m—1)Ax"-2 § (m—2)Bxm=3 — 2,
s m(m-—-l)xm__z 3 (m—1)(m— z'fﬁxm-a ¥ i
2 2.
0
Dol
dX d2X d3Xx
Yt —: 7= YEV s e e e
dx 2dx2 2,3dx3’

iit.  Da alfo wegen der gegebenen GBleichung (B 1 X = o ift,
fo verwandelt fich die vocherachende, wenn man durch v
dividict, in
Yt Zaf Va2 i fTur-t=o0,., (C)
Wenn
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Wenn man in diefer Gleichung fite x eine non den Wurzeln
der Gleichung (B) fest, fo find ifre Wurgeln die Unterfchiede
swifdhen jener Wurjel und den dbrigen Wurjeln der Glei-
dung (B), und {dhaft man daher aus (B) und (C) auf dem
Weae der Climination x toeg, fo befommt man eine Gleiz
dung fit u, deren Wurjeln die Unterfchiede jwifchen jeder
von den Wurgeln Der Gleict ung (B) und allen fbrigen Wurs
seln cben diefer Gleichung find. €8 ift daher folches audh die
gefudte Gleichung,

Man Hat indef nicht ndthig, diefe Glimination felbft
vorjunehmen, fondern darf nur felgendes erwagen.

1) Wenn «, B 7, 1. die Wurgeln er Gleichung (B)
find, fo find die Wurgeln der Gleichung (C)w'— 8, & — v,
WUy B—ea, f—1u,20, vy —a, v—F 0 Hiccous ift
Blar, Daf die Sabl derfelben m(m — 1) ift, und daf fe jroep
und jtoen derfelben einander gleidy aber entgegengefest find,
fo Daf die Gleidhung (C) Lein BGlied hat, worin u mit einem
ungeraden Grponenten enthalten fodre. et man daler
m(m — 1)

2
pon welder toiv reden, folgende Form _

¥,— ays-I ¢ byi~2 — cv0-3 ¢ 3, = 0., . . (D)

=n, und uz =y, fo befommt dic Sleichung,

2) Da (e — £)2, (6 — )2, (B— »)2 1. die vers
fchiedenen Wecthe von v in der Gleichung (D) find, fo ift ber
Coefficient ; '

A= (w—@)2 } (e — 92 F@—1)2 {0

MNun ift aber
(« = 8)2 F (¢ —9)2 + (B—4)> T 1.

pra——
o e

(m— 1) (a2t 83 § 92 §2¢. — 2(«p T oyt By F 1.
¢ 2 und
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und Dabey ift
whfey ¥ By + .= B, und
w2 T g% F 42 F 1. = A2 — 2B
folaiidh ift auch
3 = (m—1)(A2 — 2B) — 28 = (m — 1)A2 — omB,
Mui ehnliche Aot fann man den Werth der tbrigen Coeffis
cienten b, c,-3c. finden, :
Jm dazu auf eine Teichtere et ju gelangen fey

AT S P 8" T 9
A2 = a2 + 82 + ¢2 4,
A3 = a2 t 82 T v2 %1
1,
fo ift befannter Mafien
Ar = A
Az = AA1 — 2B
A3 = AA2 — BAI ¥ 3C
Ag. =

AA3 — BA2 T CAI — 4D
3 :
Run fey fernép
2y = (e—8)2 f (e —v'2 F+ (B— 92 F 1,
2 =(e—p4 f (sa—2)4 F B=2)4 f .
a3 = («—p)5 T (e—s T (8—)S T 16
2.

fo bat man
(A1)2 — Az
( 2

al = (m-—1)A2 — 2

)
- : j

a2 = (m—1)Aq4 — 4(A1A3 — Ag) + 6

83 = (m—1)A6 — 6(A1A3 — A6) + 15(&2&4—~ﬁ63
{A3)2 = ﬁé}

- 20(

e
odet




3. 8. der Aufdfung der mtmerifchen Sleichungen, 6o

odet

(A2
MAZ = 2mes
2

i

al

)2
a2 == mA4 — 4AIA3 T 6-(—"'—;’-

aial
2

il

a3 mAG6 — 6AIA5 T 15A2A4 ~

und tberhaupt
mA2u — 2uA1(A2pg — E)
2m . 2p— 1)
el S
o 2p(ep —D(ep—2) ... (¥ 1) (Ap)g!
T E¥a G5 S
et man auf diefe Avt die Werthe von ax, a2, a3, i,
gefunden Bat, fo hat man dadurch die Werthe von 3, b, ¢, ¢,
aus der Gleichung () nach folaenden Formeln

au

Az(A2p—2 —1

a = arI
aal — a2
h o Soi———
2
bar — za2 } ax
€
3
e €a1l — baz J aaz — a4
4
i,

Auf diefe At Ponn man die Coefficienten a, b, e, 2. et
Gleichung <€) unmittelbar aus den Coefficienten dDev gegebes
nen Gleidhung (B) erhalten,  Man fudt ju dem Ende nad
Den vorhergehenden Formeln die Werthe der Grdfen Ar,
A2, A3, i bid juAzn, dann die der Ordfien a, a2, a3
bis jut an, und nun endljcd die von den Coefficienten a, by
€, 26,

S | 8. 2n:
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9. Anmecfung,

&8 verdient hier bemerPt ju toerden, daf vie Gleidhung
{D) auf gletche Art die Unterfchiede jwifchen den pofitiven und
Den negativen IBuryeln der: Gileichung (B) ausdruckt, fo daf
fie audh gultig bleibt, wenn man — x fir x fegt, um die
negativen Wurzeln ju. finden (Nr. 4.).

Ucberdem erfellet; Daf die Gleichung (D) diefelbe bleidt;
foentt man aud die Wurseln der gegebenen Glerchung um
ivgend ecine Grofe vermehrt oder vermindert, Hat daher
viefe Gleichung das jwepte Glied, fo Fann man daffelbe theg=
fobaffer; und wenn man darauf die Gleichung von v fudt,
fo befommt -man eben die, welde man gefunden haben
toiiche, toenn man das jwepte Glied nicht wegaefchaft hatte.
Allein dasd BVerfchivinden ded jroepten Gliedes exleidtert alles
mal die rfindung der Coefficienten a, b, c, 2c. weil dabep
A =0 und folalih auch Ar = o ift. Hiedurch vermwandeln
fich die Formeln der vorhergehenden Nummer in folgendes

Al = 0
A2 = — 2B
A3 = 3C
Aj= — BA2 — 4B
3,
aI m mAz2

12 == mAg4 -]-69—21{

A3)=
23 k= mAb £icAakd — 20 z
p 1%
A = arl
aay — a2
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bar — aa2 f a3

3
26

c =

10, Erfier dufan.

Da die Wurieln der Sleichuna (D) die Duodrate det
Bifferenzen wifchen den FBurzeln der gegebenen Gletcbung
(B) find: fo ift flav, daf die Differensen jtotfchen den Buys
seln dee Gleichung (B), wenn alle Slieder der Gleidung

(D) Ddaffelbe Seichen hatten, in weldem Kalle diefelbe gar .

feine veelle und pofitive Wurgel haben wicde, indgefammt
imagindc foyn wieden. €8 Fonnte alfo in diefem &Kalle die
Gleichung (B) nicht mehr al8 eine veelle Wurgel haben, odet
toenn fie deven mebreve hatte, fo ronrden diefelben einandet
aleich fepn.  Findet died leptere ftatt, fo find die Methoden
befannt, toie man folches suerfennen und die Anfldfung ju vers
ticbten bat, aud Pann ver folgende stoepte §. nadhgefeher

merden. Tag den etften Fall betvift, fo folgt aus Nr. 6,
daf man A= 1 nehmen fann,

11. dweyter Jufan,

_ TBenn die Gleicdbung (B) cin obee mehrere Paare gleis
der Burseln hat, fo ift beFannt, daf dadurd) in dev ®lets
“dung (D) ein oder mehreve Werthe von v gleich Full ez
den, fo daf alédenn die Gleichung ein oder mebhrere Wiale

durdh v dividict twerden fann.  Findet diefe Divijion ftatt,

fo hat die Gleichung, elcbe man nadp derfelben echalt, tids
wacts gefchrieben, folgende Form
1k wvt Bv2 T yv b favi =04 .. (E)

. Joaxg
und r ift = odet <n. Man fepe v = . und oedng - die

Glcidhung nach vy, fo befommt man
€ 4 v

= Ty
e e ——a e

o —

s

e e

—

)

T
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y* F ayt=X f -2 qooyr-s f e =0... (F) |
Ferner fucbe man nah den befannten Wiethoden die GHrenge
Der poiit pen Wurgeln diefer Gliadhung, und fepe diefelbe §
=1, {o dafi 1 g:Ofier fep alé jeder pofitive Werth von y,

T < 5 I
Migdann ift - Fleiner alé jeder poiitive IWerth von ‘= oder F
Y

pon v, und folglich Fleinet ald jeder der MWerthe von u3y |
weil v == a2 gefet worden i,

w 7 l c
Diefed vorausqgefest, fo ift aud ﬁnnibmcnbiger Weife
Fleiner ald jeder der IWerthe von u, D. . ald feder von den |
Unterfchieder grifchen den teellen und ungleichen FWurjeln |

ber gegebenen Gleibung (B).

St daber 1) V1 < 1, fo ift man ficdber, daf die Gileis |
chung (B) Feine veells TWurzeln hat, die um weniger alg um
3 verfcbieden waren, und man fann daber obne Bebentfen
A =1 fegen, (Jir. 6).

2) Sft aber 71 = oder > 1, o Fann es fepn, daf die
@leichung (B) Wurjeln hat, deren Unteefchicde Fleiner alf
¢ 8 find; alletn da dev Fleinfie von diefen Unterfchicden alles

: g 1
mal nothroendiger Weife grofier it als e fo fanun man aud
Y

g : I
allemal nach der angefalrten Nummer A == oder ‘f"ﬁ
nehmen, :

Uebechaupt fey k die gange Jabl, die enttveder der 1
pleich ober gunadhft ardfer ald v1 ift, fo Fonn man allemal

I
O = = nehmen,

32, Efte
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12. Eefte Anmerfung,

MWas die Yrt und ILWetfe betrift, die Girengen der Wues
seln einer ®leicbung s finden, fo 1f die bequemfte und ges
naufte digjenige, roeldhe von YTewton herrithet, und rwobey
¢8 Darauf anfommt ein¢ Rabl su finden, die fo befdaffen ift,
pafi, wenn man bdie Wurjeln der gegebenen Gleidhung um
diefelbe vermindert, die dadurd entftehende Gleicbung feine
bwedslungen der Seidhen hobe.. Es Fann nemlich in dies
fem Ralle eine Gleicbung blof negative MWurgeln haben, und

. ¢8 muf folalidh dre ahl, um roelche man die Wurje dee

geaebenen Gleichung werfleinert hat, nothwendiger Weife
grdfer fepn, alg die grdfte von Diefen Wurseln.

1im alfo die Girenge 1 ber Wurseln der Sleichung

(F). - o y=t ey~ $8y"-2 foy=3 T ="
au finden, fege man datin y 1 fatt y, und ordne die s
bureh erhaltene Gleichung nacdh y.  Uuf diefe At toicd

Pih:Qy 4 ‘RyajiGyastd 16 ppiEso
and ¢8 ift in diefer Gletchung

P =1t } alr-T § 8Ir-2 F Ir-3 f 3, T =

Q = rl=1 ¢.(r — Dal'72 $(r —2)8lT3 T .
Rt e(r — r)lr__z + (£ 1) (5 =~ 2‘)&11'_3 e
2. I L] 2
S Sk B + 10,
TS
2.

fo dafi man alfo blofr fur I einen folchen MWerth ju fuden
hat, wobepy die Grdfien P, Q, R, 2¢. indgefamimt pofitio toers
den.  Kangt man dabep von der fepten diefer Frofen am,
fo bat diefelbe nur jroey Glieder, und gebt man alfo fufens
weife von ihr 3u den vothergehenden fort, fo findet man die

€ s Fleinfic
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4
i

Fleinfte gange Sabl leicht, die man fur I fepen fann, und
welde die gefuddte GSeenge ift,

aBill man all:8 BVecfuchen vermeiden, fo darf man fiv
1 nue den grofiten Coefficienten der negativen Glicder der
Bleichbung (F) um eing permebhrt nehmen; denn e8 ift leicht
3u Detoeifen, die Grdfen P, Q, R, ic. bep diefern Werthe von
1 allemal pofitiv find. o

Diefe Methode, die Girenge der MWutgeln einmer jeden
®leichung pu finden, vabhee, wie ich glaube, vom Viaclaus
vin fer; ich will aber eine andere mittheilen, welche dfters
die Grengen noch naber giebt.

Gind — pyr—m — Hyr-n— Fot-p — 3¢, dDie negativen
Gilicder der Bleichung (F), fo nehme man fiie 1 die Summe

m n r

dec Depden guofiten Srdfen aus x:’".»:.. Yo V' m, 1., ODeY itz
aend eine Jabl, Die grofer ift als diefe Summe.  Die Nidy-
tigkeit Diefer Methode A€t ficd auf eben bie Art berweifen,
alg die der pothergehenden, und fo twarve ed uberflifia, daz
Dep u vermweilen.

Uebrigens mufi bemerPt werden, defi man cuf bepden
$Begen felten die nddvften Grengen der Wurgeln findet; um
nahere ju befommen, muf man nady und nadh fiie I immer
fleinere Sablen fesen, und darunter die Fleinfte von denen,
welde Py Q/ R, 2. indgefamme pofitiv geben, nefhmen.

13, dweyte Anmerfung.

Dat man nun die Grenge 1 der Gleichung (F) gefundien,
nd k gleidh oder junachit grofer ald V71 genominen, fo mache

| -
man A= - (Rr,10.) Und fetze in dev gegebenen Gleichung

an
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an die Stelle der unbePannten Grdfe nadh und nadhy die Jah-
(¢n o, %, -i—, —i—, . Die Werthe, tveldhe man auf diefe
9t findet, merden eine Neihe bilden, worin eben fo viel Abs
toechslungen Der Seichen voefommen, ald die gegebene Gleiz
dung veelle pofitive und ungleiche MWurseln hat, und jede
diefer Turzeln witd jroifdben jwen anf einanber folgende
MWerthe mit entgegen gefesten Seichen falfen, GSeben daher

I |
bie Saljlen f— und 3—1-{;—-5 entgegcnggfcgte TBerthe, fo giebt
: : h hifx iy,
e auch cine Wurzel, toelde oifden e und A fallt,

und ¢ ift folglich die ganze Fahl, welde —E— am nadhfien

Fommt, det nachfte Werth diefer Wurgel in ganzen Jahlen
MNr. 2.)

SRan fernt alfo auf diefe Act nicht blof die Menge det
pofitiven und ungleidhyen Wurgeln der gegebenen Gleichung
Fennen, fondern man findet aud jugleich diefelben tn gangen
Sablen fo genau ald moglich,

Greignet o8 fich, daf ciner-oder mehrere von den fich
ergebenden Werthen gleih o twerden, fo ift flar, Daf die
Sablen, weidhe diefe Werthe hervorgebracdht haben, genaue
Wurgeln der geacbenen Gleichung find.

Um die Rechnung leichter und Firvger 3u machen, wollen

i nody folgendes anmerfen.

1) @8 fallt-in die Yugen, daf ¢8 bep der Cefindung der
Grengé der pofitiven Wurzeln einer gegebenen Gleichung uns
nup fepn rofixde, toenn man an die Stelle dev unbefannten

Sroke.
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¢

Gidfie Sablen fegen twollte,  die grdfer todren ald Biefe |
Grenge; 0b e8 gletch leicht eingufehen ift, daf man dabey nie |
andere alg pofitive Werthe befommen wird. . It dahera |
bie aedadte Grenge, fo ift die Wenge der vovsunehmenden
Gubfritutionen = 2k, und folglich allemal eine endlide |
Menge,

: fleherf)mipt ift s ohne die Grenze A ju fuchen, hinveis
hend, die Subftitutionen fo weit ju treiben, bid ag erfie |
@lied dev Gleichung, oder die Summe der ecften Glieder,
toenn 8 deren mehreve giebt, die ben daffelbe Seidven ho
ben, gleidh oder grdfer ift alé die Summe allcr negativin
Glieder. - Denn nach Rr, 7, beweifet man feicht, daf die
Subftitution jeded arofern Werth8 Feine andeve ald pofifive
Refultate geben Fann. '

o) Ynftatt i die unbefannte GSrdfe x die Bridy

%, —E— ic. gu feen, Fann man dafie aud fogleich —E fubs
ftituiven, oder welches eben darvanf hinauslauft , den Cocffis
cienten ded joepten Glicded mit k, den Coefficienten e |
dritten Glieded mit k2, u. . f. multipliciven, und dann an
fe Gtelle von x die nathclidhen Sablen o, 1, 2, 3, 2. fefien,
bis die Grenze dicfer Gleidhung, oder and dasd evfte Glied, !
pber Die Summe der ecften Glieder, toenn ¢8 mehrere mit
cinerlen Reichen aiebt, der Summe der negativen Glieder
gleich oder grdfer ift al$ diefelbe, Auf diefe Avt findet man

Die Nefultate in lauter gangen Sablen, und die Wurjel et

gegebenen Gleichung fallt nothwendiger Weife gwifchen die
Refultate mit entgegengefenten Seichen, wenn man diefelben
durch & dividict,

3. €8
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3. @8 fep m der Grponent der Gletcbura, in welder
man nash und nacdy die naturlichen Sablen o, 1,25 35 26
fubftituiven ioll, fo behaupte ih, daf man nady der Cefine
dung von m + 1 Refltatent, . h. nacdhdem man fir x die
Qaflen o, 1, 2, 3, 2 m gefegt Hat, die Gbrigen durd cine
blofe Yoditton finden fanm.

Ru diefen Gnde darf man nur die Diffevenzen der ges
fundenen Refultate fuchen, deren man m Dbefommt, dang
die Differengen von diefen Differenzen, deven Jahl m — X
ift, und fo forefabren bid jur mien Differen;.

Diefe legte Differeny fft deswegen nothiwendiger Weife
¢ine Deftandige Grodfe, weil der Erponent der hodbften Digs
nitdt der unbefannten Grdie m ift, und man fann daher
diefe mien Differemzen fo mweit fortfegen ald’ man will,
teil man dajubloff die gefundene ju miedecholen hat.  Hat
man diefes gethan, fo fann man vermittelit diefer mten Dif:
ferenjen die (m — 1)ten;, vermittelft diefer die (m — 2)ten
und fo toeiter finden, big man ju der erften NReihe gelangt;
melche die gefudhten Nefultate enthalt.

8 perdient fier bemerPt su toerden, daf toenn die T
gehorigen Glicder der Rethen, toelche man auf diefe vt
findet, einmal indaefammt pofitto find, die folgenden Glies
Dot jeder Reihe ebenfalls pofitiv feyn tweeden  Da nun Die
leste Differeny allemal pofitiv ift, fo 1ft flar, Daf man in je4
Der Reihe endlich cinmal ju lauter pofitioen Hlicdern Foms
men muf§, und o8 ift folglich hintdaglich, die Reihen fo roeit
fortiufegen, 6is alle jugehdrige Glieder pofitip gercorben
find, Denn ift dies gefchehen, fp ift man veriichert, taf
Die Reihe der Rejultate, forveit man fie aud for:fcggn mag,

numnee
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immer- pofitio bleiben, und folglich feine Abroechfelung det |
Beichen mehe enthalten rivd. |

Um dies dupch cin Bepfpiel ju erloutern, toollen toiy
die Gleichung
x3 — 63x ¥ 189 = O
nehmen, Die NRefultate, diegu x=o0, x =1, x =29
x =3, g¢hiren, find
189, IR7; 21 27, alfo
vie erften Differenien
—62 =56 —44
die jwepten Differenen
6 12
dDie dritte
Man formire alfo folgende Neiben
6 6 6 6 6 6
6 12 18 24 30 36 42 .
— 62 — 56 — 44 — 26 — 2 2864 -2
189 127 =1 27 I — 1 27 1.
Dasd Gefen; nadh tweldbem fie gebilbet worden, ift, daf je
des Glicd die GSumme aud dem vorhergehenden Gliede
eben ber Reibe und der uber diefem befindlichen der vors
heegehenden Reibe werde.  Huf diefe et ifi ed leicht, die
Reihen fo roeit fortufegen; als es irgend verlangt ricd.

=

oo
ke

tun ift die vierte Reibe, toie man fieht, die Reibe det
Refultate, weldhe man durch die Subftitution der natdelis
dhen Sablen o, 1, 2, 3, fiir x in der gegebenen Gleichung
befommt; und da die Glieder der 2ten Columne, nemlich 6
42y 64, 27, indgefammt pofitiv find, fo werden es die folgens
Dent Blieder ebenfalls fepn, fo daf daber diefe Reihe, aud
nod) fo roeit fortgefest, Feine Abwedslung der Reichen fers

ner-enthalten wird,
14, Aig
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14, AumerEung,

@8 ift bereité angemerft toorden, daf man den Werth
aller reellen und ungleichen LWurzeln einer Glcichung finden
fann, indem man in der Gleichung fiatt der unbefannten
Grbfe die Glieder einer arvithmetifchen Progrefiion fubftis
tuict; indef Fonnte Dies aus Mangel der Beftimmung Ddies
fer avithmetifchen Progreffion von Feinem fondertichen Nupen -
fepn, SeBt Fennen wiv diejenige, toelde in jedem Falle ges
wabit merden muf, und werden von eben diefer Hufgabe
nun auch firr die gleichen und imagingren Wurieln Sebraucd
ju machen juden,

§ 2
BVon der At und Leife bie gleidhen und imagt:
naren Wurzeln etner Gleichung ju Hefommen.

15, _

9Bie haben im vorhergehenden §. blof die reellen und
ungleichen Wurgeln der gegebenen Gleidbung (B) betrachtet,
jest twollen wiv annehmen, daf die Gleidhuug gleiche Wurz
geln habe. Gn diefem Falle muff nad Ne. 11, die Glei:
dung (D) fo vielmal durch v dividivt werden Ednnen, ald
¢8 Gombinationen der gleichen Wurgeln ju jwenen giebt,
und fnlg’[ict'r miufferr eben fo viel bon den lesten Glicdern in
diefer Gleicbung (D) feblen.  Auf diefe Urt exfennt man fehe
leicht, toie viel gleiche Wurseln in der Glerchung befindhich
find. '

Da alfo in dem Falle, daf gleiche Wurgeln da find,
nothivendiger Weife u == o ift, (Jr.8.) fo giedt alsdann die
Gleidhung (C) Y = o = ©8 miiffen folalich die bepden Gleiz
dungen fur x, nemlich X=oumd Y =0, wam x eines

: ool
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pon den gleichen SBurseln dev Glewhung (B) gleidh ift, 3u
gleicher Seit fratt finden,

Man fube alfo auf den befannten Wegen den grofiten |
gemeinfcbaftiichen Faftor dec beplen. vieltheiligen Srdfen ;
Xund Y, und fc&:_.a- darauf diefen Faftor = o, fo twird man
eine Gleichung befommen, die blof aus den gleichen MWurs |
seln der agegebenen Gleidung jufammengefest fepn witd, "
aber exhoben ju einet um eind niedrigern Poteftat.

@8 fen R der grdfite gemeinfibaftliche Faftor von X nnd
Y, und X* der Onotient aus X turdh R dividirt, fo ift leidht
eingufehen, bafl die Gleichung X == o cben diefelber Wurjeln |
enthalten twird, alé die gegebene Gleibuna X = o, nur |
mit dem Unterfchiede, Daf die in diefer Gleichung dfters vors
fommenden Wurzeln in jener nue einmal entbalten find,
Diefe Gleichung [afit fidh alfo nacdh) den Regeln des vorher:
gehenden §. behanbeln.

SBenn man will, fo fann man aud jwep Gleichungen
finden, Davon die eine blof die aleiden, und die andere blog
die ungleichen FWurzeln der Gleidbung X = o entihalt S
diefem Gnde darf man nur noch den grdften gemeinfchafts
lidben Divifor von X' und Y fudben, und, indem man dens

i

4 X"

felber R! nennt, den Duottenten — fehmen. Sept man

Kl

R
18 = ound R =c.

= X', {o find die gedachten bepden Gleichbungen X

Die erfte enthdlt blof die unaleichen Wurzeln der Glels
dung X = o, und dic andere biog die gletchen Wurzeln eben
derfelben Gleidhungen, aber jede nuc enmal, fo daf die bev?

Dent
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ven GleicBungen X'"=ound R’ = o feine anbvere al8 ‘un:
gletche-Buvseln haben,/und fich-alfo nachy den NRegeln Des
porhergehenden §. behandeln lafien.

16.

Kennt man die Anzabl der reellen, foroobf gletdhen alg
ungleichen Wurgeln einer gegebenen Gleichung, und ift diefe
Angabl Fleiner al8 der Crponent der Gleickun a, fo hat man
baran cin Kenngeichen, baf die fbrigen Wurgeln imaginae
find,

Ueberhaupt, follen die Wurseln einer Gleichung (B)
inggefamme veell fevn, fo mifen die Werthe bon u e§ ebenz
fall8. fegn: - Folglich mifien alsdann die Berthevon u2z pder
bon v insgefammt veell oder pofitiv fenn, und alfo die Gleis
dung (D) Ne. 9. lautee teelle und pofitive QBmgeln habern.
Dieraus flieft fecner, daf die Seichen in diefor t Gletchung abz
wechfelnd pofitiv und rr-:'-f!fib fepn muflen; und wenn alis
blefe Bedingung nidt ftatt findet, fo ift o8 ein jichetes Senn:
seidhen, baf die Gﬂc@ung (B) imaginave 28urjeln hat,

Jtun ift befannt, daff Bte Angabl ber intagindren Wirs
seln einet jeden Gleichung, eine gerade 3ablif; und daf je
ey und jwey unter diefé allgemeine Sorm =+ 8V — 1,
& — 8y — 1 gebracht merden Pdureti, wo wund 8 reelle
Grdfen find, Dierdurd) wird u = * 28y — 1, und folgs
i v = — 482, Yut Otefe At eebheller, daf Die Gletcbung
(D) nothwendig fo viel teelle neaative Yurgeln bat, alg ¢8
in der Gleichung (B) Paare inraginarer Wurseln giebt,

Sesit mandaber v= — v, wodueéh vie Gleidhung (D)
i folgende. vermwandelt wird,
Wii= awa-X } bwn=2 o oW =0, 4 (G)

8 fo
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fo hat diefe Gleichuna nothmwendiger Weife fo viel reelle pos |

fitive MWurgeln, ald die Gleidhung (B) Paave von tmaging
ten S0urgeln,

$at alfo die Gleidhung (G) nur eine bwedbslung det |
Jeichen, fo hat dic Gleicbung (B) auch nidhe mehr als joey "

imaginare Wurseln (NRr. 7.),

I.?O
(&8 flieht aus dem Worheraehenden, daf man blof die
reellen pofitiven Wurjeln der Gleichung (G) ju fuchen ndthig

bat, wenn man die imaginaren urseln der Gleichung (B) |

Haben will, €8 mdgen w!, wt!, wi'r, s¢. diefe Wurseln bedew
' " w
ten, fo hat man in iw, ‘r: ’ "F;V , ¢, Die Werthe von
8. Um die jugehorigen Werthe von « ju finden, fesse mat
fir x in der Gleidhung (B) = + 8y” — 1, unbd mache 3y
Gleichungen, davon bdie eine alle veelle, und dic andere all
Diejenigen Glieder enthalte, die mit v- — 1 multiplicict find
uf diefe Act befommt man fiir « jtoep Gleichunagen von
folgender Form
gl Pame T AREORM=28 4 1207
maf-1 § pat=2 o ga=3 oo e OJ>°

o o)

in roeldben die Coefficienten P, Q, 26,y p, g/ 16 durch a, b '

¢, 1c. und 8 gegeben find.

Bicht man daber 8 einen pon den porherachenden Wiy
then, fo mufjen diefe bepden Gleichungen ju glerchet it
ftatt haben, und eg muk alfo aud einen qemetrfebaftlichen
Divifor von bepden geben.  Man fuche alfo den ardfiten g
meinfchafelichen Kaftor derfelben, und fege thn = 0, fo bes
Fommt man eine Sleichung jrwifchen » und 8, tworaus man,
Da & befannbdft, « fiuden £ann,

Sind
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3. 9B, ber Aufldfung der numerijhen Sleichungen. 83

Sind die Werthe von 8, welde man qus dep Glei=
dhung (G) gefunden hat, indgefammt einander ungleich, fo
fann ju jedem Werthe von 8 nidht mehr al ein Werth von
= gehoren, und es fonnen daher aud) die-beden Gleicbuns=
gen (H) nur. eine Wurgel gemein Haben. Aus - diefem

Grunde Fann ihr gemeinfhaftlicher Faftor die-crfte Dignia
tat nicht Nberfteigen.

Jan fege daher die Divifion fo lange fort, 6is man
gu einem Refte gelangt, worin « blof in der erften Dignitat
befindlich ift,. und fege diefen Reft = o, Diefe Gleichung
toird Deir gefuchten Werth von « geben,

Sind aber unter den IWerthen, toelde man aus der

Bleidhung (G) gefunden hat, 3. B. 1wep ecinander gleiche,

fo Ednnen ju diefen gleichen IWevthen von 8 verfchiedene
Werthe bon @ gehoren, und fest man daher biefen dappels
ten MWerth von 3 in die Gieicbungen. (i), fo miffen Diefelben
fitc jeden Der gugehdrigen IWerthe von « giftig fepn. 9ug
Diefem Stunde miiffen fie joen gemeinfchaftliche Wurzeln, und
folglich einen gemeinfdbaftlichen &aftor vom jwepten Grabde
Dabem. - Jn diefem Falle muf man daher die Divifion
nicht toeiter fortfesen als bis ju einem Refte, worin « in
bet jwepten Dignitdt vorfommt. Sest man. diefen Reft
= o, fo.hat man cine Gleichung vom jrveyten Grade, twors

aug man den doppelten Werth von « beftimmen Fann, dee
allemal veell fepn wicd,

abe ed drey gleiche Werthe boh £, o ditefte man die
Divifion, um = ju finden, nicht weiter alg big ju einem
Refte fortfesen, worin « in der Britken Dignitat enthalten
ware, Diefer Neft, = o gefest, gabe eine Sleiduitg vom
S 2 dritten
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dritten Grade, die brep reelle Werthe von « enthalten twuste,
und auf apnliche et verhalt e fich ferner.

. 3
Mete Tiethode die Wurgeln nunterifcher Gletchiins
gert naherungsoeife ju finden,

18,

&3 fep die Gleichung

T s b e T ol O olbaC b i Sy o8 e—— i o RN T
gegeben, wnd eine veelle und pofitive Wurzel derfelben ent:
weder nach dev vorfetgehenden oder irgend eiiter andern
Methode in ganzen S[ablen befannt.  Man nenne diefen
evften Werth p, fo dafx > p aber < p F 1 fep, und fege

[ - " . . T ~ » i
x=p F — Bringt man diefen Werth fir x in die geges
= .

bene Gleichuna, multiplicict darauf alle Glieder durdy ym
und ordnet fie nad) y, fo befommt man eine Gleidhung vor
fnlaenber Fotm

My st Qymea ok et Kli="10 , ... (b)

X
Da nun nad) der BVorausfeung — > o und < r fepn foll,
. :

foift y > 1 und e8 hat daher rﬁi-ﬁleici'unj (b) gum toenigs
ften eine reelie 2Wurzel, die grdfer alé einsd ift.

Dean fudbe alfo auf die §i 1. erflacte’ Art den Werth
Diefer Wuriel tn ganzen Sablen.. Da dielelbe nothmendiger
Weife pofitiv 1ft, fo ift e8 genug y ald pofitiv ju betracyten
(Je.4). :

Faddem man auf diefem Mege den Werth von'y in
gangen Jahlen gefunden hat, dev g heifien mag, fo fese
man
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| : : 7 5 g
man y = q ¥ — und bringe diefen Werth in die Gleichung
Z

(b). Hicdurch befommt man eine dritte Gleichung fiir z
von folgender Form .

Affam f BUzmSEGp Clzm=2 o 30, oK ="0", . . (¢)
Dicfe Bleidung hat nothmwendiger Weife jum wenigften
eine reelle Wurgel, Dic grdfier ald eind ift, und man Pann
alfo aud) den 2Werth diefer Wurzel in ganzen Babhlen finden.

©8 heife derfelbe r. Sefit man z = r ¥ %unb bringt

dicfen SWerth in die Gleichuna (c), fo erhalt man eine Gleiz
chung fur u, die wenigftens cine veelle Wutrzel bat, toelche
grofer ift ald die Cinbeit, und eben fo verhalt es fich ferner.

Gahrt man affo auf diefe At fort, fo nahert man fich
vem Werthe der gefudbten TWurzel immer mebe und mehr,
Gretgnet e8 fich aber, daf cine von den Jahlen p, q, ic. cine
genaue Wurgel ift, fo-hat manx =p, Det y=q u. . 1.
und die Operation hdrt dann auf.  Sn Biefem Falle findet
man alfo fir x cine commenfurable Sahl.

30 allen ibrigen Failen ift der Werth der Wure! noths
twendig incommenfurabel, und man fann fidh vemfelben nur
big ju-jeder beliebigen Grenge ndhern.

19,

Dat dic gegedene Gleichung mehtere teelle pofitive
Wurgeln, fo fann man nadh der § 1. ecfllrten Methode
den Werth von jeder in ganjen Sablen finten; und nennt
man diefe Werthe p, pY, p, . fo Fann man fie nach und
nach gebrauchen, um fich dem wabhren IWerthe immer mehe
3 ndhern.  Man bemere aber folgendes,

: & 3 - 1) %Benn
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26 1, Bon den Gleichungen.

1) $enn die Sablen p, p’ p” :c, indgefommt von
einanber verfdbieden find, fo hoben die Sleichungen (b) (e) e,
Der vorhergehenden Jummer nicht mehr ald eine reelle
SBurgel, die gugleich grdfier ift al8 die Einheit, Denn follte
3. B. vie Gileichung (b) gwep reelle Wureln bhaben, die
guofiet waven alg die Ginbeity) 3. B. vy’ und y'*; fo hatte

I 1 ey
man x == p ¥ v und z=pf—, fo daff bicfen bepden
4

SBerthen pont x einerlen gange Jahlen p twider die Vorauss
fetung jufame. - Auf abnlide Ut riede ed fich: mit dev
Gleichung (c) und jeder der ubrigen verhalten, twenn fie
aioep veelle Wurgeln Hatten, die grofer tavenald die Einheit.

lm alfo die Werthe q, r, . et Wurseln der Geis
hung (b) (c) 2c, in gangen Sablen zu finden, ift e8 in die
fem Falle hinlanglich, fir v, z, 2. die natilicdhen Sahlen 1,
2y 3, 2c. und 3oac blof pofitio, gu fegen, bid man durd
Diefe Subftitutionen ey NRefultate mit entgegenftehenden
Seichen befommt,

2) $Behtt ¢8 3tveny Werthe von x giebt, welchen einers
fey gange Sabl p jufommt, fo Haben, toenn man diefe
Babl gebraudt, die Gieichungen (b) (c) 2. jede jroen. reelle
Wurgeln, die grofer ald cins find, bid man ju ciner Gleis
cung fommt, toorin die Werthe diefer bepden Wurzeln
vurdy verfchiedene gange Sahlen aquggedructt werden. Sos
bald diefed gefdhehen ift, giebt jeder Ddiefer Werthe eine
Reihe von Gleichungen, davon jede nicht mehr ald elne re
elle Murzel hat die grofer ift ald eins.

Denn da x gwey verfhiedene Werthe Hat, die bepde
pic gange Jahlp gemein Haben, fo laffen fich diefe beyden
' 2Werthe
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Werthe durd p * ? ausbeucfen, und es muf folalich y

niothioendig gwep veelle GBerthe haben, die grdger find als
¢ingd, - Habeh nun diefe  beyden Werthe von y die gange

] |
Sah! q gemein, {o muf qudy, toenn man y = q ¥ = feat,

z $toep veefchiedene MWerthe faben, die grofer al8 eing find,
u- ri m+

Wenn aber die TWerthe von y in gamen Jahlen vers
fdbieden twaren, fo mifite man, toenn man diefelben g und

I I
q' nennte, y=q F —und y= q' ¥ — fehsén, und dabey
Z : Z

fallt in die Yuaen, Daf z in beyden Fallen micdht mehr ale
einen reellen Werth haben tourde, der qrdfier ald einsd mware,
tocil fonft y, anftatt einen jroepfachen Werth ju Haben, cinen
deepfachen, vietfachen IWerth u, f. ro, befommen witcde,

Sft man daber durd die gedadhten Subftitutionen ju
einer Gleichung gefommen, deren bepde Furzeln, dic grds
fier alg die Einbeit find, durd) verfdiedene ganje Jahle
ausgedruckt werden, fo hat jede von den folgenden Gleis
dungen, die man durdh diefe bepden Werthe erhalt, nicht
mehe alé eine veelle Furgel, die grofer ift als dic Einbeit.
Solglich braucht man, um den Weeth diefer Wurgeln in
gangen Sablen gu finden, in den Gleidhungen nur die natirz |
lichen Sablen 1, 2, 3, 1. jufubftituiven, bis man wey Refuls
tate mit entgegengefetsten Seichen befomint (Nt 6).

Achnliche Anmerfungen laffen fich bet bie Falle mas
den, wo die Gleichung (a) drep oder mehreve Wurzeln Hitte,
Deten Weethe in gansen Sahlen nidht von etnander vevfhies
en waven,

S 4 20.
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20,

Wiv haben in Der 18ten Rummer angenommen, daf
die gefuchten Wurseln pofitio find:  Um die negativen Wavs
geln gu finden, braudt man in der gegebenén Gleichung
nur — x fie x gu fegen, und dann die pofitiven Wueseln
diefer neuen Gleichung su fuden (Nr. 4).

ABas die imaginaren Wurseln betrift, die allemal durd
« ¥ 8Y" — 1 ausgedrucft werden foanen, fo find §. 2. Res

T ———— -

geln gegeben worden, nady teldben man Gleichungen fins |

den fann, dte w und & ju Wurjeln Haben. Man darf alfo
nut die reellen Wurseln diefer Gleichungen fuchen, twemn
man die imaginaren MWurzeln der gegebenen Gleichung has
ben will,

2rT.
g i oy ; 1o
Um fich die Subftitutionen Ne. 18, von p + — fir x
y

| ER y =
pon q F 4 fue yac. guerleichtern; Gemerfe man, daf fidh

Die Coefficienten der Gleichung (b) unmittelbar aus ben
Coefficienten der Gleichung (a) Herleiten laffen, €38 ift
nemlih

Al — Apm - Bpm-:t s Cpin-2 -f- Dpm=-3 + i,

B! — mApn=T T (m _.,,,I}}gpm—:, + (HI-HEJC}J'“_?' .1:, T

m(m — 1) (m—Dim—2)
Ches ———;—Apm-l’ by 2 Bpm=3- 4,
Wy

Eben fo befommt man dic Coefficienten der BGleichung (c)
aus den Coefficienten dev Gleichung (b), wenn man in den
vothergefienden Formeln q flic p, A% B €% e fie
Af BGCG ee, und A%, B, C% s fie A, B, C, ic. fest,
und.guf ahnliche Yct fFann man weiter fortaehen,

Man
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Man ficht hievaus, daf der erfie Coefficient A oder A’
i, nie == o fepn.wied, wofern nidht p oder q 2c. eine genaue
Wurzel 1ft, denn tn diefem Falle endigt fich mit diefer Sahl
Det continuirliche Brud, welden man auf dem befcbriebez
nen 2Wege findet (Nr.18.). Gt nemlicd A” = o obder AY
=0, fo befommt man y = 0 odet z = oo, und folga
lih x = p oder y = q 1,

22,

Sind alfo p, q, 1; s, t, 2. die Wurgeln der Gleichungen

L

(2), (b), (), 1. fo dafi x =p + =, y = q % - i =
) Z u

2. ift: fo befommt man, twenn man diefe Werthe nach und
nah in Den Werth von x bringt,
I

q %

x=p% :
T sl

s ek

und 8 foird folglich der Werth von x oder der gefuchten
Wurzel durch einen continuiclichen Brudy ausgedructt. €3
it aber befannt, dafi diefe Art Briche fehr gefdhickt ift, jede
vationale forooll alg irvationale Fahl auf die moglich einz
fachfte und genauefte MWeife auszudrucfen,

wiydgens fcheint Det evfte gervefen 3u fepn, der diefe
Gigenfthaft der continuitlichen Briiche bemerfe und diefelbent
gebraucht hat, um die einfachiten Bruche u finden, die
einem gegebenen Bruche am nadbfren Pommen, Man fehe
feine Abhandlung de Automato planetario,

Jtach ihbm Haben viele grofie Mathematifer die Theo:
vie diefer Bride tweiter entwicfelt und mit Cinficht und
Nueen gebraucht, Allein noch Hat man meines Wiffens
mdt daran gedadt, fich ihrer bey der ufldfung der Gleis
dungen ju dedicnen,

85 23,
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27,
Berwandelt man die continuiclichen Briche
g, p f;f P ¥ ~;— i
— 1
: r
ingemeine Brirche, und fest dabep
« = p LR 1
B= qut1 Bl = qa'=gq
y=1r8 T « v = r 8! fiu
e =sy tp L
{8 ¢,
fo befommi man
P B v )
— — 3.

.ﬁ&" ﬁo" ,y.-" E;"

Diefe Beuche nabern fich nothrwendiger Meife dem twahren
Ierthe von x, und wae ift der erfte von ihuen Fleiner, der
andere grofer, und der dritte wieder fleiner, der vierte toies
der grdfer u. fi ro. ald Diefer Werth, fo dafi derfelbe: alles
mal jtoifchen jwey unmittelbar auf einander folgende
Bricde fallt. Diefe Behauptung (&ft fich fehr leicht aus der
FNatue der Matut der continuithichen Brude herleiten.

RNhin uberseugt man fich leicht, daf die Werthe von
«, B, 7, 16, und &, g% +* 2. allemaf fo Defcbaffen find, daf

Ba' = af’ = [

By! — w8 =2 &
3y — 53 =1
3¢,

i, Hieraus folgt.

1) Daf diefe Brirche bereits auf die Eleinfren Sahlen
achrade find. Denn wenn 3. B » und ¢/ einen andern ge-
saeinfdhaftlichen Divifor Hatten ald die Einbeit, o mifte,

04

e
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ba gy’ — o8 =1 ift, aud) die Cinheit durd diefen Divifor
thetlbar fepn,

11 ‘B 2 e I - ’3 ? P I "
2) gernerut;’ e R S o

PhEL : Sias ;
“petay {E,, 36,, und 8 fonnen daber die Briche

-, —, :, ¢, pon dem twahren Werthe von x nidt toeiter
unterfchicden fepn al8 um ¢ine Grofe, die Fleiner ift ald
1 | X : o e ; .
e i, Hicenach laft fich die Grofe der jes

desmaligen Nabherung leicht deurtheilen.

Ueberhaupt da g > o4 o' > g’ 1. ift, fo ift auch
1 I I I g :
TR Syt G > P, 1.5 und es Fann folglich die Abs
wetdhung eines jeden Brudhs von dem toahren Werthe der
Wurgel nie fo viel betragen ald die Cinbeit durdh das Duas
Drat Ded Jennerd Dicfed Brudhs dividirt,

3) @8 fommit nicht nur jeder Bruch dem IWerthe von
x nafer ald jeder der vothergehenden Briche, fondern audy
nafer al8 jeder Brudy, veffen Nenner Eleiner ift. Denn follte

e £ ‘
der Bruch = 3 B, Dem gedahten Werthe naber Fommen

v tavg 4 L
als ber Brudh) — und o4 gedfer fepn alg 2!, fo mifite —'f—;
4 ¢

vifchen 2 = und =— faller, Mtan hatte folglich "— =

by b L 2
s b i g —
e s ‘é\,unb::-o alfo ¢! ,v/c:g

ud 5 o, teldes mdt featt fnden Fann.
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24,

A

Die Briche -—, et
ﬁ’ ¥

nennt toerden, toeil fie fich dem gefuchten MWecthe fo fehr alg |

y
-, 1¢, fonnen Hauptbriche gu |

|
;
i

moglich nabern; find aber die Jahlen p, q, r, 2. Feine i |

eiten, fo fann man nodh andere Bridye finden, die fid
vemfelben Merthe ebenfalld nahern, und diefen Pann man
ven Namen Fichenbriicdhe geben,

Sft3. B.r > 1, fo fann man joifden die Bride 5

und — dic bepde Fleiner find afé der Werth von x, fo vid
v

Jebenbriiche cinfhalten, ald r — 1 Ginbeiten enthalt, in
vem man nach und nad 1, 2, 3,2, r— 1 anflatt r fefit.
Day=rpteundy =rp ¥« iff, fobePommt man aif
biefe Urt folgende Reibe von Briichen :

@ BT 28 1 a 3B F 2 8+ «

;",r ‘[3,1_.“‘;! ;}_"3,17“,; 38 T o 0, A 1 2y
Die bepden dauferfien Glicder diefer Reilye enthalten dit

y.; . o y L > 1 [ s
vauptbeiiche - dte mittlern Hingegen {ind Yicbens
¥

briiche.

Sudht. man nun die Diffeveny von jwey unmittelbar avf

ethander folgenden Briche diefer Reibe, 3. B. von - j; a:
(o] &
38 1
und -, fo findet man - ;o fo baf
28 % & (287 T ' )(38' 40"

diefe Differen; allemal pofitiv ift und Defto Fleiner tvird, J¢
toeites vom ?infng die Bricdhe genommen werden. Do

folglich ber 13md; = fleiner ift al8 dev Werth von x, fo
muffen
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3: 8. det Auflbfung der numertfhen Gleichungen, 93

mifien auch die gedachten Bruche indgefammt Fleiner fepn
als diefer LBecth, aber fich dabep gleichivohl demfelben ims
met mebe ndhern.

Diefe Scblirffe paffen audy auf alle ibtige Hauptbriiche,
; " 8] |
und wenn man ju denfelben diefe bepden fiiget, 3 und =

wovon- Der erfte allemal Fleiner, der andere aber allemal
geofer ift als jebe geaebene Geofie: fo fann man gwen Neis
hen von Britcdhen machen, welde fich dem gefuchten Werthe
nafeen, und wonon die eine die Briiche enthalt, die Fleiner,
und die andere Diejenigen, toelthe grdfer find als diefer
Werth. :

Beuche, die Fleiner find,

S S R - p (w)
ol" lf Il‘ [ . I 4 7

B how 28%a 384« L8 B et
ﬁ' »41- “" ’2!3" ,11 %J’ 3|l3f 'I‘ “!. {8 b 3 ; 0. (-—:;)

Sy 28 ¥y 2 de 0ty (s

- sl
o’

f n . ¥ T . w, ‘
ity 23 tal! 3 F T 3ty

Briche, die gedfier find.

I wt1I 2a%1 2&‘}‘12{ qoF'1 ' (B)
Df H,"i“'lf 2“_.1‘[’ 3’:.,'{*1 . q“-i-l'“‘ :’

ETB 2y B v+ B8 e sy ¥ 6 (é‘)
v 487 Tay' h B 3t @ syiomp AN
P ik :

Was die Natur diefer BPriche betrift, fo ift leicht ju

beweifen, fo-wie wir bereits von den Hauptbrichen bewiefen
haben,

1) Daf
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1) Dap jeder derfelben auf die Fleinfien Sahlen gebradt |
ift.. Da alfo die Fahler und Nenner tmmes groger weeden, |

ie weiter man fortgeht, fo folgt, daff diefe’Bruce immer |

purdh defto grofiere Sabien auﬂg;bma‘t oerden, je toeiter |
diejelben vomYnfang Dev Reife entfernt finds !

2) Dafi jeder Bruch der ecften NReihe dem Bevthe bon _'
x nafer Fommen toird als-jeder andere Brud) der fleine
ift al8 dicfer Weeth, und dabey einen Fleinern Nenner hat,
alg eben diefer Brudy: fo wie audh daf jeber Bruch do
stoepten Neihe dem Werthe von x nafher liegen muf off ju
Der andere Bruch, Der grofer ift ald dicfer Werth und eine
fleineen Jtenner hat ald eben diefer Brud.

Dentt gabe e8 einent Bruch f—; der Fleuter toave ald du
i
Recth von x, und fich sugleich diefem Werthe mehr naberk:

S v
ald 3 B, der BDrud 3', ! =,
38" Tou!

fo-mugte fich, twenn man
- : I Ny
28’ ! > w! annahme, weil der Brud) = aedfier  ift ol

der gedachte Werth, die Grofe f—; swifcdhen den Hepden G

fien ; :11: und — beF inden.  Collte diefes feon, fo mijk
£ 28 T e

,:;_-gf-"'f'w‘ .
B . 3BF« Ca! == b’  §

<= — 20— < SR
i\ B 36'ta CGE 1 fx‘) 636’ T ')
| und folglich

& N !
(367 ¥ &’) — u'(36 1 &) < sepa < X

L

fepn, weldes nicht fratt finden fann. ‘
Hebev
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3. . der Aufldfing der numerifhen Gleicdhungen, g3

lebrigens fann e8 fidh eveigren, daff ein Brudh aus
der einen Meihe dem Werthe von x nidt fo nahe Fommt
alg ein Bruch aug der andern, obaleich die Sahlen deffelben
Fleiner find; alletn wenn der Brud, der den grdfiten Nennce
hat, ein Hauptbrud ift, fo findet diefer Umftand nie fratt
(MNr. 23).

§. 4.
Anwendung der erflarten Methode auf einige eins
gelne Falle,
25,
Dag erfte Vepfpicl mag die Gleichung fepn, telde
Ylewton nady feiner Methode aufgeldfet hat, nemlich
X3 — 28 — §=o0,
3 fange davon an, daf ih rach den Rormeln der gten
Nummer. die Gleicbung fir v fudbe, die aus diefer Gleis
chung entfpringt. Ju tem Ende fege ih
m=3 A=0 B=—2mdC=sy,
Hierdurdh erhalte ich
.2
M= =—===3, Al =0, Ao=4, A3=15 A4 = 3§,
A5 = 50 und A6, = 91
folalich
al = 12, a2 = 72, a3 = — 1497
und hierausd
a=12 b =36 c=— 643
fo Daf bdie gefudste Sleibung ift
¥v3 — 1ov2 4 26v + 643 = 0O
Da in diefer Gleicbung die Seichen nicht durcdhaud abtwechs
felty fo feplicfe ich Davaus fogleidh, dap die gegebene Gleis
ung
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dbhung nothwendiger MWeife ey imaginarve, und folglid
nicht mehe als eine veelle Wurgel hat (e, 16).

T ————————

Zolglich find. die naticlichen Sablen o, 1, 2, 3, 20, Dies
ienigen, welche man anftatt x ju fegen hat (Je. 6).

Nehme ich nun x pofitiv, und fuche nad der N,
12, ecflavten Methode die Grenge der TWerthe vom x, fo finde

ibva+ w}'s < 33 folglich ift 3 die gefuhte Grenze in
gamen Sablen, und ed ift daher genug, bey bder gebadhten
Subftitution bis 3 fortsugehen, — Hierdurd) findet man
m— ==y, "'—I,’I(}

und s erhellet auf diefe Art, daf die gefuchte Wurjel 3mwis
fdben 2 und 3 fallen twicd, €& ift demmach 2 der Wertl
Decfelben in gangen Jablen (v, 2).

Run fese i, nadb §. 3 x = 2 F 1— und befomme

i/
badurch, toenn ich die GSlieder ndch y ordne; die Gleichung
y3 — 1oy2 — by — 1 =0
totin ih die Jeichen vevandert habe, um das erfre Slicd
pofitiv 3u erhalten.

Diefe Gletcbung bHat nun nothwendiger Weife nur emne
einzige Wurzel die grdfer-ift ald ensd (Jr 19), fo dak man
Datin, um den TBerth von y durdy die aherung su Anden
blof bdie Jablen o, 1, 2, 3, 2. ju fubfittutren braudt, bid
man jtwey Refultate findet, die entgegengefente SJeichen has
ben,

Um nicht it piel unnif? Sabftitutionen ju verfuchen
bemetfe ich, daf y=o0 qefent; ein negatives Refultat giebt,
und Daf man dergleichen ebenfalld durdh die Subftitution
¥ = 1o befommt, Kb fange dabher von y = io an, und

finoe




3. 9B, ber Auflofung der numerijdyen Gleichungen, o=

finde, indem ich nach und nadh 10, 11 2c. filr y fee, ‘die Re-
fultate — 61, 54 2. Folglich ift der Werth von y in gangen
3ahlen 10, und alfo'g =10,

Gepe i nunmehr y = 10 g~ =, fo befomme u:b Die
Gleichung

6123 — 942 — 20z — T = O

tnd bringe ich in diefe Gleichung fir z nach und nadcb die
Sablen 1, 2, 2., fo ecrgeden fich die Kefultate — 54, 71, 1,
und eg ift dafer z = 1.

Nun fese ih nochz=1 ¥ :I: und befomme dadurch

§4u3 | 25u2 — fgu — 61 = o
meldbe, u = 1, 2, . genommen, die Refultate — 71, 293
2, gifbt. Golglich iftr =1, y. fi v,

ar)rt man auf diefe At fort, fo firdet man die Sahlen
2,10, 1, 1,2, 1,3, 1, T, 12, 2., und ¢8 [aft fich Daber die
gefuchte Wurgel durd folgenden Beudy ausdruden;

I
:i"‘._"g-i--—

10 f°I
11
1T
2 F 1,
welher nadh Rr. 23. folgende Brhiche giebt
& L-23. gt - ITI 155 5§76 3%
10 10" " ot 53 Ta A 349
1307 16415
624’ 7837
die toechfeldtoeife Eleiner und. grdfer find, ald dov SBerth
bon x,

4
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g I Von ben Gleichungen,

w

I : ¢ : 5
: 475 iff arbfer alg Die gefuchte Wuvs
7837
: Sy : : 1
3¢l, aber die Abtweichung betrdgt weniger alf ——— (e,
(78372

23. 2.) b.-B. weniger al8 o cooocco163.  Wenn man Daher

Der febte Brud

ben Brucd l;;;: in einen Decimalbruch verwandelt, fo ift
verfelbe bis auf die 7te Stelle genan, Man findet aber Durd

bicfe Bermandlung 2,0945514865 . . . und ¢8 fallt daler
die gefudhte MWurgel swifchen die Sablen 2,09455149 und
2,09455147.

YTeweton fand durch feine Methode 2,09455147, und
eg giebt daher diefelbe Hier ein fehr genaues Refultar Al
fein man rotficde fich taufcbem, tvenn man diefelde Senanigs
Peit in allen Kallen von-ihv evwacten toollte,

26.

MWas die bepden-fibrigen Wurgeln eben diefer Sleichung
betrift, fo haben wir beveits gefehen, daf diefelben imaginae
find. Wil man fie indef finden, fo enthalt Nr. 17, den
Wea, toeldhen man dazu ju betveten fHat,

SMan nehme alfo die oben gefundene Gleichung fur v
toiedet juc Hand, und fege davin — w flivv. Hicedurdy bes
femmt man '

w3 + 12w2 — 36w — 643 = o0

. and ¢8 fommt Hier blof davauf an, daf man eine veelle
(% und pofitive Wurgel von diéfer Gleichung finde. Da nun

| ' bas legte Glied derfelben negativ ift, fo Hat fie nothrwendis
get SWeife eine reelle Wurgel, und man findet den Werth
verfelben in gangen Rahlen, wenn man firr W nach und nadh
die Sablen o, 1, 2; 3, 2. fest (N, 3.) Segt man w =6
fo




3. 8. der Auflvfung der numetifchen Giletdhungen. 99

fo ift Daé Refultat = — 211, und fesit man w = 7, o
ift Daffelbe = F go. Folglich ift der Werth der pofitiven
WBurgel diefer Gleichung in gangen Jahlen = 6.

Man fege alfo we=26* i—, twodurch man nadh Vecans

detung der Seidhen

211u3 — 216u2 — 30u — I ='0
findet. - 2afit man' u nach ‘und nach o, 1, 2, 3, 2c. bedeuterr,
fo findet man — 1, — 36 + 53, und ¢8 ift daher 1 der Werth
poit u in gangen Sahlen,

. ! '
et man alfo o = 1 ¥ = foerhalt man, nad abers

maliger Beranderung der Jeichen

36x3 — I71X2 — 4I7x — 211 = O,
Subftituict man aber fiir x nad und nacdh die ablen o, 1,
2, 1¢., fo geben diefelben big 6 negative Refultate, und x ==
¢in pofitives, nemlich 9218. '« €8 ift folglidy 6 der SBerth

von x in ganjen Saflen.

Kahet man auf diefe Ant fort, fo ndhert man fich dem
Werthe von wimmer mehr und mehr, und findet dafie fols
genden continuirlichen Brudh

I
w=6% okt
6 + 1
tweler folgende Behche giebt,
6 7 48

TR S I ¢

S
Dat man fo w gefunden, fo ift (Ne. 17.) 6 =f§f—, und alfe

¢ beFannt,
& 2 Nun
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Nun bringt man «F 6v” — 1 fur x in die gegebene
Gleibung, und formict daraus jwen Sleichungen, fo daf die
eine die veellen und dic andere die imaginaren Glicder mit
dem Seichen v — xeenthalt. Hievdurch befommt man

a3 — (362 —2)a —5=0

3,;51 e LR ey ey
Getner fudht man den grdfiten gemeinfchaftlichen Divifor dies
fer bepben Gleichungen, und fest dabey die Divifion blof fo
tocit fort, Bi8 man einen Reft findet, worin « nur in der
ecften Dignitat enthalten ift. Diefer Neft ift

= M&; —— 5
3
und = o gefesst giebt devfelbe
15

T 4(262 f 1)
Huf diefe vt Hat man alfo nunmehr die bepden imaginaren
SBurseln det gegebenen Gleidbung « + 6y — 1 und « —
ey — I.
27,
Setst toollen toiv folgende Gleidhung nehmen

X3 —7xt7=0

tvo
m = 3, und folglih.n = 3
ferner '
A =0,-B :\--7, C= —7
Al =m0, A2 =14, A3 = — 21, A4 = 98,
Ay = — 245, A6 = 833
al = 42, a2 = 882, a3 = 18669
unbd

a = 42, b= 441, ¢ = 49
ift, fo Dag die Gleichung fir v folgende wied:




2. 8. 0. Auflofung der numerijdyen Gleichungen. 1o

v3 — 42v2 F g41v — 49 = 0O, .
Da die Beichen in diefer Gleichung abwedbfeln, fo hat man
dacan ein Kennjeichen, daf alle Wurjeln der gegebenen Glei:
dhung teell fepn fonnen (Nr. 16.), und da diefelbe nicht durch
v theilbar ift, fo folgt auch, vaf die Gleidung fur x Feine
gleiche LWurzeln hat (Je. 15.).

- I
Man fege alfo (Ne.11) ve= —, fo- befommt man,
J
foenn man noch y ordnet,
42 1
y3 — 9y2 T —y — — = 0.
; PRUSET

Da hier der gwdfite negative Cocfficient = 9 ift, fo fonnte
man I = 10 feen (Nr. 12.); man fann indef cine genatiere
BGrenge finden, wenn man die Fleinfte Sahl fudt, wobey fols
gende dren Grdfien pofitiv twerden

42 I
S e A} ] 2 Sl e
i 49 49

42

12 — 381 F —

. T 49

33 =20
Lhut man diefes, fo ergliebt fich 1= g, und man Bat alfo
k= 3 (e, 11.) und folglich A = %,

Bringt man bcmnacb% fur x in die gegebene Gleis

dung, fo befommt man
x3 — 63x T 189 = o

tootin man fiiv x blof die natitclichen Sabltn o, 1, 2, 3, 2.
au fubftituiven braudht.  Nach der Metbode N, 13: 3. findet
man, dafi die NReibe der NRefultate nicht mehr als Froey b=
oech8lungen der Seicdhen hat, und e8 Hat daher die gegebene
Gleidhung anch nicht mehr alg joey: pofitive Wureln, rovon

S 3 Die
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102 I Bon den Sleichungen.

bie eine 3wifchen die Jabhlen -f;- und =, und die antere jivis

) [

fdben % und -g- fallt. SRan fieht hieraus, daff der Werth
pon bepben WBurzeln in ganzen Jahlen = 1 ift.

Nun nehme man x negativ (Nr.4.), um auch die nes
gativen IBurseln der Gleidhung gu finden. Hierdurch bes
fommt man die Gleichung

X3 — 7X — 7 =0

Da das leste Blied diefer Gleichung negativ ift, fo muf fie
nothtoendig eine pofitive Wurgel Haben-(Nr. 3.); allein da
toiv bereitd die bepden Sbrigen Wurseln fennen, fo wiffen
tviv auch, daf fie deren nicht mehr haben Fann,  Man I)az'
demnady audy, die gedachte pofitive Wursel in gangenSahlen
ju finden, Olof ndthig, fir x die natirlichen Jablen o, 1,
2, 2¢. pu fubftituiven, big8 man jtoey NRefultate mit entgegens
gefegten Setchen findet (Nr. 3) 5 und da die Jablen 3 und 4
dergleichen Nefultate geben, fo ift 3 der MWerth von x in
%3 — 7x — 7 == o, und folglih — 3 der Werth vonx
in ber gegebenen Gleichung.

Nacddem man auf diefe Avt gefunden, daf die Gleks
chung drep Wurgeln hat, itwep pofitive und eine negative, |
und jugleich den Werth diefer Wurgeln in gangen Sahlen
Fennt: fo fann man fich dem wahren LWerthe ciner jeden nach
§. 3. fo febr nabern ald man irgend will,

Wit twollen von Dden pofitiven Wurgeln anfangen, |
und in der Gleidung 23 — 72 ¥ 7=0, x =1 % —;—

fegene Dadurdy befommen wir
¥ —4y2 T 3y 1 1

fl
o

Da




2. 8. b. Auflbfung der numerijchen Gleihungen. 103

Da 1 der Weeth gmweper Wurjeln in gangen Jahlen ift, fo
mu§ diefe Gleidhung (Ne. 19, 2. jwep Wurseln haben, die
grdfer find alg eins,

S verfucbe offo, ob fidh die MWerthe diefer Depden
$Burieln naperungéweife duech die Subftitution der ganjen
Bablen o, 1, 2, 1. finden laffen.  Da blofi dad Glied 4y nes
gativ ift, fo ift e8 (Nr. 13, 1.) hinlanglich, diefe Subjtitution
nue fo mweit fortfegen, bidy3 =obder > 4y2 ober y==4 trird,
€ept man nun y =0, 1, 2, 3, 4, fo find die Refultate
1,1, —1,1,13; toraus folgt dafi die gefuchten Wurgeln eins
mal jwvifchen 1 und 2, und gweptens jwoifchen 2 und 3 fals
len. Solglich find die Wectheivon y in gangen Sahlen 1
und 2.

Setit man alfo 1) = 1 ¥ —E, fo Dbefommt man Ddie

Sleidhung
23 — 222 — zZz F I = O

und diefc Gleihung Hat nicht mehr al8 eine veelle Wursel,
die grdfer ift ald cing (Nr. 19. 2.) Seft man demnad
z2=1, 2, ¥. Bid man jtwen Nefultate mit entgegen. gefenten
Reichen DeFomme, fo findet man bey z = 2, — 1, und bey
z2==3 17 Folalich ift = der Werth von z in gangen Rah-
len.

Man fee alfo z = 2 ¥ r:{, fo defommt man nad

Verandberung dev Seichen

u3 $3u2 — 4u — IE==0
@ett man u = 1, 2, 3. fo findet man den AWerth von n
i gangen Sahlen = 1. Auf dhnlide Avt Fann man weiter
fortfahven,

S 4 Sent




104 L Bon den Gleichungen,

T ;
Gebt man 2) y = 2 ¥ —, fo findet wan, fwenn man
z

diefen Werth tn die vorhergehende Gleichung bringt, und
Die Seichen verandert,
Z3 } 22 — 2z — T = 0O

Diefe BGleidung hat, fo wie die vorhergehende Gleichung
fiie z, nicht mebe al8 cine Wurgel, die grofier-ift als eins,
fo baf man nur z = 1, 2, . feken darf. Hierdurd ers
balt man die Refultate — 1, T5, und egift aljo r der Wert)
bon z in gqgen Sablern,

Man fesse daher 7 = ,:,1. fo befommt man nad

Bevanderung der Jeidhen

13 — 3u% — U —T =10
und diefe Gleichung, auf die vorhergehende et behandelt,
giebt fiir u in ganzen Sablen 4.

Get man u=-4 F — fo 156t fich auf abnliche et
W

Der Werth von w finden, u.f. w.

€3 find ﬁemnacb die bu)bcn pofitiven Turgeln der geges
benen Gleidhung

I
x"I%T'i-I
E-{-I
15 8.
1 >
'\_IT;-}I
T-j-r
4-I'zc.

und hi‘efe Bruche Fann man, twenn man will, wie Ne, 23.2
verwandeln,
Lim




3. B, b, Uuflofung der numerifdhen GSleidhungen, ros

Um nun den Werth der negativen Wurgel n&i;etungé}
toeife gu finden, nehme man toiedes die Gleidhung
X3 = 7K = 7 =0

sue Hand, twovon man fdon weif, daf x in ganzen Jablen

2 I
=3 ift. Man fege alfo x =3 ¥ :}" fo beFommt man nady

Bevanderung der Seiden
y2 == 20§83 —~Qy — T =0

und da diefe Glcichung nuveine reelle Wursel Haben Fann,
bie grofer alg eind ift (Nr. 19.2.)¢ fo findet man den Weeth
pon y in gangen Safhlen, wenn man nady und nadh) y=1,
2,00, fepst, big8 man jwen Refultate mit entgegengefehten
Seichen findet.  Dies gefeicht, wenn y = 20, 21 rird, und
¢8 ift Daher der gedachte IWerth von y = 20,

ahet man nun ouf eben die Hrs ald vorhin fort, fo
findet man fie die negative Wursel der gegebenen Gleichung
T

) 1
3 PTI
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