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6, Bemerfungen uber die algebraifche Auflds
fung der Gleichungen.

Bom

Heren de la Grange

Hus bem 2fen Bande der neuen Metmoiven der Kinigh Afademmie
per Aiffenichaiten u Berlin,

mm der IBichtigfeit der Theorie von den Gleidbungen
und nach der ScbnelligPeit dvr Fortfchuitte sn urtheilen, wels
de die erfien Grfinder darin: madpten, muste biefer Theil
der Unalyfe unter allen der voliPommentte fepns allein der
Bemuhungen aller nacbfolgenden Mathematifer ungeachtet
fehle demfelben jur Vollendung nody fehr viel.  Jmwar Hat
matr alles cefdhopft, mwas fich fiber die Natur der Gleichunz
gen, fibet thre Verwandiung, uber die Dedingungen, unter
welchen jwey oder mehreve Wurzeln einander gleith find oder
3u einander cin gegebenes BVerhaltnif haden, Gber die Form
der imaginaven Wurgeln: und fiber dic Methode diejenigen
veellen. Wurgeln gu finden welche fich ihrer Nealitdt ungeads
tet in ciner imagindren Foom Ddarftellen u. f. tv, fagen [3ft.
Man hat auch allgemeine Regeln entdect, nadh weldhen man
gu beurtheilen im Stande ift, ob alle Wurseln einer geaebes
nen:Gleicdhung veell find oder nichf, und im ecften Fall, roie
viel von diefen Aurseln pofitio wnd wiel negativ-find; allein

man
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292 I BVon den Sleichungen,

man fat bid jest noch Feine allgemeine Regel jur Beftims
mung der AUnzahl der imaginaven LWurjeln in den Gleicdhuns
gen die dergleichen enthalten, und nod) mweniger eine allge:
meine NRegel jur Befiimmung der Anzahl der veellen, pofitis
pen und negativen Wurgeln, wenn man die Ungah! dev véellen

und imaginaren Wurgeln Fennt; ja man Hat nody Peiue Res

gel, wornadh man mit Sicherheit entfdheiden Fonnte, ob eine
gegebene Gleichung reelle Wurseln habe oder nicht, aufer
wenn die Gleichung ju einem ungeradeu Grade gehort odet
vas legte Glied negativ fHat,

S toill hiermit nicht fagen, daf man bdie Angahl der
imaginaren und veellen, pofitiven und negativen Wuryeln
nicht ju beftimmen im Stande fey, wenn die Coefficienten
der gegebenen Gleichung beftimmte Sahlen find; die Me
thoden, toeldhe ich daflie gegeben babe, fdheinen Dariber
nidts teiter ubrig ju laffen, fo wie man fich darnach auch dem
Wetthe einer jeden Wursel in diefem Falle fo fehr nabern
fann, alg man irgend will. €8 ift oiclmebr Hier die Nede
von den Gleichungen, deren Coefficienten allgemein durd
PBuchftaben gegeben find, und von den BVedingungen, die
bey diefen Coefficienten fratt finden miffen, wenn die Whue:
sefn einet qeaebenen Gleichung diefe oder jene Befchaffenteit
haben follen.

S Anfehung der Aufidfung diefer Gleicdhungen ift man
noch nicht viel eiter geFommen alé man ju€ardan’s Jeiten
war, welder juecft dic Aufldfung der Gleichungen des drits
fen und piecten Grades gegeben Hat. ©8 fdheint faft, ald
mifte man die Gntdecfungen der Stalienifchen Inalpfien ald
Das hochfte betrachten, ras man in diefer Materie gu ervels

chen heffen darf, wenigftens Haben die madymaligen Bet?
fudpe




e ——" e e en —a — ——— — = A

6. Bemerf. iber bie algebe, Aufl. der Sleichungen, 273

fuche noch ju nicht3 tweiter gedient, alg jur Crfindbung neuet
-TMethoden die Gleichungen Des dritten und vierten Grades
aufjuldfen, davon aber feine einer allgenieinen Untwendung
auf Die Bohern Gleidungen fabhig qu fepn fdeint.

Scb habe mir gegenrodetig vorgefeht, die petfchicdenen
bigherigen Methoden der algebiaifchen Aufldfung der Gleia
dungen ju unterfudpen; diefelben auf dligemeine Principien
3 bringen, und aus unwiderfprehlichen Gegaden 3 geigent,
warum fie bey den Gleichungen ded dritten und vierten Gras
bes binlanglich; bep den Hohern Gleidungen abes unjulings
lich find.

Diefe Unterfudung toird einen soicfacdben Nuken de:
wifiren. Ginmal wird fie fibet die befannten Yufldfungen
der Gleichungen des dritteii und vickten Gradeés eifi helleres
fibt verbreiten, und jreptens denen mialich feyn, weldhe
fih mit der Aufldfiing der Gleichringert der bohern Grade be:
[haftigen roollen, indem fié ihren ju diefer Adficht verlchies
bene Gefichtepuntte vor Hisgen freller und fie gugleich einet
Menge unniper Becfuche fibetheben witd;

Eefter Abfchnite.
Bon et Aufldfung der Gleichimaen des brittent
Srades,
¢
 Da die Anfisfung ber Gleichiingen des pvepten Geaded
et leiche ift tind aufet ibrer Yeidbtigeit nichts merPiottdis
8¢5 toeiter hat: fo wende ich mich fogleich 3 der Aufldfung
Dev Gleichungen deg dritten Graded ; woju Kunfiariffe eca

fordert terdeny die fidy nicht von felbfk davbieten; o
& g8
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374 L Bon den Gleichungen,

&3 fep alfo
x3 +mx2 fnxfp=20

die aligemeine Gleichung des dritten GBrades, Da man aug
jeder Gleichung durd Vergrofieraing ihrer Wurzeln um den
Gocfficienten Des grwepten Glieded mit Dem Erponenten ded
erften @licdes dividivt, dad gwepte Slied wegfdaffen fanns
fo 15t fich diefe Gleichung daduech, daf man m = o féft,
ihrec Allgemeinheit unbejwadet; auf folgendecinfadpere Fomm
bringen \

%n diefer Form haben Scipio Serrco und Tavtales die Gielz
cbungen ed dritten Brades unterfucht, und ihnen find twiv
die Nufidfung diefer Bletchungen fbuldbig, obgleich der Weg,

vem fie qu derfelben -gefangt find, uns unbefannt ift
Die natielichfte Viethode feheint mir diejenige ju fepn, wek
e Hudde angenommen bat. -~ Man zecfallt darnadh die
SBuriel in jwey unbeftimmte Grdfien, wobep fich die Gleis
dung dergeftalt in gwep Theile theilen laft, daf die Erfin
dung dev j,wad,tua pubefiimmten Gedfen blof von der Yufs

[5fung der quadtatifchen Gleichungen abhangt.

MWan fept aljo nad) diefer Methode
2oyt |
und reducict durd diefe Subfitution die gegebene Gleidung
auf folgende S o
y3 F 3y2z 1 3y22 123 tnzfy)fp=eo
odetr
y3.°F 23 tp T ETy(3yziin) =0

o

Nun macht man die bepden abgefonderten Gleichungen
y} el tp =
Y2 TRERQ

und
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n , :
und befommt z=— —, und, fvenn man diefen 2Berth

2
in die erfte Gleichung bringt,
@n3
'3 = 0
! 27y 3 =P
oder
: n3
yerpipyd — == o

_ 27
Diefed ift nun joar eine Gleichung ded fechdton Grades,
Alem da die usbeFannte Srofie darin nur jvepmal vora
fommt, und ifye Egponent in dem evften Glicde das Dovpelte
bes Gpponented im gmenten Gliede ift: fo Pann man dies
felbe al$ efne Gleichung des 3wepten Grades behandeln,
Auf Diefe et beFommt man

p p2 —n3
3 == e S e
b4 = {(4 T 2?)

uitd daber

3 D 2 ;r]}\
= V(=== V(=1 —)
y (== e

n r
Dat man aber Hiernady y, und dann nah z = — — die

2y
Lo

andere unbeftimmte Grofe z gefunden, fo ift

X=yTz=y—~— —.

@8 Dietet aber diefe Auflofung GBelegenheit ju mehrern
Anmerfungen dar. Suvdrderft ift befannt, daff die Srdfe y
feshs MWerthe haben muf, toeil fie durch eine Gleichung vom
fehsten Grade beftimme wicd, und daf dabher der Grofe x
ehenfalls fechs Terthe jufommen, Da aber x die Wuryef
¢iner Gleichung vom deitten Grade ift, fo Fann dec IBerth

' (S] davon
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276 L Bon bden Gleichungen.

davon nue drepfad fepn, und ¢8 miffen fidh daher jene fechs

Werthe auf drep guruckfiihren laffen. Daf diefes moglid |

fep, lehret der Calcul, wenn man aus den Gleichungen

3
yﬁ‘f"p}r3——£l—; .-:_:o,ﬂnb:-c:y._f-
27 3y

y toegfchaft.  Sesit man dev grdfern Allgemeinbeit wegen
k
X=y——o0e y2 — xy — k = o0
b :
fo bat man y2 = xy + k, unbd folglich
y3 = xy2 T ky = y(x2 + k) + kx
¥yo = y2(x2 t k)2 | 2kx(x2 } k)y T k2x2
= yx(x2 T k)(%2 T 3k) T kx4 § 3k2x2 % &3
und durch die Subftitution diefer MWerthe von y3 und yo
y(x2 +K)(x3 T 3kx Tp) + kx(x3 4 3kx § p) 9 k8

n3
e —_— O,
27
@3 fep der Kiirge wegen
in3
:_?__RS__h,unbx-’l'f'gkx'f'p:‘{
fo wied (y(x2 + k)  kx)X — h = o, und folglidy
3
_ 3% e kx
)P —

x2 T k
Bringt man diefen Werth von y in Die Gleichung y2 — xy
— k = 0, o Bat man

(5 = k)3 = x(oe — o) § k) — k(x> 003 =

ober
k3X2 + hXx(x2 +3k) — hz2 = o
ober, Da x(x2 F3k) = X — pift

"':;Xz -— ipX — h2 = g

v,




bl bl
27hp__ 27h2 SIPT 3
(X mrm)d ni(-l-‘ms——o

n
Sest man nunmehr k = = um x=y— é—]— au  Defoms
y

men, fo ift flar, daf h = o titd. Dadurd aber vertvans
delt fich die vorhergehende Gleichung in X2 = o, oder

(x3 f nx f p)r=o
eine Gleichung, toelche eben diefelben MWurgeln Hat ald die
gegebene, twoon aber eine jede doppelt ift.

@8 ift dabher die Yufldfung einer Gleichung des dritten
Brabes ecigentlich nichts anders ald Aufldfung einer Gleis
dung vom fechsten Grade; eine UnbequemlichPeit, teldhe
fi) bep dem roeyten Grade nicht findet, die aber bey den
hohern Graden nodh toeit grofer wird.

3.

Da e8 alfo unter ‘den fechs Werthen von y nidt mehe
418 drey von einander verfchiedene Werthe aiedt, fo Fommt
¢ nunmelr davauf an, lnterfdeidungsfennjeichen von dies
fen feftaufeten. $iegu bediicfen wir eined befondern Nuss
oructs fite jeden der fedhs Werthe von y.  FMennt man nun
bie drey cubifchen Wurgeln der Sinleit, oder die Wurzeln
der Gleichung x3 — 1 =0, 1, » und 8, und fekt daben der

ke pz ]13 : 5
Rirge wegen = + —=q: fo find die fechs Wecthe von y

=

3”‘(—-‘;—’3;{:1)
»Jﬂ(—"%i\hﬂ
ﬁ}(———za:.‘:_qu)

el e Da
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378 I Won den Gleichungen,

e i R A ;g e fpj:f — e ]
W ( 2__.‘];5'4§l._ 2+1q \(4 q

n

W (=~ - % Vg

ift: fo find die jugehdrigen Werthe von 2

2 .
Vil— —: + Yq)

1 3
..:: \.'d-',_. o i
i R L a LS \flﬁj) :
TRIEEL i © Daaber x,  und g die drep Wurgeln der Gleidung x3 —
il ; : e
il ; ' =o find, foift 1.e.8=10up=1; folglih — =gund
B %
e ¥ o ol
RS ! 5 = «, und die vorfergehendenWerthe laffen fich audh avf
e Dicfe Art auddrucken: :
3 2 Pl '
V=~ F V9
CE s o E
8/~ =~ = Vo) |
2 ,
A4 | < A P l
il _ @V (— — F ¥q) :

| | Nun ift x =1y Tz und fest man daher dic jugehirigen
Il | Werthe von y und z jufammen, fo befommt man
| 3

e e ek 3#**_?_ e
N B q. "f ( 2 {q)

-

3 p i -
o (— — EVg) T aV(— % T Y9)
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83 *";j

[ ®)

= Y9

und Biee ift leicdht ju fehen, Daf man einetlen MWerthe fie
« beFommt, man mag die obern oder die untern Seidhen
nefyren.

Hieraus folat, dafi e gletd vatiltig ift, ob man bre Wurs

weloedfie Vg politiv ober negativ ntmmt, "und t--.“;:.: fich
deey Turseln der gegebenen Gleichung unmittelbar cus Dot

D
deey Merthen Des cubifchen Ausdruds v (— L— * v q) fins

ven laffen.

4
RNe. 2. ift geseigh worden, daf die Hufdfung einer jeden
Bfeihung vom dritten Grade auf eine Gieichung vom fechds
tn Grade fihre; wollte man aber die Gleidhugg
B R T
S 1/':,_—-:Tw’uq)“i'“f{‘*-—z“-"\’”q‘}

=

bon ihrer Srrationalitat befrepen, fo m.tba m i einet

Sleidbung vom neunten Grade gelangen,  Denn cub irte
man, fo evgabe fich
33 s P 3R R ) ' ,

und secfeste man nun das Glied — p undicubirte abermals,
fo toiitde

f ."‘?:
(x3 1 p)3 = 272(— — q)x3
4
pk o i
oder, da '— — q = — {f
4 27

x2 +.303¢ TGp2 f.aNxd g pd = o
Ullein diefe Gleichung feblicht anfier-den drey Wuvseln dee
& 4 ®leis
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280 L Bon den Gleichungen.

dhurg x3 Fnxt p=o nodh fechd audere in fidh, indem
fie fich 1 folgende brey jerteaen 1aft:

X3 Tonx - pe=b

x3 fenxt p=o0

£3 gnx-bp =0
und die benden leptern Glewbungen hiervon find von der o
ften untecichieden, tote bepm erfien Anbiicd wahraunchmen
ift. E& lagt fich D.Lblﬂ' audy hictaus ridt fo wie oben eine
So'ae fur den Grad herleiten, weldbem die Aufldfung der ges
gub-'a en Gleichung eigentlich jugehoee, denn oben mufite fols
hes deswegen gefcbehen, weil die Gleichung X2 =o0 (Nr.2)
eben Diefelben 2Wurjeln enthielt alg die gegebene.

5.
Die Gleichung ded fechsten Srades

y6 fpyi — = =o
37

betr t bie reducivte Gleichung des dritten Grades, toeil man
bep der Aufldfung der Gleidbung x3 + nx + p =0 avf fie
puciffommt. -~ Da wiv alfo vorhin die Abbangiabeit dev
Wurgeln-diefer lepten Gieichung von den Wurseln jener Gleis
chung fennen gelernt faben, fo wollen mir nunmehe unters
fudben, wie die Wurgeln der veducirren Gleichung von den
Wurseln der gegebenen Gleichung abhangen, Um aber dies
fer Unterfudiig einen hohern Grad vo Allgemeinheit und
Dentlichfeit qu geben, wollen wic eine Gleichung beteadhien,
weldye alle Glieber hat, und deren Form folgende ift:
x3'tmx2 +nx fp=o0
fo foie ihre Wurzeln, allgemein auggedructt, a, b,
Bangt man davon an, daf man das jwepte Glicd toegs

fchaft unb udemEndeze=x' — —, fo toie . der Karge
foegen 3

n =
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m2 mn am3
n=n ——, p':p——T'f———-
3 3 27

fest, fo befommt man die Gleichung
x! 3 Pinxtppl =0
und dicfe Gleihung hat die erforderliche Form, Sefit man

[}

n 3 : s .
punmeht x' =y — 5—; fo erhalt ntan jur reducivten Gleiz

dung

/
LR e
und folglich, enn man die Gubifroursel ous — =

p'2 n‘3 | E : . :
v’t4— t —) mit dem Budpftaben r beeichnet, fir die
v

drep Werthe von y
y=7f, y==4«&r, y =8~

Juf diefe Art twerden die drep Wurzeln
i/ n-!

] n’ / ']
K:r—-—*,x:g‘r.—ﬁ-—_'};:ﬁ;_—.
3r Jur 3Lr

m , ; ¥
umd da x = x’ — — ift, fo findet man fur x, toenn man

i

der Kavge megen; = s feit,

m

— — r — 8
S
me o s
31‘:;:‘ a

m s
-——__-I-pr_._—-

3 A
und ¢ wicd dahee

m
a = — —Fr—3s

(‘55 b ==
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8
c = — — % fr — —

3ieht man. bier nach einanbder die zwente und dritte Gleis
¢bung von Der etften ab, fo befommt man

a — b= _a)(l--f._Z)

<
a —¢c= (1 — B8)(r % E)

und findet hieraus

e«(a — b)

L e

b(a — ¢)

X

toobet fich, toenn man abermaisd abjicht und duich « —8

pividict

- 8 el

= BAr s

1T—a 1 —: 8
¢ = -
l pdet
a eb 2 Bc

- (1—ea)(1—8) T (xa—1)(e—8) " (B—1)(E—¥)

ergicht. Nun find 1, = und @ die drey Wurseln der Gleiz
ebung x3 — 1 = o, und daher
3 — I =EF—1E—e)(x—48)
folglich, tvenn man diffevensiict,
3x2=(x—a)(x—8) F (x—1)(x—8) t (x—1)(x—=)
fo daf man, enn man nad und nach x = 1, «, B fehit;

3 = — )1 — B)
3«.: S (w i I;‘(ﬂ; ot ﬁ)
38 = (8 — 1) — «)

Befommt.
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pefommt. = Sest man demnach dicfe Werthe in Den vorhews
gehenden Husdeudt fie r, fﬁ erbélt man

C
g 8 + 3% 38
obet, ba wp =1 ift,
a + Ab + xc
r =—
3

Diefesd ift baher ber Werth von r, und folglich aud dee
Werth von y, fo daff, oenn man « ftatt & und umgefehss
fest, welches eclaubt ift,
a }' ab fetc
3

:-( ———
twied,

6.

Mus diefem Ausdrucke fir y erhellet, twarum die vedus
titte Gleichung cine Bleichung vom fedhdten Grade fepn muf.
Denn da diefe cebucivte Gleichung nicht unmittelbar von den
Wurieln a, b, c der gegebenen Gleichung, fondern blof von
den Goefficienten m, n, p abhangt: fo ift flar, daf man in
dem AugdrucPe fiir y dic Grdfen a, b und c unter einander
fad) Gefallen mub veswedfeln Pdnnen. €8 muf alfo die
Grofe y fo viel vecfcbicdene Werthe Haben, ald fich die drey
Wurgeln 2, b und ¢ verfegen laffen; und da dicfed nadp dee
Sheerte der BVerfenungen auf fechs verfchiedene Avten mogs
lih ift, fo muf aud die reducicte Gleichung eine Sleidhung
bom fechsten Grade fepn.

9uierdem erhellet daraus aud, tarum ficdh die redus
ctte Gleichung wie eine quadratifche Gifeichung behandeln
136t @8 ribrt died nemlich bofer, weil diefe Sleidhung
blog bte Dignitaten y> und y&, dad peift Dignitaten enta
. halt,

D Ty mp
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halt, deren Erponenten NVielfache von 3 find, fo daf, twemn
r ein Berth von y ift, aud) «r und gr Werthe von y fepn
miffen, indem «3 =1 und g3 = 1 ift. &8 14kt fich dicfed
aber noch feichter jeigen, toenn man B8 == «2 fent, und dies
fer IBerth von 3 ergiebt fich au8 28 =1 und «3 — 1 =y,
indem Daraus « 8 ==«3 oder 8 == «2 folgt. Auf diefe NAtt
fann man den Werth von y aud durd)
at bt w2
3
ausdructen, und Bicrausd durch die Verfesung der Budfio:
ben a, b und ¢ nach folgender Tabelle die fechs Werthe von
y oder Die fechd urgeln der reducivten Sleichung finden:
a T ab T a2e
3
a ‘f’ &C ‘f“ 22b
3
b+ «2a F «2¢
3
bTaect «2a
3
€t «b } «2a
3
c T 'ea T «2b
3
Multiplicict man Hier den erfren Yusdruck juvdrderft durd
= und dann durd 2 ober «2, fo beFommt man, da w3 =1
ift,

}?'=

et xa F «2b i h_f ee T «2a
3 3
alfoden fedbsten und viecten. Multipliciet man ferner den
stoepten- Ausdrud durch « und «=, fo befommt man

b1
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bt «a F a2¢ ¢t «b T a2a
und
3 3 2
oder Dert Dritten und vievten. Cben fo befommt man, toenn
man den Dritten und vierten obev dem finften und fechsien
Yusbruck durch & und «2 multiplicice, die fbrigen.

-

FE
Died leitet auf eine Methode; die reducivte Gleichung
fiie die Gleichungen des dritten Grades divecte ju finden.
@8 fep x3 T mx2 T nx T p=o die gegebene Gleichung
und ihre Wurgeln a, b und ¢. Angenommen, daf die Wurs
jeln der teducivten Gleichung, allgemein ausgedrucft, Funfs
tionen deg§ ecften Grades von den Wurgeln a, b und c fepen;
wie Aa + Bb + Cc, too A, B und C von den Grdfen a, b und
cunabhangige Coefficienten find: fo befommt man, tenn
man die Grofien a, b tind ¢ 6 oft ald mdglich verfest,
Ad + Bb + Ce
Aa+ BeT€h
Ab ¥ Ba § Cc
Ab T Bc f Ca
Ac + Bb + Ca
Ac T Ba f Cb.
fiir die fechs Wurseln der veducicten Gleiduna. Soll nus
diefe Gleichung Feine andere Dignitdten enthalten alé foldhe,
deren Grponenten Bielfache von 3 find, fo miffen nach dem
Dbigen, wenn die eine Wurjel ¢ ift, auch «r und gr odec
“2r Wurgeln von ihr fepn. Sest man demnach
f = Ad % Bb ¥ Ce¢
fomuf wAa ¢ «Bb + «Cc einer bon ben borhergelenden
filnf fibrigen Grofen aleidh fenn.
Jtun fann diefelbe tweder Az + Be +'Ch nodh AD 'y
27 Ce gleich toerden, als enn man 4= 1 annimmt,
- Sm
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Sm etften Falle befommt man algbenn = A = A 1nd im
swepten «C = C.  Wergleicht man aber mit Ab T Be + Ca,
fo hat man ¢A == C, «B = A und «C == B, woraus C=eA,
B o= w2A und «3A == A, odet «3 =¥ flieft. = AUuf diefe
et eehellet, daff « cine Wurgel der Gleichung x3 — 1=0
fepn muf, und fept man daber, e grofern Leichtighelt wes
ge, A=1, fohatmanA=1,B =« und C = a2, Die
fe8 gicht eben die Formeln, weldhe toiv sben gefunden Haben,
bié auf den Jenner 3. ~

Sept man alfo der Karge toegen

r = a} «b T a2¢

s =a T ac T «2b
fo hat man in r, er, «2c UNd s, as, &35 die fechs TBuryeln
der permwandelten Gleichung. Nennt man die unbefannte
Girdfie diefer Gleihung y, fo ift dad Prodult dec Drey fafs
toten y—r, y — ar, y — &2r

y3 — r3
und auf abnfiche Act das Produft der drey fibrigen Faltes
pen y3 — s3. uf diefe Art ift Das gange Peodult odee die
reducicte Gleichung felbft
| y6 — (3 Ts3)y3 $r3s3 =0

und ¢8 Fommt nunmehe blof davauf an, die erthe Lok
r3 T s3 und r3s3 gu finden.

@rhebt man die Grdfe ¢ jur dritten Potefeat, und bis
halt dabey vor Fugen, daff «3 =1 ift: fo toird
¢3 = a3 $ b3 F c3 + 6abc t 3«.a2b | b2c T c24)
+ 342 ab2 T bc2 f ca2)
und folglich audh, wean man dic Budftaden b und © bere
toechielt
s3 = a3 4 b3  ¢3 F 6abc | 3e(aze c2b 4 b2a)

+ 3e2(c2a T b2c T a2b)
@8
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€6 fep Der Rirze wegen
a3+t b3 fe3 + 6abe =L
azb t b2c fc2a =M

b2a 4 e2cb=N

I—E"‘ ll-!+

azc
fo toird
r3 =L 3aM} 3u2N
— L + 72N 4 d 3e2M, folalich
r3 § 83 = 2L + 3(a F «2)(M + N)
Daaber 1, « und «2 die drey Wurgeln der Glsichung x3
— [ =0 {ind, mworin dad jwepte Slicd febiet: foift 1 T«
'I'&-'?v = o und affo
r3 “1‘ $3.= 2L — 3(M + N).
MPultiplicict man Hiccauf dic MWerthe von £3 und 3
mit einander, fo befommt man
r3s3 = L2 39(M2FN2)$3ata2)(LIMT N)+3MN)
oder, 0a a T «2 = — 1 ift
ris? = L(L — 3(M t N) | g((M2 T N2) — 3MN)
Run it leicht eingufehen, daff die Grdfen «, M + N und MN
burd) die Coefficienten der gegebenen Gleichung m, n, P,
und iwar ofjne Sptraction der Wursel Deftimmt toerden. 8
flicfit died nemlich daraus, weil diele Grdfien diefelben bleie
ben, man mag dic Buchftaben a, b und c veefesen wie man
t, fo daf alfo jede von fenen Grdfien nicht mehie ald ciren
Werth hHaben fann.

8.
Da nemiidh
—m =g+ hTec
n=ab T ac f be und
—_p = abc

ift, foift nach HePannten Regeln
a3 &
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az ¥ b2 2 =m2 — 2n
a3 + b3 t¢3 =—m3 {3mn— 3p
ind hievaus findet man
a3b3'F a3c3 ¢ b3c3 = n3 — gmnp T 3p2
Solglich ift
L =-— m3 4 3mn— gp
M+ N = 3p — mn
MN = n3 } p(m3 — 6mn) T 9p2
Hicraus ergiedt fich
r3 4 s3 = — 2m3 f gmn — 27p
und
ris3 = m6 — gmén } 27min — 2yn3 = (m2 — 3n)%;
Nuf diefe Urt toird die reducirte Gleichung
y6 F (2m3 — gmn T 27p)y3 T (m2 — 3n)3 =o
iind diefe Gleidhung ftimmt mit der oben Nr. 5. gefundenen
fiberein, aufier Daf y in ibt dasg Drenfache der unbefarthten
Grdfie in jency iff.  £dfet man daher diefe Gleichung nady
9ivt der quadratifchen Sleichungen auf; ober fegt man,; Dt
Quirze wegen y3 = z, {o daf man
2% T (2m3 — gmn t 27p)z T (m2 — 3m)3 =0
Habe; und nennt dabey die Wurgeln diefer .quabdratifdhen
Bleichung 2/ und z*; fo befommt man y3 = z* = 2, U

! 3. 5
folglich y = vz = vz’.  Da aber angenommen wordell
Daf -und s die bepden Werthe von y feven, fo ift

r=a1-a¥b1-s1c=\;‘z‘

sma'i'wc-l'aib:;"‘z"
iind diefe Hepden Gleichunden; verbunden mit Der leichuing
_ aFbhbdc=—m
feBen in den Stand, die drép Wurseln &; bund ¢ ju findei.
Denn dg 3 = 1 wid 1 T T 42 = o ijy (0o WILD

—

a=
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3 g
— m t Vz k2

R —
3
3 3
. — m T a2z F a2
3
3 3
= m * vz + a2yz7
(R —
3

weldhes mit dem Obigen Wbereinftimmt,

0.

tm diefen Gegenftand in ein nodb Helleres Sict gu feden
bemetfe man, dap die Grdfen M und N it 7. von der vt
find, daf die eine in die andere ubergeht, twenn man die
drep Wurseln a, b und ¢ auf icgend eine Act vertvedvfelt, fo
daf diefe Grdfen blof Wurseln etner quadratifdyen Gleichung
feon fonnerr.  Sennt man die unbefannte Grofe diefer Gleis
Dung ¢, fo hat diefelbe nothmendiger Weife die Forim

t2. — (M $ N)t T MN =5
und fest man daher fic'M und N bdie thnen jufommende
Werthe RNe. 8. fo bat man '

12 —=u@p = mn)t F/(@3 = émh)p F 9p2 = o
Uyf diefe At bePommt man durch die Aufldfung der vorhet:
dehenden’ Gleichung die Weethe von M und N, und da die
Grife L beteits befannt ift, invem I — — m3 +3mn —
9p. fo find audd die Wetthe von £5 und 3 iS}r. 7.) obet
bon 2 und 27/ (MNr. 8. befannt. Sre firtd nemlich

2= LY 3uM $ 342N
2" = L T 3aN T 342M
und veemittelft diefer-OBerthe findet' - man die Wuryeln a, b
D ¢, wieiwie furs vovhev-gefehen Haben,
: Xy Nebriz
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260 I. Bon den Gleichungen,

Ucbrigens ech:let ausd diefer @igeufd,mft ver Funftio:
nen M und N Deutlich, mwarum die Gudfe z = y3 =

(at «b f a2¢c)3 blof von ciner Gleichung deg jwenten Sra:

des abhanat, fo daff die GBleichung fitr y blof die Dignitaten
y3 und y6 enthalten fann,

10.

Die Methode der Uufldfung der GBleichungen des drit:
ten Grades, mwelche wir bid jest unterfudbt haben, nennt
man getoohnlich die Eardanifche; e8 giebt aber nody eine
andere, deven Erfinder von Tichirnbaufen ift, und roelde den
Worjug hat, baf fie divecter und allgemeincr, obgleid we:
niget einfach ift. * Man findet diefelbe in Den Adts Erudito-
rum vom Sahr 1633 erflart, und ¢8 fommt dabep barauf
an, ausg jeder gegebenen Gleicbung fo viel Ymifcherglicder
wegsufchaffen als man will.  Der Erfinder derfelben trigt
fie alé eine allgemeine MWiethode vor, und wic werden fehen,
Daft fie folches witflich ift. Ullein fie erfordert dfters die
Auftdfung Hdherer Gleichungen als die gegebene felbft ift
und ift desmwegen blof bis bey den Sleichungen des vierien
Grades braudbar.

Wenn x. die unbePannte Grofe ciner Gleichung ift, fo
fant man davaugd ein Glied wegfchaffen, wenn manx =y
+ a fent, o y cine neue unbePannte und a eine un beftimmte
Grde ift. Eben fo fann man jwep Glieder wegbringen,
wenn man x2 = bx +a + y, oder drep, tvenn man x3 =
cx2 1§ bx atyfestu £ w. unda bund e . fiad daben
unbeftimmte Coefficienten und immer fo piel, ald man Glies
ver toegfchaffen mill,

- Yuf diefe Ast hat man nut die unbebannte Srdfex aud

ver gégebenen Gleichung vermittelft: Der neuen angenommes

nen
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nin Gfeicbung eatufdaffen, und man befommt dann eine
neue Gleicciing fir y von chen dem Grade als die grgebene ift,
worm nan fo viel Glieder = o fegen fann, als man unbes
fiimmte Gidfen a, b, ¢, 1. hat.
Um alfo die Gleichung ded dritten Grades
x3 tmx2Faoxtp=o
g nehmer, fefe man x2 = bx +a +y. Nuf diefe Art hat
mar x3 = bx2 4 ax 4 yx = (wenn man den Werth von
x2 fubftuict) (b2 + a + y)x + b(a +y). Bringt man
diefe Werthe in die gegebere Gleighung, fo wird
(b2 fmbtntatyx=(Gbtm}aty)tp=o
= @)
und folglich
s _(btmaty)tp
B b2+ mbitntaty
Peingt man ferner diefen Werth in die Gleidung x2 =
bx +a 1 y fo befommt man, bf m =, b2 + mb t-nesed
gefest,
c@TIrztblecatpip@taty —
(at y)dtatTy2=o
ober toenn man die Glieder nadh ten Dignititen vona Ty
orbnct, und die Werthe von ¢ und d wicdee brauddt,
(y +2a)3 — (mb$+ m2 — 2n)iy F a)2

b Cibe Aoimn = S35 on'm BT
—pb3hmbs + Ab Jp)=m@iinia (B)

fo Daf man dburch die Entivicdfelung Dev Poteftaten von y o+ a
di¢ Bleidhung
y*tAyr tByfC=o0
befommt, worin
A=3a — mb — m2 % 2n
B = 3a2 —2d(mb + m= — zn) T nb2 F (mn— 3p)b
T n2 — 2mp

[

2 Q=
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292 L DBon den Gleichungen,

C= a3 —(mb{m2— 2022 ¢ (nb2 { (mn—2h
T (n2 — 2mpla — p(b3  mb2 7+ nh Tp)

ift.  Nwun Lann man das gwepte und dritte Glied *‘U?'ct;wins
Den laffen, indem man A = ound B =0 annimmt; . D
durd) befommt man die Gleidhungen

3a — mb — m2 f 2n = o

3a% — 2a(mb + m2 — 2n) + nb2 f (mn —.2p)h

T n2 — omp = o

Diiedh diefe Gleichungen laffen fich a und b Deftimmen und
die Gleichung fir y befdmmt die Form y3 + C = o, mwelde

fogleidy Ddie brcn Wurgeln y = — xf‘c, ¥i=— os;f‘c und

y = — aazw,f'c giebt, toenn 1, w und «2 die drey Wursel
Der Oleihung x — 1 == o find. Selst man bemnach in den
vorhin gefunbenen usdrud fir x dieaud den vor hergefens
ven Gleichungen fich evgebenden Werthe von a und b, ud
darauf fitr y die dren FWesthe der Gleidung y3 + C =g
fo Dat man fogleih die drep Wurzeln x der gegebenen
Gleidbung.

Da die erfte von den bepdent E‘i*ieiaﬁungsn, foelche a und
b geben, ju dem ecften und die anbere ju dem jtweyten Grade
gehort, fo ift Flar, dafk die R fum‘m 1g Diefer Grofen nue
bon einer Gleicdung vom jwepten Grade abhangt, Jud
Hat man fogleich

S mb T m=2 —5. 2n
3
und wenn man ¢ acf n dBerth in die jwente Sleichung bringh,

T 6mp ¥ n2 = o
Aug diefer Gleichung befomme man zmep MWerthe von by

“toeldhe man ofyne Unterfchied gebrauchen fann, toeil fie alles

mal Diefelben Werthe far x geben,

&8
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§8 fat demnach diefe Methode den Vorjua, Dah fie unz
mittelbar auf eine u—hscuu Gleichung vom joepten Grade
fifet, dagegen tie gewdhnliche Meihode ju eincr reducitten
Blcidbung vom fechsten Grade leitet. Nndef ift die Auflds
fing, wefche fie giebt, von der Unbequemiichbeit nidht frev,
welhe it bep Dev' Capdanifden Regel bemeift haben,
Jiv.2. Denin Da die Gedhe v drey Ierthe, und jede det
Geofen a und 'h gm v 9Berthe hat, 1o fallt in die Augen,
Daf daber feci8 Werthe fur x entfptingen, elde Burseln
einee t%mzmmﬂ port fechBren Srade fepn miffen.  Sndef
laffen fich bicfe fechs 2Berthc alif drep doppelie Werthe jus
wdfifiren, wie fich teicht seigen (G und toiv bey dev Care
denifehen Negel beveitd acaeigs haben.

YT

- B8 verdient aber bey biefer Methobe bemerFt u toets
b, Daf man nidt, fo wic von Tidirnhaufen gethan hat,
nagdem man die Werthe von a, b und y acfunden, jede
Wurzel der Gleichung x2 — bx — a — y ='0 alg die Wz
il x betracdhten darf. Denn follte diefed evlaubt fepn, fo
migte diefe Bleichung swen Wurgeln von bder gegebere
Gleichung enthalten und b die Summe diefer ’*ew,* Burs
gln fepn.  Da man abée b mit eben dem Rechte ald die
Gumme jeder rweper andern von den drey FMurieln der ges
gebenen Gleichung anfefhen fonnte, fo witcde b eben fo viel
berfechiedene Werthe haben miffen, al8 mon die gedachten
Wueseln au jwep combiniven fanng und ed mﬁ;‘é?e alfo b
fedh8 MWeethe Haben, da demfelben dodh nut joey jufommen,
weil ¢8 pon einer Gleichung des jwenten Grabed abhangt.

@8 ift daber bey diefer Methode nothwendia fich fo u
nehmen, baf die angenommene Sleihung mit ber gegehenen
T3 eine
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eine gemeinfchaftliche Wurgel Habe. = Hat man alfo die Wew
the von a, b und y fo beftimmt, wie e8 diefe Bedingung (17
fordert, fo muff man fir den Werth von x die Wurgel dee
Sleidung x2 — bx — a — y == o wablen, welde aud det
Bleidung x3 T mx2 T nx T.p=o jufommt. Su diefen
€nde darf man nue den grofiten gemeinfehaftiichen Divifot
bepder Gleicbungen fuchen, und diefen Divifor, worin x
blof in Der erfien Dignitat vorfommen Fann, giebt elnen
Werth fie x, dev jugleich eine Wuriel der geacbenen Gleis
dung ifi. G ift aber leicht eimgufehen, daf diefer Werth
von x fein andever fepn fann, alf der den wir oben auf dem
Wege der Elimination gefunden haben.

Ueberhaupt fommt die gerwdhnliche Climinations: Ny
thode mit der MMethode uberein, den groften gemeinfdofts
lichen Divifor der bepden Grdfien ju finden, roelde die o
fien Halften groeper Gloichungen augmachen, denn die Refte
welde man durd die dabey ndthigen Divifionen befommt,
geben, == o gefest, cben diefelben Gleichungen;, weldhe men
durdh tie Glimination erhdlt. Der ' lepte Reft, worin fiy
die unbefannte Srdfe nicht mebr findet, muf ==o feyn
tocnn Dic bepden gegebenen Grofien einen gemeinfchaftlicen
Divifor vom ceften Grade haben follen, und diefer gemeits
fdbafilihe Divifor ift der vorleste Neft und enthalt die uns
befannte Grdie ble in der erften Dignitst. Sert man ihn
dafier = o, fo hat man einen Werth der unbefannien
@rofe, melder eine gemeinfdhaftliche Wurgel beyder Glels
chungen ijt.

3n dem Gpompel der toten RNe. find die Bleichungen

(A) und (B) dicjenigen, weldhe man befdmint, menn. man
den voclenten und ligten Nefe == o fegt, und folglich. dee
IBerth
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Werey ton x, twelder aus der Glercbung (A) gezogen wors
e, ber eimgige, welder gu glridger et eine Wuryel der
gegebenen Gleidhung ift.

12,

Pep diefer Gelegenbeit wird ¢8 nicht undienlich fepn,
gine andere: Pemerfung in Anfehung der Methote bevjus
bringen, toeldbe man einjufchlagen fat, twenn jwep Gleis
dungen mebr alg eine TWurzel mit etnander gemain haben
follen,  Sollen ey Sleichungen jwep Wurjeln mit einans
ter gemein haben, fo miffen fich bepde durd ecinen Faftor
bom goepten Hrade dividiven loffen. it man dafet, inz
dem man den geofiten gemsinfdbattlichen Divifor der bepden
erften Hatften der gegebenen Gletchungen fucht, ju einem
Reite gefangt, mworin die unbePannte Gedfe Den joepten
Grad nicht uberfteigt, fo muf diefer Reft von felbft Null fepn,
wenn die gedadhten Gleichungen ey Wurzeln gemein has
ben follen.  Dtun enthafe diefer Reft nichr mehr ald roey
Gilicder, eind, mworin die unbefannte Grofe fich nicht findet,

- und eing, teldhes die unbefannte Srdfie in der crfien Dianis

tit enthalt, - Man muh daher jedes diefer Glieder fire fich
=o feggen, um bie Bedingungen ju befommen, wobey die
gegcbenen Gleichungen ey gemeinidaftliiche Wuryeln haz
ben. 9Bolite man den IWeg der Elimination betreten, fo
niifte man bep der Gleichung frehen blciben, worin die uns
befannte Grdfie blof in der erften Dignitdt befindlich ware,
und bepde Glieder derfelben = o feszen, woben dann die vors
hergehende Gleidbung ded groevten Grates die bepden ges
meinfdhaftlichen FBurseln enthalten rurde, E8 fimmen daz

her audh Hier bepde Wege mit einander Hhcrein.

24 Man
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Man erfennt hievaus leicht, wie man fich ju verhalten |
hat, wenn jroep Gleichungen drey und mehr Warzeln mit
einander gemein haben follen. Hat man indefi die Bedins
gungen gefunden, roobey die Gleichungen eine Buryel ges
mein Haben, fo laffen fich daraus leicht Dicienigen finden, wos
bey denfelben jiwen und mehr Wurzeln aemein find,

Hngenommen nemlich, daf die benden gegelenen Gleis
dungen, roclde eine gemeinichaftliche SBursel x haben, alls
gemein duech P = o und Q == o vorgeftellt toerden, fo bes
Pommt man, wenn man P =y anftatt P = o nimmt und
barauf x aus bepden Glcichungen tvegfchaft, eine Gleidhung
fir v, welde

yRT aym=I i de Fpye gy fr=-o
feon mag.  Gollen nun Geyde Gleichungen P=o und Q=0
eme gemeinfihaftliche Wursel Haben, oder Hepde sualeid
Deftehen Ednnen, fo muf y etnen Berth == o Baben, und o8
ift folghich r = o die Bedingung, bey welcher jenen Gleichuns
gen eine gemeinfopaftliche Wurzel zufommt,  Gollen Fernes
awep Wurzeln gemeinfchaftlich fevn, fo muf es davin jroen
Werthe = o geben, und man hat deinach die Bedinguns
gen r =0 und q = o. Sollen drep Wurieln gemeinfevafts
lih feon, fo miffen drey Werthe == o feyn, und dies giedt
bie Bedingunaen re=o0, g=oudp=0, u.f f.

UmPz==o inPeyobet P— y =0 3u verwanbdeln,
darf man nur das feste Blied der Gleihung P = o um dit
Grofe y vermindern, und alfo, wenn P == x4 axa-x 1,
Te ift, e —y fie ¢ fegen.  Nun ift die Gleichung y» 1
aym=I fac + py2 + qy fr=o dicjenige, tvelche man
buech die Wegfdbaffung von x aus den Gleichungen P = ¥
U Q=1 ethilt. Sest man alfo darin y==o, fo witd

r=@9




7
fs

M

e A

6. BemerE. (ber die algebr. Unfl. ver Gleidhungen. 297

r =0 die Gleichung, toelche aus den Gleichungen P=o
und Q = o durd) die WegfebafFfung von x entipringt.: Hat
man demnach die Glerchung r =10, fo dart man dauin nue
¢—y fir ¢ fegen, um unmittelbar Ste Gleichung yn § aym-%
T Tpy2 T gy T r=c ju bePommen. Nun 1t aber ¢
eine Funfrion von g, und will man davin ¢ — y fiir ¢ fubs
ftituteen, fo wied

de d2r d3r
Ay Sava e a1
und folglich
dr d2
qﬁ_(ﬁ' ngng e

Benn alfo r = o fepn mug, damit die Gleidungen P =e
md Q=o Gine gemeinjchaftliche Wurzel ‘baben, - fo wicd

: : d
3 oy gemeinfdbaltlichen Wurzeln £ = o und -E"; =q, unb

dr d2r
i drepen r =0, — = o und i, f. f. etfordert, tvos
de dez

bey ¢ Dag legte Glied Der einen von den gegebenen Gleichunz
gen ift,

13

Uebrigens 1ft Blar, daf die Wurjeln der Bleichung fis

¥ nichts anders find ald die Werthe von P, welde fich erges
ben, wenn man anftatt x jede pon den Wurzeln dee andern
Bleidhung Q = o fegt, weldhe wir dusch ', x'/, x% 1. bies
deidhnen wollen.  £aft man daber P4 PY, P, 3. dic TWerz
the fevn, weldbe P durdh diefe Subftitutionen erhalt, fo hat
man k. r == P/P¥P "¢, und e8 ift folglidh die Bleichung
r= o, weldhe man durch dic Weafhafung von x aus den
Gleidungen P = o und Q = o befdmmt, nichtd anders
alg-ein Produft aus den Gleidungen P = o, P’ =g,

P ! :
: J:LE- Ph‘-.—-—.
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“ == 1. Man Fann aber diefes Produft jededmal fine
den, ohne die Wurjeln der Gleihung Q = o ju Fennen, ins
vem fich Die Funftionen von x/, x*, x' 1c., welde ig demy
fefben povfommen, durch die blofen Coefficienten der Glei:
dung Q= o, tovon x/ x*, x"* 1. die Wurseln find, auds
dructen faffen. SMap Fann tber diefen Gegenfrand Cramers
Introduction a Panalyfe des lignes courbes ju Rathe jies
Ben, fo wie aud) cie befondere Abbandlung von mir, in
weldier ich allgemeine Formeln jur unmittelbarven Datftels
lung Dicfes Produfts gegeben habe.  Hier begnirge ich mid),
Daraus, daf die durch dieLWegfcbafung von x fih ecgebende
Gleichung mittelft dev Gleichungen P = o und Q = o durd
P/ PUP“ = o Datgefiellt weeden Bann, die’ Kolge su jichen,
Daf diefe Gleihung fo befdhaften fepn muf, daff die Coeffis
cienten der Gleidhung P = o darin allenthalben Produfte
von {o oiel Dimenfionen bilden, al8 ¢8 Grdfen P/, P/, P
1¢. ober-Wurgeln x/, =¥, x e, in der Gleihung Q=0
gicbt, 0. h. fo viel Einheiten der Crponent diefer Gleichung
bat. @ben fo perhalt 8 fich mit-den Coefficienten der Gleis
dung Q = o, weldhe in der durd die Elimination heroows
gebraditen Gleicbung allenthalben Produfte von fo viel Dis
menfionen bifden, al8 der Epponent ter Gleihnng P =e
Ginheiten hat,

14.

Hieraus 13fit fich fiberhaupt folaern, daf mannad der
Zfchienhaufenfcben MNcthode allemal eine Geichung firr y
befomait, weldye ju eben dem Grade gehdrt alg die gegebene;
und daf in diefer Gleichung dic Grofien yy a, b, ¢ 1c. (die
Einbeit ald den Coefficienten ded Bichiten Blieded mit ein
gefhiofien) allenthalben Piodufte vom fo viel Dimenfionen

bilben.
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bilben, a8 die Sahl Ded Graded der gegebencn Gleichung
@ineiten hat. '

#ngcnommen alfo, dafi die gegebene Gfeichung fir x
in Denmt mten Grade gehore, und daf die Hulfsgleichung
y¥a b fexe: T =3
fey: fo wicd man ecine Gleidhung fic y vom Grade m von
diefer Form enthalten,
ym P Aym-1 Gy Bym-2 + Cym-3 i =0

{0 dafi A eine cinfache, B eine jwiefade, C cine drepfade:

gunftion von a, b, ¢ . ift, u. f. f.

Ueberhaupt toicd dag nte Slied allemal eine rationale
und gange Funftion von a, b, ¢, . von n — 1 Dimenfionen
feon,  Nimmt man demnach fo viel unbefiimmte Gedfen an,
alé man Glieder verfdwinden laffen will, fo hat man, wie
kidht einzufehen ift, juc IWeafdaffung des 3roepten Sliedes:
blof eine Gleichung vom erften Srade und einer einzigen unz
befannten ©irope aufjuldfen. ollen hingegen das jmwepte
wid dritte Glied toeggebracht foerden, fo mup man jwey
Bleicdungen von jtoey unbefannten Grofien, die eine vom
eriten und die andere vom jwepten Grade auflofer, wodivd
bie Cndgleichung allemal ¢ine Gleichung vom jwepten Grade
itd, toie wir oben gefchen baben. Soll das jwente, dritte
und viette Glied wegasfhaft werden, fo hat man drenp Glets
dungen von eben fo viel unbefannten Grdfen aufiulbfen,
Davon die cine jum erften, die anbere jum jwepten und die
Oritte jum Dritten Grade gehdrt, und gelangt alfo endlich ju
tiner Gleichung vom fechsten Srade.

Um Gberhaupt ju gleider Seit das pte, gte, rte Glicd
%, weasufchaffen, bt man fo viel Gleichungen aufiuidfen
al§ man Glicder wegbringen will, und diefe Gleichungen

TN da Vet
CitLL (¥




!

i
L i
1
|

L DBon ven” Gleichungen,

enthalten jtialeich eben fo viel unbePannte Grdfen. Sernes
find biefe Gleidhungen Gleichungen tom (p — I)ften,
(q - Dften, (r — 1)ften Brade u. f. w, fo daf die Endgleis
dung ju dem (p — 1{q — 1)(r — 1) . ... fien Grade g
hdet. Um alfo ous dev Gleichnng ym f Aym-1 4 pym-2
T 7 M= o alle 3wifchenglicder wegsufchaffen und dics
felbe auf die Form ym -F M= o ju bringen, deren Ynuflds
fung allemal mdglich ift, gelangt man 3u ciner Gleichung
pom Grade 1.2.3....(m —1), und diefer Grad ift allcmal
Hoher a8 der Grad der gegebenen Gleichung m, den eimiz
gen Fall quégenommen, wenn m = 3 ift.

: I5.
Sett wollen wiv jur Tfbienhaufenfden Aufldfung e
Gileichungen deg dritten Grades it fehren und aus allges
meinen @rinden und unabbhdngia von der erflarten Glimis
nations = PWethode die Urfadhe Tennen ju lernen fuden, wars
uiit jerie Auflofing 1u ciner véducicten Gi leicbung vom jtoeys
ten Grade fuhiet, da man bep der gerodhnlichen Niethode
einer reducicten Gleichung vom fechsten Grade gelangt.
vem Gnde betvachie ich die Hulfsgleihung x2 e=bx taty
i welder y durch eine pwepglicorige Gleidhung vom dritten
@itabe von der Form y3 T C = o beftimmt weedben mufy

beren Wurgeln y — vC, A c.,x/'\_.', y == i {C
jind.  Da Diefe drep Wargeln den drep Werthen von x in
et gegebenen Gleidhung x3 + mx2 + nx § p = o entfpres
éen maffen, fo E}L.. man, twenn man diefe TWerthe durd

!
x, &Y, %1 qudbructt, folgende drey j’etd}ungm

eb..(i)

und
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und aus diefen Gleichungen laffen fid die MWerthe von,a und
b 3ichen, toenin man v C daraus toeaaebracht hat, "Dean
abdirt man Diefelben, nadyDetn mian 012 3toepte durd « und
die Dritte Durth =2 multiplicict hag, fo beFommt man, a
4 =" und I Ta  «2 =0 ift,

X'2 T ax”2 f w232 = b(x' T ax'’ T «2x'")
und daraus ergiebt fich
e g N R AL E A
X'2 R RTINS
P : -

X wx! T a2 K

Dicfe Gleichung feht in den Stand, din Srad der Sleis
dung su beurtheilen, durdh eldhe b befiimmt werden thuf.
Denn da diefe Gleichung fo viel Wurgeln Haben muf, als es
Werthe von b giebt, und die Werthe von b nad den Vetfes
Bungen fid) vicbten; reelche man mit den Wurgeln x/, x/) x7,
pornehmien Bann (Jir. 6, o die Buchftaben a, b und c eben
Dag bedeuten, mwas hHist x’, 27, x": fo fann Vie Gidfe b
fberhaupt fechs Werthe haben, nemiidh

%2 Flax' f azxiz
x.n’ .1. ac‘&” e 05:')(! ¢
Kf'n I n:),”"z L “‘2}{! -

X!H ,i.. 5':'8; T c&lx”
X2 b ax'2 ¥ #3x'%
x f ax” T a2x’
Ueberhaupt genommen mifte alfo die Gleihung fiv b eine
@leichung pom. fechsten Srade fevn; allein man muf bier
nicht
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nicht aus der Acht laffen, daf der erfte, dritte und finfe
pon den vorfiehenden Werthen, fo wie audy Ler jwepte
pierte und fedste einander gleidh find. Denn multip!icir;
man den 3ahler und Ftenner Ded erfien durch =, fo qeht decs
felbe in den fiinften fiber, toeil 23 = 1 und «4 = = ift, und
multiplicict man mit «2, fo befommt man den dritten. Ebhen
fo echdlt man, wean man den Jahler und Nenner des jroep:
ten durch « multiplicict, den viecten, und wenn man mit
«2 multiplicict, den fechsten. Da alfo die Sleichung vom
fechsten Grade fitr b yroepmial decy einander gleiche Wurgeln
bat, fo jinft fie dadurd) 3u einer Gleichung vom groepten
Srade herab, reil fie nicht8 anders fepn Fann alé der Cus
bus einer Gleichung diefed ymwepten Sradeg, und dies ift die
Urfache, warum b blof durdy eine Gleichung vom jwenten
Girade gegeden ift. (N, 10.).

IBad die Grofe a betrift, fo hat man, twenn man di¢
drep Gleidbungen (C) addirt, da r f « f 22 = o'ift,

x‘2 F x“2 § x'2 = b(x’ + x* +.x%) % 3a.
MNun ift aber ]

xt.l.xn 'f')l”" = — m Und x2 .I.. x''2 .i. x"2 =—= m2—21

folglich
m2 — 2n = — bm ¥ 3a
und
bm + m2 — %n
N
3

fo Daf man a fennt, fobald der LWerth von b befannt ift.

16.

X2 o ax’’2 F a2x'"'3

Die Formel , foeldhe den Werth

xl‘ -fv uxn‘ -i. mixrn
von b augdruckt, ift destocgen febr merfodiedia; toeil fic bey

allen Werfegungen, welde man mit den ®rofen ', x
unb

it
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und x/ oorpimmt, entwoeder Ddiefelbe bleibt, ober in
2._.“.}‘!2 w?x''2

o, : + —— Ubergeht, medmegen diefe benden Grd:
X' '1" XY T wx'’

fen nothwentig Wurzeln einer quadratifhen Gleichung fepn

mifien.  Wian Fonnte diefe Gleidhung a priori finden;, wenn

man dic Summe und das Produft diefer bepden Grdfen

fudbte, wodurch man ju einer foldhen Gleidhung fiic b gelans
gen wurde, alg wic oben Nr. 10 gefunden haben.

Yuferdem 1afit fih noch folgendes bemerfen. - Wenn
man die bepden Menner
x' T ax” F 22x und x* T ax t w2x’

mit cinander multiplicict, fo bePFommt man jum Peodufée

X% x'2 b x2 b (w fw?)(xa F B T xE0)
Nun it aber H

X% F x72 T %% =m? —2n; xx” } x2 T x5

=nud e Pa® = —1
folglich mwird jencs Produft
= m?® — 23n

Multiplicict man ferner den Rahler

X2 Tax2 +a2x'2 durd) den RNennet x' F ex + a2x
mit einander, fo erhalt man das Produft

X3 b xS £ 3 o+ a(x2xdow2g x12g) ‘i'

pootxitx heogrigul v 29745
und diefes Produft 16t fich, da x’, x, x* ¢hen die JBurs
#ln find, meldbe wiv fonft 2, b und ¢ aenannt haben, audy fo
L —6x'%'x" + Mot a2N
oder da x'xx" = — p ift, (Rri7.) bued
L% 6p T aMj a?N

ausdeucfen, Auf dizfe Art vermandelt fich der Bruch

x!z Y rz.:-:”: _!. u2x'”:

x' T "-3.” ..E-. ﬂzx'”

fvenn

= =

-

. SR L
B 1y i e

e Sy
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wenn man 3abler und Nenner dured x* F eox + a2z’ muk
tiplicict, n
LT6p T aM¥t 2N

m?* — 2n
and auf abnliche et erhalt man fie
x’2 .i. axii2 ,J[_ gth‘z

x) .l_ ax'!! .t. mzxri

wenn man ahler und Nennet durch x* + ax + w2x myls
tiplicict,
LT6pTuNTa«M

2

m
Nun ift aber (MNe.7) .
r3 =L T 34M T 3¢°N und
83 =L T 3aN T 32°M
tolglich

y3. == s3 — L
und «N § «2?M = - :

Solglich laffen fich die vorhergehenden Belihe aunch durch
r3 f oL T 6p s3 f 2L I 6p
3(m* — 3n) s 3(m? -— 3n)
oder nach Ne. 8. durc
2 1Lt By =t $ELE6p
3(m* = 3m) SRR
ausdruclen, wenn 2z undz die Wurzeln der Gleichung
z? T (2m3 — gmn F 27p)z + (m? — 3n)3 =0©
find, welches die reducicte Gleichung ift, die man nach der
Cardanifcoen Regel beFommt. '

aM T «*N =

Auf biefe vt erhellet die Verbindung und Aehnlideit
viefer Methode mit der Sibivnhoufenichen deutlich,

a7
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12 ,
Der Nusbruef fiir x (Nre.10,) welden die Tichienhau:
fenfche Methode giebt, Iagt fich anf die Form
EI By

buingen, tenn £, g und k unbeftimmte Gedfen find, und y
bie Furgel etner jwenalicdrigen Gleidiung Des dritten Graz
08 y3: 7 h == o bedeuter,

A ——

Man Hat alfo nur ndthig vermittelft diefer benden Gleis

dungen y wegiubringen, Da die erfte Gleidung vy =
f—kx . ;
——— giebt, fo befommt man, twenn man diefen Werth
i—g

kx
X—g
Die ift eine Gleichung ded dritten Grades, weldhe man mit
dev gegebenen pergleidhen fann, wodurd) man in den Stand
gefost wied, die Sudfien £, g k und h ju befrimmen.  Gine
Dletbt toifllfiprlich und fann nady Sefalien angenonimen
werden.

in die groepte Gleichung bringt, h + (

)3 =mAO,

Diefe Methode, die Gleichungen Des dritten Grades
aufpuldien, ift bereits von Xesout gebraudht worden; man
pevaleiche Die Memoiren ver ALademie tC’QBu;i;ﬂI‘dmft*n ju
Paris vom Fahr 1765, too decfelbe auf eine febr vortheils
hafte und glictliche Yct vermittelft diefer Subfitutionen eine
grofie Mienge von Gleichungen von allen Graden aufldfet.
5t bemerfe Bier blof, Dak man nur a priori dDen Grad und
die Form der Gleichung fuchen datf, woducd einer von dest
Coefficienten € g, 2c. beftimmt wird, wenn man jum voraus
Wiffen will, was man fich von diefer Methode fir die Gleiz
dungen des dritten Grades gu verjprechen hat, Ry dem

i Ende
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Gnbe errvdge man, daf mantwegen y3 ¢ h == o drep Wey

the fur y hat, nemlich — ;"h, — m‘:"'h, — a2y h, toelde

a f ';' -'.F
it DenAusdrudt x = -1:* ;i;i gefest, drep Werthe von x oder

&
X’ X% 2 aehen,

Nimmt man daher die Sleichung x(k T y) =t gy
obet kx — £ (x — g)y = o, fo ergeben fich davaus fols
gende drey:

kx' — f— (x' — g)}Wh

II

o

Q

|

3
kx” — f— «x” — g)Wh
kx — f — «?(x — gWWh =0

2Addict man diefelben, fo befommt mam, da x* ¢ x Tx7=
—mund 1§ 2 T e2=o0if,
mk ..I. 3f ..I. (:{‘f .1. ax'! .}. ﬂ-z}imj\v;-h — 0

Multiplicivt man ferner die jwepte durd) « und die dritte
durh =2, und abdivt auch nun, fo wicd

k(x‘ "1‘ wx’? 'i‘ wi}:”’) - (x" -I- a2x! -l- MX’“)‘\;’.}] =0
Diefe Gleihung giedht

K& T axF a2x)

3
=
"lr K" + dlxuf ..I. xgxu

und toenn man diefen MWeeth in die erfic Bleichung beingt
und dutch k dividict, fo erhdit man

i " ot
m'i'i‘f'f' (X.«'l o Bl PN o
{4 k b <l ln, B
worausg fich
e (x § axt § azxi)e
Sk 3(x‘ + ax’ § a2x')

crgiedt,  Aus Ddiefem Yusdrucke 185t fich fogleich evfennen,
' daf
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e L :
vaf die Grdfie = nicht mebr ald jtoep verfhiedene Werthe

haben und aljo blop durd eine Gleichung vom jwepten Grade

X T ax'! 4 g2xitya
e ol

: (

geg:ben roerden fann, Denn dDerBraieh ; _
. > 'I‘; ax!? -:- wrx!?

) . R LA ST Ny TP
bleibt entrocder Derfelbe ober-geht in A ] e

X Bax™ 'i*;z-:-’.x"”
nber, menn man bie drep ﬁﬁutgcin x’, 3" x" verfegt. Nody
leichter dderseuat man {ich hicvvon, wenn mah den Rablet
und Renner der erften Funfiion durdh x* + xx” ta2x’ und
ben 34hler und Nenner Ser anbdern durd x foax Y Ea I
multiplicies.” Man erhalt nemiid durd diefe Diuitiplication
nad) per ochergehenden e, ‘ e

3

(x' T ax’ f a2x/)3 (x! T ax' fw2x')3 on
m2 — 3n- m2 —'3n
oder Mr. 7.
r'3 €3 At f i ti13
e AIND odet - und, —a
M+ == m2 —= 7 S M2~ 3n mz'-—g'n
3 i3 f :
fo baf die bepden- Werthe von T
! Lics ! ; - .-'-z-” 3
S0 T S e und — m — -
3(m2-—3n) 3(m2==3n)
oekden, oent 2% und 2!/ die Wurzeln, der oben- fiic z geges
benen Gleichung find.. A '
i8s e £ fod

Um zu bem Ausdeucke fir x, R:g} usuctutehren, fo
wolleh rir, da v darin eine 'burd; die Gleichnng y3Thee
beftimmte FWur;elgrdfe ift, Diefe 2Wurgelgrofe aus dem Nene
et wegbringen.  Died gefdieht; Wenn man den Sabler

Uz und
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und Nenner jenes Bruchs durch k3 — ky § y2 multiplicic,
indem er dadurd in
k2f + (k2g — kfy + (f — ke)y2 + gy?
e ‘
oder, twenn man — h fiie y3 fegt, in
kaf — hg t (k2g — kf)y T (f — kg)y=
k3. — h
pertoandelt wird.  Dicfe Grofe laft fid auf die einfadpere
Form a § by T ey2 gusiifihren und man hat alfo all
gemein

x=a%by{ecy? |
90 a, bund c unbeftimmte Coefficienten, und y die MWuryel
aus ciner roepglicdrigen Sleidung ded Dritten GSrades von

der Form y3 + h=oift

Diefer Yusdruck ift eben der, den Euler und Desout
aufgenommen Haden, um die Wurjeln der Sleichungen ded
dritten @rades andjudrucfen, und nodh ihrem Urtheile [aft
fidy verfelbe’ auf alle ubrige Gleidhungen augdehnen, Man
findet diefed audfufhelich im neunten Bande der neuei Gom
mentarien der ©St. Petersburgifhen Afademie der OB Jons
fdbaften und in den Memoiven der Parifer AEademic vom
Sabt 1765, :

{Int alfo Die Gleidungen des dritten Grades nad Diefer
Methode aufsuldfen hat man nue ndthig y vermittelft et
bepden Gleidhungen x = a T by T cy? und y3 th=0
egjufcdbaffen. Hiecdurdy beFommt man cine Gleichung file
x pom britten Grade, tie man fih davon durch dic vorhit
ccPlacte Gliminations Methode Hbereugen fann, Ve
gleicht man darauf diefe Gleidhung Slied fir Slied mit et

gegebenen; fo erhalt man drey Gleichungen, dermittelft wek

der ficp drep. von ben unbeftimmter Gydfen a, b, ¢, h 0¥
ftimmen
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fiimmen lafien, und die vievte fann nacdh) Gefallen angenoms
men werden, . Beszout fegt vom Unfang an h == — 1, aber
®ulee behalt folded bid ju Ende bev, und fent davauf dies
jenige Grofe = 1, melde ihm dasd einfacdfte Refultat ju
geben febeint.  Dies ift dev gange Unterfehied, mwelder fid)
swifchen bepder Wiethoden findet,

19,
{im diefe Metfode a priori gu pritfen, fuchen i nadh
unfern Grundianen die Ferm und den Grad dev Gleichuns
gen, wodurch die Coefficienten a, b, 1. befiimmt roecden.

3
Da die Bleidung y3 + h =o die drey Wurzeln, — v'h,

3 3
—ay h, —a2v'h hat, fo ceaeben fich daber fogleich fols
gende Drep Gleidhungen:

x! = g -— b}h'[‘ m}-h!-
x! = a — m’o}h i mzc}hi
M = a — x’b:fh 3y mc:f—hl
Yddirt man diefelben, fo beFommt man
s R e e e ey

Multiplicict man Hierauf die jwente durd 22 und die dritte
burdh. « und addict wiedet, fo woird

x! .}. “‘n_x:l ,.I. “xu: — gb‘;'h
und multiplicict man endlich die jroepte durdh « und die Dritte
durdh w2, fo findet man

' Joext’ b w2x = 38:"—11"
et man nun h = — 1, fo ergicht fich
x' o wx!!! § a2x”
3

3 c

bhiss
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X! oex' + g2y
3 Pl e

Diefe Ausdrade find aber cben die, toeldhe toic oben nad
der Sarbanijefen Regel fir dic Wurseln dee reducivten Gleis
dung des Dritten Gradeg gefurden haben, und ¢ folgt alfs
daraus, Daj aud) die Grofen b und ¢ durch eben die Gleis
duns vom jechéten Grade, toelde fidh wie eine Eleidhung
des gwenten Graded aufibfen 1G5, geaeben fevn werden,
Digle Gleibung it (Nr. 5.)

i

mn 2m3 T m2
5 (Pl oV il 3 ey i e azY3 =0
ys + (p e )y — )¥ =

und dies ift quch das, was esout nadh feinem Caleul g
funden hat.'

Get man aber, anftatt h=— 1 3u nehaen, mit
sEuiern b = 1, fo befommt man

3
T ax F a®x = — 3V 'h und x' F ax T «3x”

3
= 3¢V h2
Erhebt man dic evfie Gleichung sur dritten Dignitdt, fo witd
L] z :
— H = — (x4t wx +ow2x)3
457

oder wennt man die Benennungen der Sten Nr. braudt,

53 E(l
e hilmei s =
2% 27

Man ficht hictaus, daf die Gudfe —h durd eine Glets
dung vom gmesten Grade gegeben witd, deren Wurseln

£ i

— rid ; find. ~Dat man h gefunden, fo braucht man nur

et 5 {

Die gwepte Gleidbung mit der erften ju multipliciven, um

—.9ch = (x F wx ¢ a2z (x' F wxt w85

3u befommen, und diefes 185t fich (Nre16.) auf

— Qah
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— gch ='m2.— 3n
qutiffiabreen, woher
e 3!‘1 — TN
o =——= ir—
itd.
20

Die find die vornehmiten Methoben von denen, welde
mon bisher erfunden Bat, die Gleichungen 0ee prittin Gras
be8 aufrutdfen.  FNach der Unteefuchung, woeihe wir datiber
angefiellt habes, fiimmen fie im Grunbe mit cinander fibers
ein, mweil die Hauptfadie dabey auf die Erfindung redueictes
Bleidhungen anfommt, deren LWurgeln allgemein durdh x* f
ox!' 4 a2x odet durdh (x! L ex'/ T «2x7)3 ober, weldes
¢ben Darauf Binauslauft, ducch Gtdfen, welde diefen pros
poctionell find, ausgedrucft werden. Sn dem Falle, wo die
SBursel der teducirten Gleihung x + oax’ Fa2x' ift, ges
hiet diefe reducicte Gleichung jum fedpsten Grave, 166t fih
aber alg eine quadratifche Slaidhung auftdfen, weil fie blof
die dritte und fechste Dignitat dec unbefannten Srofe enthalt.
Den Grund davon findet man Rr. 6. Im enbern Talle,
toenn Die Iuzael der reducivten Sleihung (x'F ax' w2x')3
ift, gehout dicfe veducivte Gleichung gum jroepten Grade.
Diefes flieht theils nothroendiger Weife aus dem BVorherges
henden, sheild ift folches M. 9. divecte bewiefen toorden,

2[‘.

Ghe ich Ddiefen Abfchnitt Hefchlicfe reicd 8 toegen 0¢8
olgenden niiglich feyn, cin Paar TWorte uber die Anflofung
bet Sleichung x3 — 1 == o, deven TWureln it 1, « und 8
gefest haben, fo rie aud abet die Auftdfung dev augcuui:

nevn Gleichung xo —~ 1T =0 g1 fagen.
na4 Das
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Das fallt fogleich in- die Hugen, daf die eine von den
Wurjeln der Sleicdbung x3 — 1 die Finbeit ift.  Um alfo die
b:pben uibrigen FWureln ju finden, darf man diefe Sleichung
nue durd x — 1 dividiven.  Hierdurd) befdmmt man x2—
x T 1 =o, und daraus ergiebt fich

ke -3
X =
V 2.
Man hat demnach
— ] i S e e
o 5.4 3 und 8 = v 3
2 2

und fann fich feicht davon dberjengen, daf 8 = «2 ift, toit
Dereitd oben a priori geseiat worden. Denn erhebt mane
aum Quadrat, fo befommt man

el Mol ot B8 Gt o

4 2

@8 fey nberhaupt die ywengliedrige Gleichung xt —1
==0 gegeben. J#t n eine jufammengefeste Sabl oder n=py,
o veducirt fich die Uufidfung diefer Bleichung allemal ouf
die Uufidfung grocyer ahnlichen Gleichungen, wevon die eine
bem Grade p und die andere bem Girade q jugehdet.  Den
Jest man x9 = y, fo wird xn==y» und folalich yR — 120
Angenommen alfo, daf man diefe Gletchung tom Gradep
aufgelofet Habe, und daof « cine von den Wurjeln derfelben

q
fep, fo bat man x93 — 2 =0, oder menn man x = tV»
fegt, 19— 1= 0. St aber diefe Gleichung aunfgeldfet, 10

fennt man ben Werth von ¢ und folglich auch den von x.

Wenn ‘alfo' n'in der -Gleichung »0 — 1 = o ¢ine 4
jammeng=febte Yahlift, fo Pomme ed bey ihrer Aufldfung auf
die Yufidfung fo vieler Sleichungen on, als n Faftoven hHot,

i fo
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fo baf die Cpponenten diefer Gleidyungen diefe Faftoren vor
n find.

9lfo Gefteht Dag ganse Befchdfte in der NAufldfung der
Gleichung x» — I = o, wenn n ¢ine Primzabl ift,

@8 fen demnach n eine ungerade Sahl und die aufjulds
fende Gleichung x271* — 1 == o, Da 1 allemal eine Wur:
sl diefer Gleicbung ift, fo fann man Diefelbe durd x — x
Dividirer, too Denn der Duotient ift

x2P f x2P-T § x2P-2 } 3, P x2FxPI=0
Nun [agt fich aber diefe Gleidbung vom Grade 2p auf den
Grad p herabbringen, Denn dioidict man durdh xP und
fept die Glieder gufommen, die von dep WMitte gleich toeit
entfeent find, fo befommt man

I I
v A B T

T 110,

I
XP—I

Man fese x ¥ e v, und ethebe y jum Ouadrate, jum
X
Cubus 2. fo rwird
—— I e p— I_ . ol _I_
y:_,__;:-l-;;-f_, y3=x31 %3 * 3(*1 x) B
folglich
: I
X2 f — = y2 — 25 x3 '};:}'3 — 3%
und Gbechaupt
£(r-—3)

1 B
b & 'l' ; =,}"r — ry’=2 -1- ._.1_.‘.-—5-_-}-1 4

r(r — j.');r — 5}}:1'-6' 1,

diefe Reibe fo toeit fortgefest, bid man ju negativen Potes
ftaten von y Bommt.

s Bringt
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Bringt man demned diefe Subftititionen in dic vows
bergehende Gleidbung, fo erhilt man eine Gleicdhung fiiey,
mworin alle Poteftdten von y pofitiv find, und die hddfe Pos
teftat von y den Erponenten p hat, fo dag diefelbe yum pen
Grade gehort.

Jft man affo im Stande diefe Gleichung aufsuldfen, fo
finbet man dadurdy p Werthe von y, und jeder diefer Wep
the gicbt tarauf durd) die Aufldfung der Gleibung x2 —
xy T 1==o0 jwep Werthe fur x, Huf diefe Art bePommt
man sp Werthe fir x, und fept man daju die Ginkeit, f
Bat man alle Wurgeln der Gleichung x2p42 — 1 =g,

Folglic) Taffen fich dieBurgeln derGleichungen x2 — 1=
x3 —I=ound x¥ — 1 = o durch die blofe Eyteaction der
Quadratrwurgel finden, und man ift daher audh im Stande, die
Gleidhung x* — ¥ = o aufiuldfen, tenn n Feine andere cins
fache Faftoren enthdlt als 2, 3, 5 oder unter die Form

. 3% . 5" gehdet. RNimmt man die Aufidfurg der cubis
fdben Gleicbungen 3u Hulfe, fo ift auch die Auflofung dee
@121mung X7 — 1.= 0, fo wie aud bdie Huflofung der
@lﬂd)urq x". — 1 = o moglich, twenn n unter der SHorm

2, 3% . 5" . 7™ Degriffen ift.

Weiter Fann man indef nict geben, reif die Primgall
die qundchft auf 7 folat, 1rift.  Hiegu wicde die Nufldfung
Der Gileichung xIT — 1 =0 und alfo die Aufldfung etnee

Gleicbung vom finften Srade erfordect.

€8 mag inde n eine ahl bedeuten, wad fite cine ¢
toill, fo fann.man die Wyrzeln dep Gleichung xn — =0

allemal gudbructen, wenn man Die Lheilung des Umfangé

Def
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bes Kreifes in n Theile ju Huilfe nimmt, toie ngcdhher geseigh
erden toitd.

22,

Die Methode, toeldhe wiv-gebraudt Haben, um die

Gleidung x2? F x28=T Fae.f x T 1= 0 auf den Gead p
Yerabjubringen, 13§t fich Gberhaupt bey jeder Gleichung ans
wenben, deren Epponent eine gerabe Sabl ift und o die
pon der IMitte gleichweit abfichenden Glicder gleiche Coeffiz
cienten haben,  Denn nimmt man die Gieidung

x2P b ax2p-T  bx27-2 T, + bx2 fax 1 =0
und dividict diefelbe durch xp, {o beFommt man

P | I |
~B L ' Ll —p— ' P-2 e =
(e Ta(xe-X X}H) f b(xe-2 ¢ quz) . =0

fo Daff man Hier die Subftitutionen x + -;I; =y, %2 } lz
g X

=y2 .~ 2.3 brauchen Fann, toodurd die Gleidung e¢ine
Bleihung vom pten Srade wicd,

Wenn man die Gleihung
X2PtE F ax2P T bx2p-T § 3¢, F hxptx F hxe + 3,
+bx2 faxt 1 =o0 '
hatte, fo diacfte man dicfelbe nur auf folgende Art ordnen,
X2PHT o+ 5 F ax(x2p-T § 1) T bx2(x2P-3 f 1) T i
* hxitx 4.1} =0
um wahryunchmen; daf fie fih durd = + r dividiven 1aft.
Der Duotient, det aus dicfer Divifion entfpringt, ift fernes
X2p 4 x2P~T o x2pP-2 %k x3P=3 ko F K
Trax(g2p-2 f 23933 i F 1)
% bx2(x20-4 + x2p-F . T B)

und
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” and dieje Gleichung gehdrt unter die borhin betradstete Form,
fo Daf fie fich durd) eben die Methode auf den GSrad p hers
abbringen 1aGt.

Nioivre ift der evfre getvefen, der diefe Gigenfdraft bey
den gedachten Gleichungen bemerPt Hat, und ee bhat in fois
nen Milcellaneis analyticis di¢ allgemeine Form der verman
delten Gleicbung mitgetheilt, deren Srad nur halb fo hody
ift al$ der Grad der gegebenen Gleichung. Wir werden
weiter hin den Guund, wavum fich diefe Sleichunaen fo ves
Duciten lafien, a priori angeben,

23.
Um g1 Dee Ne. 21. gefundenen Formel
M | r(r —
T By g ing t "—T@F"‘“ —

gurictufefyren, fo ifk aus der Lehre von der Theilung des
fWinfel befannt, Daf wenn y = 2cof. ¢ gefesit twird
r(r—2)

2

e, § i1y y*=4 — 3, = 2cof.r@

ift. Seht man daher x + -:- = 2cof. ¢, fo hat man allge:

mein x° + ;—En = 2cof.n @, und ¢d beftehen folglich die beps

pen Gleichungen

x* — oxcof.0 +.1 = o-und

X210 — axticofing f 1 =0
gu gleicber Jeit, n mag cine Jahl bedeuten, tvad fur eine
¢8 mwill, fo daf die erfte nothrwendiger Weife cin Divifor von
Der gtoepten ift.

£ofet man nun diefe Gleichunaen nac Yot Vet quadratis
then Gleichungen auf, fo befommt mtan

¥ =
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x =col.¢g X fin.oy — 1 und

0 == cof.n¢ X finndy — 1I.
9ibtrabict man Hicr von dem doppelten Seichen, weldes ges
{wehen fann, da diefe Jeidhen in benden Gleidyungen diefels
ben fepn miffen, fo ift Elar, daf

x=cof.¢ T fin.¢y — I

die Aufidfung der Gleichung

0 cofing — fnngy —1=86
enthalt.

Seit man daher fin.np=—1o0 und cofno =1, wels

de8 no = 360° ober 7200 pber uberhaupt = m « 3600
giebt, wenn m jede gange Sahl bedeutet, fo befommt man

die Gleichung x» — 1 == o und Ddi¢ Aufldfung:derfeiben ift,

da Daben o= -?;- » 3609, tird,

X cofif;?-qﬁcﬂ i ﬁn.%.gf)oo\/' - 1

Dies ift ein aligemeiner Husdeud Fir alle Wharjeln der Gleis
dunig: xn — 1= o, und man echait alle diefe Wurielw,
menn man nach und naddh m = 1, 2, 3 . bid'n mit cinges
fblofflen anpimmt. .SBean.man.m > n annehmen wollte, fo
wicden diefelben Weethe wiederfchren, die man bey m<n
gefunden Hatte.

24,

Bep diefer Hufldfung miffen alle Wurgeln der Gleidung
X — § = o von einandev verfchicden fepn, tweil ed Feine
jwen von einander verfhiedene Bogen giebt, deren Sinus
und Gofinus su gleidher Reie einander gleich waven. - Aufers
dem find alfe diefe FWurseln imiagin&r big auf die lefite, el

&e allemal = 1 ift, und dicjenige, welde ju m = -2 aehort,

foenn
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tenn n einé gorade Jabhl ift, denn diefe iff = = 1. Dem
. r e . - v m

foll dec imaginare Lheil verfhwinden, fo muf — .360°=¢
“n

feom, und diefes findet nur dann fratt,  toenf des Bogen'ents

fweder 3600 oder 1800 gleich ift, fo daf man entweder —
n

=1 odet =12, folglih enttveder m ==n oberm = —Etjur.

G erfren Fall ift-der. reelle Theil cofs — 360° = cof:360*
n
== T und int ‘andern cof, 1800 ='- 1,
Sest man nanmehe -
2600 3600

| fin.
n

fo hat man nach den vorheraehenden Sormeln

& =— cof.

o"-ﬁ—"‘{

sl = cof.% . 360° ﬁn.-nl, 3600y — I
i 1l

fo daf bie Wurseln der Gleidning x» = =0 indgefomnt

durch die Poteftaten von* 2 audgedruckt werden. "G4 find

demnady Diefe Wurgeln =, k2] w3 o, &1, und dieleptc odet
1 - X n

«n ift allemal = 1, fo wie die, welde durch « 2 audgedrudt

witd, tenn n eine gevade Sabl ift, = — 1.

Wenn'n- eine Primsabl ift, fo Fann man alle Oargeln
er Gleichung xn — 1 = o diivdy die Poteftaten efner jeden
von' diefen Wurzeln ausdeucken, Hlof die letste Davon aufge
fnommen. - Denn 8 fen 5 €. n =3, und alfo die Wrryeln
#, «%) a3, Fimmt man fratt der Wurgel » die folgendes?
fo hat.man «2, w4, «6, Do aber wie= I ift, fo twitd
«% = und «6 =43, ynd man hat alfo Hicr #2, «, &3

mie
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wie porhin. - §ft n == 5, fo fiad Die Wurjeln «, «*) o3, us,
5, Jimmt man nen «2 fiatt =, o hat man dageden «2;
ad, a0, «8, X0, D, B, Da «F =1 ift 2, «4, «, a3, a¥:
Simmt man «3 ftatt « fo findet man auf ahnliche Avt, weil
W == 1 it 23, o, u#, «2, «5, und nimmt man =% fo ets
halt man =4, a3, «*, @, a5, affo allemal Diefelben Wurseln
nue in einer andern Ordnung.

Ueberhaupt fep «m eine von den n Wuegeln =, a2, 2316,

@ und m < n, n abet cine Primzahl,  Nimmt man Diefe
SBurgel fratt &, fo befommt man aim, 20, Z3m )¢, gnm,
tafit man nun von den Gyponenten 2m, 3m, 4m 1, 1OeNK
fie grofer alé n find, dag grdfite in ifnen enibaltene BWiels
fahe bon n roeg, und begeichnet die Refte durchp, g r, 2.
fo befommt man die TWurgeln 1, ‘«p, «d, a7, 26 &M, WD
i behaupte, daf dieRablen m; p, g, rund n, davonTeine
grofier alé o iff, nothioendig indgefammt von einander veys
fibicden find. Denn follten jtoey davon 3. B. p und r einans
ber gleid) fepm, formafite dic Differeny stoifdhen 2m und 4m,
dap und r vonthinen die Refte find, mweldye fbrig bleibew;
nadem man das grdfte in ihnen enthaltene BVielfache von
nvon ifnen abgezoaen hat, durd n theilbar fepn, meldes
unmdglich ift, da n cine Primpahl und m < n ift. Da alfe
bieSablen m, P g, 1, i Derlenge nach n — 1 und dabey
inggefammt von einander verfdbieben und Fleiner find 4l n,
0 ift flav, daf fie feine andere Rahlen fepn Edmnen ald 1, 2,
dun— 1, Folglih find die Wurgeln «m, 2P ald, af, 2.
eben diefelben a'S w, 2, a3, ad, 2. &0, G8'ift leicht eingu=
fehen, daf der vorhergeHende Beroeis noch feine Krafr be
halt, wenn audb n feine Primzahl an fich, fondern nur m
dergleichen geqen n ift.  Allein find m und n feine Primyahs
len ju einanbder und ift 19t groftes gemeinfbaftliched Maaki L,
i»
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fo ficht man leicht, daf die Sablen m; p, g r, 1. duechl
theilbar find, fo dag diefe Sablen nichts anders alé Biclfade
von 1 fepn f8nnen, twelde fleiner alé n find,

Hievaus Lafit fid leicht allgemein fdbliefen, Daf wan
alle MWurgeln «, «?,.83, 3¢ <" der Gleidhung x° —1=0
durdh die 1fte, 2te, 3te, 2. nte Dignitat einer jeden diefer |
SBurgeln, die unter die Form «m gehdre, ausdrucken fonne,
tofern m und n Peimgahlen zu einanbder find.  Uber wenn
m gegen n gebalten Feine Primpabl ift, fondern bepde Rah
Len Das grdfite gemeinfdhaftlishe Maaf 1 Haben, fo befommt
man auf diefe Urt blof die Wurgeln «!, «2L 231, 1, <" ynbd

jebe Davon fo vielmal alé dfe aablil‘- Ginleiten Hat. Muh

1afit fih aus den vorhergehenden Formeln leicht evfennen;
Daf diefe lesten Wurzeln jugleich die Wurzeln der Gleidung
%xf — 3 == o find, wenn 1f = n genommen tird.

Da alfo die Wurseln der Gleichung x8 — 1 = o durd
% w2, 3,1 a® ausgedeuctt werden, und o8 =1 ift, f0

: : ¢ I I PR ¢
crhyellet, daf man diefelbent audy durdh —, —, —, w. =
o &2 '._."3 “lI.
a0 ! | § :
darftellen fann, toell = = an=1; — = i3y, ife
“

Da ferner in der Gleichung x» — 1 das gwepts Glied
fehlt, fo hat man allemal « F 2 + «3 4 2. a0 =0, U

gr-f T I :
ghen fo — — — + . F — = o, llad wenn n cie
% a* a3 al

aufammengefetste Sahi von dev Form If ift, fo ift feener ' f

I I | |
I 1 — = - e Selap ety = —_— =0
_— ’}.“*T“u © ] TgiiT.pii‘i.“ .Pun y

deds
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dedaleichen auch «f F a2f f p3f g o e it = o, und
1 I I I '

ST o TR

o w2t PR an

— 0,

Diefe BDemerFfunaen
ecden uns in der Folge niiklich fepm.

) 25.
Dier find gum Befhluf die Wurseln der Gleichung xn —

I=ovonn=—1 big jun=6.

n=2 == — 171, 2 = I
— 1TV —3 —_—p =y —
TR S, a2o== ?,
2 2
A e
N gy e =V — I, a2=— 1, e¥=— — i
ek = 1
W oo T daE)
Vi§ =1+ F (10T 3V 5)
P — T A
4 -
V5 & F(10 — 2/ 5)
‘S.I \\IO *\;
w2 — i DWF—“I
4 i .
Y (10o—2v5) V§ 1
“3 = T w’-I-v.r"—x
4 4
V(o $2v5) , V5—1
X e — « 2 N e e
4 ok
S oy
If v — 1+ —
11:6,&:—L—-*§,#32 1‘[,‘3
2 2
T TELNY Bt
;.;3:—1, ad = 2
=
TrEd ik
as =— o 3,:&5=I

2
Wollte man den Werth fir & aus dee Bleibung x7 — ¥
=0 haben, fo mifite man, mwie bereitd oben bemerft rors
¥ eine @leichung vom dritten Grade aufldfen, - Sept man
x nemlich
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nemlich in Den Formeln der 21ften Ne. p = 3, fo bePommt
man fiie y die Gleichung
 yityr—2y—1=0
toclde al8 Gleichung des dritten Graded allemal einen reelled
Werth hat. Bringt man diefen Werth in die Sleicdung
x2 — xy T 1 = o, fo findet man daraus x odber
S B el oe-d)
2
MWas die Gleichungen x8 — 1 =0, x9 — 1 = o Ynd x10
— 1= o betrifft, fo fann man die Wurgeln davon durd
blofe Quadratrourseln ausdrucfen, aber die Gleichung x11
= 1 == 0 etfordert die Huflbfung der Gleichung desd funften
Grades
ys 14 —ay3 =3y taytiEe
nadh telcher man fir & denfelben Husdrud beFommt il
oben,

Sweyter Abfchnite.

Von der Auflbfung der Gleichung des biesten
Brades.
26,

@8 ift befannt, daf Seeravr, ein Reitgenofie und Gy
ler Cardans der erfte gemefen, der eine allgemeine Rege
aut Aufidfung ver Gleichungen des vierten Grades ecfunden
Cr theilt die gegedene Gleichung in wey Iheife, und feit
bavauf ju bepden eine foldhe Srofe hingu, daf man aus ¢
Dem befonders die Duabdrattoursel siehen fann, woduvch die
Gleichung auf den jtoenten Grad hecabgedracht wicd. Diefe

Methode, die unfreitig unter allen ju ahnticher Y0ficht e
fundes
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fundenen die finnreichfte iff, haben tarauf alle Analvfien
por Des Carees angenomnien; allein diefer bielt ¢8 fiie bef:
fer, dafiir eine andere ju gebrauden, die jwar toeniger einz
fach und roeniger divect, abec gleichrwoh! in mandyerlen Nk
fidot der Fatur der Gleichungen angemeffencr ift. Wit wols
len daven anfangen, dafi wic diefe bepden Methoden nach
einander untevfuchen, und dann ju den AbFigen Methoden
fortfcbreiten, unter roeldhen die von Tichienbaufen;, Eulern
und Zesout die vornehmften find.

- S¢b fese mit Sevvari vovaus, daf die aufsuldfende Gleis
hung ves vievten Grades das jwente Slied nicht habe, und
aljo folgende fey:

x4 + nx2 +px + g=o,

Bringt man hier alle Glieder aufer dem erfien auf die ans
dere Seite, und fept dann auf bepden Seiten 2y x2 | y2
Daju, wo y eine unbeftimmte Grdfe ift, fo beFommt man

x4 T 2yx2 4} y2 = (2y — n)x2 — px § y2 — q.
Die erfte Halfte diefer Gleichung geigt fidh fogleich alg das
Duadrat von x2 Ty, und ¢8 fommt alfo blof darauf an,
auc) die ymepte ju einem Huadrate ju machen. R diefem
Cnde muf man das Duadrat der HAlfte ves Co:fFicienten
Des jwepten Gliedes — px dem Produfte der Coefficienten
der bepden Gibrigen Glicder gleich fesen. Diefes gieds die
Bedingung |

p?.
st (2y — n)(y2 — q)
oder
n v QEai— 2
i —qy } H—t =,

3
Segt man demnach die ufldfung diefes Gleichung und alfo
- X a ven
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Den TWerth von ¥ ald befannt voraus, fo twivd die jvente
Halfte der gegebenen Gleichung

: 2
(2y —'n)2

und 3ieht man nun aus bepden Halften die Duadratiovrsel,
fo beFommt man die Sleichung

(a5 = n)(x —

: P :
%2 Fye= (x — ———)W {2y — n
T 7 Ay =) y )

footin die Hochfte @ignitﬁt pon x Die jwepte ift, und toobey
fich daher weiter Feine Schiierigfeit findet,  Sest man der,
Surge wegen
z = V(2y — n)
fo toitd

i $ y, P
X2 = ZX T=— == @

et 27

und folafid

]
2§ V(2 — 2 — gy)

X e
2

oder, twenn man den Verth von & twieder braudt,

Viy — m) F V(= 2y —n — —2

Viey — 1)

X =
3

-1

und dicfer Yusdruct gicht die vier Wurgeln der gegebenen
Gleichung, twoenn man davin nadh und nady die Hepden Wur
aelgrofen pofitiv und negativ nimmt,

27.

@8 ift indef bey diefer Methode nicht fchlechthin noths
toendig, daf bie aufsuldfende Gleichung dag jwepte Glied
nicht habe, fondern fie (3t fich auch bep vellftdndigen Gleis
chungen, toie

x4
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x4 + mx2 ¢ nx2 +pxt q =0
anenden, wennman bdie ecfre Halfte nidt jum Duadrate

s mx :
bon x2 T y, fondern von x2 + — T ymadht. Denn bringt

man, tote borhin, die drep lesten Glieder der vorfiehenden
Gleiung auf die andeve Seite und fent darauf auf bepden

| . .m2
(ay T -*4—Jx3 T myx T y2 daju, fo befommt man

1%

S mX m

&2 F = )2 = (25 + =
2 B
(;_l.

Faya—

— n)x2 ¢ (my—p)x

Um nun auch das twepte Glied in ein Duadrat ju verwans
beln, feke man :
By ——2§ = ol o =
(——)2 = (v ¥ Ty A=g);
toodurch man die cubifde Gleichung beFommt
n ,,.mp—4q (40— m2)g—p2
52 Ry T =0,
2 (& T g
Hat man aug, diefec Gleichung, die toir in der Folge die res
ducivte Gleichung nennen.wollen, den Werth von y gefuns
den, und dabey der Kirze wegen

m2

z:{(zyi‘———-—n)
4 :

gefest, fo hat man

Y =="P.a

— )%

DR

- mx g ;
(X‘T';T}’,z-'“—‘z”(x?

und gieht man-aus bepden Halften vie Duadratroursel, fo
mitd '

mx my —
%2 P —P g—= zx } }’___1-:*
2 2%
oder




1, BWon dben Gleichunaen,

m . m -;—p
ﬁ‘"{'(———ﬁxz‘y*—“-—y =30
2 2%

oder

z —_‘?“"I‘V"(zz— mz ??—4}' 'f""————-—gl\ my:- p})

X= =

2

oder, toenn man den Werth von z wieder braudt,

|
. —m3—mnt2p

Mmoo m2 M= 4
“e ;‘l‘\faﬂ}'?? ==V Tet— =)

= m=
Y (2yt——n)
4

X —

2
und diefer Ausdruct gichbt ebenfalls alle vier Wurzeln der
geaebenen Gleicbung, twenn man die darin vorfommenden
FBurselgrofen nach vnd nacdh pofitiv und negatio nimmt,

28.

Da die teducicte Gleichung fir y eine cubifdre Gileichung
ift, fo bat diefelbe nothroendiger Weife drep IWurseln, und
fede diefer Wirseln Pann in den Yusdruck flir x gefent wers
den.  Da alfo die LBurgelgrofien in diefemn Yusdruche theild
politiv theil negatip genommen twecden fonnen, fo evacben
fich daber jwoli Werthe von x, und ed Lalfit fidh daraus leicdht
beurtheilen, daf die vorhergehende Aufidfung eigentlich eine
Nufidfung einer GSleichung des jrodiften Grades ift.

Um diefe Gleichung ju finden muf man y aus dem Huds
prucke fie x wegzufchaffen fuden, und davauf die Wurgel
grofen mwegbringen. - Obder man fann audy fogleid) die tos
tionale Gleichung

D . , my —
(2% e §ih S S0 % _:l;_z_z__PJ:

nehmen,




™ v = TS

o s A
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nehmen, und hat alédann blo§ y wegiuidafien, naddem
2

m
man fir z2 den Werth 2y T s n gefest Hat.

Der grofern YllgemeinBeit tvegen toollen toir 22 (anfratt
m? =

2y F == — n) = k(2y T m:- — n) fegen, wo offensz '
e

bar ift, DaB der Coefficient k in dem Grade der gefuchten

Bleicoung feine Veranderung machen fann, - Auf diefe Art

hat man

L)

(2 += + 0= klay + — — mx® | (my—ps

% (my — P)’

B 1t
4k(2y T e —a)

2
, aus der Gleidhung fir y,

oder da .(_n.-ll‘l.;E}_

= (ey 1 “{;— — n)(y? — q) ift
mz
(2 % ? ot e g e L

Yo
=

oder

x4 + mx3 + (kn ¥ (@ — K)(2y ¥ 17-‘:;-?-)):'42 Text

gt ko= 1 sl

k
€8 fep ber Kitze wegen |
x4 + mx3 $nx*tpxtg=X
ud k — 1 = h, fo vertoandelt fih die vorhergehende
Bleihung in

X 4 X%
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ot m? y2 =i q
b, o T e S e *
1 i 3 }’)X ;- k

tnd aus b'iefer Gleichung hat man nun mittelft det Gleichung
mp-— 29 - (40 —insjg—p2 &
4 8

=0

n
L e e
¥ =7 T

blofi y weasufchaffen.

€8 fepen y/, y“, '/, die drey Wuraeln Diefer Gleidhung,
fo Fann die Gleidhung fiir x, welde fich durch die Eliming
tion der unbefannten Grdfie y ergiebt, nad Ne. 13. dued
Das Produft aus tolgenden drep Grofen borgefiellt twetden

m2 e SR
X h — — — ' } - 5 At e il
: T h((n 4 2y’ )x2 + 2 )
B .nﬂ'z SE S
X + h((n — = — 2y/)z2 4 1 S
,1 4 k
2 H!:ﬂ_pr e,
X T h{(n — T =2y N% 4 Y = q}

foentt man diefes Produft = o ‘feft.  E8 fep dee Kiye
wegen :
A= X+ hi{(n — -;-]:-1-.»):-:2 — —:_l
B =  — 2hx2
h

L

C
Sept man

1}

f, e Yf .I.. Y” ..E. }I,H!
~— },..f},u‘ .I, Y.iy.ln‘ ,f. },H}_f'.-'»
— ),fg, i,. yuz T },n;z
— .}’{Y”}'M
g — Y!z}!h’: .f. },f:'.y”-“z .i. yuzynfg
fo foied das gedadhte Produft
A% T A2Bx T A2Cy + AB28 1 ARC(s8 — 33)
~ o F AC2e + B33 F B2Gud T BC2gd + C322,

&% R w

@6
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&4 fep ferner der Kirge toegen

n mp — 2
a = —, b= P ik
ing 2 2
: BREE e ST N
3 il
fo daf die Gleichung fir y I
T }73——3}"‘1"1}}?—"(’:ﬁ0
’g’ foerde: fo ift twegen der Natur der Gletchungen
‘i‘ sac=a, g=0b, ¥=c, und alfo
.1 v == a2 — 2b und s = b2 — nac
Zolglich ift die durch die Climination von y aus den beyden
Bleidhungen
}r3-—ay2'i‘by'—-c=0
gejuchte Gleichbung ;
A3 h aA2bB + (az2—zb)A2C} bAB2 T (ab—13c)ARC
b + (b2 — 2ac)AC2 } c¢B3 T acB2C T bcBC2
b

f 203 =0,
Bringt man die TWerthe von A, B, C und a, by c in diefe
Gleibung , fo hat man eine Gieichung flie'x vom jrodiften
Brade, toeil A alle Poteftaten von x bi§ jur vievten, B biph
x2 und diefibrigen @rdfien x gar nicht enthalten,

Die Auflidfung diefer Gleichung ded swodlften GBrades
ift alfo die obige

e . mA amy — p
z-——;—ifgzz——mz']*n——4}"§°——h-_’ )
X = - -
2
wen man
< mﬁ ;
z =% 2y T — — nk
' &4
fegt, und ed'gicht Hice Feine uberliffige Wurgeln, toeil die

$ X 5 drep

L}




S

B UMy

840 "1, Bon den Gleidyungen,

drey Merthe von y verbunden mit den doppelten Seichen der
bepden Wurgelgedfen genau Ddie jrodlf Wurseln der gedady
ten Gletchung geben,

FNun wollen twir k = 1 fegen, um den Fall der o7ften
N ju beFommen.  Hiedurd) wicd h = o, und folglih A=
X = x4 T mx3{nx2 +pxTq; B=ound C=o
Pluf diefe vt veducivt fich die obige Gleichung auf A3 =o

- pber

(x4 T mx% }nx2 Ppx T )8 =0
Dicfe Gleichung ift, wie in bdie Nugen fallt, die gegebens
Gleichung in der dritten Poteftat, fo daf fie Feine anbese
Wurgeln Haben fann als diefe, aber eine jede drepfach.

Man ficht Hieraus, mwarum der fir die Wursel einee
Bleichung ded vierten Grades gefundene Ausdruct in der
Zhat jdlf SBurseln in fid fafit, die fich auf vier jurictbrin
gen faffen, toeil jede davon swepen andern gleich ift,  Uuf
forbem geigt Der pothergehende Berocid, daf die gleiden
SBuryeln blof von der Weglhaffung der Groge y und nidt
pon Dem Doppelten Jeichen der Wurzelgrdfen abhangen.
Man mag alfo in dem Husdrucde flir x einen Werth vony
gebrauden, was fir einen man will, fo bePommt man ims
mer diefélben vier Wurzeln,

20,

Um Diefen Gegenftand in ein noch Hellcred Licht su feten,
bemerfe ich, daf fich die gegebene Gleichung vermiteelft dee
veducirten, weldbe wegen ilyrer drepfachen Iurgel auf dreys
facbe Act ftatt Haben fann, auf folgende Weife Darftellen
tags

R 1154 m e
(X2 " oo = 2 Yk O 4 P
LX I [ Y& = ‘..-{‘\.L i
2 2z=

)2 =0

R, 27
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t R, 27, und daf daher diefelbe nichts anders ift alg das
i Nroduft aus
e o i A
N e =t E R
!
- 2 ! e el s
=8 2 =y Sas T o) =0
3' i
0 obet
] m m ———
(= foxfyt ——T =0
2 2z
¢ xzhi-(_n}_._z:x-l-}r_lj._}.r.___..P:g
¢ 2 2z
i, &8 gicht demnach die Aufldfung derfelben allemal dies
y felben vicr FWurseln, man mag fiic y ene Wurzel fesen, was
i fiiv eine man il
RNennt man nun die vier Wurseln der gegebenen Gleiz
f dung a, b, c, d, fo mitfien swep davon in der einen und jwey
’ in der andern Gleichung entbhalten fepn,  Auf diefe Art hat
| man wegen der Natue der Gleidungen
! a'{'b::-—r-;——uz, ab:y‘i‘g}—yﬁ:-ﬁ
c‘f‘d::—-—r—n- il 7 cd:}r——m
2 2z
und daraus fliekt
Iy ¢ctd—a—b
Z —
Y ] 2
lé ~ ‘ab T ed
i e 5
Diefer MWerth von y jeiat foaletd, warum die reducicte Glets
dung eine Gleichung vom dritten Grade ift. €8 muf nems
lidy y fo oiel pecfebiedene Werthe haben, als man Die Gros
/ : gen
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- ; : ab *} ¢d
fiensa, b, c, d in Dem Ausbrucle 12 verfessen Fann, tels
d*té lediglich auf folaenbde w,s; Arten moglich ift
ab I. cd
ac | bd
2
ad } ¢cb
20.

Bermittelft diefer Bemerfung afit fich eine divecte My
thode finden, ju der veducicten Gleichung ded vievten Gror
' Des und durch diefe ju einer allgemeinen Aufldfung der Glei:

chungen diefed Graded ju gelangen. Denn da die Combinas
tion ab T cd der vier Wurelh a, b, ¢, d nidyt mehr als drey
Beranderungen julaft, nemlich ab + ed, ac + bd, ad 1 cb,
fo folgt, daf man, ab 1t cd = u gefesst, eine Sleichung des
dritten Grades fHaben twerde, deven Wurgeln ab § cd,
ac | bd, ad { be find, Diefe Gleichung Hat die Form

u3 — Auz T Bu — C=o

und es ift nach der Natur der Gleichungen

A= ab f cd fact bd t ad+ch S

B = (ab t cd)(ac  bd) ¥ (ab+ cd)(ad } cb)

T (ac f bd)(ad § cb)
C= @bt cd)(act bd)(ad F cb)
odet
ab T ac T ad T be F bd ¢
az2(bc % bd + cd) T b3(ac *E' ad F ¢d)
ab frad F bd) + d2(abfrac T be)

3 '1'*0 T d2) } azb2e2 t azb2d?
i 2

Il

=]

14

Jtun

IS T - T — S — N — - |
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M ift leicht einjufelen, dafs die Werthe von A, B, C durd
die Coefficienten der gegebenen Gletdhung m, n, p, q geges
ben feyn miffer und jroar ofne Crtraction der Wurseln, ina
bem fie vivfelben bleiben, man mag die Burseln diefer Gleiz
gung a, b, c, d verfegen wie man will, Audh ift in dee
That '

=4 T bhTelqd

= ab fTac f ad T bcF bdJcd

— abc |} abd }t acd o} bed

= abcd

ind folglich fogleich

|
ooz B

A=,
Um B ju finden bemerPe man, daf
a(bc + bd + ¢d) = — p — bed
b(ac + ad f ¢d) = — p — acd
2. :
folghich
B=(@tbtctd % —p=—gabed
oder
b= mp — 4q
it MBag endlich C betrift, fo if
a2 T b2 f ¢c2 f d2 = m2 — 2n, und folglich
abed(az 4 b2 | c2 + d2) = (m* — 2n)g
Um feence. den wbrigen Thyeil davon ju finden, made mat
% Duadtat von p, tworqus man
a?h3c? 4 a%h3d® + a2c2d® F b2c2d? =
P* — 2abcd(ab §ac be $ad + bd ¥ cd) =
p? — 2nq, und folglich
| C = (m* — 4mgq t p>
fnben titd, * 9uf diefe st twird die veducirte Gleihung
43 =nuz f (mp — 4q)u — (m* — 4n)g —p2 =¢,
und
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834 1. SBon ben Gileichunaen,

und diefe Gleihung fimme mit dev obigen fiiv y Nu.ay
durcdhaus fiberein, wenn man uw = 2y feft.

31,

Sefit toollen toir fehen, toie man, wenn man eine
$Berth von u Fennt, die vier Wurzelna, b, ¢, d findet, D
u=abtcd und abcd = g ift, fo exhellet, daff dic beys
den Grofien ab und cd die Wucgeln diefer quadratifchen
Sleihung

t2 —utfg=o
find. SNennt man demnach die Wurgeln diefer Sleidung
t/ und t% fo Hat man abe==t’ und ed =, Ferner if
—p=ablcTd Tecd(ath) = t2(efd)tt(ath)
und fo hat man, daatbfcfd=—mijft

p — mt’
a*}‘b_—-——-t._t”
-—P'—'mt"
c'f'd_——-—-t”_tf

Da alfoab =t' und cd = t“ ift, fo echellet, daff a unbk
die Wurgeln aus

i/
PN s
T ety

und ¢ und d die Wurgeln aus

xZ

X2 o

t ¢
find.  Man fieht hieraus, daf e hinveicht, eine Wurgel et
reducicten Gleichung fiic u ju Pennen, um die vier Wursels
det gegebenen Gleichung a, b, ¢ und d w finden, und dif
jede Diefer Wurjeln der reducicten Gleichung diefelben vier
Wurgeln a, b, c und d giebt. Denn hase man u =4
f bd oder uz=ad | bc anfiatt u=ab T cd genommer

fo wire dadurch weiter Feine Veranderung entfianden, ﬂf:
bab
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dafi in den Formeln b in ¢ odet in d umgePehrt fibergegans
gen warce.

33,

Man Fann die Gleidbungen ded viecten Grades noch
auf cine leichtere und einfacheve Weife vevmittelft einer ves
: & e 2 ¥d—a—b

ducirten Gleichung auflofen, deven Wurgel z = 53——2—3“—
Re.29. ober s =c +d = a=—bift, enn man s =23
fest. Um Den Grad und die Form diefer Glerchung Fennen
it lernen, dacf man nue die Verferungen aufjuchen, welde

bep Den Budbftaben 3, b, ¢, d moglich find. Dies find fols:

gende fechs

Da dies die Wuryeln dee teducivten Gleichung fur s find, fe
gehdet  diefe Gleichung nothroendig jum fechdten Srade.
Alein da porhergehende fechs Grifen ju fe jroepen genoms
men einander gleich und nur in Anfehung der Jeichen pers
fbicden find, fo Fann die reducicte Gleichung blof gerade

Dignitdten pon s enthalten, und (At fid alfo wie eine cubiz i

fhe Bleichung behandeln,

Sent man bemnach s2 = ¢t, fo hat man eine veducivte
Bleihung flie ¢ vom dritten Grade, deren Wurseln
(@t bh—c— d):
(ate—b~-—d:2z
(atd—b—c)s
find.

£ T,
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find,  Man Fann alfo diefe Gleichung finben, tvenn man die
Coeffictenten Derfelben fucht, twie wiv oben Ne. 30. bep der
teducirten Gleichung fue u gethan haben. &8 ift indef hiee
genug su bemerfen, daf das Ouadrat von a +b —¢& —d
ift, a2+ b2Fc2 fd2+2abfacd —-2a¢c — 24d =
abe —2bd. '~ Denn da ab T ac f ad | be + bd | cd =n;
azftb2fc2tdi=m2 —on;ud(ath—c-=4d2
=s2 =t ift, fo hat man t=m2 — 4n } 4(ab }cd)
pder t = m2 — 4n t 4u.  Nuf diefe Avt fann man die ger
fuchte veducivte Gleichung fir ¢ beFommen, toenn man in der

T — m2 n ]
T4 an dig

educicten Gleichung fie u Nr. 30.

Stelle von u feit. Hiedurh erhalt man
t3(3m2 — gnt)2 | (3m4—16m2n "} r6n2 T 16mp — 64q)t
— (m3— 4mn — 8p)2 = o
£afit man ¢/, t¥, ' die drey Wurgeln diefer Gleichung foon,
fo hat man

(afth—c—d)2 =t

(atTe—b—d)z2=?

@ftd—Db—c2=1r"
Hnd davaus evgiebt fich

2t b—c—d=t

atc—b—d=vt"

afd—b—c=vyt"

Berbindet man diefe Gleichung mit
atbhetdes—-m
fo findet man fiv jede der vier Wurgeln a, b, ¢, d die Wer
the, nemlich
g i S g B AL
4
—m V= Y

4

b =
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— m = yfgfod Yttt Vel

4
— M — ! — e

d = —

Huf diefe Avt Hat man die vier =Bur5uin Der aegebenen Gleis
tdung obhne die Buflifung ciner andern Gicichy: 1q als Der
file ¢ Yllein eg -'-::tqt fich Bier eine Schmwievigeit. Da
nemith die Wurselavdfien vVt v, V' pofitin und ne:s
gatio gesommen roerden fdnnen, fo fcblieBen fie aud) fo.gende
Brogen ein,

i 1 Y A S i N 3

4
J b L

=% ot L
4

T ‘v,r‘t.r ..i.‘ ,‘f"tu ..1. ‘{"tfﬂ
4

g T ey WG ..',:“'E.a £ .\;‘tn T \f“tu.r
4

weldbe nicht die MWerthe der vier Wuryelna, b, ¢, d fondern

die Werthe ihrer @rganjungen ju det Summe a + Ibtect
d=— m find,

Man braucht indef nicht 3u wiffen, wag fir cin Seichen
jde der gedachten Wurjelgrofen haben mug, fondern o8 ift
genug, baf man teiff, ob encweder die eine pofitiv und die
benden anbern pofitiv. oder negativ, oder ob Ddie eine
TeGativ und die bepden andern pofitiv oder negativ genoms
men weeden mifen. Denn e ift leicht eingufehen, daf die
bothin gefundenen Nugdeircfe firr die Wurjeln a, b, ¢, d
allemal diefelben ¥Wecthe geben, twenn man die Beichen je
iever von den Wurselgrdfen v'e!, V', Ve gugleich vep:
andert und baa Seichent der dritten bepbehalt,  Folglich

9 fommt
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fommt alled auf die ' *:H'”q peg 3 t“ Ve Produbts
aus v't,, ¥t w.fi:'” an. - FNun if aus der Gleichung firt
| ol EEE e {:‘.13 — 4mn T Spj-i’?

I,
i und alfo
' m3 — gmn } 8p = Vt'. Vit . N
Mereichnet mian daher die Werthe der Wurgelgrofen Vit
VOt Ve pofitio genommen, Surdy 94, & 8%, fo daj
Ll S R R R VR LS A e s v
muf man, tweanm3 — gmn F §p cine pofitive Grofe if
- entiveder
i i DR L L L At
! oder
: Vit = 3 und yitl= & ’3,.«’ Vit e & QU
i piee
Bt 8 L S LRRE VT 1. e~ oA LR V80 oy — 2
l : i sehmen, uad man hat in diefem Falle fir die oier Wuryh
; der gegebenen Gleichuny folgende vier MWerthe
—m + 5 S g s
| 4
“em .i. Qb oo MR LT
| 4
! —m — & J & — 5
4
o D RS A
4
A

Nt Hingegen m3s — amn F8p eitte negative Grofie, o
muf man entiveder '
Vth o= g und Ve 2= E G e = 2 R

r
poer
SETH i SRR T e TN e e g
oDet

VU = e 3 and Vit == 8, e mmiE 80
nepme
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U
o
\O

nehmen, und dies giebt fir dic gefuchten picr Wurzeln die
Werthe _
—— .I. 5_.* .:. .9” A 9#{;

S

4
—m' 8§k g
4
— m — 8/ - §H & g
4
e late O Sl
4
33

Die Fevrarifdhe Methode, mweldbe tir bigher unterfudht
haben, hat uns gur erfallung der Gleihung des vierten
Brades

34 +mx3 Fnx2 }px F q =
in die beyden Sleichungen vom gwenten Grade (Ne; 29.)
2t (=t axty t L P

- 2

Rl iy ) —_—— —
21( Z)x Ty = o

aeleitet, aus bucn Yufldfung fich die vier Wurseln der gege:
benen Gleichung crgeben. Man hatte quf eine einfadpere
und directere Act eben diefe Gleichung audh alg das Pros
duft qus
X2 fX + ¢ 20
x2 +hx + k = o
beteachten und davauf die Coefficienten £ g, b, k durch die
%Ergletcbung der homologen Glieder beftimmen Fonnen, wie
Dis Cavees gethan hat, Denn multiplicict man diefe beys
On Gleichungen mit einander, fo beFommt man
2 T(fth)x3 4 (Fh + g+ K)x2 + (fk 1 gh)x' ¢ gk=o0
Y 2 | und
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und die Bergleichung diefer Gicichung mit
x4 T mx3 t nx2 fpxtq=o0
giebt die Gleichungen
T~ —d v T g g e 3
fk- fophiz==m,- ok = q
woraus i die Duchftaben £, &, h und kibeftimmen laffen,

34.
@8 fen, um diefed mit Des Cartes angunehnien, m=o
fo bat man £+ h=o, folglidhy h = — £,  Uuf diefe Ystif

die gegebene Sleihung ein Prodult aud
x2 + fxfg=o0
2 — fx + k= o
und man bat juc Bepimmung der Coefficienten f, g, k bit
BGleidbungen
girk=—fR=n (k~gf=p gk={(
Die bepden erften geben

» P
n 2 — =
T f

2
n T2 ¥ z
£
2
und bringt man diefe Werthe in die lente Bleicbung, fo toi?
3 _
(ni‘f’-)z-—?—:z-ﬁ]
oder wenn man mit £2 multipliciet, und die Gleichung nad
f otbnet,
f6 T anf4 { (n? — 4q)f2 — p2 =0
Dies ift eine SGleichung ded fechsten Grades, die fich aber
mwie cine Gleidung des dritten Grades behandeln faft, well

fie blog gerade Dignitaten der undefannten Grdfe enthalt.
: Diefes

ko —
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Dief:$ 1ft-die Cartefifche Methode, dic Sleichungen des
piccten Gyrades aufzuldfen. Ded Carted betrachiet Poar fos
gleih die Gletchungen

i ek o e
- .

2 af
f2 n P

&P y— — - =0
% x.t‘z'r-:zf:zf

alg die Faftoren der gegebenen Gleichung, allein e2 ift glaub:
lich, Daf ev diefe Gileichungen vorher auf cinem dem unfrigen
dhnlichen $Bege gefunden habe. Man vergleiche Schooz
tens Commentar und <Hudde iber die Reduction der Gleis
dungen. :

35.
Die vorhergehende Aufidfung frimmt offenbar mit der

‘T, 26, f, jufommen, und die unbefannten Srdgen £ und z

dructen in bepden Yufldfunaen diefelbe GBrife aus, wenn
m=oiff. Auf diefe Art laffen fih die 1iber die Ferrarifhe
Methode bepgebrachten Anmerfungen gud) auf die Cartefiz
fibe Methode anroenten, und es ift nicht ndthia dabey befonz
%erd ju vermeilen. Aber dagegen mwird e niglich fepn, das
Peingip diefer Methode ju unterfuchen und den daber flief>
fenden Folgen a priori nadbzufpiifhren.

Die Hauptfache Pommt dabey nady dem Vorherge:
henden dacauf an, bdie gegebene Gleichung al8 durch
tine Gleidyung ded stwepten Grades, wiex2 + fx +g=o0
theilbar 3u betradbten, oder anjunehmen, daf fie mit diefer
tine Wurgel gemein Habe, Die hiersu ndthigen Bebingun:
aen lafjen fich nach der Methode der 12ten K. finden. Dis
bidict man nemlich die finftheilige Srofe

x4 T mx3 tnx>2+pxfq=o0
P 3 durdh
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durch -
23t fx g
fo Defommt man
x2f (M —O)xfn—g—~Ffm—f)
sum Quotienten und jum NRefte
(p — glm —f) — f(n —g — f(m — £)))x fq
— gn — g — f(m — f))
Soll alfo die Divifion ohne Reft von ftatten gehen, fo muf
diefer Reft unabhangig von x gleich o fepn, und fo Hhat man
vie Gleichungen
p—gm—f)—f(n—g—f(m—1f))=o0
q—gh—g—fm —f)) =0
twodburd) man fund g befiimmen Fann. Die erfte diefer Gle:
dungen gisht i
__p—Fn T f2m — 3

g

m — 2f

und bringt man diefen TWerth in die gtwente, fo twird
— nf T mf2z — 3

‘g — (n = mf + £2)"

m— a2f
clp = nf T mf2 — F3)2
'1* ...... )
(m — 2f)=
odet

(F3 — mf2 }0f — p)? — (13 —mf2 Fnf—p)(F2 —mffn)
% (2f=m) ¥ qlaf—m2=o0
Oednet man dicfe Gleichung nah £ fo wird
f6 — 3mfs F (3m? ¢ 2n)f4 — m(m?2  4n)f3

T (2m?*n T'mp T 0* — 49)f2 — m(mp T n® — 4qf
Tmnp —m?q=—p=o0 "

und died ift eben die Gleichung, die man aus den vier Glek

hungen Der Bedingung der 32ften Ny, finden witrde,

&
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g gehdrt pwar diefe Gleihung um fechsten Grade,
und hat Dabey alle Glieder. NAllein fent man ms=o, fo
petfdwinden alle Glieder, worin die unbefannse @)"‘f;e in
einer ungeraden Dignitat enthalten ift, und die Gleichung
lafit fich wie eine cubifche Gicichung behandetn. &8 ift indef
nidt einmal nothig, m ==0 zu fitien, wenn die gedadhten
Gilieder ver{chtvinden follen, fondern man darf ju tem Enbde
5. 3m

nut Das jwepte Glied weglchaffen, indem man f= 7
b

=

.o

=1+ — fent, Auf diefe Act befommt man eine Gif ¢ichung

& i
a

fiie 1, weiche blof die Dignitaten von 12 enthilt, nemlich

T

'e

3m? g . L3m4, A5 B -
st 4 — 2n)l4 T -\";6——-:‘.-1'1?."_‘ mp T n? —g4q)l?
m3 mn

Dicfe Gleichung fiimmt mit der veducivten Gleichung fiie ¢

fe. 33 Gberein, wesn man darin €= 4.2 {egt.  Da alfo

in der anucla[wten RMe. t= s2 upd s =2z twat, fo hat
" - » e~ m .

man b= z, und e$ ift demnach dig Grofie | = f— — inden

(]

borhergehenden Formeln die Grofe z Ne. 27 f. und jwar
ohne m = o ju fenen.  Died jeigt dic Berbindung der uns
terfudbten Hufidfungen Hinldngli i;

36.

RNun toollen toiv felsen, warum die Cavtefifche Methode
auf eine folche reducitte Gleichung des fechsten Grades fiihrt,
baf davin ‘mit dem jwepten Gliede jugleich alle Glicder,
Worin die unbefannts Grdfe in cinct ungeraben Dignitat
enthalten ify, verfcbroinden, Su bent Enbde bemerfe man,
Daf Die Gleichung x2 4 £x + g =0, ol ficein Falftor der

4 geges




344 I Bon den Gleidhungen.

gegebenen Gleidung, deren Wurgeln a, b, ¢, d find, fenn
muj, irgend joep von diefen Wurgeln ju Wurgeln Baben
R il : mug. ¥Uljo hHat man entweder — f=a Thund g = ab
el odet —f=a+tcumd g=ac, obet —f=a2a T d und
e R =ad, oder — f==btc und gc="he, oder — f=}
] Tdundg=bd, oder endlih — f==c+d und g=¢cd
und es muf folglidy die Gleichung fiiv £, fo roie audy die flie

_ | g, eine Gleichung des fechsten Grades fepn, weil die viee

b 11 Grofen a, b, c, d ju ey und jwen genommen, fedhd Coms
g 1t ' binationen geben. Man Fonnte hHiernach die ®leichungen
firr £ und g divecte finden, indem man den Werth eines jos
den ifhrer Coefficienten fuchte, mwie wir fhon ofters gethan

B AR haben. €8 fen nemlidy die gefudyte Gleichung

. fﬁ‘f_.-\ff'f'lifil-'i-cf'S-I*[}fz-E-Ef.j.F:G
B8 { Da die Wurseln diefer Gleidhung —a — b, — a — g
1 ] —a—d, —b—c, —b—d, —c—d fegn milfly

f_. fo bat man
A=atbtatetatd¥btctbtdfctd
=3atbtctd=—3m
B=@tb@tctafdtbtetbtdtctd
T@teatdibtctbldtctad
t@Tdbtectbtdtctd
T Te)btdtetd)
T tdletd
== 3(a2Tb2+{c2td2)8(abtactadtbetbdted
= 3m2? —2n) % 8n = 3m% — 2n

und fo fecner,
o ;  Wollte mannyn das jweyte Glied diefer Gleichung teg

s ; A .
J. bringen, fo mipte man alfe Wuezeln um 3 pecmelren odet

A, : 3 : : .
1 — = fue  fegen. Died witcde eine Gleicdhung fiie 1 gv
I s ben,
1t s |
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A atTbhbtctd
ben, wo 1 = £ oo ff — - are, mweil

2

=3@Tbtetd ift. Die Wurgeln diefer Sleichung
wutben fepn

ajb;{'c‘i‘dmaﬂb
afbireeerd
—_a — ¢
3.
obet
atb—c—d
2
atTec—b—4d
2
aftd—b—ce¢
2
btfc—a—d
2
btd—a—c
2
ctd—a—b
2

€8 fallt aber daben in die Augen, daf jedé Wursel eine ibe

entgegenftehende fonft gleiche hat, und nimmt man daber die

Duadvate und betradhtet 12 ald die unbdefannte Gréfe, fo

tann fie micht mebr als folgende dreny Weethe haben '
ath—c— d),_

( T
2
a'{'c-—-b-—-dz
el
(a‘{‘d.—-b-—-cjz
2

95 Hierausd
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Hieraus folgt, daf die Gleidung flir 1, toenn man fic nad
12 ordnet, ¢ine Gleichung des dritten Brades ober cine Glefs
dung des fechten Grades ift, roorin die unbefannte Grdfe
blog in Dden geraden Dignitaten vorfommt, m._u,)uen
die Aufidfung der Gleichungen des vierten Grad .mogurb
wied,  uch erleller, warum die @leichung ’Fr-:-v I it der
fiie = Gbereinftimmt, denn ¢8 it Flar (MNe. 32) daf die B Werthe
pon z diefelben find alg diejenigen relde wis fir 1 gefunden
Haben.

37
%{ucb verdient fhier noch folgendes angemerlt ju wew
ben. Da—m=atbtectdift, und die SBerihe vonf

’ I
8 b, A, g e )

—b—d, —¢—4(
find, fo bat man diefelben Werihe fie mi — £ - G muf
demnadh die Gleichung fire £ von der Art fepn, daf fie uns
verandert bleibt, wenn man darin m— £ fle f fesst, e)timmt
m
man daher f—= — 1— Lan, wodutdh m — F= e 1 mzrb

,_‘

fo muf aud die (‘lee*d‘u"g fiie 1 fo befdaffen fwn, bap fie
biefelbe bleibt, menn man darin I in — 1 bertoandelt, und
Eann alfo aud blog die geraden Dignitaten von 1 enthalten,

Dringt man nun diefen Weeth von £in den usdrud
fiir g e, 35, fo wird
gm}_f-g-ﬁ"‘._l{_‘i“—mz%mm“lﬁh@?’
> 2 4 8 161
und tie bepden Falftoven
x2 T fx T 2 = of x2 ¢ (m — f)x+n—g=-
flm —f) = ¢

orin
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o

worin die Gleicbung x4 + mx3 fnx2 +px+ q=o0 zer7
falit worden, gefen in

x2 L (-Tf- o ljx ~f~ E".‘F’T-I'f‘dn“mz_i‘di"nm'_‘n;:}"‘gfx‘
2 oy 5 161
- Q
x2 % (E =Nz ¥ E__f_ﬁ_lz a_;_fl:m?«.ﬁgmm__:f SIS
s =2 4 o 161
= 0

aber, welhed dicfelben Gleichunaen find, ol Nr. 29, wenn
man I ==z, und in diefen lesten fur y feinen in z gegebenen
42> T 4n — m2

Werth fept, toelder y = 3

ift, Nr.28:

Die bidher unterfuchten Methoden find aufier der von

¢
Tihirnbaufenn, Luler und esout die eingigen befannten
Wege zur Aufldfung dev Gleichungen des vierten SGrades.
Die fo ehen gedachten Methoden perdienen aber nodh eine bes
fondere Unterfudbung, und diefe foll der Gegenftand Ded tbris
gen Theild diefes UL{chnitts fepn.

38.

Suvdrdeeft ift flar, daf man, die Gleihungen des biers
ten®rades nach der Tfdbirnhaufenfben Miethode aufzulifen,
nidt ndthig hat, alle Iwifchenalieder wegsufdaifen, toie folz
e bey den cubifdben Gleicbungen gefdbehen mufite, fons
been 8 ift Hinlanglich, mwenn man nue das jwente und vierte
@Glied regbringt, worin die unbefannte Srdfe in ungjeraden
Dignitdten vorfommt, weil man alébann cine Gleichung hat,
focldhe fich wie eine quadratifhe Gileidhung behandaln lafit.

3u diefem Gnde nehme man, wie bep den cubifhen Gleis

- dungen Jr, 10, die Hulfégleichung x2 = bx Ta -ty an,

welche goep unbefiimmte Sedfen a und b entholt, Sdafft
man
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2

man mittelft diefer Gleicdung die unbePannte Grdfe x qud
ber gugebenen Gleidbung x4 F mx3 T nx2 fpxTq=o0
toeg, fo findet man (Nr. 14.) eine Bleichung fiir y vom viers
ten ®Grade, worin der Coefficient von y3 eme Funftion von
a und b der ecften, der pon y2 eine Funftion von a undb
pon der jroepten und der von y eine Funftion bon a und b
pon der dritten Dimenfion ift.  Um alfo ouf einmal dad
soepte und viecte Glicd weggubringen, muf man bie bepden
Gedfien 2 und b fo-befrimmen, Daf dadurdh rocpen Glews
dhungen, einer pom etften und einer vow dritten Srade ein
Geniige gefchieht. Dics gicbt eing vePucivte Gleicdyung vom
britten Grade, und ¢é faRt fico dafher die Sfcbicnhaujenide
Methode auch ben dDen Gleicdhungen des vierten Grades ans
bringen, wic folches aud dem Folgenden nody dentlicher er:
hellen toicd,

39.

Da wir wir bisher die Budftaben a, b, ¢, d gebraudt
haben, um die vier Wurgeln der gegebenen Gleichung vorgw
ficllen, fo wollen wic jur Vermeidung der BVerwirrung juden
Goefficienten der Hilfégleichung jwep andere Buchftaden
wiblen, und diefe Gleichung fo

x2 ffxfglTy=o0
ausbrucken,  Da nach der Methode, wovon Hier die Rede
ift, vitfe Gleidhung mit der gegedenen eine gemeinfeaftliche
gBursed Haben muf, (RNe.11.): fo darf man 8 nur fo eina
vichten , Daf bepde ecinen gemeinfdaftlichen Faltor Haben,
toie = Llof in Der erften Dimenfion vorfommt. Man divia
bire alfo die fanftheilige Srofe
x4+ mx3 fnx2 +pxtg
durcd
x> T fxTgTy

and
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und fepe dabep g Ty == g : fo findet man wie oben RN, 25,
den Reft :

(p — g'(m ~ of) — nfF mf2 —f3)x T g

— gin —mfff2) g2

Da diefer Reft blof x in der erften Dignitat enthalt, fo muf
¢¢ ein gemeinfibaftlicher Faftor Depder vieltheiligen Frofen
fepn, und alfo den vorhergehenden Divifor x2 T £x T g!
genau meffen, . b. ber 2Werth von x, der fich aus der Gleis
thung _

(p—g'(m — 2F) = nffmf2 < )z} q

gn — mf P 2+ g2=0
eraiebt, muf aud) der Gleichung x2 + fx f g’ = o tin Ges
nige thun,  Nun hat man
Eenhy g — g'(n — mf | f2) | g'2
o f3 — mfz | nf — p % (m — 2f)g’
und Dringt man diefen Werth in x2 T fx | g’ = o, fo wird
(@ —g'n —mf T2) fg2)2 7
fg—g'(n—mf{f2)Ta2)(f3 —mf2fnf —pf(m—2af)g)

Tg(f3 —mf2 tnf—pt(m—2f)g)? =o
o man nut g y wieder fiir g’ ju fepen, ju entroicfein und
Rach y 3u ordnen braudt,

€8 fep der Kiirge wegen
F =1 —mf2Tnf_»p
G2 mf ¥n
He=afmm
fo vermandelt fidh die vorhergehende Sleichung in
(- Gg'tg') 1+ g —Gg' T g%)F — Hg) ¥
g'(F — Hg')? = o
Drdet man diefe Gleichung na © g, fo befommt men
gA—(:GifH-H> g3+ G f2qFfFfGH  FH g
—2q9G t fqB T fFG —F¥)g’ T q’ T qfF =0
und
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L und braudt man dic Werthe vorn F, G und H mwicder, fo
i eraieht ficdh

4 Rl

i g 4—(mff2n—m?g" {(nf—(mn—3p)ffn2—2mpiag)g?

T

— pi3 —(mp — 4q)f=2 & (0p — 3mgf —p2 F ’.‘qu_;g

Tq(f4 — mf3 Tnf2 —pf + q) = o,
e &8 {en nunmehy

LR A= mfT2n —m2 &
B =nf2 — (mn —3p)f T n2 _ 2mp ¥} 2q
| C=pf3 — (mp — 49)f2 | (np — 3mq)f — p2 + 2ng
o lhuﬂﬁ—mﬁrul“ﬂfw
g um Lie Gleichung
. B4 —Ag'3 1 Bg’2 —Cg' D =o
| I Eigid ' u befommen. ekt man nun wieder g 1 y fiiv g’ und orks
HlERE <o nct nad) y, fo toird
Il E b y4T (ag — Ay3 T (682 — 3gA T B)y2
I T (43 — 3Ag2 F 2Bg — C)y
TEg3 —Ag3 | Bg2 —Cgt D=9

toorin man nacdh Gefallen jwep Gilicder = o fegen fann,
wenn man dic Budftaben a und b gelhdrig befrimmt,
e . 2Bie wollen alfo, unferm Vorfase gemds, dasg jwent?
[ i3l und vierte Glied verfcdhwinden laffen. 3u dicjern Enbe dies
e R ' nen die Sleidhungen
u t 4F ="K =0
e | 4g3 — 3Ag2? T 2Bg — C = o,

, : A : : :
Die etrfte gieht g = P und_bringt man diefen Werth in

ie andere Gleihung, fo hat man nach Wegfchafung dev
e ‘| Drude
A3 —gAB T 8C = o0
b Braudit man in diefer Gleichung die Werthe von A, B und
i § Rt | C, fo befommt man eine Gleichung fur £ vom dritten Grade,
S e nemlich
ke 14 - (mS 4
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U
(¥}
™

(m3 — 4mn *} 8p)f3
~ (3m4 — 14m2n } gn2 + 2mp — 329)f2
o (mf — i6m3n F 20m2p e 16m{nz — Aq:] 8 :.an :
~ 06 ¥ 6mén — gm3np — §m2(n2 — q) T Smn2p
— 82 = o
Dt man aus diefer Gleidyung £ beftimmt, fo twivd die Gleis

dung fir y, de g = 7 ift

A2 3A4 a2p AC
¥ = (—— = B)y2 — Zees — =T De=o
O ::f] 16 4
AR A3
obet,. twenn man fiie € feinen Webth —— — — fent,
2 8
372 cA4 - A2B
}74 — f'w'-""* — _._'}}"2 X e —— .f. D=0
Y o226 }5
Lo )

eine {iﬂcid‘-ai'l?,, toelibe fid) wie cine Gleidung des ywepten
Brades behandetn tage.  Anf diefe Yrt witd £ und y befannt
und darvauf fat -man fogleid

Je'l. lﬁ\.
o N . R T Y
q — (0 — mf 7 mf2)(= { y)fi~ Fry)2
4 4
X == ' :
3 = mf2 F nf —p" ' (m — 2?}{-—1- +y)
ﬁr

und die vier Werthe von y aug der vorhergehenden Gleiz
dung geben allemal diefelben vier Wutseln ber gegebenen
Gleidung, man mag oon £ eine Wurgel brauden, wad fir
tine man will, Nothigenfalls fann man: diefes auf cine der
Nt 28, &hnlicdhe et bereifen.

40, :
Wollte man dén Srund , warum die vorhin gefundene
tducirte Gleichung fitr £ nothivendiger Wei's cine Gleichung
be§ deitten Gvades ift, a priori finden, fo muffe man unters
liden, ag der Ierth von £ fic eine KUnfrioh von ben
; Wurs
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Surseln a,b,c und d fepn mufl.  Su demGude nefhme man
icdee die Hilfdaleihung x2 + fx T g+ y = o jur Ham,
und fubftituire darin nach und nach a, b, ¢, d fiir x und Fire
y .Die ier 2Wurseln der vorhergehenden Sleichung, Sndef
ift e nidt nothig, Ten MBectl) diefer Wuryeln ju Fennen, fons
dern Da diefe Gileichung feine ungeraden Dignitdten ven y
enthalt, fo darf man nur ecwdgen, daf je zroen und jwe
Wurgeln derfelben einandet entgegengefetst, fibrigens aber
gleich fepn miffen, und fidy alfo durch 3¢, —y%, y*, ~y"
vorftellen laffen. Braucht man demnadh die gedadbten Sy
ftitutionen, fo findet man
a*i*fai"g'fy =0
b2 1 fh gy’ =g
cz T fetgt y”:o
d2 T fdtg—y"=o0
ESdafft man hier y' und y’’ weg, fo ergicbt fxcb
aZ o b2 Ha bl or = o
c2 f.d2 tflc td) Tog=o0
und bringt man g roeg, fo wid
a2 b2 — ¢2 — d=2
2 Th—'e—1d
Um alfo alle Werthe von £3u befommen, dacf man nue die
vier Wurjeln a, b, ¢, d, fo oft verfesen al§ mdglich, wodurd
man aber nidt mehr als. folaende deey Werthe befommt
az + b2 —_ ¢c2 — 42
atbhb—¢c—.d
a2 ftec2 — b2 — 42
a‘tc=b—d
a2 7 d2 — b2z — c2
el = s
Da diefed die Wurjeln der reducicten Gleichung i £ find,

{o fann diefe GleiHung Feine hibhere ald cine cubifche fenn:
IMan

3]

ke

i
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Man Fonnte auch, auf bie {hon Sfterd befolgte Art, 1 de
@leichung fitv y surtcfgehen und wiede dann mieder Dicfelbe
Bleichung wie oben finden..

Um ubrigens die veducicte Oleichung fiir £, twovon hiee

 die Rede ift, Defto bequemer mit dev obigen, nadh der Sers

racifhen und Cartefifdhen Methode gefundenen, vergleichen
ju fonnen, bemevPe man, dafs

a? Fb?T — g2 — d° =
(DG R
2

it Nun ift
@bz — (etd2 = (atbtctd(atb—c—d)
= —m(atb—c¢—d)
und : _
(a—b)2 —(c—d)2 = @@fc—~b—d)(atd—b—c¢)
und da ferner
(@fb—c—d)(atec—b—d)atd—b—cj2=m3
— 4mn T 8p
ift, fo hat man
a? tb?—c?—d? =3(—m(a + b—c—d) } wp
aTb—c—d
und folalich
Pani: a?tbh?—~c?—d? oS m3——4mn"_f;§?_;3_
atb—c—d 2 z(atb—c—d)?
dtun haben twie Ne.32. gefehen, daf die reducirte Gleichung
fir ¢ ju ihren TBurgeln die. verfchiedenen FWerthe von
@b — c—d)? hat.  Folglich ift iberhaupt
fo M m¥ —g4mnigp
2 21
woraug fich die Lerbindung der veducirten Gletdung fiv €
mit dec oben gefundenen fiir ¢ Binlanglich evfennen 145t

5 41. Da
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4[.

Da wit gefehen Habden, wie die Tfchirnhaufenfche Me:
thode bep den Gleichungen ded vierten Grades gebraudt
toicd , wenn jwep Glizder Der gegebenen Bleichung rwegges
febafft werden: foswird 8 nicht undienlich fepn gu ermagen,
twas die Wegldaffung aller Swifhenglicder giebt.

Sollen alfo drep Glicder, nemlich das jroente, dritte
und vierte weggebradt werden, fo ift eine Hilfdgleidhung
pont Drep unbeftimmten Grofen ndthig, veren Form fol
gende ift
; x3 $fx2 fgxThty=o,

Scbafft man mittelft diefer und der gegebenen Gleichung
x4 P mx3 f+nx2fpxfFqg=o0
x poeg, fo befommt man eine Gleidung fir y vom vierten
Srade _
y4 1 Ay3 $By2 ¢ CyfD =0
foorin A = o, B=="0, C= o gefetit merden muf, um die
soepgliedrige Gleichung
y4 f D=0
shu beFommen, - Yud dem Nv, 14. allgemein Erwiefenen folgt
aber, daf A eine Funftion der unbeftimmten Sedgen £ g h
pon einet Dimenfion, B eine Funfiion jwepec und C eine
Gunftion drepet bon eben diefen Grofen feyn muf, und man
Bat alfo jur Peemmung der Grdfen £ g, h die drey Gleis
dungen Ac=o, B=0, C = o, twovon die erfté qum criten,
dic andere jum goenten und die dritte jum Ddritten Grade
achdct,.fo Daff man durd) die Elimination julest eine Glele
chung fiic £ ober g oder h vom fedhéten Grade befommb
9luf diefe Hrt {heint die gegenwartige TMethode Feine
mwendung 3u leiden, weil fie u-einer hdhern veducicten @lefs
dung fiihrt ale die gegebene ift. - Ullein o 136t fich vielleid!
Diefe
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diefe Gleichung auf einen niedrigern Grad Herabbringen,
und diefed muf juecft a priori unterfudt weeden, ehe man
fiy in Den angegeigten Calcul einlaft.

t

42,

Qu diefem Ende fragt fid), toas die unbeftimmte G:dfe
£ £iie eine Funftion von a, b, ¢, d fepn wird, wenn die Sleiz
dung fie y die Form y4 1 D = o haben foll. Jtun giebt
diefe Gleichung die ABurseln

4
}r:_"‘_‘_\f".—D

—

4
y:”"v"—-[.x’ﬁ——]}

und fet man baher Ber Kirze twegen :}:' — D =k, fodarf
man nur in die Hilfgleidung x3 Ffx2 tgxthty=o0
nach und nach a, b, c, d fur xumd k, — k, kv —1,
— ky" — 1 fitr y bringen. Hievdurd) echalt man die vier
Bleidungen

a3 faxfjpagthtk=0

b3 $ b2f %+ bgt h—k=o

c3 Te2ffcgthTky —1=0

d3 } d2f4 dgth—k/ —1=0
und aus diefen GSleichungen laffen fih dieGrdfen £, g, b und
k finden.

Addirt man die bepden erften und bte bepden letten 3u.
fammen, fo befommt man
a3 + b3 (a2 + b2)f + (a  b)g + 2b
3¢ ds f (e2 fd2ft (et dg T 2h
elde von einander abgezogen
3+ b3 — c¢3 — d3 + (a2 F b2 — c2 — d2)f
fT(@atb—c—dg=0
geben, toorin blof £ und g befindlid) find.
3 2 ieht

o
8]

i
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-

Jieht man nun die Depdeh erfren und die bepden [ebten
pon einanted ab, fo ¢vhAlt man

_ |r Sl a3 — b3 @2 —b2) T (a—bgtek=o0

| B €3 — @ T (c2—d2) T (c—dg §aky > 1=p
e Multiplicict man die groepte durdh vo — 1, und addict fi
- parauf ju e ervften, fo wird

i [0 a3 —Db3 4 c*-—d“’ — 17 (a2 —b} (e? — &)y =1

t(@a—bT—dv —1g=0
cine Gleichung, weldhe mit dev vorhin gefundenen verbu

;_ " Den gur Befilmmung von fund g dient.

: & Wringt man g tweg, fo bifommt man eine Gleichung
i fue £ twodurd

%R - f = —

| (a3tbs=c3—da—bi e~V — )~ (a3 —bif(ci—d8)Y —1)(etb=c=4

(a*fb3—c —-d*,lu—-bi(c tn‘r —I) (L =17 j*fu.ﬂ;d‘_}\f_*W)
il toird.  Hieraus laffen {ich leicht alle Werthe von £ hecleiten,
i | | wenn man dee vier Wurgeln a, b, ¢, d fooft verfest ald moy
| | fidh ift. Sest man der Kirze wegen
M=
(a3 Tbl——ci-——dij[a-—b)-—-(ﬂ—-bﬂ(a‘fb—c-—&)
’N b
_ | : (@3fb3—c3—d3)c—d)—{c3 —d3)(@atbh—c—1
s i [ =
(a2 fb2—c2—d2)a—b) — (a2 ~b2)at+b—c-1)
; A —
i (a2 b2 —¢2 ~d2)(c—d) — (c2—d2)(atb=c-d
) : M= '
i ' (a37c3—b3 =d3)(a—c) = (a3 —c3)(ate—b—1d
I N'i==
(a3 +c3—b3=d3)(b—d) — (b3—d3)(atc—b—d)

’ P =
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Plis=s

(a2 fc2—b2 —d2)(a—¢c) — (@a2—c2)(atc—b—4d)
8

(a2 te2—=b2-d2)b—d) — (b2 =d?)(afc—b—d)
§o¥) BASTE

(@a3fd3 —b3 —c3)(a—d) — (a3 —-d3)(atd—b=—c)
Nt :

(a3Fd3 —b3—c3)(b—c) — (b3 —¢c3)(atd—b—c)
Pitie=

(a®fd?=b2—c?)(a—d) — (a*—d?)(atTd—b—¢)
Qee=

(a?1d>*—bz—c2)(b—c) — (bz —c2)afd—b—¢c)
fo findet man fn.gcnbe fechsd TWerthe

. M+$ NV -1 M — NV =1
T etav —1 TP —Qy — 1
M NYE =T M/ — N — 1
L P 'T‘ Qv —1/ TP = QY —1
MO N =T MY — N — ¥
' P“"rwa’ SR TR e s a ]

meldes die fechs TWerthe von f find.  Man fieht hievaus,
Dag diefe Bleichung eine Gleichung vom fechsten Srade wird,

wi¢ folches auch fcbon auf cine andere et gezeigt worden ift.

43

Nun Fommt e8 davauf an, ob diefe Gleichung auf etnen

niedeigern Grad hevabgebradyt toerden Fann. Died findet

wicflich ftatt, fo mie folched vermittelft Dev Form der fedhs

Burzeln der gegenwartigen Gleichung gejeigt werden foll,
Denn nimmt man.an, dag die beyden IWurzeln

M ¥ NV —1 M — Ny — i

- und — ~=

PTQV =4 P=Qy =1

813 durd
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L

3

durch die quadratifche Sleichung
3 «F P a=206
potaeftellt erden: fo ift wegen der Natur der Bleichungen
MEPN/—T1, M— NV =1 '
Prov—1 | P—Qy —1
und
M+*N/ —1 M—NY —1

RO =T TR0y =
ober

S HMEENG L o M + Nz

Frta: T et

Nun behaupte ich, daff die Grofen t und u von Feiner ans
dern Gleihung abhangen Fonnen, als von cubifchen Glels
chungen von der Form

t3 —Et2 T Ft — G=o0

u3 — Ho2 T Ku— L = o0
toorin die Cocfficienten E, F, G, H, K, L tationale Funfs
tionen von den Socfficienten m, n, p, q der gegebenen Gles
chung find; devgeftalt, daf man, toenn t/, ', die Drey
Wucjeln der erfren Gleichung ausdrucfen, folgende dueh
®leichungen fue £ hat

2ot a0
UG o SR s W
fz _l_ tu.-f‘ ..I. utu —s)

in toelche fich die vorhin gedachte Gleichung fliv £ vom fedss
ten Grade auflofen [afe,

lm dies ju betveifen datf man nuy die verfdhiedentt
Werthe auffuchen, weldpe die Grdfen t und u, d. h. W

TR MP + NQ Mz + N2 :
Sunftionen e und : durch die Verfenund

Pz + Q2 P2+ Q2

der Wurgeln der gegebenen Gleicdhung 3, b, ¢, d Haben s
ner
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e, denn e8 fallt in die Augen, daf die daher fih ergebens
den Werthe die Wurzeln der Gleicbung fie ¢ und u find.
Nun ift die Summe aflfer mogliden Verfeungen der vier
Grdfen a, b, c,d = 4.3 .2 .1 =24, und ¢8 muften alfo
fiberhaupt genommen, die Gletchungen fir t und u big ju
bem viee und jroangigiten Grade auffieigen. Allein e8 fins
ben fich untee diefen Berfihungen verfcdiedene, toglde eben
biefelben TBerthe geben, und welde daber nicht Hefonders
genominen toerden digfen.  Denn vectvechfelt man

1. a und b, fo bleiben die Grdfen N und Q biefelben,
ynd die Grdfen M und P perandern blof das Seichen, fo
daf die Grofien t und u diefelben bleiben muffen.. Hierausd
erhellet, Dof die-vier und jivanjig BVerfegungen der Budfitas
bena, by ¢, d cigentlich jrodlf Paar einander gleiche Senunz
gen enthalten.  Hicrdurd wird die Wengé der LWerthe von
tund u fchon bi8 auf wfgjif permindect, Bermechfelt man
feener

2. cund d, fo bleiben die Grofen M und P dicfelben,
und die Gedffen N und Q perandern bloff bas Beichen. Died
bringt aber feine Beranderung in den Werthen von tund n
Beroor, und ¢8 bleiben daher, da diefe Bermechfelungen uns
abhangig von den vorigen find, von den vorhergedachten
joolf Merthen der Grofen t und u nur noch fechs nbrig.

3. Berwedhfelt man endlich su gleicher Jeit, a und ¢,
td b und d, fo entficht auch dadurd Feine Beranderung in
den Werthen von t und u, und es reduciven iy Daher die
fo eben evrwahnten fedys Werthe auf drey.

SNun fann man jwar auch noch a und d und b und c ju
gleicher Reit unter ahnlichen Umftanden verwedfeln, allein
34 ba




360 L. Bon ben. Gleichungen.
Da diefe BVertwedsfelung fchon in dem vorhergelenden enthal
$ent ijt, o braudbt davon bier toeiter Feine Nede gu fepn.

Hieraus folgt, dafi die Gleicbungen fitr ¢ und u pom
24ften Grade nidt mchr a's drey verfchiedene Wurzeln ent:
Dalten Fonnen, wovon aber jede fieben ifyr gleiche neben fich
hat, fo dafi diefe Gletchungen eigentlich nicht anders alg gue
adpten Poteftat erhobene cubifche Gleichungen find,

44

Wir Haben a:f diefe Art a priori gefehen, daf ¢8 nidt
mehe al8 drep verfdbicdene Werthe von t und von u gebon
Fann. ~ RNun ift leicht ju finden, daf diefe Werthe von ¢

Q(MPT NQ) QfM‘P" .‘i'. NJQJ) ' Q(MHPH ..I. MHQH)

L S

P;;.I‘.Q_-, ’ Pag.i.,Qe; ’ P2 + Q2

und von u
M2 N2 M2 4 N2 Ml2 T N2

e [

Pz +Qz’ Pzt Qz’ piz + Qs
find, fo daf (N 43)
I 2(MP + NQ)

Pz ¢ Q2
i B0’ § N'QN)

el T + Q'2
o 2(!\"1”[}” ..I. NHQH)
& — [J”z ‘Jl_. Quz-
; M2 4 N2
B v -—-ln—'——-—..

P2 T Q=2

s M3t Nz
S Pz + Q2
3 M2 T Nz
n o

P2 .f. Q”J' :

ift
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it. Denn bringt man diefe Werthe in die Coefficienten E,
{ cichungen {ar eund wiowelde befanntermagen
auf folgende vt ausgedructt toerden muffen

E::*C" . f” .,‘:,',. t.r.f." F — E"I” ,i, :_.-‘tH‘J .io t”t"”, (;: t..i'tn‘ t:H’

o

8 11 L A 7 8 K':.u’u”*l'u’tti”fu"‘u‘“, Le=ala' 0™
fo befommt man Funftionen von a, b, ¢, d, welde diefclben
bleiben, man mag dieGrdfen a, b, o, d verwedbfeln tote man
will, und mwelde fidh folalich durd vationale Funftionen von
ben Coefficienten m, n, p, g Det gegebenen Gleidung, deven
Purgeln a, b, ¢, d find, ausdrucfen laffen. Auf diefe Art
fann man affo den $Berth Ddiefer Coefficienten aud directe
finden, fo twie wic folched bey den bigherigen Unterfudhungen
fhon dfterg gethan haben.

Hebrigens fanm man, fobald man die Wurgeln ¢/, o, ¢
der Gleichung fire ¢ Fennt, durch fie die jugehorigen Wurjeln
o u, u’t der Gleichung fuv u, ohne Aufldfung einer ans
deen Gleichung finden, Denn nimmt man die drep Husdricte

i.1" .f. al’ .1. u'!
tlu_.f _f. t”u“ —I. trH u-H!
t*i‘-u‘ 'l'.t”zll” .Jf. tita gt
und fetit davin fie ¢, ¢4, ¢ und v’, u?, v ihre Werthe
ina, b, c, d, fo fieht man teicht, daf die davaus entftehenden
Sunftionen feine BWeranderung leiden, ‘toie man oud die
@rofen a, b, ¢, d verfesen mag, fo daf fie fih allemal dDurd
fationale Funftionen von den: Coeffictenten m, n, p; q auss
Veucken [affen muffen. Yuf diefe Yot laflen fich die Werthe
diefer Yugdrlicke finden, und dann Hat man durd fie drey
Gleidungen, durdy welde fich die Gedfien v’ v, u' leicht
beftimmen laffen. '

35 45.Da
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45.

Da mwir alfo a priori tberseugt find, dafi fid die redu
cirte Gleichung Ded fechéten Erades, auf weldhe die hier uns
terfuchte Methode fuhrt, auf eine Gleichung des dritten Gros
Desd herabDbringen laft: fo toollen it nun auch die et upd
9Beife fennen ju lernen fudpen, reldhe die Rechnung daj
erfordert, Man nehme alfo wieder die Hil Fegie:d;ung
(M. 40.)

x3Ffx2¥extFhty=o0
jut Hand und fudbe auf die gewdhnliche Art (Nr. 11.) die
Dedbingungen , unter welden diefe: Gleichung mit der gege
Denen
x4 + mx3 F ax2'F px f q=
eine Wurjel gemein hat.  Man dividire alfo die vieltheiliat
Grofe
x4 T mx3 T nx2 +pxtq=o
durch
x3 + fx2 T gx + h'
indem man der Kivje wegen h' =h ¥y fest, Den Duos
tienten Dep Seite gefent; fo ift der Neft
Mx2 + N'x § P’
foenin. man

M=n—g —f(m — f)

NJ

=p—h"——g_m—f)
Pl e==q — h'{m — f)

annimmt, - Feener dividire man die viettheilige Grofe
x3 F fx2 f gx + h'
burch die dreptheilige
Mx2 4 Nz 3 P/,
fo twicd ben: netie MNeft
_ P!+ N4 PE . NP
St }‘f\«“') Th‘_EET'ﬁ?

und
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und diefer muf dev gejuchte gemeinfchaftliche Divifor fepm,
weil ¢r blof x in der erften Dignitdt enthalt. Sept man
ihn daher = o, fo twird

M2h'— MPf T NP
T M2g — MNP T NFFE N2
and diefer Werth, in die Gleidung Mx> Nx 1 P/ =0 gts
fegt, gicbt die gefuchten Dedingungen.

X —

Man fese nunmehy

N=p—h—gm-—1)

P =q— h(m — f)

fo bat man,-da h/ = h { y ift

N/ =N =¥y
P! = P — (m — f)y
Bringt man diefe Werthe in den Auddruct fur x, und fet
ferner

-

Q — M2h — MPf + NP
R = M2 % (Mf= N)f— P
S == M2g = M(P + Nf) T N2
T = Mm — 2N ;
fo witd
= sbrliRperalee Sy 2
S STy 3 y2

und die Gleichung fire die gefudpte BDedingung wicd
M(Q t Ry f (m — f)y2)2

f(y — NXQ % Ry T (m—Dy3)(S 1 Ty T y2)

T®—m—OHEtTytTy2)=0o
Enttoickelt man diefeldbe und ordnet fie nach den Poteftaten
bon y, fo echalt man jnach borgenommience Reduction die
gorm

y4 + Ay3 +By2 tCytD=o0

wie toit bereitd oben gegeigt Haben.
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S dicfer-Gleichung fie "y find die Coefficienten 4, B,
C, D gange rvationale Funliionen dreper unbefiimmten o
fien £ g. b und jwar A eine Funftion einer, B cine Funltion
goeper Dimenfionen u, {£ f. - Sesit man nun, um diefe Gleis
chung auf jwep Glieder jit'bringen, A=o, B=o0, C=p
fo-befommt man davin Gleidiungen, aug weldeh fich fogleid
dic Werthe von g und h dued £ befrimmen laffen, und euf
ferdem cine Gndaleichung fur £ vom fechétrn Grade, die auf
dem Dritten Grad hervorgedbracht toerden Fann,  Denn divis
pirt man fie dued eine quabratifde Sleichung toie (2 4 «f 7
ne==0, fo befommt man gwey Sleichungen fic ¢ und u,
welche die Bedingungen enthalten, wnter denen die Divifion
ohne Reft vorgenommen mwerden Fann, und mittelft diefer
GSleichungen 13§t {ich fogteieh u duteh « hefiimmen, und darn
eine Endgleichung firr ¢ finden, weldhe den dritten Grad nidt
ibzefteigt.  £fet man diefe cubifdhe Gleichung auf, fo fennt
man t und dann audy u, und leeut davauf £ ducd) die Huf
Ibfung der vorhergehenden quabratifchen Sleihung und g
und h ducdy einfache Gifeichungen Ffennen, uf diefe At
toerden alfo alle Coefficienten D, Q, R, S, T befannt,

Sft nun die Gleidhung fiir y durch Wegfehaffung der
Srifchenglieder auf y4 T D = o gebradht, fo find die view
Becthe bon y

ij‘_Dunbi\?"——D.f‘——r
und diefe Werthe, nach und nady in den obigen Husdrud
fiir x gefent, geben die vier ABurgeln der gegedenen Gleichung.
Da die Formeln, auf toelche der Calcul fithrt, ju toeitlauftia
find, fo begnitge ich mich, denfelben anjuzeigen, und will dos
gegen SNittel auffuchen, ihn abjufirzen und einfader i
macben, '

46, Do
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W
o
Vi

46.
Da die MWurzcl x die Form

Q . Ry J-r ‘m — ijz

= (U e — ¢ e e ———t
P, A — = o

Ty + y?
hat, 1o daf darin die Girofe y aus bm, Gletchung
‘;‘ D=0

befiimmt werden mufi; fo it letcht einjuiehen, dah man diea
fem Busdracfe far x vie einfadere Form
:ai'._t‘_.‘“a’: sw 'i* cy. '’ d}wﬂ
nc:'}m Fann, mwean man a, b, ¢ und d oon Q, R . abhan:
gige Cocfficienten feyn [aft.  Denn maultiplicivt man Jablee

& Py P el A
und ier Des Bruchs

durdh 8 — Ty + y2: o roitd devRNeaner ded neuen Bruds
(8 T y2)% — T2y2 oder 'S2. T (25 — T2)y? # y%
ober
§* — D % (25 — T2)y2
weint man — D fir y4 fept. SRultiplicict man ferner fos
twohl Den Bahler ald Ten enner durc
§2. =P = (25 = T2)y?,
o pitd der nunmehrige RNenner
(S3 = D) — (28 — T2)?y4
oder, Da y4¢ = — D iff;
(S* — D)* + D(2S — T?)?
und enthalt alfo fein y mehr. Man Fann alfo in dem Nuss
drucfe fiir x, indem man den ahler und Nenner durd
(S — Ty 4 .y2)(52 = D — (25 — T?)y2) multiplicict, y
aus dem Jennet wegbringen, Hierdurd) aber wird der Jahs
lex eine vieltheilige Grdfie, worin y bid jur fechsten Dignitit
aufiteigt; allein fest man darin — D-fiie y4, — Dy fite y5
und — Dy2 fdr yo, fo enthalt cv blof die Dignitaten y3,
VAR £,
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y2, y, und der. Ausdruct fiv x befommt demnadh die Form
a T by fcy2 T dy3.

Da die Subiftitution der MWerthe von y aud der Glei
chung y4 T D = o bdie pier %Burwln geben muf, toelde x
in der Gleichung x4 F mx3 T nx2 T pxTqg=o0 hat: o
fann man bdiefe @Iud ung alg aus

x =2 at by T ey2 t dy3, undby4 D=0
durdy eic @limination von y entfianden, betrachten, tvo dem

- dDie Bergleichung der Hhomologen Glieder vier Gleidungen

dacrbietet, veriittelft weldher man pier von den Coefficienten
a, b, c, d und D beftisamen fann, Der funfte aber fam
nach Gefallen angenommen twerden,

Dies find die Methoden, toie Luler und Lesout die

- ®leidyungen des vierten Grades in den Ne. 18, angefhhiten

Memoiven aufgeldfer haben,

Eulee feat fogleidy ¢ == 1 und findet durch Wegfdal
fung der drey tbrigen unbeftimmten Grdfen a, b, d eine 1¢
ducirte Gletchung fiir D vom dritten Grade.  Desout hinge
gen fefit D = — 1, und findet eine veducivte Gleichung fii
¢ vom fechsten Grade, die fidh roie eine cubifche Slerdung
behanbeln (6, weil ihr die Glieder fehlen, worin die unb
fannte Grdfe in ciner ungeraden Dignitdt frehen tohrde
Gr fiigt jugleich die Unmerfung Hingy, dak man, wenn mai
b'oder d anftatt ¢ fuchen wollte, eine Gleichung vom bitt
und gwangigfien Grade finden wicde, deren Epponentd

ieefache pon pier maren, und welde fich daher i eint
Gleichung desd fechdten Srades behandeln liekem,  Ferneh
daf eine veducivte Gleichung fite bd blof eine cubifde Blei
dung fepn, und folatich die reducicten Gleicdungen file b

oder d blog die Schricrigleiten ded Dritten Grades Haben
yourden,
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wiicden, toeil fie mittelft der Gleichung fur bd in drey Gleis
dungen vom achten Grade gerfallt werden fornten, die fich
wie quadratifche Sleichungen auflofen lieken, teil dieErpos
nenten Datin BVielfache ven vier waren.

% beaniige mich mit der Angeige diefer Refultate, weil
fie jeder leicht felbft finden fann, im Fall ev die gedachten
Memoiven nicht jur Hand hat, und will dagegen den Srund
davon a priori auffuchen.

47,

Die TWerthe von x, d. h. die vier Wurgeln der gegebea
nen Gleichung mogen x’, x, x*', x'’/, und die vier Werthe

: . > 3
pony aus der Gleidhungy4 T D = o, wie oben £ v — D,

b 3‘ — D,V — 1 fepn. DBringt man diefe Werthe nad
und nach in die Gleichung

x= a7 by tcyz | dys
fo befommt man daftc folgende viee

4 4 4

¥ =ma + by —D.fcyD2f dy — D3
4 4 4

x —ma=—=by — D TcyD2—dy — D?

4 + 4
¥ =a T hy —D.¥V —1I —cyD2 —dy —
D3 .y — 1

4 & -
M =g —by —D.yV — I —cyD2 } dy —
. D3 . — &
#ddict man nun juodederft diefe vier Sleichungen ju einane
ver, fo toicd
x! .r x .f. X/ -]»I- X =fqa = — m und G-[fﬂ"
-~ IR
A =
&
Hddict
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9odirt man ferner ecft die bepden erften und bann die beys
Den andern, fo findet man

&
Xl oyl omtm g et dndale D)y
g
Ul .i. K == pg . QCV’.D:
wofer
a %! .1', X e g g
eV D2 =¢y — D = Z
SeEg |
witd. Sept man alfo mit Luleen c = 1, fo witd
s PR iy TITAY.)
kx Fx -_— X w— X g
— D = ;
16

Diefer Ausdruck fir D atebt bald ju erfenmnen, daf die Gley
chung fic D eine cubifche Gleichung ift, wie Luler gefunden
bat. Denn e$ ift Dicfe Gicichung nichts anders ale die oben
(.32, gefundene reducicte GSleichung fir t, roenn man
Davin — 16D fur « fet. €8 war endlih
te=s2=(@Tb—c—d2z

angenommen tworden, und a, b, ¢, d Hatten eben dic Bedew
tung, reldhe Hier die BVuchftaben x’, x*, x*, x** haben,
0. B. fie ftellten Die vier Wutjeln der gegebenen Gleichung
vor. .

Wenn man aber nidht ¢ = 1, fondern b= 1 feit, P
bleibt diefe Gleiche Feine cubifdhe, fondern fie fteigt bis jum
fedhdten Erade auf.

Denn atebt' man die bepden erften und die Hepden am
dern von den vorhergehenden dier Gleichungen von einande
ab, fo tird

Rt R i W e
x x? = aby D | 2dy” D

4. )
D - X/ = (2[}{ iy T i 2&.‘('- R Di)f——- I
yn
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und hieraus

4 o ey N A R -
h ] e T eeeei—
G~
A SR UL S & G L S T -
dy — D3z - S e I
4
Gett man demnad) be= 1, fo ergiebt fich
ol Sashgiing (_I”" s g K””)'\r" ST
i D — (-—I’h )4

a4
und dicfe' Brifie hangt, wie man bald fehen wisd, von einer
Oucut;ung pom fechsten Grade ab,

@enst man mit Bezout D == — 1, fo-hat nan aus den

borheraelenden ormeln
x4 T M w10
4 _

und Hieraud 15kt fich fchliefien, daf die veducivte Gleihung

flir ¢ eine Bleidhung vom fechéten Grade mit gevaden Eppos

nenten fepn 1::1;,‘0, toie 25¢sour gefunden Hat,  Denn 8 ifk

offenbar, pak der Werth von — D bep der Culer{hen Hopos

thefe mit dem IWerthe von c2 bey der gégenwdrtigen Yns

nabtie tbdereinftimmt, fo daf man durd tie Segung von

= c2 fiiv D bie veducivte Gleichung von Euleen in bie von

C =

Besoe perroandeln fann, wodurd diefe eine Gleichung vony

fehsten Brade toird, telde fih tvie ecine Gleichung des
britter: Grades behandeln 135t  Uebrigens ift Diefe reducirte
Gleihung far ¢ mit der obigen fir z Re. 29, einevlen, wenr
man dacin — 2¢ fite z fest,

RNun wollen wir die Foem dev reducivten Gleichungen |

fit b und @ auffuchen, fo daf wir durdaus mit Besont
¥Ma D=
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D = — t annehmen. - Bep diefer BVorausdfehutg ift aus
Den Formeln der vorigen Jir.
e %! — xY — (x" — :»:”"’_‘}‘f - 1
4 _
T iy g
2 -

und Hieraus findet man alle WBerthe von b und d, wenn mar
Dacvin die vier Wurzeln x/, x, x, x auf alle mbglide
9icten verfent. Auf dicfe At 136t fih aus dem Girad und
der Korm diefer Werthe der Srad und die Natur dev G3leis
chungen febliefer, oodureh b und d beftimmt roerden mufen.

&8 ift Daher

1. DieBGleichung flic b, eben die alg die Gleichung fil
d, toeil der MWerth von d aus dem Werthe von b fich ergiebt,
toenn man datin die bepden Wurgeln x** und x’/ mit ¢l
andet vermwecbfelt, fo daf die Werthe von b und d Wuryeln
- einer und derfelben Gleichung fepn muffen.

2. Diefe Gleidbung ift iberhaupt genommen eine Glel
dhung vom 4.3. 2.1 D. b, vom 24ften Grade, weil man die
vier Grdpen x’, x*, x, x"“ auf fo viel Avten verfesen
fann.

3. Hat diefelbe lauter Biclfache von 4 ju ihren Epp
penten, indem feicht ju fehen ift, daf audh — b, bV — I
— by" — 1 Wurzeln davon fepn mifen, twenn b dergleidn
ift. MNimmt man nemlicdh wie vorhin

XJ‘ s xH i (x!H ey x!lh‘)v"_' o I

T —

4
fo falit in die Augen, daf b in — b, wenn man x’ 2’
and x“ in x, in by" — 1, toenn man x” in x** und x"

in =, und endlich in — by~ — 1 fibergeht, wenn man x
' i
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in 7 und x in x" verwandelt. Hiernad muf die Gleis
dung fiic b unverandert bleiben, menn man — b obder
% by” — 1 fue b fest, und daju ift ndthig, dafp diefelbe wes
ber ungerave noch geradema! ungerade Dignitaten von b
enthalte. CSegt.man daber b4 =5, fo folat, daf man eine
geducivte Gleicdhung fiirr » vom fechsten Grade Laben twird,
Nudy ift diefe reducicte Gleidung fur » mit der fur — D,
b= 1 gefett, (Mr.47.) einecley, weil der Werth von — D
mit bem Werthe von b4 ubereinfimms,

Man fonnte Hiee aunf eine abnliche Avt, wicoben Ny,
42, berveifess, daf fidh diefeGleichung fiiv-» in drep Gleichuns
gen voin gwepten Geade und toar permittelft einer reducivs
ten Gleichung vom dritten Grade peifallen laffe; Allein e
giebt dagu nodh einen einfachern: Weg,. memlich folgenden.

S fuche Das Prodult von b und d, nemlich
(X" . 1 xh); .i. {x:u Ak x”‘"’}l

16

bd =

Run ift
(x' — X!z ..]_(xﬂr_xuujz — xl2 +x113 .I.x.m; .i.. g3
2(x/z + xx) = m2 — on — 2(x/&" T+ x“x17)
id die Grofe x'x’ + x“/x" ift offenbat mit der Grdfic u
g, 30. einerlen, weldhe, wie wir gefehen haben, von einee
Gleidung des dritten Grades abhangt. 8 muf demnad
wd die Gleichung fir bd cine cubifde Gleichung fepnm,
Da ferner
m2 — 2n — 21
16
iit, fo finbet man diefe Gleichung fiit bd, tenn man in dee,
2 — 2n — 16b4d
16

LY bd:

Bleidung fie u det angefiifeten Nr. -

fie u fegt.
: Ha 2 Nun
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Jiun depen.e’, o ,e™ iz Muviein Diefer Gleichung fie

bd, fo bat man
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Maultiplicict. men nun Lie bepden Bleichungen dev a8ften Ry,
x —x“==2(btd) und x — x"' = a(b—d)Y ~I
mit einander, forfinbet man
x'x! .i. K”K”” — A g 4(!3: ik dg\..v(‘_l
[} s J
; : folalich
4{]39, e dz}f —r = S(gm Zaid Q”)
Crmndosvenn man Guadvict
b4 — 2b2d2 Fdé = — 4(g — )2
Run twar aber bd = ¢', und ¢ ift dahee
b4 f dd = 2¢"2— (gt — )%
oo ¢l
e 0ad = E— ift

g - A
b4 b4 = 2&‘2‘*- 4(e"" — 2')2

folglich
ot i 2 alel e )2 ba g4 20
etine Gleichung vom adten Grade, weldve fich, dem Neful
tate pon Desout aemag, wic eine quadtatifche Glcichung bes
handeln lakt.
S Anfebung der veducivten Gleithung fic b vewdient
bemertt ju oerden, dafi, wenn I, @, «2, «3 die pier Wuw
geln det Sleichung x4 — 1 ==o0 vorftellen

plnle
4

% i

ax! R Sx g i 3k

o

h =

pbet
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6. BemerF, 11betdie algebe. Aufl, et @Ieécbungen. oLk

sber!, toennt man, mwie¢ denn dadurd nichid veranbert toird,
g x’, x" X und x i x peroandelt

IRy
B s A e i o i d St SRt Ry |
. 1~ 8A pr A b e
b A Rt R

+
it Diefer Ausdeued ift vem ahulich, , tweldben tie sbem
(Nr. 6 und 19 ) fir die reduc citte GYes Siig. bes Oritten Gras
des gefunden haben, und fo crhellef die Uehniichleit Der Uufe
(biung der Gleichungen Ve dierten Grabes, mwelde fidh auf
diefe leste Methiode geunbet, mit e Uuflofung ek cubifden
Bleidunaen,

49.
Nimmt man die Gleidhungen Nx. 46,
x=aTbyjcy2 T dy3
}rﬂ- ) -y -

L e

miedey jue Hand, und it y* ==z, {2 befommi man
x="(a Pco) t B'1'dz)v=
23 TD=aq

-

Defrepet man die exfre von der Jrrationalitat, fo with fie
(x — a— cz)2 — (b + dz)%z =0
und diefe Gleichung 156t fidh mittelft 22 = — D ‘auf diefe
Sorm bringen
x2 M gd)xt h PRz=a
&!uf diefe Mt Hat man dic bepden Sleidungen
z2 P D=o
x2 ¥ (EF gz)x T hifkz=0
welde durch die Glintisation von z eine Sleidung desd viers
ten Grades geben, weldye fich mit dev gegebenen
x4 + mx3 } nx2 T pxT q~=0
vergleichent 1Gft, fo Daf man vermittefft dew Bergleichung

dev analogen Glieder vier von den Cocficienien £ g, bk

%a3 ynd
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874 I ot den Gleichitnaen,

und D beftimmen, und den finften nah Belicben annehmen

< fann,

Diefe Methode lauft mit devjenigen auf cines binaug,
toelde Desout in feinem Memoire von 1762 iber die Gleois
hungen gegen dag Ende, und jum smeptenmale in dem Mes
moire von 1765 &. 548., al8 ein Bepfpiel ciner allgemeinen
Methode geliefert Hat, welde fich auf alle diejenigen @leis
dungen erfteect, deven Hihe durch einen Erponenten b
metft wird, weldher eine jufammengefeste Sahl ift. S der
erften diefer Abhandlungen feget der Verfaffer g=—1,
und findet cine Endgleichung fiir k vom dritten Grade. Sn
der jtuepten feget er D = — 1 und Fommt auf eine Gndgleis
cung fiir g vom fechsten Grade mit aeraden Epponenten,
vie fich folglich tie eine @Ield)l.ng vom dritten Grade auflds
fen laffct,

Um den Grund diefer Refultate eingufehen, darf man
fue bemerfen, daf man, daz=* v — D, folgende jep
Gleichungen haben toird

x2+ (f£F g/ —D)x+th T kv — D =o
x-‘-‘-‘f'(f—wg{-—-—D)x‘fh_k\f—Dzo
Deven Produft, die gegebene Gleichung fepn toivdy fo dof

_ eine diefer Gleidyungen jwep Wurseln der gegebenen, und

die andern die bepden fibrigen MWurzeln derfelben enthalten
muf.  Bermdge der Natur Ddee @leichungen, haben mwie
demnad :
=g mDmx’ Fx% had ol o D=l
—ft gV —D=x"$x h ky~ — D = x//x""

_ alfo
e ggvf' -_— D = xf T XU e gl o it
zk{‘ -~ D = x'x' x""'":{””

St
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Gept man nun g = — £, und fubftituicet den aus der ecfien
Gloudung abgeleiteten $Berth von ¥~ — D, in der gwepten;

fo echalt man

xixl! — xltig it

b x' F x — x"—x
und hieraus (36t fich fchlicfen, daf die Gleichung fiie k blof
vom Dritten Grabe fepn mwirds denn auf weldpe At man aud
die vier %ura?!n %, x", %', " perfegen mag, fo wird
man doch nicht mehr als folgende drey verfdpicdene Werthe

pon k echalten

dvid

S

x' .}. X ey g1
/g e g gt

%' ..I, X gl gt
xfx.-ru it K“x"”

=/ ..l. D dd i X i

vermittelft welcdher-IWerthe man die Gleichung fae k felbft,
menn man will, divecte finden fann,

Seet man D = — 1, fo erhalt man

g1t do it x! — g

- P =
fo baf die Brofe g, mit z NRr. 29, einetlen. fepn toitd , unb
die Mr. 32. gesogenen Folgerungen, ihre AUntoendung finden
mecden.  Suchet man, bep diefer Borausfegung D=—1I,
Ve Grofe k, ftatt g fo findet man :
. xlx!f ol x«"ﬂxuffﬂ'
2 _
und die Gleichung fite k wird vom fechsten Grade, mit ges

saden Gpponenten fepn.  hre Wurseln find

Rixl — xMiglill  gixtt — xlxllil  gixhlil — slix i
!

ki==

/
2 : 2 2
Q‘ a 4 x”s“j
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376 Y, Bon den Gileidhungen.

XU lgtlll gl — yixHl gttt . wteil
2 ! RO 2
Uebrigens fann diefe Gleichung fie k, leidht aus der Gleis
chung fir u fe. 30. abgeleitet werden. Denn da

4 e

}{'xh' ke xa"u‘xi‘llf
k == und u = x/x’ § xtixliil
2

(man evinnere fich, daff hier x/, =/, xV, %11 nibts anderd
al8 die unter dev angefiihrten Nr. mit a, b, ¢, d beseicdhneten
Grogen find, nemlich die Wurgeln der gegebenen ®Gleichung);
fo ift
i T 4kg — 4}{"!{”}{”"1”"" o 4q
alfo
u = 2v7(q } k2)

Bringt man nun diefen Werth in die Gleichung fiir u, umd
fhaffet alsdenn die Jrrationalitt weg, fo wicd man eine
Sleidhung vom fechsten Grade fire k erhalten, degen famts
lide Crponenten Bielfache von 2 {ind.

50'

2Bie fcbliefen hier unfere Unterfuchung dever Methoden,
toelche Die Aufldfung der Gleichungen vom vierten Grade
betreffen.  Wiv Haben diefe Methoden nicht nue wnter cind
ander verglicdhen, und ihren Jufammenhang und gegenfeitis
ged BVerhaltnif gegeiget; fondern toic haben audh, was une
feve Hauptabficdht wat, den Grund 2 priori angegeben, wars
um diefelben jum Zheil quf reducicte Gleichungen vom deits
ten Grade, jum Theil auf foldbe vom fechaten Grade, die
fih aber auf den dritten bringen laffent, fibeen: und man
toird bemerft haben, daf dies Wbechaupt daher rihre, tocil
Die Wuegeln diefer rveducicten Gleichungen, Funfrionen dee
Grdfen x¢) x4, x4, 24 pon Jolches Befcbaffenbeit find,
bﬂﬁf
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daff, toenn man diefe vier Sedfien auf alle mdgliche Aeten
vectoechfelt , jene Junftionen Doch nicht mehe old drey vers
fibiedene IMWerehe erhalten fonmen, toie die Funftion xx”
$xx' 5 odet fechs Werthe, worunter aber immer jiveye
gleich find, nue mit entgegengefensien Jeichen, wie dic Funfs
tion x' 9 x— 3 g “oder vielmehr feds TWerihe
von folcher Befchaffenbeit, daf, tenn man fie in Vrey Paare
theilet, und die Summe, ober dad Produlft der Wecthe von
jedemr Paare nimmt, diefe drep Summen, ober drey Pros
dufte immer die nemlichen bleiben, was man auch iy Vers
wedbfelungen mit dén Grofen x/, =¥, x’%, " machen magas3
wie bep: der Funftion M. 42, Dieé ift cimas Sigenthlima
lides diefer Funfrionen, von twelcdhen die Hufidjung des Siels
Hungen vom vietten Grade abhingt.

%as Ts %QW
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